1 LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 2.
RADU (LDR»;)

Linearni diferencialni rovnici druhého fadu nazyvame rovnici tvaru

y' 4+ plx)y +q(x)y = f(x), (1)

kde p, ¢ a f jsou funkce definované a spojité na jistém intervalu J.
Funkce p a ¢ se nazyvaji koeficienty této DR.
Rovnice (1) se nazyva homogenni (s nulovou pravou stranou), je-li f(x) = 0:

Y+ p(x)y + q(x)y = 0. (2)

Budeme ji oznacovat HLDRo ;.
V piipadé (1) hovorime o nehomogenni rovnici (s nenulovou pravou stranou).
Budeme ji oznacovat NLDRj ;.

Piiklad 1. a) ¥y =-¢y, ¥ +y =0 HLDRy ;
b) Yy +2*y+1=0, 9o +2%y=-1 NLDR, ;

Véta 1. Necht p, q a [ jsou funkce spojité na intervalu J. Necht xy € J a
Yo, 1 € R jsou libovolnd cisla. Pak rovnice (1) ma pravé jedno feseni spliugjici
Cauchyovy pocdtecni podminky

y(ifo) = Yo, ?Jl(ﬂfo) = Y1

Toto Tesent je definovdano (existuje) na celém intervalu J.

Geometricka interpretace:

Hleddme takové feseni dané rovnice, které v bodé xy nabyva hodnoty yy a
jehoz derivace v bodé xy nabyva hodnoty ;.

Poznamka 1. Chceme-li pomoci DR formulovat ilohu, kterd md pravé jedno
resenti, musime predepsat tolik pocatecnich podminek, jaky je vad rovnice.

Je-li podminek méné, ma uloha nekonecné mnoho tesent, je-li jich vice, ne-
musi mit Zddne.

1.1 Vlastnosti homogennich rovnic (HLDR, ;)

Véta 2. Budte y1(x) a ya(x) dvé fesent rovnice (2) na J. Pak funkce y(x) =
Cry1(x) + Coya(x), kde Cy, Cy jsou libovolné konstanty z R, je také tesenim
rovnice (2).



Diikaz. Funkei y(x) dosadime do (2).
Pfi oznaceni L(y) := y" + p(x)y’ + ¢(x)y mame pro FeSeni (2) y; a ys:

L(y1) =0, L(y2) = 0.
Pro jejich linearni kombinaci Cyy;(z) + Coya(x) (z linearity L) dostavame

L(y) = L(Ciy1 + Caya) = C1L(y1) + CoL(y2) = C10 + C20 = 0.

m
Definice 1.1. Rekneme, Ze funkce y1, ya, ...Yyr, ¥ € N, jsou linedrné zavislé na
J, existugi-li konstanty ¢y, cs, ..., ¢, 2 nichZ aspon jedna je ruznd od nuly, tak,
ze

ayi(z) + caya(z) + -+ cyr(z) =0,
(tj. pro véechna x € J).
V opacném pTipadé jsou yi, Y2, ...Yr, 7 € N, na J linedrné nezavislé.

Vysetfovani linedrni (ne)zéavislosti podle definice je obtizné. Nastésti méame k
dispozici praktic¢téjsi postup. Zda jsou ¢i nejsou funkce linearné zavislé pozname
podle wronskianu.

Definice 1.2. Budte yy, ya, ...y,, © € N, diferencovatelné funkce na J. Vijraz

Y1 Yo - Yy

T S 74

1 i 17

W[y17y27---yr] = Y1 Ya Y
r-1 r—1 r—1
yg ) y§ Yo yﬁ )

nazyvdme wronskian (determinant Wronského).

Nyni si uvedeme specialni vétu pro nase potteby (dvojice linearné nezavislych
feSeni nasi tlohy + stacéi vySetiit v jediném bodé intervalu J):

Véta 3. Budte y; a yy dvé funkce diferencovatelné na J. Funkce y; a yo jsou
linedrné nezdavislé na J, prave kdyz Wy, ya] # 0 pro nékteré x € J.

T —2z

Priklad 2. Vysetrete linedrni (ne)zavislost funkci e ™ a e

Reseni. Jsou lineadrné nezavislé, protoze
e~ % e—2x
—e T _9 e*2$

W[e—x’ e—2:c] — — e—x(_2) e—2x Le® e—2:c — e—3x 7é 0’

pro xz € R. ]



Piiklad 3. Vysetrete linedrni (ne)zavislost funkei sinx a cosx.
Reseni. Jsou lineadrné€ nezavislé, protoze

sinx cosx

. = —sin®x —cos’xr = —1 #0,
cosr —sinx

Wsin z, cos ] =

pro xz € R. ]

Definice 1.3. KaZdou dvojici linedrne nezavislych reseni y; a yo dané HLDRy ;
nazveme fundamentdlni systém teseni HLDRgy ; (téZ baze Teseni HLDR, ;).

Véta 4. Bud y; a yo fundamentdlni systém rteseni HLDR, . Pak kaZdé tesend y
této rovnice je tvaru
y = Ciyr + Cays,

kde C; a Cy jsou vhodné redlné konstanty.

Disledky:
1. Je-li y; partikularni feSeni (2), je i Chy; TeSeni této rovnice.

2. Jsou-li y; a y, partikuldrni feseni (2), pak i kazda jejich libovolné linearni
kombinace je feSenim (2).

3. Jsou-li y; a yy linearné nezavisla partikularni feSeni (tj. y; a yo tvori fun-
damentalni systém), pak

y=Ciyr + Cayz, C1, 05 €R,
je obecné feseni (2).
4. Fundamentalni systém feseni kazdé HLDR,; je tvofen dvojici linearn€ ne-
zavislych Teseni.
Priklad 4. Méjme HLDR ;
22y — 2xy + 2y = 0.

Pro x # 0 muZeme upravit na
2 2
y'— -y + 5y =0,
x x

odkud p(z) = —2 a q(z) = 3. Bylo ndm feceno (ovéfte), Ze y1(x) = x a ys(z) =
2% jsou dvé feseni. Pomoci wronskidnu,

(L’ZL’Q

Wie,a®l =17 5,

=2x — 2% #£0,

zjistime, Ze jsou linedrné nezdvisld, a tak tvori fundamentdlni systém reseni nasi
rovnice. Obecné Teseni tedy muZeme zapsat jako jejich linedrni kombinaci y =

Cixz + 023172, 01, Cy € R.



1.2 HLDR:; s konstantnimi koeficienty

Zde se zaméfime na zjednodusenou HLDR, ;, kterd bude mit konstantni ko-
eficienty p(z) = a, ¢(x) = b:

v ' +ay +by=0, abeR, (3)

kterou budeme nazyvat HLDR, ; s konstantnimi koeficienty.
Resen{ této rovnice budeme hledat ve tvaru y(x) = e**. Hodnotu \ (Existuje?
Je jedina?) se pokusime se nalézt dosazenim y do (3):

I = y”+ay’+by — (eM)”+a(e)‘z)'—i—b(e’\x) — )\2 e)\x +a>\eAx —i—be)‘m — e’\z()\2—|—a/\—|—b).

Dostali jsme se k rovnici
(A% 4 aX +b) = 0.

Jelikoz e’ je vzdy kladné, vSechna feseni jsou skryta v rovnici
M 4+a\+b=0. (4)
Tu budeme nazyvat charakteristicka.

Véta 5. Méjme HLDR i s konstantnimi koeficienty (3). Oznaéme A1 a Ay kofeny
charakteristické rovnice (4).

1. Jsou-li \y a Ay dvé riznd redind cisla, pak fundamentdlni systém reseni (3)
je tvoten funkcemi y, = eM® a yy = e’2%; tedy obecné veseni miZeme zapsat
y = C; eM® 0y eM2®,

2. Jsou-li \y a Ny dvé stejnd realnd cisla (dvojndsobny koven), pak fundamen-
talni systém Teseni (3) je tvoren funkcemi y; = €M% a yo, = xeM®; tedy
obecné feseni (3) mizeme zapsat y = Cy eM* +Cox eM® = M?(C) + Cox).

3. Jsou-li \y = a+if a \y =a — i3, (8 #0), dvé komplexné sdruzend cisla,
pak fundamentdlni systém teseni (3) je tvoten funkcemi y; = e** cos Sz a
Yy = e sin fx; tedy obecné Teseni (3) miZeme zapsat y = e**(Cy cos Sz +
Cysin Bx).
Postup pri feSeni HLDRII s konstantnimi koeficienty:
1. Sestavime charakteristickou rovnici.

2. Re&ime charakteristickou rovnici (tj. kvadratickou rovnici).

3. Podle véty najdeme fundamentalni systém a obecné feSeni.



Domaci cvideni

Uloha 1. Naleznéte obecna 1eseni nasledujicich diferencidalnich rovnic:

1) y'+4y =0,
2)y' —y =0,
3)y" —y=0,

1)y +y —2y=0,

5)y" + 3y —4y =0.

Nepovinny dodatek pro n > 2

Obecné feseni homogenni linearni diferencialni rovnice fadu vyssiho nez dva,
napiiklad
" "
y =2y =0,

se hled4 velmi obdobné.
Resime pfislusnou charakteristickou rovnici:

M2 40N +0=0 <= N\ -2)=0 = M\ =X =0, \3=2.

Vsechny tii charakteristické kofeny jsou dety reélné (jeden dvojnésobny).
Fundamentalni systém feseni:

yo(z) = re’ =g, ys(z) =e

2z
Obecné feSent:

y(z) = Cry1(z) + Coya(x) + Cays(x) = Cy + Cox + Cse* .

Nakonec si ukazme, ze FSR je opravdu tvoren linearné nezavislymi funkcemi:

1 =z
Wiy, y2, 93] = 0 1 2l =4e* #£0, xr € R.
0 0

2 Nehomogenni linearni diferencialni rovnice 2.
radu
Pripomenme si zakladni tvar nehomogenni linedrni diferencidlni rovnice 2.

radu:
y' + )y +q(z) = f(2), (5)



coz pfi oznaceni
L(y) =y" +p(x)y + q(z)

(L odkazuje na slova ,levd“ a ,linedrni“) mizeme zapsat i zkracené:

L(y) = f(x). L(5)
Piislugnou homogenni tlohu (HU) podobné zapisujeme:
L(y) = 0. (6)

Véta 6. Je-li Y partikuldrni veseni NLDRs ;. a Y obecné 1esenit HLDR s+, pak
y=y+Y

je obecné teseni NLDRy . (Obecné feseni NLDRy ;. je rovno souctu partikuldr-
niho teSeni NLDRy ;. a obecného teseni HLDR, ;.. )

Véta dava navod, jak najit obecné feseni NLDR (obecné i vyssiho fadu nez

druhého).

Postup:
1. K dané NLDR vytvotfime prislusnou HLDR.

2. Najdeme obecné feseni HLDR, tj. 7/, jako linedrni kombinaci partikularnich
feSeni y1 a y2, ktera tvori fundamentalni systém feseni HLDR.

3. Najdeme néjaké partikularni feseni Y NLDR.

4. Obecné feseni NLDR jey =y + Y.

Vlastnosti feseni NLDR

y1 je FeSenim DR L(y) = fi(z) } L(y1) = fi(zx)
Y2 je FeSenim DR L(y) = fo(z) L(ys) = fo(x) ~

Co z toho vyplyva pro linearni kombinaci téchto dvou funkei?

L(ayy + By2) = aL(y1) + BL(y2) = afi(z) + Bf(2),

a tedy
y = ay; + Pyz je feSenim DR L(y) = af1(x) + Bfa(z).



Jak hledame partikularni feSeni NLDR?

Existuji dva zpiisoby nalezeni partikuldrniho feseni ¥ NLDR:

1. METODA VARIACE KONSTANT
Je to univerzalni metoda, ktera je platna pro DR s konstantnimi i nekon-
stantnimi koeficienty. Predpoklada vsak, ze zndme fundamentalni systém
prislusné HLDR, ktery ale u rovnice s nekonstantnimi koeficienty neumime
najit.
Tento postup je zdlouhavy, proto, pokud je to mozné, davame piednost
nasledujici metodé, ktera je jednodussi a rychlejsi.

2. METODA NEURCITYCH KOEFICIENTU (téZz metoda odhadu)
D4 se pouzit pouze v ptipadé rovnice s konstantnimi koeficienty a navic se
specialni pravou stranou. Nékteré funkce totiz ¢asto vystupuji jako pravé
strany linedrnich DR a podle tvaru pravé strany rovnice lze u nékterych
specidlnich pfipadi odhadnout tvar partikuldrniho feseni Y dané rovnice
az na koeficienty, které vypocitame.

Metoda variace konstant
Podobné jako u linearnich DR prvniho fadu, vyjdeme z obecného feseni HLDR
@ = C’lyl + CQyQ.

Reseni y NLDR hleddme v podobném tvaru, jen konstanty C; a C, nahradime
funkcemi (odtud nazev metody ,variace konstant*):

y = Ci(x)y1 + Ca(x)ys.

Neznamé funkce C}(z) a Cy(z) hleddme tak, ze y dosadime fesené NLDR. K
tomu budeme potiebovat i prvni a druhou derivaci y.
Nejprve vypocteme y':

Y = (Ci(2)y1 + Cox)y)’ = Cl(x)y1 + Co(x)yy + Cy(z)y2 + Ca(2)yh.

Situaci si zjednodusime tim, ze socet ¢lenil, ve kterych se vyskytuji derivace
neznamych funkci C}(z) a Cy(z), polozime roven nule:

C1(x)yr + Cy(x)y2 = 0.

Tim zajistime, Ze ve vyslednych rovnicich pro neznamé C(z) a Cy(x) se nebudou
vyskytovat druhé derivace téchto funkci, nebof nyni mame:

y = Ci(x)y) + Co(x)ys.



Miizeme prejit k vypoctu druhé derivace:
y" = (Cr(x)h + Ca(x)yy)" = Ci(x)yy + Cr(@)yf + Co(x)yy + Ca(x)ys-

Dosadime do NLDR (y" + p(2)y’ + q(x)y = f(x)) a upravime:
(Cl(@)y) + Cal@)y] + Cylw)yh + Calw)ys |+

(@) |Ci(@)y; + Calwlus) +a(@) |Crl@hn + Cawla| = f(),

=0 =0

A

C@) [T+ P + 4@ + Cala) 75+ Pl + aln)] +
YO+ Gyl = ().

Vysledkem je tedy rovnice C}(z)y; + Cq(z)ys = f(x). Spolecné s podminkou
C1(z)y1 + C5(2)y2 = 0 mame soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmjch
funkcich Cf(x) a Cj(x):

Ci(@)y + Co(x)y: = 0,

' / ' r_ (7)
Ci(@)y + Cy(x)yy, = f(z).

Takovou soustavu miizeme feSit riznymi zpiisoby, ale pro nas bude vyhodné
pouzit tzv. Cramerovo pravidlo. Zakladnim predpokladem je nenulovost determi-
nantu matice soustavy
‘ Y1 Yo
novs |

Vzhledem k tomu, Ze tento determinant je souc¢asné wronskianem pro dvé linearné
nezavisla reseni v, a v, a tak tedy je nenulovy.

Podle Cramerova pravidla tak mame zajisténu existenci pravé jednoho feseni
soustavy, které lze vyjadrit nasledovné:

oy = LT () vo |  —fl@)ye
1(x) - - I )
‘yl Yo ’ Y1Yh — Yiye
Yi Vs
Oy — vi f@) |  f@un
2(.1') - - Y .
‘3/1 Y2 ’ 1Yo — Y12
Y1 Vs



Véta 7. Bud y = Cy; + Cays obecné teseni HLDRy z. Potom obecné fesend
NLDRy ;. je tvaru
y = Ci(z)y1 + Co(2)ys,

pricemZ funkce Cy(z) a Cy(x) splriiuji soustavu
Ci(@)yr + Co(x)y2 = 0,
Ci@)ys + Ca(@)y, = [f(=).

Poznamka 2. Jak v tomto tvaru resent najdeme avizovany rozklad nay =y + Y ?
Neznamé funkce Ci(x) a Co(x) ziskdme integraci, takZe je muZeme vyjddrit na-
sledovné (Cy a Cy jsou integracni konstanty):
01(23) = Kl(.CE) + Cl, CQ(.T) = Kg(.T) -+ OQ.
Po dosazent do predchozi véty:
y = Ci(@)yr + Co(2)y2 = (Ki(z) + Cr)yr + (Ka(x) + Ca)ye

= Ki(r)yr + Ciyr + Ka()ya + Coyo

= (Ciyr + Coya) + (K1(2)y1 + Ka(x)yo)

— g+Y

Uloha 2. Metodou variace konstant naleznéte obecné vesent diferencidlni rovnice
" :
Yy —y =sinz.
Reseni. Nejprve fesime prislusnou homogenni tlohu
Yy —y=0.

Jde o rovnici s konstantnimi koeficienty. Sestavime a vytesime charakteristickou
rovnici:

(ChR) M’ =1=0 = X =1 A=-1 = (FSR)y=¢", gp=c".
Obecné feseni HU:
y=Ciys +Coyp = Cre" +Che ™.

Nyni piejdeme k feseni nehomogenni tilohy metodou variace konstant. ReSeni
tedy hledame ve tvaru

y = Ci(z)y1 + C2(z)ys = Cy1(z) €* +Ch(x) ™7,



kde C1(z) a Cy(x) spliuji soustavu

Ci(z)e® +Ch(x)e ™ = 0,

Ci(z) e +Ch(x)(—e™™) = sinuz.
Resime
0 e’
sinz —e” — si 7 1
(z) = = Tl = —e “sinz,
e’ e® e*(—e™®) —ete®
et _—e T
5
e’ sinx sinz e” 1
, B B B :
H(1) = Fa— = -t —crer =3 e’ sin .
T _ e
Nyni nés ceka integrace.
/ 1 -z
Ci(z) = (z)de = 5 /¢ sin x dz,

@@_/qmm

Vypocty nechdme pod caroul

a nakonec dostavame

1
Ci(z) = —=(sinz + cosx) e * +CY,
1 :
Cy(z) = Z(Cosx —sinz) e” +Cy,
1/671 sinzdr = { u/u_—_e;‘il vvzz_ségsxm } = e *(—cosx) — /e*“" cosxdr

x

u=-e" v = cosx
U =—e %

v=-sinx

] = e ?(—cosz) — (e*$ sinz + /efx sinxdx) =

N | —

/ e’ sinzdz.

coszx) — / e Psinz dz. (Na obou stranich stejny integral, ale s opaénymi znaménky.)

2/e_rsinxdx: —e ®(sinx 4 cosz) =

[e®sinzdr = —(sinz + cosz)e”

xT

Obdobné

[e*sinzdz = J(sinz — cosz)e” |

10
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a tedy obecné feseni nehomogenni tulohy

y = Ci(@)y + Ca(2)ys
= (—%(sinx +cosz)e ™ +C’1) e” 4+ (}l(cosx —sinx)e” +C2) e "

1 1
= —Z(sinx + cosz) + Cp €” —I—Z—l(cosx —sinz) + Cye™”

1
= Z(—Sinx —cosx +cosx —sinz) + Cr e +Che™"

1 1
= Z<_2 sinz) + Cre* +Che™® = -5 sinz + Cpe” +Che ™ .

Zavér: Diferencidlni rovnice y” — y = sinxz ma obecné TeSeni y = —%sinx +

Cl e’ +CQ e *. ]

Uloha 3. Metodou variace konstant naleznéte obecné vesent diferencidlni rovnice

€T

e
y' =2y +y=—.
x
Reseni. Nejprve fesime piislusnou homogenni tilohu
y' =2y +y=0.

Jde o rovnici s konstantnimi koeficienty. Sestavime a vyfesime charakteristickou
rovnici:

(W) ¥ =B 120 — h—h—l — (FSR) e et
Obecné feseni HU:
y=Ciy1 +Coyp = Cre" +Chae”.

Nyni piejdeme k feseni nehomogenni tilohy metodou variace konstant. ReSeni
tedy hledame ve tvaru

y = Ci(x)y1 + Ca(x)ys = Cy(z) e” +Ca(x)z e”,
kde Ci(x) a Cy(z) splituji soustavu
Ci(z)e® +Ch(x)ze® = 0,

xZ

Cl(z)e” +Cy(x)[e” +we’] = <.

Tuto soustavu na ukazku nebudeme tesit pomoci Cramerova pravidla, ale pro jeji
jednoduchost nejprve od druhé rovnice odec¢teme prvni a dostaneme

e’ 1

Gre =S = Ga)=- = C’g(x):/idlen|x|+02, Cy € R.

11



Nyni C)(z) = % dosadime zpét do prvni rovnice a dostaneme:

1
Ci(z)e*+-xe* =0, Cij(zr)=-1 = Ci(z)= /—1 de = -z + (4, C; €R.
x
Obecné feseni nehomogenni tlohy
y = Cix)y + Ca(x)ys

= (—z+C1)e"+(In|z| + Cy)xe”
= (O¢" +C'2xe”i—xe“+ln|x|xe‘”, C1,Cy € R.

=y =Y

s v . .7 ’ . g ’ s v v ’
Zavér: Diferencialni rovnice y” — 2y’ +y = < md obecné feSeni

y=0C1e"+Core” —xe® +1In|z|re”.

Metoda neurcitych koeficientu

Jde o metodu kvalifikovaného odhadu tvaru partikularniho feseni nehomo-
genni ulohy, kde pro jisté typy pravych stran vime, jak ma prislusné partikularni
feseni vypadat, az na néjaké konstanty, které musime dopocitat dosazenim tohoto
castecné neurcitého feseni do rovnice.

Uvodni piiklady

Ptiklad 5. Pro pravou stranu f(z) = €3 volime Y = Ae*, kde A € R je ne-
zndamd konstanta (neurcity koeficient), ktery musime jesté dopocitat (dosazenim
do Tesené rovnice).

Konkrétné napriklad y" — 2y’ +vy = e3*:

Zde mdme obecné veseni HU § = (O + Cox) e®, nebof Ay = Ay = 1.

Jako partikuldrni Teseni zvolme Y = Ae3®. Pro dosazeni potiebujeme dopo-
citat Y' = 3Ae* a Y" = 9Ae3®. Po dosazeni dostaneme Y" — 2Y' +Y = &3,
(9A4e3)—2(3Ae*) +(Ae’) =¥, 4Ae¥ =¥ 4A =1, A = 1, atak dostdvdme
Y =1e¥,

4
Dohromady y =7+ Y = (Cy + Cax) €” —i—}l e’ (C1,Cy € R.

Drobny problém miuze nastat, kdyz tato volena funkce je jiz obsazena v obec-
ném feseni homogenni tdlohy. V takovém pripadé by se Y ,rozplynulo® v 7 a
funkce y =y + Y by byla stale jenom feSenim homogenni tlohy.

Piiklad 6. Predvedeme si to na rovnici y" — 2y — 3y = e3:
Zde mdme obecné feseni homogenni tulohy §j = C, e3® +Cye™, nebof \; = 3
a )\2 =—1.

12



Kdyz pro pravou stranu f(z) = €3* zvolime Y = Ae3®, kde A € R je nezndmd

konstanta (neurcity koeficient), dostaneme funkci, ktera je jiz obsaZena vy, a tak
pro libovolné A € R nedostaneme nic navic: y =y +Y = (C1+ A) e3* +Cre™® je
jen gingm tvarem ¥y, a tak stdle jenom Tesenim homogenni tulohy.

Jde o jistou formu nasobnosti (stejné jako u charakteristickych kofenil), a
tak to Vyfeéime obdobné, volené (neurcité feseni) nasobime z, tedy ¥ = Ax e3®
pfipadné 22, Y = Ax%e 50 , pokud je v 7 i funkce z €** (\; = \y = 3).

Piiklad 6 (—dokonéeni). Pro pravou stranu f(x) = e a obecné feseni HU
Y= Cre3+Che ™ tedy volime Y = Axe3®, kde A € R je nezndmd konstanta
(neurcity koeficient). Takto se vyhneme funkci, kterd je jiz obsaZena v 7.

Dopocitime: Y' = Ae3® +3Azx e = (A + 3Ax)e?

Y" =3Ae* +3Ae3 +9Aze3® = (6A + 9Az) €?

Dosadime do Y” —2Y' - 3Y = e32;

(6A + 9Azx)e? (A + 3Az) ¥ —3Azed =3, 4A =1, A =1,
a tak dostdvdme Y = Lz e®.

Dohromady: y = y +Y = C1 e +Coe " 1z e’ = (C) + xe ) 4+ Cye™ 7,
(71,(jé e R.

Piiklad 7 (Vyssi ndsobnost). Jak uZ jsme uwvedli diive, v pripadé viskytu funkce
3 v obecném veseni HU, je treba Ae3® vyndsobit x®. UkdZeme si to na rovnici
s dvognasobnym redlnym charakteristickym kotenem Ay = Ay = 3: y" + 6y’ + 9y =
e3x:

Pro pravou stranu f(z) = €3 a obecné veseni HU § = (C} + Cox) e3® tedy
volime Y = Ax?e3* | kde A € R je nezndmd konstanta (neurcity koeficient). Takto
se vyhneme funkczm které jsou jiZ obsazZeny v .

Dopoéitime: Y' = 2Ax &3 +3Az% 3® = (2Az + 3A2?) % a

Y" =246 +6Axe3® +6Ax 3 +9Az% &3 = (2A + 12Ax + 9Ax?) &

Dosadime do Y" — 6Y' 4+ 9Y = 3%

(24 + 124z + 9Az?) €3 —6(2Ax + 3Az?) 3 +9A2? 3 =37, 24 =1, A= 1
a tak dostdvime Y = ja* €.

Dohromady: y = 5§+ Y = (C1 + Cox) e¥ +322 % = (Cy + Cox + $2?) €™,
(71,(72 e R.

Metoda

Tato metoda mize vést k cili rychleji a jednoduseji nez variace konstant, ALE
jeji pouziti se omezuje jen na rovnice s konstantnimi koeficienty a prava strana
musi byt speciadlniho typu. Jedna se o linedrni kombinaci funkei tvaru

fi(x) = pi(x) ™, fo(z) = po(x) € cos Bz, f3(z) = p3(x) e sin fx,
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kde p1, p2, p3 jsou polynomy a A, o, 5 € R (pro A = 0 dostavame ,¢isty“ polynom

pi(x)).

Jiz jsme si ukazovali, zZe pokud budeme znat feseni pro kazdou pravou stranu
zvlast, pak vysledné celkové feseni bude linearni kombinaci dil¢ich FeSeni, se stej-
nymi koeficienty jako jsou pouzity u pravych stran:

(L) = A1), L) = fola), Llvs) = fo(w)) =

—  L(ay; + bys + cys3) = afi(z) + bfa(x) + cfs(x).

Jisté jste si vSimli, Ze (aZ na ndsobeni polynomem) ,povolenymi“ pravymi
stranami jsou funkce, které se objevuji jako reseni homogenni tlohy s konstant-
nimi koeficienty:

e ¢ pro realny charakteristicky koren A,
e e“cosfr a e* sinBx pro komplexni char. koren A = o + i3, 3 # 0.

V vodnich piikladech jsme si ukazali, ze takto mtze dojit ke konfliktu pti
volbé (neurc¢itého tvaru) partikularniho feseni Y. V pfikladech jsme tomu zamezili
pripadnym vynéasobenim mocninou z. Abychom mohli tento postup formalizovat,
oznac¢ime si exponent z pismenem N (N jako nasobnost).

Bude nés zajimat vztah mezi A z pravé strany a charakteristickymi kofeny
prislusné homogenni tlohy. Tento vztah zaznamename pomoci veli¢iny N, ktera
v nasem pfipadé mize nabyvat hodnoty

e (0, pokud A neni char. korenem,
e 1, pokud A je jednoduchym char. kofenem,
2

e 2 pokud A je dvojnasobnym char. korenem~.

Pfi tomto nastaveni mtuzeme vyslovit nasledujici vétu o volbé partikularniho
feSeni.

Véta 8. Necht p je polynom stupné s > 0, necht
y' +ay +by = f(x) (%)
je rovnice s konstantnimi koeficienty a necht N je vyse definovand velic¢ina vzta-

Zend k nasi rovnici (*).
Pak plati:

a) Je-li X\ € R a f(x) = p(x) e, existuje polynom q stupné nejvyse s tak, Ze
funkce Y (z) := xNq(x) e’ je partikuldrnim resenim rovnice (*).

2Obecné, u rovnic n-tého fadu, mize byt N = k, k < n, kdyz je A\ k-ndsobnym char.
kotfenem.
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b) Je-li N = a4+ i3, kde o, 3 € R, 5 # 0, a je-li f(x) rovno p(x)e** cos [z
nebo p(x) e** sin Sz, existuji polynomy q a r stupné nejvyse s tak, Ze funkce
Y(x) = 2N e

(q(x) cos Bz + r(x) sin fz) je partikuldrnim Tesenim rovnice
(%)-

Ukazky volby Y

&) »& oy = (F42x+1) €
HU} 2\4'/{ )‘l:nq

) il sl
, x ;R Hi% 0 (k) = X’fz’” sep
U 260 = (e D28 = € PR  g

Ve X g0 é\x—x (Aby+l) € =

:(i‘@iX‘kBX‘*C >6

b) ﬁa Aa/ .»(ZXJ'b)
MO desty D=1

I3 . [8'% o '@X th ir/) = /]
A/Hd; %(ﬂ = (Zx+5)e = (o f 8 o ol

=7 M=0
\l/: e g.d - ehx - X (AxaB)e=

' =0
X i St P
A/H(/ﬁ %{K\: 2 2 = V[%) € / >’ /4 )\q_ /\ )>AWJWC&QW}/ 7

= /’V 2
Y: XN %}(k\@hxi )<t (/q)@X:AX'Lex
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Resené piiklady

Uloha 4. Metodou neurcitych koeficientu naleznéte obecné teseni diferencialni
rovnice
y" —y =sinz.

Reseni. Nejprve fesime p¥islusnou homogenni tilohu
Yy —y=0.

Jde o rovnici s konstantnimi koeficienty. Sestavime a vyfesime charakteristickou
rovnici:

(ChR) *—1=0 = XM =1 h=-1 = ([FSR)yi=¢", yp=¢".
Obecné feseni HU:
y=Ciy1 +Coyp = Cre" +Cye™" .

Nyni prejdeme k feseni nehomogenni tlohy metodou neurcitych koeficientti.
Rozkli¢ujeme pravou stranu:

f(z) =sinz =e""sinl-2 = AX=0+i-1=i¢g{l,-1} = N=0.
Partikularni feseni nehomogenni tlohy tedy budeme hledat ve tvaru
Y =a2%e""(Acosl-x+ Bsinl-z) = Acosz + Bsinx.
Jesté vypocteme prvni a druhou derivaci a dosadime do nehomogenni tulohy:
Y’ = —Asinz + Bcosuz, Y"” = —Acosx — Bsinux,
Y'"-Y = singz,
(—Acosx — Bsinz) — (Acosx + Bsinz)Y = sinz,

—2Acosx —2Bsinr = sinu,
—2Acosz — (2B +1)sinz = 0.

Aby byla splnéna rovnost (jde vlastné o linearni kombinaci linedrné nezéavislych
funkci), musi se oba koeficienty rovnat nule:

1
(-24=0, ~@B+1)=0) = (4=0, B=—)
atedy Y =0-cosz — %sinm = —%sinx.
Zavér: Diferencidlni rovnice 3y’ — y = sinx ma obecné feSeni y = 7+ Y =
Cie*+Che™™ —% sinz. O
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Uloha 5. Metodou neurcitijch koeficienti vyreste pocdtecni ulohu
y' +2y +y=a*+cosz, y(0)=0, 3 (0)=0.
Reseni. Pravé strana je slozena ze dvou ¢asti:
f(z) = fi(z) + folx) = 2° + cosx.
K fesené rovnici zapiseme dvé diléi:
' +20 +y=2* a y'+2y +y=cosz.
Soucet jejich feseni nam da feseni piivodni rovnice:
(L) = filz), L) = fo(z)) = Ly +u) = filz)+ fol).
HU je stejna pro obé diléf rovnice.
— Char. rovnice: A2 +2X\+1=0, (A + 1) =0.
— Char. kofeny: A\y = Ay = —1.
~ ORHU: 7 = (Cy + Cox) ™.
Nyni budeme hledat partikularni feseni dil¢ich rovnic.
1) Pro pravou stranu fi(z) = 22 = 2% €% mame
s=2, A=0#XN2 = N=0.
Partikularni feseni bude mit (neurcity) tvar
Yi(x) := 2Vq(z) e = 2°(Az® + Bz + C) ™ = Ax® + Bx + C.

Dopocteme derivace: Y/ (z) =24z + B, Y/ (z) = 2A.
Dosadime do rovnice Y{" +2Y] +Y; = fi(x):

2A +2(2Ax + B) + (Az® + Bz + C) = 22,

A + (4A+ B)r + (2A+2B+C)=1-22+0-2+0-1,

a tedy (porovndme koeficienty u jednotlivych mocnin x):

A =1 A= 1
4A+B = 0 = B = —4 = Y(z) =124z +6.
2A+2B+C = 0 C = 6
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2) Pro pravou stranu fo(z) = cosz = 1-€% cos1 -z mame
s=0, A=0+i-1#£N\s = N=0.
Partikularni feseni bude mit (neurcity) tvar
Ya(z) = 2V e*(q(x)cos Bx + r(z) sin fz)
= 2%e"(Acosl-x+ Bsinl-x) = Acosx + Bsinx).

Dopocteme derivace: Y;(r) = —Asinx + Beosz, Y] (x) = —Acosz —

Bsinzx.
Dosadime do rovnice Yy + 2Y; + Y, = fo(x):

(—Acosx — Bsinz) + 2(—Asinx + Bceosz) + (Acosx + Bsinz) = cosz,
2Bcosx —2Asinx =1-cosz + 0-sinz,

a tedy (porovname koeficienty u jednotlivych (linedrné nezavislych) funkei

cos T a sinz):

ZB:1:>A: O:>Y()—1'
_94 — 0 B :% 2{13—2811133.

Nyni dil¢i feseni Y] a Y5 secteme. Partikularni feseni nasi rovnice je
2 L.
Y=Y+Yo=2x —4x+6+§smx.

Obecné feSeni rovnice:

1
y=y+Y = (01+C2$)efx—|—x2—4$+6—0—§Sinx.

Pocate¢ni tloha y(0) = '(0) = 0:

1
Y (x) = (—C1 4+ Cy — Cox)e ™ +22 — 4 + 5 COS T,
1
(y(0) =) (Cl—l—Cg~O)e’0+02—4-0+6+§sin0 = 0,
1
(v/(0) =) (—01+C2—02-O)e*0+2.0—4+§coso = 0.

W0)=) C1+6 = 0,(0)=) ~Ci+Cr—4+5=0 =  ~ 3
_ s

Reseni pocatecni ulohy:

5 1
y=(—6-— éx)e’x—i-mQ —4x+6+§sinx.
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Domaci cviceni
Uloha 6. Naleznéte obecnd veseni ndsledujicich diferencidlnich rovnic:

1)y + 4y = e cos 22, y(0) = 1, ' (0) =0,

16 1
y(x) = 1—7(:0523: - 3—4$1n2x+ 7 ¢ ?cos 2z + —e s1n2x1.
2)y' -y =u, ly(x) =01+ et —‘37 1’]
3) Yy —y=u, [y(x) = (0 e +05e7" x}
4) Yy +y —2y=3we", {y(x) = (01" +Che " — (— — g)} .

5) yl/ + 3y/ o 4y — e—4z 4 e—ac)
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