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Kombinatorik.

In den fritheren Bénden dieser Vorlesungen wurde gezeigt, daB
die Begriindung der wissenschaftlichen Kombinatorik sowie die der kom-
binatorischen Analysis fiir Leibniz in Anspruch genom‘mén werden
muB, der seiner philosophischen Anlage gemifl die hohe Bedeutung
und die vielversprechende Zukunft dieser im Werden begriffenen
mathemat1schen Disziplinen, wenn auch nieht scharf erkannte 80
doch mit dem sicheren Takte des Genies ahnte. Es wurden dann
die Fortschritte dargelegt, die dieser neue Zweig der Wissenschaft den
Arbeiten der Bernoullis, eines Moivre, eines Huler verdankt.
Nach diesen Ergebnissen kommen wir zu einer merkwiirdigen Epoche,
- Zu dénf der sogena,nnten kombinatorischen Schule. Die aus-
- gesprochene Absicht der sie begriindenden und férdernden Minner
war, neben die gewohnlichen Operationen der Arithmetik, Algebra
und Analysis “die kombinatorischen Operationen als gleichberechtigs
und gleichwertig zu stellen und fiir sie das Biirgerrecht zu erwerben.
Durch diese Erweiterung der Hilfsmittel sollte sich, wie sie meinten,
die Darstellung vereinfachen und das Forgchungsgemet vergroBern.
Diese Schule faBte trotz ihver groBen Ziele und Absichten nur in
Deutschland Boden und trug auch hier nur bescheidene Friichte; von
groBen Forschern im ‘mathematischen Bereiche gehorte. ihr kelmer an.
Das erklirt sich wohl daraus, dafi sie ganz in Formeln und in For-
malismus. aufging. Zwar beherrschte sie eine Zeitlang den deutschen
Markt; aber das meiste vonvdem was sie brachte, sank bald in eine, nicht
immer ganz gerechte Vergessenheit). '

Der ]Begrunder der kombma,torlschen Schule war Karl Fried-

I In seinem, von Napoléon L- veranlaBten ,Rapport historique sur: les
progrés des sciences mathématiques depuis 1789% (Paris 1810) sagt J..B. Joseph
Delambre: Die kombinatorische Analysis beschaftigh noch immer die deutschen
Mathematiker; aber in Frankreich hat sie  keine Gunst erringen konnen, weil ibr
Gebrauch zu beschrinkt ist, und besonders weil sie auf die Zweige ‘der Wissen-
schaft‘ nicht anwendbar erscheint, "deren - Fordemng uns vorzliglich am
Herzen liegt. ' , : N

- 0ANTOR, Geschichte der Mathematik IV, ) 14

|
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rich Hindenburg, Sohn eines Kaufmanns in Dresden, am 13. Juh
17% daselbst geboren. Nachdem er das Gymnasium zu Freiberg
in Sachsen absolviert hatte, studierte er in Leipzig Medizin, Physik
und Mathematik und kam dann durch Gellerts Vermittlung als Er-
zieher in das Haus eines Herrn von Schénberg, in dessen Sohne
sich schon friih ausgesprochene mathematische Talente zeigten.
Ihn begleitete Hindenburg auf die Universitit Leipzig, wo er sich
von da ab, ebenso wie spdter in G6ttingen, mehr und mehr mit
mathematischen Studien beschiftigte. Dort, in Géttingen schloB sich
Hindenburg hauptsichlich an Abraham Gotthelf Kiistner an.
Im Jahre 1771 habilitierte er sich in Leipzig, ward dort 1781 aufler-
ordentlicher Professor der Philosophie, 1786 ordentlicher Professor
der Physik und starb am Orte seiner Wirksamkeit am 17. Mirz 1808.
In der ersten Zeit nach seiner Ernennung zum Professor der Physik
widmete er sich eingehend dieser Wissenschaft. Eine Avrbeit iiber
Wasserpumpen stammt aus dieser Periode. Seinen ersten mathematischen
Untersuchungen entstammt ein im Jahre 1776 verfaBtes Btichlein:
yBeschreibung einer ganz neuen Art, nach einem bekannten Gesetze
fortgehende Zahlen durch Abzihlen oder Abmessen bequem und sicher
zu finden”. Sie kommt im wesentlichen auf die Darlegung der Idee
hinaus, durch mechanische Mittel (Abzihlen oder Anlegen eines
WinkelmaBes) das bekannte Schema des ,Siebes des Eratosthenes
mittels dessen die Folge der Primzahlen hergestellt wird, zur Ab-
lesung der Glieder arithmetischer Reihen zu benutzen. Hinden-
burgs Vorliebe fiir Superlative in der Abschitzung der eigemen Ver-
dienste kommt schon hier unverhiillt zum Ausdruck. Von diesen
y,Hindenburgschen Zahlenbogen® ist mehrfach in Lamberts deut-
schem gelehrten Briefwechsel (herausgeg. von Joh. Bernoulli, Berlin
1785) die Rede, da ein dsterreichischer Mathematiker, Anton Felkel,
der eine #hnliche Erfindung gemacht und bel der Berechnung von
Faktorentafeln benutzt hatte, sie Lambert vorlegte. Zu seinen ersten
kombinatorischen Arbeiten kam Hindenburg 1778; sie beziehen sich
auf den polynomischen Satz, oder wie die damalige Ausdrucksweise
lautete, auf die Potenzierung des Infinitinoms.

Wir miissen hier eine kleine Kinschiebung machen.

Die Potenzierung des Binoms und die Beweise der binomischen
Formel wurden friiher bereits eingehend besprochen. Aber fiir
unsere Zeitperiode kommen auch noch Beweise in Betracht; von ihnen
seien diejenigen kombinatorischer Natur hier erwihnt.

Fr. Ulr. Theod. Aepinus, 1724 zu Rostock geboren, zuerst
Privatdozent zu Rostock, dann 1755—1757 Professor der Astronomie
in Berlin und spater in Petersburg, zuletzt in Dorpat privatisierepd,
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wo er 1802 starb, beweist den binomischen Satz auf Grund folgender
Beziehungen?): Ist

(I4+azy=a,+bx+c2+das®+ e+
so hat man, wie gezeigt wird, fiir die Koeffizienten die Relationen

¢ = bn'bn—l d _b bﬂ-—-—l b m—2 . bn"bn—l'bn—ﬂ'bﬂ—:a .
n 1.9 bl ‘n 1.9.58 }J 6]1— 1-2.3.4 P

und daraus folgen die Werte der Binomialkoeffizienten nach Bestim-
mung von b,, wo fir b, =0 4 b = (r+ s)b = (r -+ 5) gilt.

Jan Hendrik van Swmden 1746 1m Haag geboren, zuerst Pro-
fessor der Physik, dann zn Amstez ‘dam auch Professor der Mathe-
matik, nahm 1798 an der Beratung iiber die Einfiihrung des metrischen
MaB- und Gewichtssystems teil; starb 1823 zu Amsterdam. Er benutzt
zum Beweise der binomischen Formel die Relationen?)

@,y =0, b, =b,—a, ¢_;=¢ —b +a,

n— n n’ 2

d:—l = dn — ¢, -+ bn T @y,

7

Auch Euler beschiiftigte sich mehrfach mit der Frage nach dem
Gﬁ]ltigkeitsbereiche der Newtonschen Binomialformel. Zuniichst im
Jahre 1774°).

Hier geht er von der interessanten Bemerkung aus, dafi eine
Gleichung, in der ein Parameter » vorkommt, wohl fiir alle positiven
Werte von » richtig, fir die tibrigen aber falsch sein konne, so daB
also die Richtigkeit der binomischen Formel fiir ganzzahlige positive
Exponenten noch keine weiteren Schltisse auf ausgedehntere Giiltigkeit
erlaubt. Als Beispiel gibt er die Gleichung

1—a" , (1—a")(1— a"_i) (1—a)(1—a"" (1 —a""‘“’)

w=g—yt 1—a° 1—ab

,')

die er fiir ganzzahlige positive » beweist, aber fiir andere Werte von
n als unrichtig erkennt*). Aus diesem Beispiele erhellt, daB die fiir

1) Nov. Comment. Petrop. 1760, 1761, VIII, p.169—180. 2) Verhandl. Maatsch.
Haarlem 1770, XTI, p.334—358." °) Nov. Comment. Petrop. 1774, XIX, p. 108—111,
%) Hiermit im Zusammenhange steht folgende Stelle eines Briefes von Euler an
Daniel Bernoulli vom 16, Februar 1734 aus Petersburg datiert (Bibliotheca
mathematica, dritte Folge, VII, p. 186; 1906): ,Ich vermeinte peulich, daB nach-
folgende Series

Z’il__l _{m—1)(m — 10) 1 (m — 1)(m — 10)(m — 100)
9 0990 999000

__(m — 1)(m — 10)(m — 100)(m — 1000)
9999000000

+ ete.

(alwo (I) die Anzahl der Nullen im Numeratore und Denominatore einander
14%
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ganze positive Exponenten n kombinatorisch sofort heweisbare Glei-

chung
(1+2r=1 —l—%—{—x ”'(‘;b";i) 22 & "’("ZT.;)FZ—?):E:;_!__...

noch nicht die Giiltigkeit fiir beliebige Exponenten n verbiirgt. Nun

setzt Fuler
, —1 (i — 1) (1 —
1 % . ) (n. Y o % (n ) (n

2,5 Tl
1.9.3 284 = [0l

dann gilt also fiir positive ganze n die Gleichung [#]= (1 + z)".
Kombinatorisch wird nun gezeigt, daB [n]-[m]=[# + m] sei, und
daraus ergibt sich [an] — [n]® fiir alle beliebigen Werte von # und

alle ganzen positiven Werte @. Ist nun [%] vorgelegt, wo p und ¢ ganz
und positivsind, so findet man [gf : %] = [—ZT = [p]= (1 + x)P und also

2
B{] = (1 4+ 2)7. Ahnlich wird der Beweis fiir negative Exponenten

geliefert.

In der zweiten, auf den hinomischen Satz beziiglichen Arbeit, die
dreizehn Jahre spiter erschienen ist!), setzt Fuler vovaus, daB bei
beliebigem Exponenten n Entwicklungen der Form

A4+a2r=1+ A+ Ba®*+ Cz® + - -,
lI+4+zrtt=14+Az+Bz*+Ca®+ -
: fnb‘glich seien, und daB fiir » = 0 alle Koeffizienten 4, B, C,... ver-
schwinden. Dann leitet er die Rekursionsformeln
A—-—4=1, B—B=4 C—C=B.., N—N=MN,...

ab. Setzt man N = an, also N' = a(n + 1), so wird M =« Um-
gekehrt folgt aus M = « durch Integration der Funktionalgleichung
N = an + ¢, wo ¢ eine Konstante ist; da fiir n = 0, N = 0 sein muB,
so ist N=an die fiir diesen Fall allgemeine Losung. Kbenso: ist
N=an(n—1), also N=an(n+ 1)n, so ist M =2an, und um-

gekehrt folgt aus M = an allgemein N = %om(n — 1) usf. Anf

diese Weise wird das Gesetz der Koeffizienten festgelegt; da der An-
fangskoeffizient = 1 ist, so folgt die Newtonsche Form.
Auch einer hierher gehdrigen Arbeit von Joh. Andr. v. Segner

gleich gind, im I','Tbrig‘en ist die Lex klar) den Logarithmum communem ipsius m
exprimere, dann isb m = 1, soist die gantze Series = 0, ist m =10, 50 kommt 1,
ist m = 100, kommt 2, und so fortan. Als ich nun daraus den Log. 9 finden
wollte, bekam ich eine Zahl, welche weit zu klein war, ohngeacht diese Series.
sehr stark convergirte.®

). Nov. Act. Petrop. V, 1887, p. 52.
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sei gedacht)), in der die Binomialform ohne Berticksichtigung der
Konvergenazfrage allgemein bewiesen werden soll. Segner setzt

R R L O

wo n eine ganz beliebige GroRe bedeutet, beweist kombinatorisch die
Gleichung S, -8, =8,,,,, darauf direkt S, =1+ ¢ und daon der
Reihe nach 8, = (1 4 ¢)" fiir ganze positive, fiir gebrochene positive,
fiir negative und endlich als Grenzfall fiir irrationale Zahlen. Von
e sagt Segner, er Werde" Hm allgemeinen® kleiner als 1 angenommen.
Man erkennt leicht die Ahnlichkeit seiner Schliisse mit denen des
ersten Eulerschen Beweises.

Wir kehren von dieser Einschaltung zu unserem eigentlichen
Thema zuriick.

Die Aufgabe der Potenzierung des Infinitinoms?) fordert die Be-
stimmung des allgemeinen Gliedes in der Entwicklung einer der
Formen -

(a—{—b—{—c—l—d—i—---)m und (1 + ez + B+ p2b - - )7,
deren zweite nach Potenzen von 2 geordnet zu denken ist. Uber
die Behandlung dieser Probleme durch A. de Moivre, Leibniz,
Jak. Bernoulli wurde frither bereits berichtet. Die erste darauf
beziigliche Untersuchung Hindenburgs bezieht sich auf die erste
dieser Formen, die zweite Untersuchung auf die letzte, und die dritte
Verdffentlichung ist im wesentlichen nur ein Abdruck der beiden
ersten nebst einigen Erweiterungen und einer voraufgeschickten, sehr
ausfiihrlichen Geschichte des Problems®. Wir gehen efwas niher auf
die Besprechung dieser drei Arbeiten ein.

Durch die Benutzung der Permutationen oder der Kombinationen
hatte man den Ausdruck fiir die Polynomialkoeffizienten in

(a4+b4cH )

fir jedes Aggregat a*bf¢’... ohme weiteres aufschreiben konnen.
Aber diese Methode hatte den nicht zu unterschitzenden Nachteil im
Gefolge, daf die Giiltigkeit der Formel sich auf ganze positive Ex-
ponenten beschriinkte. Um diesem Mangel abzuhelfen, hatte eben

) Nouv. Mém. de Berlin 1777, p. 87. %) Dieser Ausdruck stammt nach
Pfaff, ,,Bemerkungen {iber eine besondere Art von Gleichungen* (Der polynomische
Lehrsatz, p. 150 Anm.) von Ernst Gottfried Fischer. % 1. Infinitinomii
dignitatum indeterminarum leges ac formulae. Gotking. 1778. 1. Methodus
nova et facilis serierum infinitarum exhibendi dignitates exponentis indeterminati.
Gotting. 1778, III. Infinitinomii dignitatum  exponentis indeterminati historia,
leges ac formulae, editio pluribus locis ancta et passim emendata. Gotting. 1779.
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jener junge Mann, dessen wissenschaftliche Ausbildung Hindenburg
leitete, Karl Friedrich von Schiénberg, den Versuch gemacht,
das Polynomialtheorem aus dem Binomialtheorem herzuleiten, um
jenem den gleichen Giiltigkeitsbereich zu geben, wie diesem, niimlich
den fiir gebrochene und fiir negative Exponenten; weiter gingen kaum
weder fiir das eine moch fiir das andere Problem die Bestrebungen
Jener Zeit. Hindenburg folgte seinem Sehiiler in seiner ersten
Arbeit auf diesem Wege, aber ohne Neues oder Besseres zu bieten. -

Die zweite Abhandlung beschiiftigt sich mit der Form

4(_1+0¢5+ﬁ3“’+--~)m-

In ihr bringt Hindenburg die Anfinge seiner komplizierten Be-

zeichnungsweise, die er von nun an weiter entwickelt und im Jahre
1796 abschlieBend einheitlich vortrigt!). Wir wollen zunichst auf
diese Bezeichnungsart niiher eingehen.
Bei Hindenburg bedeuten die Symbole
Y, mB, »¢, »D,

oder in der ersten Zeit auch nur
% B, 6 D,

die einzelnen Binomialkoeffizienten erster, zweiter, dritter, vierter, . ..
Ordnung von m Elementen, niimlich

m == mp __ mm—1 —1 ;'2)
i B TP, g YEo

Hinde‘n‘burg behilt also, wie auch noch viel spiter L. Euler?), die von .
Leibniz aus guten Griinden wenigstens zum Teil verlassene Methode,
die alphabetische Reihenfolge der Buchstaben als Anordnungs- und

') ,Hochst wichtiger EinfluB der Combinationslehre auf die Analysis.*
VI Abhandlung mit dem vollstindigen 12 Zeilen langen Titel in dem Sammel-
werke: ,Der polynomische Lehrsatz, das wichtigste Theorem der ganzen Ana-
lysis*, Herausgegeben von C. F. Hindenburg, Leipzig 1796.

%) Euler benutzt zur Bezeichnung der Binomialkoeffizienten (13) und
[m] Das erste im Jahre 1778; die Abhandlung erschien erst 1806 in den Nov.
Act. Acad. Petrop. XV, 1806, p. 33; das zweite im Jahre 1781, Act. Acad. Petrop
V (1784), paxs prior, p. 84. Die jetat gebrauchliche Bezeichnung (9) stammt von

Andreas von Ettin_gshausen (1796—1878), Vorlesungen fiber hohere Mathe-
‘matik, Bd: I, 8. 38 (Wien 1827).
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Abzihlungsprinzip zu verwenden, hier und spiiter, frotz ihrer Unuber-
sichtlichkeit und Unbequemlichkeit noch bei. Ahnhch bezeichnet
er generell die Polynomialkoeffizienten durch

a, b, ¢ D, e,~. .

die Buchstaben haben hier, je nach den Potenzprodukten, mit denen
sie verbunden sind, verschiedene zahlenmiBige bei gleicher begriff-
licher Bedeutung. So ist z. B. ;

b(w4+msy+xyzz+xyzu_+...)= 4+ﬁxs

LM . A1
AT AR TETE TR T A

e(s® + oty + By + Bys + 2¥yPa - ) = pa f’+m—,xy

-1-3—@9; y +3,1,11w3yz T 212 qete
Man sneht daf ein Symbol wie ) allerlei bedeuten kann, indem z. B.

hatys = 8Brys, Hady® = 2Ca’y’, I)wy -—S‘Esvy,...

wird, 50 daB also eine deutliche Inkongruenz zwischen der Bezeichnung
bei den Binomial- und der bei den Polynomialkoeffizienten zutage tritt.

Die Bezeichnung der verschiedenen Klassen bei Kombinationen
und Variationen geschieht in &hnlicher Weise. Dabei unterscheidet
Hindenburg die Kombinationen und Variationen ,an sich®, d. h.
ihre Gesamtheit, und die ,zu bestimmter Summe® der als Zahlen
genommenen Elemente. Zugleich ist zu bemerken, daf es sich dabei
nicht um bloBe Anzahlbestimmungen handelt, sondern daB die be-
zeichnenden Symbole die Aufstellung aller geforderten Komplexionen
selbst andeuten sollen. Darin beruht eine Ergiinzung fritherer Unter-
suchungen der Bernoullis und Eulers, dle den Kombma.torlkern
besonders wichtig erschien.

Bei Hindenburg bedeuten -

A, ‘B, C, 'D, ... Kombinationen erster, zweiter, dritter, ... Klasse
~ohne Wiederholungen,
A, B, €, D),... Kombinationen erster, zweiter, dritter, ... Klasse
- mit Wiederholungen,
‘A, 'B, 'C, ‘D, ... Variationen erster, zweiter, drﬂnter, ... Klasse
, ohne Wiederholungen, ' |
A, B, ¢, I,... Variationen erster, zweiter, dritter, ... Klasse

mit Wiederholungen.

Es ist also zu setzen
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B = ab, ac, ad, be, bd, ¢d, .. .,
B’ = aaq, ad, ag, ad, bb, be, .. .,
'B= ab, ba, ac, cq, ad, da, . ..,
| B’ = aa, ab, ba, ac, ca, b, .. ..
Die zugehdrigen Anzahlen der Komplexionen werden durch ein vor-
gesetztes K f = numerus specierum — Anzahl der Komplexionen
bezeichnet; das %* Glied der gut geordneten Komplexionen durch
nachgesetztes 4 So ist bei vier Elementen 4, b, ¢, d
EE ‘B4 =be, B4—=ad, 'B5=ad, 'Bl=aa.
Handelt es sich um Kombinationen oder Variationen zu bestimmter
Summe m, so wird ™A, "B,..., ™4, "B, ... geschrieben. . Die Ele-
o mente sind dabei als Zahlen gedacht, etwa als die nattirlichen Zahlen
: 1,2, 3,4,... Dabei wird z. B. v
| 10 =115, 124, 133, 923; -
C =115, 124, 133, 142, 151, 214, 228, 232,
o 241, 313, 322, 331, 412, 421, b11L.
Wenn es notwendig wird, die Zahlen durch Buchstaben zu ersetzen,

dann wird diese Art der Substitutiom durch einen Zeiger oder einen
Index angegeben. Also bedeutet ’C unter Verwendung des Index

(abe(le) ) _

aae, abd, acc, bbc;

die Kombinationen

und iﬁ;g Bedéutet bei den drei Indizes

R e AR I
- den Koinple_x der Kombinationen
. aae, ciﬂb, ayc, bc. |
; Hindenburg\ byez.eic]hnet ferner gegebene Glieder und -Koeff
fizienten - (ddati) durch gewdhnliche Buchstaben, | |
A+B+C+-i=p at+btet =0
«+ fz + pa? + =1

und angenommene, als unbek@nnt angesehene (ficti) durch Buch-
gtaben mit dariiber gesetzten Punkten!). Endlich werden DOQh

9 Nach Leibniz: ,,coe@ﬂﬁcim-meﬂ fieti, qui assumuntur tamquam dati*.

'Ge:g’wen- diese Bezeichnung wendet sich Kligel (Der polynomische Lehrsatz usW.
herausg. von Hindenburg; Leipzig 1796, p. 61): micht coefficientes fictl,
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Lokalausdriicke oder Lokalzeichen eingefithrt; sie werden als Ab-
kiirzimg  des ' Anfangsbuchstabens von Jberminus® mit ¢ oder 4 be-
zeichnet, in der Weise, daf

_  pin = pti, pgln, ¢*1n
bzw. den u%* Term der Reihe p, des Produktes pg, der dritten Potenz

yon-g bedeutet. — Ferner bedeutet » den Koeffizienten, also px®

den nt® Koeffizienten der Reihe p; so fiir p =« + x4 y2"+0 Zd
px2 =0, px3 =9y, P22l =0b ...

Hindenburgs wissenschaftliche Bestrebungen gingen vor allem
auf die Benutzung der kombinatorischen Komplexe aus, und deshalb
stellte er auch, als Erster, einfache Regeln fiir die Bildung von Per-
mutationen, von Kombinations-*) und von Variationsklassen auf, um
bei der Herstellung von Tafeln die Moglichkeit von Auslassungen
oder von Wiederholungen auszuschlieBen. Weitere Beschiftigung mit
diesem fiir ihn grundlegenden  Problem fithrte ihn 1794 zu seinen
kombinatorischen Involutionen und Evolutionen?), d. h. zu -
demjenigen Verfahren bei der Herstellung von Tabellen, nach dem
ans den niedergeschriebenen kombinatorischen Komplexionen fiir »
Elemente durch Hinzufiigung nach einfachen Regeln die Komplexionen

e b a
4131211
41311 26&
: e b
4l278 1
412 1 3
411 8 2
411 2 3(3
‘3 4 -2 1
3 4 1 2
3 2 4 1
3 2 1 4
3 1 42
"8 1 2 4

fiir (n+ 1) Ele_mente gefunden werden konnen, und umgekehrt durch
einfaches Abstreichen jeme aus diesen. -

sondern incogniti oder assunti. .Die unbekannte GroBe in einer Gleichung
ist keine erdichtete Gr&fe'‘.. ’ Lo ’ ‘

Yy Wihrend man frither Kombinationen, Konternationen, ... (Con 2 ationen,
Con 3 nationen, . ..) unterschied, nimmt durch Hindenburg der Ausdruek ,Kom-
bination* die umfassende, jetst tbliche Bedeutung an und verdringt das bis
dahin gebriiuchliche ,,Complexion*. % ,,,T'jber combinatorische Involutionen und

‘Bvolutionen*, Archiv f. reine u. angew. Math., herausgeg. von Hindenburg

(1794), Bd. I, p. 13—46.

[
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Bei -den Permutationen stellt sich der involutorische Aufbau so
dar, wie die vorstehende Probe zeigh. Im kleinsten Winkelhaken,
‘rechts oben, steht 1. Davor wird dann 2 geschrieben und darunter
die Vertauschung 2, 1. Die 'erla,ngten beiden Permutationen der Ele-
mente 1, 2 werden in den Winkelhaken bb eingeschlossen. Vor jede
Permutation innerhalb 5b wird das neue Element 3 geschrieben,
darunter ein zweiter Komplex von ebensovielen Zeilen, die aus dem
ersten Komplexe durch Vertauschung von 2 und 3 entstehen; darunter
ein dritter Komplex, der aus dem zweiten durch Vertauschung von
1 und 2 entsteht. So hat man alle Permutationen von 1, 2,3 erlangt;
sie werden in den Winkelhaken cc eingeschlossen. Weiter wird allen
Permutationen aus ¢c das nene Element4 vorgesetzt. Darunter schreibt
man einen zweiten Komplex, der aus dem ersten durch Vertauschung
von 3, 4 entsteht; darunter einen dritten, der aus dem zweiten durch
Vertauschung von 2, 3 entsteht, und darunter endlich einen letzten
vierten, der aus dem dritten durch Vertauschung von 1, 2 entsteht.
So hat man die Gesamtheit der Permutationen aus den vier Elementen
1, 2, 3, 4 usf. '

Als zweites Beispiel geben wir die Herstellung der Tabelle der
Kombinationen (nicht ,an sich® sondern) mit den ,Lokalsummen®
1, 2, 8, 4, b, 6, 7, gebildet aus den natiirlichen Zahlen. In dem
innersten Winkelhaken, oben rechts, steht die 1, als einzig mogliche
Zerlegung der Summe 1. In die Spalte vorher, links, wird 1, 2 unter-
einander gesetzt; diese beiden Zerleguugen der 2 werden in den Winkel-
haken bb eingeschlossen. - Um das allgemeine Fortschrittsgesetz der
involutorischen Bildung zu zeigen, denken wir uns den Winkel-

g f e d e b a

EERERERER ER B!
111112”“1
1faf1]als—"2
1]1f1]2
1]1f1]4
1l1]2 3
1{15 i
11]2 2 2
112 4
113 3
1]6 .
2 g !
2 5
3 4
ki -

haken ee bereits ausgefiillt und zeigen nun die Herstellung von ff.
Dabei enthilt ce alle Zerlegungen von 5. Vor jede dieser Zerlegungen

£y
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in ee schreiben wir 1; darunter sovielmal 2, als Zerlegungen in d
(von 4) mit 2 oder einem hoheren Elemente beginnen und hinter
die Zweien die erwihnten Zerlegungen der 4 selbst. In die neue Spalte
schrelben wir unter die Zweien die 3 so oft, als Zerlegungen in ¢ (von 3)
mit 3 oder einer hgheren Zahl vorkommen und hinter die Dreien diese
Zerlegungen selbst usf. Das Gesetz ist leicht kenntlich.
Tn iihnlicher Weise werden die Variationen behandelt.

~ Die Auffindung solcher involuforischen Anordnungen schien
Hindenburg ein ganz besonderer Ruhmestifel zu sein. Das klingt
recht naiv aus seinem Aufsatze heraus: ,Mehrere grofie Mathematiker
gind der Erfindung der combinatorischen Involutionen ganz nahe ge-
wesen“; Archiv f. reine u. angew. Mathematik I (1795), p. 319—331.
Euler, Lambert, Daniel Bernoulli werden dabei mit einer ge-
wissen herablassenden Anerkennung erwihnt, sie seien der Lb'sung
schon hiibsch nahe gekommen.

In dem- Aufsatze ,Die Kombinationslehre ist eine. selbstandlge
Wissenschaft usw. (12 Zeilen)) fithrt Hindenburg besondere Be-
zeichnungen fiir involutorisch geordnete Kombinabionen -und Variationen
durch seltsam geschlungene Buchstabenformen ein; das iibergehen wir

~ berechtigterweise, da es keinerlei Bedeutung fiir die Entwicklung der

Mathematik gehabt hat. Dagegen weisen wir gleich hier auf eine
ahnliche involutorisch angelegte Darstellung der Zshler und der
Nenner von Kettenbriichen hin, die Hindenburg gleichfalls gegeben
hat?). Nach dem bisher Besprochenen sieht man sofort, wie man die
Nenner von 1/a,, 1/a1+1/o>2, ]L/al+1/w2—l— 1/ag,:-+, d. h. die Ausdriicke
ay, 0y 0y + 1, ay a5+ a5+ ay,- -+ aus der Buchstaben- und Zahlenanord-
nung in dlen einzelnen kaelhabken entnimmt, und wie diese Anord-
nungen hergestellt werden konnen. Hlndenburg bespricht a. a. O.

EAARRER K
@ | &y Lt

die zugehorigen Regeln in der allerbreifesten und ausfiihrlichsten Form.
Seine Resultate preist der Erfinder mit tiberschwenglichen Worten

) In dem Sammelwei:ke ,Der polymomisch@ Lehrsatz , das W_ichﬂsigstq
Theorem der ganzen Analysis, Leipzig 1796, p. 303. %) Archiv f. reine u.
angew. Math. Hindenburg (1794), p. 47—869; p. 154—194.
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Er ist ein Mann der Superlative; er 1ifit keine Gelegenheit voriiber-

~gehen, ohne sich selbst und seine Involutionen in das strahlendste

Licht zu setzen; er hat die unbedingteste Hochachtung vor den Er-

gebnissen und den Fortschritfen, die ihm die Wissenschaft verdankt:
Bei der Potenzerhebung von Reihen setzt Hindenburg

g™ = (1 + ay2 0l g =1+ y)"
) ’ =1+m@[y+m%y2+m@y3+_
und fiihrt dadurch die Frage auf die Herstellung der Potenzen
yr = (2 + “2_"32 + o5’ + ) ,
zuriick; denn ¢™ besitat als Faktor der Potenz £* das Aggregat
w Uyt 1k + "Byt 1(k — 1) + "Cy3 1k — 2) + - - - = (L + y)"x(k + 1).
Das ist eine sogemannte Lokalformel, die die Losung vermittelt.
Von ihr aus muB man zu den rein kombinatorischen Formeln tiber- :
gehen; denn?) ,das Direktorinm fithrt die Analysis. Diese 158t ihre
Verordnungen durch Lokalformeln ergehen und iberldBt die Voll-
- ziehung derselben den combinatorischen. Die Analysis kann nicht
deutlicher und vernehmlicher sprechen als in Lokalformeln; ihre Be-
fehle kbnnen nicht piinktlicher und prompter vollstreckt werden, als
durch combinatorisehe. — ,Die Analysis zeigh, was zu tun sei; die
Kombinatorik, wie es zu tun sei.“?) | |
Um von der Lokalformel zur kombinatorischen Formel zu ge-
langen mub - ‘ ’ |
YA =02+ s + o+ )
hergestellt werden, Bei unserer (von der Hindenburgschen schwer- B
filligen etwas abweichenden) Bezeichnung wiren alle Produkte

o

4 %O

0 iy + 0 - g
bei denen o
B A R :

ist, herzustellen. Bei Hindenburg tritt wegen der Schreibweise

- y=wrt Pyttt
der Zeiger oder Index
- ‘ (n:ﬁy&...
1234...‘)

in Kraft, um die Frage auf die Kombinationen #** Klasse mit der

3y Hochst wichtiger Einflu* usw. siche oben, p. 303. ?) ,Novi syste-
matis permutationum, combinationum et variatiomum . . . primae lineae*, Lips.
1781, p. IV: ,Analysis ostendit, quae sunt agenda; ars combinaboria, quomodo-

sint agenda’.
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Lokalsumme A zu tbersetzen. So beantwortet er denn die Frage
durch das auszufiihrende Symbol fiir Kombinationen, in dem N die
n Klasse generell reprisentiert,

g (12340
N (a fyd.. ) N
Von' diesen Kombinationen kommt er durch Hinzufiigung des Zeichens
fiir Polynomialkoeffizienten zu den Variationen, und die Ldsung der

Aufgabe wird durch y"14 = wNz* vermittelt. Fiir die Koeffizienten
von g™ gilt die Gleichung o .

g (k4 1) = ™A aFA 4 "BHB + G0 + - -

“in ihr ist das Hauptresultat der Hindenburgschen Untersuchungen
enthalten. Sie gibt also ein mechanisches Verfahren, um den Koef:
fizienten von #* in (1 + wz + B2+ - - )™ zu bestimmen.

7 Ist eine Summe a + bx 4+ ¢x® + da® 4 - - - vorgelegt, in die fiir

z zu substituieren ist 1 + ez + f2* +p2° + - - ., 80 ist nach der Be-
stimmung von 27 23 ... die Substitution in den einzelnen Summanden

vorzunehmen.. Das nennt Hindenburg ,die Methode der Potenzen®.

Auf sie ist er besonders stolz.

Die besprochene Verwendung der Kombinatorik bei Potenz-

erhebung zeigt uns, wie Hindenburg zu seinen Untersuchungen ge-
fiihrt wurde?). ,Bisher hatte man sich in der Kombinationslehre fast
nur allein um die Menge und Anzahl der Verbindungen und Ver-

setzungen gegebener Dinge gekiimmert?), ihre wirkliche Darstellung

aber, die fiir die Analysis so wichtig ist, fast ganz iibergangen  oder

‘nur jener Zahlen wegen in Betrachtung gezogen. Hier war also noch.

viel zu tun {ibrig; und es ist in der Tat unbegreiflich, wie ein so
gfoﬁes, fruchtbares Land so lange hat -unbebaut - liegen bleiben
konnen.” :

- Zur Untersuchung der Variationen fiihrte ihn das Problem der

Multip]likation von verschiedenen Reihen, wie ihn die von gleichen
Reihen auf das Studium der Kombinationen geleitet hatte. Ist etwa bei

p.——-am—]-b:tg—kcma +e qﬁam_%'ﬁxﬂ +?2’1‘3’|‘ R

| ’IF=MB_+B$2—I—‘C$3+..._& :
‘ dés Produkt pgr zu bilden und nach Potenzen von @ zu - entwickeln,
so gilt fir den Koeffizienten von z* der kombinatorische Ausdruck

N ———

1) Leipz. Magaszin f. reine u. angew. Math. (1786), Heft 3, p. 323. %) Vgl
jedoch diese Vorlesungen, Bd. 1112, -8, 842 angefiihrte Tabelle des Franciscus
van Schooten. 4




214 Abschnitt XXI.
mit den Zeigern’
235... : 123... 123...
s(fibc---)" g=(aﬁy...)’ 9"2(“5‘:_”),
deren erster, zweiter, dritter die ﬁbersetzung der ersten, zweiten,
dritten Elementenzahl der Variationen dritter Klasse zur Summe 4 in
die entsprechenden Lettern vermittelt.

Befremdlich mag es bei den obigen Darlegungen erschemen, daf
die kombinatorische Schule den Schritt von der Verwendung von .
Buchstaben zu Zahlen nur so langsam und gewissermaBen wider-
strebend hat tun ktnnen; daB sie die Einftihrung von ,Zeigern“ nicht
durch die Benutzung von Zahlindizes tiberfliissig gemacht hat. Und
dabei war Hindenburg bereits 1783 zu der Erkenntnis gekommen
und hatte sie im § III der oben angefiihrten ,lineae zum Ausdruck
gebracht, daB die Verwendung von Zahlen als Elemente der von
Buchstaben weit iiberlegen sei. Allein zu der notigen Folgerung
drang er nicht vor. ‘

In der gleichen Abhandlung ,novi systematis primae lineae“
wird die Reihe der Anwendungen der Kombinatorik auf die Analysis
ausfithrlich angegeben (§ IV). Es wird angefiihrt: 1) Multiplikation
von Reihen; 2) Division von Reihen; 3) Potenzieren und Radizieren
von Reihen; '4) Substitution von Reihen in Reihen; 5) Elimination;
- 6) Rationalisierung irrationaler Ausdriicke; 7) Interpolation; 8) Trans-

formation; 9) Umkehrung von Reihen; 10) Darstellung von trigono-
metrischen und anderen transzendenten Funktionen durch Reihen. —
Alle diese Probleme, oder genauer nur ihre formale Seite, bespricht
Hindenburg L c. ausfithrlich und gibt am Schlusse der Abhandlung
zu jedem Problem zugehdrige Tabellen mit den fertigen Resultaten der
einfachsten Fille.

Als Beispiel geben wir eine Formel von J. K. Bufckhardt (1773
bis 1825), einem unter v. Zach zum Astronomen ausgeblldleten Ge-
lehrten. Sie gehdrt zur Anwendung 10) und lautet?)

"W tang & — " tang® o« "€ tang’a —- - -
1— "% tang®« + "D tangta—- - -

Das am meisten, am eingehendsten und mit dem groften Erfolge
behandelte Problem war da;s der (formalen) Umkehrung unendlicher
Reihen ,,reversm serierum®, Ist die Reihe '

Y = ayx® + a2*t° g xet? 4. =p

tang ne =

1) Nova acta Academ. electoralis Moguntiae scientiarum utilium, quae
Erfurti est. I, Erf. 1799, p. 295—316. :
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gegeben und wird daraus die Entwicklung

By o flrxd) By+20)
at =Ay e + A4y ¢ Ay = A+
gesucht (wobei die oben angegebene Schreibweise tiber den 4, 4, ...
als ,angenommenen® Koeffizienten eigentlich noch Punkte gefordert
hitte), so erhdlt man rekurrierende Formeln fir die 4,, 4, 4, . .-
durch die Lokalformeln

Agprl =1, Apr2 + Apxl =0,
Agpz8 + A p*u2 + Aap®21 =0, ..,

Bine independente Formel fiir die Losung des Umkehrproblems
fand zuerst Bschenbach. — Hieron. Christoph Eschenbach
war 1764 zu Leipzig geboren; er hatte dort unter dem Einflusse der
Hindenburgschen Schule gestanden; seit 17 90 als Ingenieur-Kapitin
im Dienste der hollandisch-ostindischen Kompagnie, wurde er weit in
der Welt umhergeworfen; er starb 1797 zu Madras in Vorderindien
als englischer Kriegsgefangener. In seiner 1789 zu Leipzig erschienenen
,Dissertatio de serierum reversione, formulis analytico-combinatoribus
exhibita® stellt er das allgemeine Glied der Entwicklung von 27 nach
Potenzen von y mit Hilfe kombinatorischer Operationen her. Seine
Ergebnisse waren aber insofern unbefriedigend, als diese Formel nur
durch unstrenge Induktion erlangt war und eines Beweises ermangelte;
dann aber auch dadurch, ,daB die Harmonie in den einzelnen
Gliedern der Formel vermiflt wurde, wo ungleichnamige Buchstaben
mit einander verbunden sind, % mit bB, und B mit C, u. s w.“ D,
Dem letzten Mangel half Hindenburg ab?®), der vollkommen sym-
metrisch und in der geforderten harmonischen Darstellung die allge-
meinere’ Aufgabe 16st, aus der Relation '

» ax + Y + cpttad + .= uyl + ﬁyi+§ + yyl+zd ey .

die Darstellung einer beliebigen Potenz 2” von 2 als Potenzreihe von
y herzuleiten. Den ersten Mangel jedoch beseitigte erst 1793 ein
Schiler Hindenburgs, Heinr. August Rothe, der, 1773 zu
Dresden geboren, dort die Kreuzschule besuchte, in Leipzig Dozent
und a. o. Professor war, darauf von 1800—1804 als Privatmann in
Freiberg lebte, dann als o. Professor der Mathematik an der Univer-
" itat zu Erlangen wirkte, 1823 in den Ruhestand trat und 1842 starb.
Er fihrt den Beweis der Formel auf doppelte Art; einmal auf rein
—er—— |

1y H. A Tgpfer, ,Combinatorische Analysis und Theorie der Dimensions-
seichen in Parallele gestellt. Leipzig 1793, 8. 170. 2) Problema solutum
mazgima aniversale ad serierum recursionem formulis localibus et combinatorio-
analyticis absolvendum paralipomenon. Lips, 1798, '
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kombinatorischem Wege durch den SchluB von # auf (% 4 1) und
einmal mit Hilfe der Differentialrechnung?). Rothe gibt der
Eschenbachschen Formel den Ausdruck in Lokalzeichen
- ,  _p*nd By +nd)

: qq(““ﬂ‘l)%mp = wn+l)y =
wobel - ,
p=yf =az* + ba*t® 4 cxe+2 4 ...

£y Blr+d) Bly+29)
g=a"=Ady* +By « +C0y = + -

zu setzen ist?). In Worten heiBt dies: ,das (2 + 1) Glied der Reihe
- fiir 27 ist gleich dem Produkte des (n + 1)** Koeffizienten der Potenz
S ytnd Bly+nd)
p . der Relhe fiir ¥ in die GroBe > +n’ A
Dieses elegante Resultat verkniipft die Umkehrung der Reihen
mit dem Polynomialtheorem. Das mag wohl den mit keinem allzu
weiten Blick begabten Hindenburg zu der Meinung gefithrt haben,
o8 sei ,der polynomische Lehrsatz das wichtigste Theorem der ganzen
Analysis®. | |
~ Durch die Bschenbach-Ro thesche Formel wurde fiir die Kombi-
natoriker die Untersuchung und die Benutzung der Lokalzeichen in
den Mittelpunkt des Interesses gertickt. Ihnen wurde nun eine ganze
Reihe von Arbeiten gewidmet. Rothe selbst versucht durch Auf-
stellung von Lokalformeln fiir Produkte aus Potenzen von Reihen
diese Lokalzeichen von den kombinatorischen Zeichen unabhingig zu
machen®). Es gelang ihm, aus seiner Formel die bekannte, von La- -
grange 1768 ohne Beweis gegebene fiir die Umkehrung von Funk-
tionen herzuleiten, d. h. die, durch die eine willktirliche Funktion
@ (x) der durch =y + 2f(y) bestimmten Variablen z in eine nach
Potenzen von z fortschreitende Reihe entwickelt wird®). Hier sefzt
eine Arbeit Pfaffs ein. vJoha’nn Friedrich Pfaff wurde 1765 zu
‘Stuttgart geboren; er zeigte schon als Zogling der Karlsschule seine
hervorragende Begabung fiir Mathematik; auf Veranlassung des Her-
zogs Karl studierte er in Gdttingen, ging 1787 als Astronom zu
- Bode nach Berhn, von da bald darauf nach Wien und ward 1788
als Pnofessor der Mathematik nach Helmstédt berufen. Von .der
Westfahschen Reglemng wurde er 1800 als Professor nach Halle a. S.

) Formulae de serierum reversione, demonsﬁmﬁo ete., Lips. 1793,
% Qder (nach Rothescher Beseichnung), wobei die beiden Skalen gelten

; 2@ b ..) und g(4, B G,...)
l%‘) ‘Archiv f. reine u. angew. Mathem. I(1794), p. 220228, 228-»252 4 Thid.
I (1794), p. 442. . :
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versetzt, wo er 1825 starb. Pfaff schligt in der oben erwihnten
Arbeit den umgekehrten Weg ein wie” Rothe: er gibt' zuniichst
einen Beweis fiir den Lagrangeschen Satz und folgert aus ilim die
Lokalformel fiir die Umkehrung der Reihen?). Von Pfaff erwihnen
wir: hier gleich noch das Werk: ,Disquisitiones analyticae maxime ad
calculum integralem et doctrinam serierum pertinentes, Helmstadt

1797, T (einziger Teil). In dem hierin befindlichen ,Tractatus de

revergione serierim sive de resolutione aequationum® werden die

Untersuchungen iber die Lagrangesche Reihe und die Rothesche

Formel zusammengestellt; weiter findet sich in ihm ein Uberblick
iiber "die Kombinationslehre und eine Ableltung des polynom1schen
Satzes. : : :
' GroBle Aufregung wurde in den Relhen der Kombm&fonkm
durch das Erscheinen eines Buches hervorgerufen: »Theorie der
Dlmensmnszelohen nebst ihrer Anwenduna auf verschled_ene Materien
aus der Analysxs endlicher Grrofnen, Teil 1 und 2, Halle 1792%  Diese
Schrift- stammte von Hrnst Gottfried Flscher der 1754 in Hohen-
. eiche bei Saalfeld geboren war, zundchst in Halle a. S. Lehrer am
Padagogium der Franckeschen Stiftungen wurde, dann seit 1787
Professor der Physik und Mathematik am grauen Kloster zu Berlin
und der gleichzeitig der Akademie der Wissenschaften - angehorte. Br
starb 1831 zu Berlin. Die durch seine. Verdffentlichung hervor-
gerufene Aufregung grenzte an Emporung Und das ist erklérlich;

denn die Schrift enthielt, als eine Erﬁndung Fischers, die Theorle'

der kombinatorischen Analyms wie sie von Hlndenburg ausg'earbeltet
' worden war, in, so schien es, nur oberflichlich, und nicht einmal zu
ihrem Vorteile verdndertem- Gewande! Es kommt in ihr in der Tat

wenig Neues vor, abgesehen von einer ,eigentiimlichen Bezeichnungs—i
weise, aus der, wie zu glauben nahe lag, die Absichtlichkeit in der

Verschiedenheit allerorten herausblickte. Hinden burg selbst hielt sich
dieser Veroffentlichung gegeniiber mit seiner Meinung vornehm zurtick
und erwihnt nur ganz gelegentlich die ,Dimensionszeichen®; seine
Schiiler, zumal Rothe und Heinrich August Tépfer traten um

so entschiedener und lauter fiir ihren Lehrer gegen den ,Plagiator®
auf. Topfer war 1758 zu Leisnig in Sachsen geboren; er wuchs in

drmlichen Verhiltnissen auf und wurde Schreiber beim Appellations-
rat v. Schlieben. Dieser ward auf seine hervorragende Begabung

aufmerksam und setzte ihn in den Stand, an der Universitit Leipzig

Mathematik und Physik zn studieren. 1798—1828 lebte er als Lehrer

an der Fiirstenschule zu Grimma und starb im Ruhestand 1833 zu
) Archiv f. rei;e u. angew. Math. I (1794), p, 8184, 85-—88.
CANTOR, Geschichte der Mathematik IV. 15’

e e o i s S
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Dresden. Er veroffentlichte 1793 zu Leipzig als Sachwalter Hinden-
burgs eine geharnischte Schrift: ,Combinatorische Analytik und
Theorie der Dimensionszeichen in Parallele gestellt’, in der er das
Fischersche Buch als ein ,Beispiel von Dreistigkeit hinstellt, wie es
in den Geschichtsbiichern der Wissenschaften vielleicht ohne seines
Gleichen ist.” H. A. Topfer versucht. es, Belege dafiir beizubringen,
dap Fischer die Hindenburgschen Untersuchungen gekannt habe.

Zu seinér Verteidigung verdffentlichte G. Fischer 1794 die
Schrift: ,Uber den Ursprung der Theorie der Dimensionszeichen und
ijhr Verhiltnis gegen die combinatorische Analytik des Herrn Pro-
fessor Hindenburg®, in der er den Nachweis zu liefern unternimmt,
daf die Ubereinstimmung eine naturgemiBe Folge der Behandlung
von gleichen Problemen (der Umkehrung der Reihen, sowie der Poten-
gierung von Polynomen) sei. Uber seine Kenntnis der Hindenburg-
schen Arbeiten #uBert sich Fischer:. ,Ich versuchte mehr als einmal,
diese Schrift® (das Nov. Syst.) ,durchzulesen, aber ich gestehe auf-
richtig, daB mir immer die Geduld ausging, ehe ich noch mit den
Definitionen, welche zwolf Quartseiten fiillen, fertig war“’). In dem
Sammelbande der Kéniglichen Bibliothek zu Berlin, der die Fischer-
sche Antwort-Schrift enthilt, sind ihr zwei Manuskripte vorgeheftet;
das erste ist eine kurze Verteidigung von Fischer selbst; das zweite
riihrt her von Abel Biirja, Professor der Mathematik an der Académie
militaire zu Berlin und Mitglied der Akademie der Wissenschaften.
Er,_ ,ayant soigneusement examiné” Fischers Verteidigungsschrift,
triﬁt unbedingt fiir ihn ein. Mancher andere tat das gleichfalls; allein
die Msnner der kombinatorischen Schule konnten sich weder zufrieden

‘geben, noch mochten sie ihre Angriffe einstellen. So blieb die An-

gelegenheit bis zum Septemher 1802 in der Sehwebe. Da erschien
in Nr. 169 des ,Intelligenzblattes der allgemeinen Litteraturzeitung®
eine, durch ein anonymes Schreiben an die Redaktion vom Jahre 1800
veranlaBte Erklirung von W. Pfaff, der damit ,eine erwiinschie Ge-
legenheit ergriff, etwas zur Ehrenrettung Fischers beizutragen®. Es

gtellte sich heraus, daB Pfaff im Besitze mehrerer Briefe Fischers

sich befand, die sich auf den Gegenstand des Streites bezogen; die

‘xistenz dieser Briefe hatte Pfaff vergessen; durch die anonyme An-

frage wurden sie in sein Gedichinis zuriickgerufen. Und diese Briefe
zeigten durch Inhal und Datierung unwiderleglich, daf von einem

" Plagiat keine Rede sein konnte! Hindenburg erklirte denn auch

in Nr. 193 des Intelligenzblattes: ,So nehme ich nun weiter keinen
Anstand, unaufgefordert, aus freier Bewegung Fischer von jenem

-

1 8. XII der Einleitung.




Kombinatorik. : 219

Verdachte frei zu sprechen®. Damit war die '4unerquick1iche An-
gelegenheit beendet.

Unter den Vertretern der um Hindenburg gescharten kombina-
torischen Schule -haben wir bereits Eschenbach, Rothe, Tépfer
uud Pfaff angefiihrt. Neben ihnen sind noch Kramp und Kliigel
zu pennen. Christian Kramp wurde 1760 zu StraBburg i. B. ge-
boren und starb daselbst 1826; er fiihrte ein unstetes Leben, durch-
zog Deutschland wnd die N achbarlinder, war Mediziner, Hebammen-
meister, Physikus, Professor der Chemle und Physik zu K6ln und
endlich, nachdem er sich als Liebhaber mit der Mathematik beschiftigt
hatte, Professor der Mathematik zu StraBburg. Er schrieb eine Fieber-
lehre nach mechanischen Grundsitzen, eine Kmsta,llogra,phm des
- Mineralreiches, eine Geschichte der Aerostatlk iiber eine geometrische
Analyse der Kristalle u. a.; seine Untersuchungen iiber Infinitinome
lassen ihn als zu den Kombinatorikern gehérig erscheinen. — Georg
Simon Kliigel, 1739 zu Hamburg geboren, 1812 zu Halle gestorben,
Professor zu Helmstidt und dann zu Halle, mehr vielseitig als tief,
~ hat in seinem mathematischen Worterbuche die Artikel, die der Kom-
binatorik gewidmet waren, besonders eingehend behamdelt.

In seinen Schriften beruft sich Hindenburg oft darauf, daB
Leibniz an die Entwicklung der Kombinatorik die groBten Br-
wartungen gekniipft und von ihr weittragende Resultate erwartet und
vorausgeahnt habe. In der Tat spricht sich Leibniz hauﬁger in
diesem Sinne aus; das eine Mal (vo-l diese Vorlesungen 101z, S. 112)
an einer Stelle, an der er sich fiber die Einfithrung eines Algorithmus
guBert, den wir jetzt als Determinantenbildung bezeichnen. Er sagt
dort: ,Man sieht hieraus, daf die Vervollkommnung der Algebra von
“der Kombmatomk abhiingt”. Um so auffilliger ist die geringe Beteili-
gung der kombinatorischen Schule am Ausbau der Determinanten, des h
michtigsten und wichtigsten kombinatorischen Hilfsmittels. Hinden=
- burg ist der Einzige, der sich gelegentlich einmal mit diesem Zweige
der Wissenschaft befalt; aber freilich ohne neues zu geben. Er
referiert?) iiber Cramers und Bézouts Resultate. Das einzig Selb-
stindige dieser Arbeit war die Ubertragung der Determinanten-
entwicklung in kombinatorische Zeichen, — ’

Uber. die weitere Entwicklung der Determmantem in. unserem
Zeitraum wird - bei der Be]bandlung der linearen Glelchungen die

Rede sein. — A ,
-~ Von Euler, dessen Welt fassender Geist kemem Zwelge der.

.. 1y Praefatio ‘zum . ,,Specimen analyticom de lineis curvis secundi ordimis“,

Lipsiae 1784, .
16%
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Mathematik fern blieb, ist auch bei der Behandlung der Kombinatorik
Erwihnung zu tun. Es gehdren zwei Arbeiten hierher, die er beide
im Titel als ,merkwiirdige Fragen® bezeichnet; die erste: ,Solution
d’une question curieuse qui ne parait soumise & aucune analyse® er-
schien 1766 in der Histoire de I’Acad. & Berlin fiir 1759; p. 310—33T1.
Sie behandelt die zufillig an Euler herangetretene Aufgabe des
Résselsprunges, d. h. die, einen Springer in seiner eigentiimlichen
Fortbewegungsart so iiber das ganze Schachbrett von 64 Feldern zu
fithren, daB jedes der. Felder einmal und nur einmal besetzt wird.
7w dieser emfachsten Aufgabe konnen noch komplizierende Forde-
rungen treten; so etwa, daB vom letzten besetzten Felde ein einziger
‘Springerzug wieder auf das Ausgangsfeld zuriickfiihrt; oder dalf}, wenn
die  der Reihe nach besetzten Felder mit fortlaufenden Nummern
1,2,8,...68,64 bezeichnet werden, die Differenz der Nummern je
zweier zur Mitte symmetrischer Felder stets 32 betrage. Auch an
die Zahl der Felder des Schachbrettes ist das Wesentliche des Pro-
blems nicht gekniipft; die entsprechende Forderung kann fiir ein Recht-
eck von a-b Feldern aufgestelli werden, die sich in o Zeilen und
b Spalten verteilen. Euler behandelt die Frage derart, daf§ er einen
Rosselsprungweg aufs Geratewohl vornimmt und ihn so weit als
moglich fortfithrt; ist eine Fortsetzung nicht mehr moglich, sind da-
bei aber noch freie Felder des Schachbrettes vorhanden, dann wird
der Rosselsprangweg in zwei Teile zerlegt, die, anders miteinander ver-
kniipft, einen neuen Rosselweg geben, der alle friiheren Felder umfaft und
einen neuen Endpunkt hat; von ihm aus ist moglicherweise ein noch
freies Feld zu erreichen. DaB durch solche Methode bei geschickter
Zerlegung die Aufgabe gelést werden kann, secheint durch die ge-
gebenen Beispiele gewdhrleistet; bewiesen wird es nicht.

Die zweite ,merkwiirdige Frage wurde am 18. Oktober 1779
-yon Euler. vor der Petershurger Akademie ~behandelt, aber erst
98 Jalre nach dem Tode des Verfassers verdffentlicht: ,Solutio quae-
otionis curiosae ex doctrina combinationum®, Mém. de St. Peters-
burg III (1811), p. 37—64. Es ist die, bereits von P. R. de Mont-
mort und Nicolas I Bernoulli als ,Jeu de treize® oder ,Jeu de
rencontre® untersuchte (vgl. auch diese Vorlesungen III, 8. 357), die
bei Buler in der Fragestellung auftritt: bei wievielen der n! Permu-
fationen unter = verschiedenen Dingen steht mindestens eins der Ele-
mente an seiner urspriinglichen Stelle??) Auf die gleiche Frage war

Jobhann Heinrich Lambert gestoBen?®);- sie steht bei ihm i Zu-

© %) Vil such Euler,’Mém. de Perlin 1751 (1753), p. 265—270. %) Ibid.
1771 (1778), p. 411—420. I

o
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‘sammenhang mit den W‘etferpropheZeiung’en ~und ihrer Richtigkeit,

wobei es sich -darum handelt, zu untersuchen, wie oft das willkiirlich
prophezeite - Wetter mit dem wirklich eintreffenden iibereinstimmt,
Waring behandelte, wie Lambert, die gleiche Aufgabe als Wahr-
Schemhchkeltsproblem 1. '

Endlich gehfrt hierher noch die Besprechunw einer Arbeit von

Gaspard Monge, die der Besprechung eines , Kartenkunststiickes“?),
genaver der einer Mischungsmethode fiir Karten gewidmet ist. ~Sind
m Karten gegeben so findet eine erste Mischung so statt, daB Karte 2
auf Karte 1, Karte 3 unter 1 gelegt wird; .dann 4 auf die obere
5 unter die untere; 6 auf dle obere, 7 unter die untele usf. Bei 10 Karten

' entsteht z. B.

aus der ersten Lage 1 2 .3 4 5 6 7 8 910
als zweite Lao'e 10 8 6 4 2 1 3 5.7 9

Von dieser neuen Anordnung kom;mt man  auf dle glemhe Weise zu
einer weiteren; hier - : _

95148106237

usf, ‘zu den aufemander folgenden Lagen

721045_918‘6"3
38 9 42 710 5 1 6
6 57 4839 210 1

12845678 910

Wle in diesem Beispiele, so kommt manstets zu der urspriing-
lichen Anordnung zuriick. Monge untersucht die hierbei eintretenden

* Umstinde und Gesetzmaﬁwkelten Er zeigh, dab wenn zwel Spalten

in einem Elemente tibereinstimmen, sie -dann in allen tibereinstimmen,
und daf die Folgen in vertikaler Richtung zyklisch die gleichen sind.
Dabei kénnen kleinere Perioden eintreten, wie hier bei 2, 8, 5 und

auch bei 4. Er berechnet die Anzahl der Mischungen, die notwendig

sind, um die anféngliche Lage herbeizufiibren.

Wahrscheinlichkeitsrechnung. |
Der bish'erigen wohlb egrﬁndeﬁeu Gepﬂdo‘enheit'dieses Werkes gemif
wenden wir uns nach der Besprechung der Kombma,tonk Zur Wahmchem—

: n ,An essay on the principles of human knowledge", Cambmdoe 1794
(Addenda). %) Mém. Acad. prés. p. div. Savans, Paris 1773 (1.776) VI,
p. 360—412, - _ .
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lichkeitsrechnung, als dem hauptsichlichsten Anwendungsfelde kombina-
torischer Methoden und Resultate. Der Zeitraum, auf den wir ein-

gugehen haben, ist gerade in diesem Gebiete reich an bemerkenswerten

Fortschritben; neue Methoden der Untersuchung werden aufgefunden,
neue Forschungsgebiete erschlossen; die Wissenschaft tritt in engste
Beziehung zur Praxis, zur Volkerwohlfahrt.

" Qleich zu Anfang dieser Periode entbrennt ein Kampf um oder,
vielleicht genauer, ein Angriff gegen die Prinzipien der Wahrschein-
lichkeitsrechnung, in dem sich d’Alembert als leidenschaftlicher
Rufer im Streite zeigt. Auf seine Plinkeleien in den Artikeln ,croix
ou pile* und ,gageure“ der Enzyklopidie wurde, der Zeit ihrer
Entstehung gemiB, bereits eingegangen (III? 8. 639). Auch in seinen
spiteren Schriften kommt er ausfiihrlich auf die Frage zuriick, wie
groB die Wahrscheinlichkeit sei, mit einer Minze in zwel W irfen
mindestens einmal ,Kopf* zu werfen. D’Alembert hatte als Még-
lichkeiten angenommen: entweder es filll auf den ersten Wurf Kopf,
und dann ist das Spiel bereits entschieden; oder es fallt Schrift und
dann Kopf; oder endlich zweimal Schrift. Von diesen drei Fillen
sind zwei giinstig, also ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens einmal

Kopf zu werfen w = : . Auf den Widerspruch hin, den diese An-

schauung von hervorragenden Seiten erfuhr, schwankt d’Ale mbert
zwischen der Meinung, daB diese drei Mdglichkeiten gleich herechtigt
seien, und der, sie seien es micht. Im zweiten Bande seiner ,Opus-
cules Mathématiques® heiBt es auf S. 21: ,Gleichwohl mdchte ich die
drei Fille, um die es sich handelt, nicht in aller Strenge als gleich
moglich ansehen®; dann wieder im vierten Bande, S. 289: ,Je mehr
ich dariiber nachdenke, desto mehr scheint es mir, daB diese drel
Fille, mathematisch gesprochen, gleich mdglich sind.“ Ebenda be-
streitet er mit ganz nichtigen Behauptungen den schlagenden Einwurf,
man konne statt zweimal hintereinander mit nur einem, auch
gleichzeitig mit zwei Geldstiicken werfen; dabei ergibt sich nimlich

zwe:ifellos W= —i—- An der ersterwihnten Stelle finden sich seine

Angriffe gegen die geltende Lehre in dem Aufsatze ,Réflexions sur
le caleul des Probabilités®, p. 7—26, Paris 1761 im Zusammenhange
dargelegt. Er behandelt zuerst den Begriff “der mathematischen Ei-
wartung (diese Vorlesungen 12, S. 631), demzufolge, wemn Py, Ps
... die Wahrscheinlichkeiten des Eintretens verschiedener, mit den

s,
bezw. Gewinnen g;, gs, Js; - - - verkniipften Ereignisse sind, die mathe-
habe. Das

inatische Erwartung den Wert g;p; + goy -+ 9sPs + **°

Petersburger Problem (ibid. 8. 638) mul als Sturmbock gegen die
Regel dienen, den Einsatz dieser GroBe gleich

anzunehmen: Paul solle
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dem Peter 1 geben, wenn dieser bei seinem ersten Wurfe mif einer
Miinze Kopf werfe, dagegen 2, 4, 8, 16, ... wenn Kopf erst beim
Qten gen glen fien  Wurfe erscheine. Peters Einsatz miifite

1 1 1 1
15 +2 5 +4 5 +8- 2+

und so ohne Ende weiter, miiBte also 0o sein. Das widerspricht dem
gesunden Verstande; wer wiirde selbst - nur eine miBige Summe
als Einsatz bei diesem Spiele wagen? Zur Erklirung dieses Dilemmas
wurden am angegebenen Orte zwei Versuche angefiihrt, der von Cramer
und der von Daniel Bernoulli; hier stoBen wir auf einen dritten.

D’Alembert schliefit, dal wenn die Wahrscheinlichkeit eines Ereig-
nisses sehr klein ist, sie glemh Null. gesetzt werden mufi; man diirfe
diese Wahrscheinlichkeit also nicht, wie die Theorie es vorschrieb,
mit dem erhofften Gewinne multiplizieren, um die mathematische Er-
wartung, d. h. die Hhe des Einsatzes zu finden. Ubrigens war

d’Alembert nicht der Erste, der auf diese Idee kam; Nicolas L
Bernoulli hatte 1709 &hnliches, aber vorsichtiger ausgesprochen
(Vorlesungen 1112, 8. 336, Anm 3); und Buffon schlieBt in
seinem ,Essal d’Anthmethue morale” (Nr. VIII) aus der Betrach-
tung der menschlichen Handlungen im gew@hnlichen Leben, daf man

jede Wahrscheinlichkeit, die nicht groBer als 76}66(7 ist, gleich Null
setzen kann und muB; fiir einen gesunden Mann von 56 Ja,hren sei die

© Wahrscheinlichkeit, hinnen 24 Stunden zu sterben, gleich - 16600 000 s kein

Mensch aber rechne mit dieser Wahrscheinlichkeit; jeder setze sie
einfach = 0. Diese Anschauung wird von Condorcet (Essai sur
Papplication etc.; Préliminaire p. CVIIL) einer kritischen Priifung
unterzogen und widerlegt. Buffon teilte seine Auffassung von kleinen
Wahrscheinlichkeiten 1762 Daniel Bernoulli mit, der sie unter
vorsichtiger Einschrinkung als ,moralische Wahrscheinlichkeit* gut-
hieB. D’Alembert ist sich selbst iiber die Grenze, unterhalb deren
die Wahrschemhchkelt gleich Null gesetzt werden soll, nicht im
klaren.

Es mag hier glelch erwihnt Werden daB Gondm cet, iiber
~dessen tragische Lebensschicksale wir spiter berichten werden, in der
,Histoire de I'Acad. de Paris® 1781, p. 707 auf eine Analyse der
mathematischen Erwartung ¢,p, 4 9.0, 4+ g3 0, + -+ + genau eingeht.
Zuerst macht er darauf aufmerksam daB dieser Wert nur als Mittelwert

Geltung hat. Ist p, = 2, g = 1, so ist dae mathematische Erwartung

1
1 , trotzdem nur Gewinne O oder 1, aber nie - vorkommen konnen, Die
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Regelung der Einsitze muB billigerweise so geschehen, daB 1. der

‘Fall, in dem weder Gewinn noch -Verlust fir einen Spieler eintrifft,
"der wahrscheinlichste ist; daB 2. die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen

. . : ) 1
oder zu verlieren, fiir beide Spleler =g wird. Man konnte noch

fordern, daB 3. mit der Anzahl der Spiele . die Wahrscheinlichkeit
wichst, dab der Gewinn- oder Verlustbetrag eine gegebene Grofe
nicht uberschreltet oder daB 4. das Verhiltnis dieses Betrages zum
hichsten Gewinn oder Verlust ein beliebig kleines werde. Es zeigh

“sich, daB durch die Gleichsetzung der mathema,hschen Erwa,rtungen

be1der Spleler die ersten beiden Bedingungen nebst der vierten erfiillt
werden, und nur dadurch; daB dagegen 3. tiberhaupt durch keine An-
nahme erfiillbar isf. — ]Dle Wirkung dieser Glelchsetzunc tritt aber
erst in der Folge vieler Spiele hervor. Ist die Wahrseheinlichkeib
klein, so mub die Anzahl stark vergroﬁert Werdlen Besteht fiir 4 bei
kleinerem Gewinn groBere Gewinnaussicht, fir B bei groBerem Gewinn
kleinere Aussicht, so wird bei Wiederholung des Spleles fiir B mib
wachsender Gewmna,ussmht der Gewinnbetrag sich vermindern und fiir
A das Umgeke]nrte eintreten. Aus seinen Untersuchungen schlieBt

"Condorcet; daB beim Petersburger Problem die Gleichsetzung der

mathematischen Erwartungen beider Spieler unstatthaft sei, weil ihre
Anwendbarkeit erst bei co®-maliger Wiederholung des Spieles eintrete.
— Um den Unterschied eines einzelnen Falles vom Durchschnitte

 einer Relhe von Fillen zu lﬂustrmeren macht Condorcet darauf auf-

merksam, . daB ein verstindiger Mann es sehr wohl ablehnen kann,

" eine Summe b, fiir die Wahrscheinlichkeit p, eines Gewinnes von g
~ zu geben, ablehnen kann, wenngleich b, < p,g; ist; wahrend er ande-

rerseits fiir eine Summe b, die Wahrscheinlichkeit p, eines Grewinnes gg--
erkauft, trotzdem b, > p,g, ist; dazu wiirde ausreichen, dal p sehr
klein und p, sehr grof ist. Eme kleine Wahrscheinlichkeit gleich
Null zu setzen, geht nach Condorcet micht an; es wiirde der glemhe

- Fehler sein, als wolle man eine entfernt beriihrende Tangente mib

einer Asymptote verwechseln. — — Ahnliche Darlegungen, gibt Con-

“dorcet in dem Werke, aunf dessen Besprechung wir bald eingehen

werden, dem ,Hssai sur l'application de I'Analyse a la probabilité des
décisions rendues & la pluralité des voix®, Paris 1785; D‘lscours‘ pré-
liminaires p. LXXH ff. und im Werke selbst p. 1381 In diesen kri-
tischen Beleuchtungen beschiiftigt er sich besonders mit den oben
grwahnten Anschauungen Buffons, die er zartickweist. Was fiir die

wirklichen Werte der Wahrscheinlichkeiten falsch ist, das konne
nicht dadurch richtig werden, daf man den wirklichen Weriten falsche

: vsuhsfslmmrw
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Mit dem Petersburger "Problem beschiftigt sich anch Georg
Christoph Lichtenberg, jiingstes unter 18 Kindern eines Predigers
bei Darmstadt, 1742 geboren. Er studierte in Gottingen -unter
Kistner Mathematik und wurde daselbst 1770 suBerordentlicher Pro-
 fessor. Fr betitigte sich vielfach schriftstellerisch, hauptsichlich als

Satiriker. Kérperliche Leiden verdiisterten seine letzten Lebensjahre;
_er starb am 24, Februar 1799. Im Jahre 1770 verbffentlichte er
einen kleinen, populir geschnebenem Aufsatz: ,Betrachtungen tiber

einige Methoden, eine gewisse Schwierigkeit in der Berechnung der
‘Wahrscheinlichkeit beim Spiele zu heben“), In ihm legt er die Be-

deutung und die Erklirungsversuche des Petersbulger Problems dar.

Er tritt ganz auf Bernoullis Seite und nimmt gégen d’Alembert
Partei, iiber dessen Ansichten er sagt: ,Herrn d’Alembert entgegen-

setzen, daB nach den Regeln der Combinationen kein Fall wahrschein-
licher sei als der andere, kommt mir nicht viel besser vor, als emem.
gelehrten Verteldlger der Drewlmdkem die Beweise der Multlphka,tlon
entgegensetzen wollen®. Neues enthilt der Aufsatz nicht.’ :

Wir kehren zu dem Berichte iiber d’Alemberts Anschauungen
guriick: Spielt Peter mit Paul unter der Bedingung, daB Peter
- 2100 Mark gewinne, wenn heim Werfen einer Miinze dle Ko?fseife
“erst auf den 100%™ Wurf fillf, so miifite der Einsatz gemih der mathe-
matischen Erwartung gleich' 1 Mark bemessen werden; trotz dieser
geringen Summe wird Peter ihn nicht wagen, weil die Kopfseite
nicht notwendig, aber doch sicher bereits i}orhér fallen wird. Des-
halb muB man nach 'd’Alemberts Meinung zwischen dem wunter-
scheiden, was metaphysisch mdglich ist, und dem, was physisch
mdglich ist.  Zum ersten Begriffe gehort allés, was nicht widérsinm'g‘

genannt werden kann, zum zweiten alles, was nicht allzu weit aus =

dem gewshnlichen Laufe der Dinge heraustritt. So gehort es zu den

metaphysischen Moglichkeiten, mit zwei Wiirfeln hundertmal hinter- - ’

emander ,Sechs—sechs” zu werfen; physisch dagegen ist es unmog
lich, weil es noch niemals geschehen ist und niemals geschehen wird.

Mit dieser Unterscheldung hingt folgendes zusammen. Die
Theorie nimmt bei der Wiederholung von Ereignissen jede Kom-
bination als gleich moghch und als gleich wahrscheinlich an, z. B.
beim 10 maligen Werfen einer Miinze das 10malige Auffallen von
Kopf als so wahrscheinlich wie einen beliebigen Wechsel von Eopf und
Schrift. Ist das bereehtlgt’? D'Alembert glaubt es nicht: ist schon
9mal Kopf gefaﬂem, so ist es wahxsohemhcher, daB das na.chste Mal '

) Auch ahgedmckt in Lichte nbexgs physlkahschen und ma«thema.mschen
. Qchriften, Gottingen "1806, Bd. IV, 8. 8—46. ‘




-

296 | _ Absclinitt XXT.

Schrift fallt als wieder Kopf. Man sieht, daB dabei ein Einflub
angenommen wiirde, den das voraufgehende Ereignis auf das fol-
gende austibb. Dieser Amsicht, die d’Alembert durch Scheingriinde
stiitzt, war schon von de Montmort widersprochen worden; ,die
Vergangenheit entscheidet nichts fiir die Zukun “ (diese Vorlesungen
1113, 8. 385). Huler driickt sich (Opuscula analytica II, 1785, p. 331
bis 346) noch drastischer aus: dann miifite auf jeden . folgenden
Waurf jeder vorhergehende, wenn er auch vor hundert Jahren und an
irgend welchem Orte geschehen wire, von Einflubl sein, yungefihr das
Absurdeste, was man iiberhaupt ausdenken kann®

. Den angenommenen Einfluf fritherer Wiirfe auf folgende kann
d’Alembert natiirlich nur hypothetisch angeben. Das tut er (Opus-
cules IV, p. 78) bei erneuter Behandlung des Petersburger Problems,
indem er die Wahrscheinlichkeit dafiir, erst beim n** Wurfe Kopf

fallen zu sehen, micht = %, sondern ganz willkiirlich = mﬁ

oder auch — T‘z'”_-i—z—“;‘ setzt; moch wunderlicher ist die Annahme
1:27 (1 + ——‘B——;) , wo B und X Konstanten und ¢ eine ungerade
| (E—mn)2. |

ganze Zahl bedeuten. Ein andermal (Opuscules VI, p. 39) nimmt er
fir das Auffallen von Kopf beim 1'2, 2%n 3t 4%n, .. Wurfe die
Wahrscheinlichkeiten .
1 14a 14a4b 14afbdc
? 2

EY T2 o 2

b

an, Wo @, b, ¢, ... kleine positive Grofen sein sollen, deren Summe
die Einheit nicht erréicht. Diese Hypothesen sind nur darauf be-
rechnet, den Einsatz beim Petersburger Problem zu einem endlichen
zu machen. - Wissenschaftlichen Wert haben sie nicht.

Noch einen anderen Punkt hebt d’Alembert kritisierend hervor.
Sieht man auf einem Tische Buchstaben nebeneinander liegend, die
das Wort ,,Constantinopolitanensibus® bilden, oder die alphabetisch auf-
einander folgen, so wird kein Mensch annehmen, daB sie durch Zufall
so angeordnet seien, trotzdem die Wahrscheinlichkeit der beiden An-
ordnungen aus den auftretenden Buchstaben nach den Schulanschau-

" ungen nicht geringer sein soll, als die einer willlktirlichen, regellosen

Aufeinanderfolge. In den ersten Fillen erkenne man eine Absicht,
und eine solche miisse auch bei regelmiBigem Fallen der Miinze an-
genommen werden, Mehrfaches Aufwerfen von Kopf hintereinander
sei unwahrscheinlicher als Wechsel in den Flichen der Miinze.

 Solchen ketzerischen Ideen gegeniiber verhielt sich die Mehrzahl
‘Jer Mathematiker jener Zeit kiihl ablehnend; sie erachtete es wohl der
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Mithe nicht fir wert, darauf einzugehen. D’Alembert beruft sich
hiufig auf die Zustimmung ,bedeutender Minuer, ,berihmter Gre-
lehrten®, ,hervorragender Mathematiker?, in deren Gesellschaft ihm
aber selber mitunter nicht recht behaglich ist, wenn sie z. B. durch
‘seine Einwiirfe die ganze Lehre der ‘Wahrscheinlichkeitsrechnung als
,zugrunde gerichtet” ansehen; aber Namen verschweigt er dabei. Da-
gegen verschweigt -er nicht, daB seiné revolutiondren Meinungen auch
vielen Widerspruch gefunden haben, daB sie ,absurd“ und von Daniel
Bernoulli ,ldcherlich” genannt worden sind. Wuchtig absprechend
driickt sich L. Euler aus in den Opuscula analytica II, 178D, p. 331:
,Mich schrecken (bei solchen Untersuchungen) ,die Einwiirfe
d’Alemberts nicht zuriick, der diesen Kalkiil zu verdichtigen ver-
gucht hat.- Zuerst nimlich hat dieser bedeutende Geometer die mathe-
matischen Studien beiseite gelegt; jetzt scheint er sie sogar zu be-
kimpfen, indem er unternommen hat, eine Reihe von Grundsitzen
umzustiirzen, die auf das sicherste begriindet sind. - Den Laien magen
seine Hinwiirfe gewichtig erscheinen, doch die Furcht liegt fern, daB
die Wissenschaft selbst Schaden durch sie erleide
Daher ist es denn nicht verwunderlich, daB d’Alemberts Ruf so
ziemlich ohne Nachklang verhallte. Von den wenigen, die seinen Be-
denken geneigtes Ohr liehen, sei der Direktor der physikalischen Klasse
der Berliner Akademie Nic. de Beguelin erwihnt. Er war 1714
im Kanton Basel geboren, wurde Hofmeister des nachmaligen Konigs
Friedrich Wilhelm IL und starb 1789 zu Berlin. Er hat sich
mit den metaphysischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
in zwei Aufsitzen der Mémoires de I'Acad.” & Berlin 1765 (1767),
p. 231, und 1767 (1769), p. 381 beschiftigt. In dem ersten spricht
~er seine Ansicht aus: ,Die Wahrscheinlichkeitsrechnung gehért eben so
sehr, Ja_ vielleicht  in h&herem MafBe zur Metaphysik als zur Mathe-
matik; diese liefert die Behandlung durch Rechnung, jene die Grund-
lagen, auf welche die Rechnungen sich griinden®. Im zweiten Auf-
satze behandelt er eingehend,. aber ohne begriindete Resultate das
Petersburger Problem; er gibt eine ganze Reihe von Losungen, die
_ das Gemeinsame haben, vollig willkiirlich zu sein. Dab Kopf erst
beim ki Wurfe auffalle, -soll beispielsweise die Wahrscheinlichkeit
. 1 : : o
m haben. .
Auch der Marquis de Condorcet ging, wie wir bereits erwihnt
haben, auf eine Priiffung der d’Alembertschen Bedenken ein. Im
gweiten Abschnitte der oben angefiihrien Abbandlung?) geht Condorcet

1) Hist. Acad. de Paris; 1781, p. 707.
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auch auf die Frage nach den reguliren Anordnungen gégebener Elemente
ein. Er betrachtet die beiden Reihen - |

1, 2, 3 4 5 6 T, .8: 9, 10;

1, 3, 2, 1, 1,13, 23, 44 87, 167;

beide sind reguldr; jedes Glied a, ., der ersten ist nach dem Gesetze
@, =2-a,,, —a, gebildet, jedes Glied b, , der zweiten nach dem
Gesetze b, s =1b,,1 + b, + b,; +b,_s. Gesucht wird der Quotient
der Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB bei eiuer Fortsetzung der Reihen
am ¢ Glieder dieselben Gesetze sich zeigen werden. Wie man sieht,
-ist die Frage merkwiirdig unbestimmt gehalten; die Behandlung des
Problems durch Condorcet ist nicht minder unbestimmt. Wemn in
einer Reihe je ¢ aufeinanderfolgende Glieder einem Gesetze unterworfen

'sind? 111 einer zweiten je e;, dann soll g‘_l__}—;)‘)éf j_—i-:i__ g den gesuchten

?

Quotienten' geben. Fragt man nach diesem Quotienten bei g = o0,

d. h. bei den ins Unendliche fortgesetzten Reihen, dann soll %—_Il_:%

herauskommen, in unserem obigen Beispiele also wegen e=2, ¢ =4
der Wert % _ _
~ Wie er, so trat Laplace, dem die Wahrscheinlichkeitsrechnung
viel zu danken hat, kritisch an d’Alemberts Bedenken. Pierre Simon
Marquis de Laplace, 1749 zu Beaumont-en-Auge geboren, ent-
stammte einer einfachen Familie. Er hatte die Schwiche, sich seiner
Herkunft zu schiimen; nur ungern sprach er.von seiner Jugend. In
der -Ecole militaire zeigten sich schon friih seine mathematischen
Anlagen. Er wurde zuerst Lehrer zu Beaumont, dann Professor an
der Ecole militaire und 1794 an der Kcole normale. 1795 gehorte
er dem Bureau des longitudes an. ,Er bot das traurige Schauspiel
politischer Schmiegsamkeit und Manteltrigerei, die an Kriecherei
streifte, und deren Anzeichen bis in die Vorreden seiner Werke
drangen, die bei jedem Regierungswechsel gefindert wurden® (La
grande Encyelopédie). Bonaparte tibertrug ihm das Portefeuille des
Innern, entzog es ihm wegen mangelnden Verwaltungssinnes nach
sechs Monaten: .er trug in die Geschifte den Geist des. Unendlich-
Kleinen® — und machte ihn zum Mitgliede des Senmats. Unter
Louis XVIIL. wurde er Pair de France und Marquis. Er starb im
Mirz 1827 zu Paris. _
~* In einer Abhandlung’ der Mémoires de math. Acad. R. Paris (année
, 1773), p. 87—282, deren gweiter Teil der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung gewidmet ist (p. 118—163) geht Laplace auf die d’Alembert-
schen Bedenken ein. DaB beim Wiixfeln frithere Ergebnisse auf fol-
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gende beeinflussend wirken sollen, -weist er von der Hand. Auf eine
spitere, scheinbare Einschrinkung kommen wir bald zuriick. — Uber
das ,Constantinopolitanensibus®, das’ sich bei ihm in das Wort ,In-
finitésimal umgewandelt hat, duBert er sich folgendermafen: Wo
wir Symmetrie bemerken, glauben wir an die Wirkung einer Ab-
sicht, da sie fiir die Hervorbringung der Symmetrie wahrscheinlicher

ist als der Zufall. Ist % die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, falls
s ein Zufall, % seine Wahrscheinlichkeit, falls es eine Absicht her-
vorgerufen hat, ‘so ist dic Wahrscheinlichkeit des Bestehens und
Wirkens einer Absicht') : )

1:n 1
il:md1:m  14+n:m’

sie wiichst also mit m. Nicht weil die Symmem:ie geringere Wahr-
scheinlichkeit hat als ein unsymmetrisches Ergebnis, suchen wir eine
Absicht bei Eintreffen der Symmetrie, sondern weil der Zufall un-
wahrscheinlicher ist, als die Absicht. Hitte das Wort ,,Infinitésimal®
in keiner Sprache eine Bedeutung, so wiirde das dazu notige Arrange-
" ment der Buchstaben weder wahrscheinlicher, noch unwahrscheinlicher
sein, als es jetzt ist; und gleichwohl wiirden wir bei der Zusammen-
stellung keine besondere Ursache vermuten. Da das Wort aber m
(Gebrauch bei-uns ist, so st es unvergleichlich mehr wahrscheinlich,
daB eine Person die Lettern zusammengelegt hat, als daf ein Zufall
sie so zusammenfiigte, wie wir sie sehen.

Ein weiteres Eingehen auf die philosophischen Grundlagen der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung miissen wir uns versagen. —
~ Nach 'diesem. Berichte iiber den Sturm .gegen die I_’r'mzipi‘en‘
gehen wir zu der Besprechung einer Bereicherung der Untersuchungs- -
‘methoden tiber, zumal da diese zeitlich mit der Periode beginnt, die
wir behandeln. Daniel Bernoulli gehort das Verdienst, die Infini-
tesimalrechnung den Zwecken der Wahrscheinlichkeitsrechnung dienst-
bar gemacht zu haben. Bis ‘zu thm hatte ausscblieﬁlich das:Fermaﬁc
sche Vorgehen Geltung gehabt, als Wahrscheinlichkeit den Quotienten
aus der Zahl der giinstigen durch die Zahl der moglichen Fille zu
nehmen, wobei man bei verwickelteren Aufgaben auf bedeutende kom- -
binatorische Schwierigkeiten stief. Fir diesen Quotienten substituiert
Daniel Bernoulli den Quotienten aus. den unendlich Xkleinen In-
Bayeésche Regel

1 Diese Rechnung benutzt die spiter zu behandelnde
‘die Laplace in

iiber &ie, aus . ihren Wirkungen zu erschlieBenden  Ursachen;
Bd. VI der Mémoires de I'Acad. de Paris dargestellt hatte.
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krementen oder Dekrementen jemer beiden GroBen, und ibn behandelt
er dann nach den gewthnlichen Regeln und Vorschriften der Analysis.
Natiirlich ist dieses Verfahren micht allgemein bei jeder Aufgabe an-
wendbar. Bernoulli sagh dariiber?): ,Man kann mit Nutzen die In-
finitesimalrechnung verwenden, wenn nur die Aenderung, die eintreten
kann, als unendlich klein angesehen werden darf’. Das tritt z. B.
ein, wenn aus einer Urne, die eine groBe Anzahl von Kugeln enthilt,
einzelne gezogen werden; ,denn dann kann die Einheit als unendlich
kleines Element betrachtet werden; und man stiitzt sich auf die
gleiche Hypothese, deren sich die Mathematiker vor der Entdeckung
der Differential- und Integral-Rechnung bedienten®. In der angefiihrten
" Abhandlung bespricht Bernoulli als Beispiel ein Problem, das er fir
andere Zwecke braucht. Er behandelt es zuerst nach der alten und
dann nach der bequemeren meuen Methode. Es scheint uns geraten,
erst spiter dieses etwas komplizierte Problem mitzuteilen, und die
Methode lieber an einem anderen, einfacheren darzulegen®). '

In einer Urne sind % weiBe, in einer anderen # schwarze Kugeln.
Aus jeder wird eine Kugel gezogen und in die andere Urne gelegt;
die Ziehungen erfolgen gleichzeitig. Dieselbe Operation wird von
‘neuem und im ganzen rmal gemacht. Wie groB ist hinterdrein die
wahrscheinliche Anzahl # der weiBen Kugeln in der ersten Urne?

Dle Verwendung der gewShnlichen Methode gibt z = _%[1 1+ (ﬂ——- 2)]

F_ur ein groBles # kann man dies Resultat durch das bequemere
: 2r

T = %a@. [1 + 6_7]

ersetzen. Hierauf filhrt die neue Methode direkt. Es werden z und
.7 als stetig verinderliche GroBen betrachtet; dr, d. h. die Einheit, sei
das Inkrement von #; es fragh sich, wie groB dz:dr ist. Die, mit

der Wahrscheinlichkeit % erfolgende Entnahme einer weifien Kugel
' aus der erstenr Urne liefert das Dekrement (— 1) fir do; das mit der
“Wahrscheinlichkeit 2

in die erste Ume liefert das Inkrement (+ 1) fir dz; folglich wird,

S L1 (NS I N .

ar Sy —n n

Diese Diﬂ'erenﬁialgleichmg Liefert dann bei richtiger Bestimmung der

Integrationskonstante wieder den Wert

1) Novi Comment. Acad. Petrop. m, 1766, 1767 (1768), p. 87—98. ) Ibid.
X1V, 1769 (1770), p. 2—25.

—Z erfolgende Hineinlegen einer weiBen Kugel
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' 2r

& = —i’—% [1 + ‘e—?:l .
Die Aufgabe wird nach der Richtung hin erweitert, daf » Urnen mit-
je » Kugeln vorhanden sind, und daB jede gezogene Kugel in die fol-
gende der zyklisch angeordneten Urnen gelegt wird. Durch ein MiB-
verstindnis wurde Malfatti®) zu einer unberechtigten Kritik dieser
Arbeit verleitet; nur in einem Punkte miissen wir ihm beipflichten,
daB nimlich das angefiihrte Bernoullische Problem nicht mit einem
anderen identisch ist, von dem Bernoulli es behauptet. Malfatti
selbst behandelt 20, aus der Bernoullischen Annahme folgende Pro--
bleme auf elementarem Wege.

Es sei noch erwihnt, daB -D. Bernoulli sich der glewhen
Methode bedient, um niherungsweise gewisse numerische Rechnungen,
die infolge der Hohe der eintretenden Zahlen unbequem und 1angw1er1g ,
sind, durch bequemere und kiirzere zu ersetzen. So verfihrt er in
der ,Mensura sortis” usw. (Novi Comment. Acad. Petrop. XIV, fiir 1769,

p. 26) mit dem Ausdrucke g = (()'A’L}z" und findet, je nachdem er »
"l

durch » -+ 1 oder durch % — 1 ersetzt,

_ . _gdn _ gdn
er nimmt die arithmetische Mitte der rechten Seiten, erhilt

und kommt durch Integration auf
1
- g = csh, ———-
1 Van+1

Das eben erwihnte allgemeine Approximationsproblem war bei

~der Behandlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wie sie in unserem

Zeitraum geiibf wurde, ein sehr naheliegendes und notwendig zu be-

- handelndes. Dies erkannte auch Laplace nach Bernoulli, wie es

Stirling vor diesem erkannt hatte. Mit ihm beschiftigt sich La-
place eingehend in dem ,Mémoire sur les approximations des formules
qui sont fonctions de tres-grands nombres“ (Histoire de 'Académ. a
Paris 1782). Wir kommen spater auf diese Arbeiten zuriick.
Wenden wir uns wieder zu Daniel Bernoulli, so ist noch zu
erwahnen, daB er die erste Anwendung der Infinitesi malreehnung in der
Wahrscheinlichkeitslehre bereits vor der prinaipiellen, 1766 erfolgten.
Ankindigung ‘und Darlegung schon 1760 in dem -Aufsatze ,Fssal

1) Memorie mat. e fis. Soc. Ital. I (1782), p. 768.
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d'une nouvelle analyse de la mortalité causée par la petite vérole ete.”
(Histoire de VAcad. ... & Paris 1760 [1766], p. 1—45) gegeben hat;
und als Kritiker dieser Arbeit wendet auch d’Alembert (Opuscu]es
I0, p. 26— 95) dieselbe Methode an.
. Wir wenden unsere Aufmerksamkeit nunmehr den Arbeiten zu, die,
sozusagen, noch im Pascalschen Boden wurzeln und nach elementarer
kombinatorischer Methode eine Reihe von Problemen behandeln, die
den Mathematikern in den Gliicksspielen entgegen traten. Es ist
natiirlich nicht unsere Aufgabe, jede kleinste derartige Arbeit zu be-
sprechen; es reicht aus, die bedeutenderen unter ihnen hervorzuheben.
Hinsichtlich der Splele, die micht allein vom Zufall, sondern auch
von der Geschicklichkeit der Spieler abhingig sind, macht Laplace
(Hmton'e de I'Académ. Paris [1778], p. 230) folgende Bemerkungen:
Es sei iiberaus unwahrscheinlich, daB beide Spieler die gleiche Ge-
schicklichkeit besitzen; die des einen sel 1+ @, die des anderen
1 — & Dann ist die Wahrscheinlichkeit, da der stirkere Spieler die -

beiden ersten Partien gewinnen wird, = - L+ «), die, daf} der
schwiichere sie gewinme, = (1 —«)>. Nun wei man von vorn-

herein nicht, wer von den beiden Spielern der stirkere ist; danach

wird die Wahrscheinlichkeit, daB ein bestimmter unter ihnen beide

ersten Partien gewinnt, gleich dem mittleren Werte, d. h.

=+ () da e

-

Ohne Beriicksichtigung der Geschicklichkeiten wiirde sic ~i— ergeben.

Es ist also nach diesen Uberlegungen wahrscheinlicher, daB einer der
beiden Spieler beide ersten Partien gewinnt, als daf der eine die erste,
der andere die zweite gewinnt.

Uber ‘den Wert von « weif man zu Beginn der Spiele nichts.
Das gibt nach mehreren Richtungen hin zu Untersuchungen Anlaf
(I e. S. 238ff). Kennt man fiir ¢ die Grenzwerte (0,..., ¢) und zu-
gleich die Wahrscheinlichkeit v («) dafiir, daB ein bestimmtes « auf-

“trete, dann ist der obige Ausdruck durch das Integral

JEv@ 0+ aae.

o

zu ersetzen Wobel P(e) so beschaffen sein muB, daB f Y(e)de =

ist, Hs moge ein fiir allemal hier daran erinnert Werden daf diese.
Schreibweise der Integralgrenzen in unserem . Zeitraume noch nicht
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eingefiihrt ist. — Somit weist dieses Resultat darauf hin, das ,Gesetz
der Fehler?, d. h. die Funktion 4 («) zu bestimmen. Das unternimmt
Laplace im weiteren Fortgange seiner Untersuchungen. Wir werden
davon bald ausfithrlich zu sprechen haben. :

- Die zweite Untersuchungsrichtung, auf die wir auch erst spiter
eingehen kimnen, ist die folgende: Die anfiingliche Unkenntnis der
Geschicklichkeiten der Spieler wird im Verlaufe der Spiele einer
groBeren und groferen Kenntnis dieser Geschicklichkeiten durch den
Ausfall der Spiele selbst Platz machen.  Hierzu gehort die Méglich-
keit, aus einem Freignis auf seine Ursachen zu schlieBen. Das ist
ein Problem, das in unserer Epoche zum ersten Male aufgestellt ‘und
behandelt worden ist. - SR . L
- Es moége noch bemerkt werden, daf Laplaqe in diesem ,,Mé-
moire® nicht bei zwei Spielern und zwei von ihunen zu spielenden

Partien . stehen bleibt, sondern die Anzahl sowohl der Spieler wie der
Partien beliebig groB annimmt. Wir verlassen diese Fragen und
gehen auf andere hierher gehdrige Probleme ein. '

Schon {friither] wurde (Bd. III%, 8. 338) erwihnt, daB Moivre
1708 die Aufgabe erledigte, die Wahrseheinlichkeit zu bestimmen,

" daB mit einem gewOhnlichen Wiirfel in 8 Wiirfen mindéstens 2mal
die 1 geworfen werde. Das Problem wird in unserer Epoche wieder
aufgenommen, in erweiterter Form behandelt und gelost. Lagrange,
der sich im zweiten Abschnitte seines Aufsatzes:  Recherches sur les
suites recurrentes ... ou sur l'intégration des équations linéaires aux
différences finies et partielles; et sur I'nsage de ces équations dans la
théorie des hasards® (Nouv. Mém. de 'Acad: . .. & Berlin 1775 [1777],
p. 183—272) mit* verschiedenen Aufgaben der Wahrscheinlichkeits-
theorie beschiftigt, stellt die Fragen allgemein so: Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Ereignis, dessen Eintreffen bei einem
Versuche die Wahrscheinlichkeit p hat, in % Einzelversuchen genau
amal eintritt? — oder mindestens amal? Ferner: es kann bei einem
Versuche dreierlei eintreffen: entweder,' mit der Wahrscheinlichkeit p,
das Hreignis 4; oder, mit der Wahrscheinlichkeit ¢, das Ereignis B;.
oder, mit der Wahrscheinlichkeit 1 — » — ¢, keins von beiden; wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 in % Versuchen .4 min-
destens amal und B mindestens b mal auftritt? oder, daB A4 eher amal
eintritt als B seinerseits dmal? — Der Titel ‘der Lagrangeschen
Abhandlung zeigt deutlich die Hilfsmittel an, auf die sich die Lsungen
der Aufgaben stiitzen, u'a‘lmlieh die rekurrierenden Reihen und die Dif-
ferenzengleichungen. Hier kniipfen die Arbeiten Trembleys an.
Finer angesehenen Schweizer Familie entsprossen, war er, Jean, ge-
boren 1749 in Genf, nicht der erste unfer ihren Mitgliedern, der sich

'CANTOR, Geschichte der Mathematik IV. S 16
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wissenschaftlich einen Namen errang. Jean sollte Jurist werden;
allein, durch Mallet beeinfluBt, wendete er sich dem Studium der

Astronomie und der Mathematik zu, ging 1794 nach- Berlin, wo er

Mitglied der Akademie der Wissenschaften wurde, und. starb 1811
bei Verwandten in Stidfrankreich. Er empfand es als umndétige
Erschwerung, daf Lagrange und Laplace bei der Behandlung relativ-

einfacher Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung Hilfsmittel ver-

‘wendeten, die” — wie er sich ausdrickt — ,aus den tiefsten.

Eingeweiden der ‘Integral-Rechnung” entnommen sind, und er
stellt . sich die Aufgabe, dieselben Fragen allgemein und elementar
_methodo elementari“.izu behandeln. Das tub er in der ,disquisitio
elementaris circa caleulum probabilium®, Comm. Soc. Gotting. X1I,
1793—1794 (1796),-p. 99—1386. Wir gehen nicht niher darauf ein,
da; kaum etwas Neues geboten wird, und da die Nachteile. elemen-
tarer Behandlung meistens ihre Vorteile iberwiegen, indem sié er
miidend lang und uniibersichtlich ist. ) o :

Auch das Teilungsproblem findet sich unter den Problemen.
wieder, an’ die man in unserer Epoche herantrith. Die Frage kommt
schon in der Ars conjectandi vor; sie lautet. allgemein: ein Spiel
wird vor seiner Beendigung abgebrochen; wie sind gerechtermafien die-
Rinsitze zu verteilen? ~Bei der Untersuchung eines solchen Pro- -
blems?) kommt Nic. FuB zu einem Resultate, das von dem durch
Jak. Bernoulli erhaltenen wesentlich abweicht. Es zeigt sich aber?),
daf dieser Unterschied von einer nicht scharfen Fassung der- Aufgabe
herrtthrt, so daB ‘in' Wirklichkeit beide Forscher durchaus ver-
schiedene Aufgaben behandelf hatten. FuB selbst klirt dies auf —
. < Fine andere hiinfig behandelte Aufgabe ist die nach der Dauer
von Spielen. De Montmort gab die Anregung dazu; und auch hier
ist de Moivre als erster zu nennen, der gich ‘mit entschiedenem JEr-
folge des Problems annahm. Wir geben ihm folgenden Ausdruek:
A-bésitzt @ Marken, B deren b, und es besteht fiir 4 die ‘Wahrschein-
lichkeit p, im Hinzelspiele zu gewinnen, fiir B die Wahrscheinlichkeit
g=-1-—p. Der im’Einzelspiele Verlierende zahlt dem Gewinnenden
gine Marke. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf in I Spielen
einem. der Spieler durch den Verlust aller seiner Maiken die Fort-
setzung des Spiels unmoglich gemacht wird? In wieviel Spielen ist
es gleich wahrscheinlich, ‘daf diese Beendigung eingetreten, oder daB
Gie micht eingetreten ist? Auch hier haben Lagrange und Laplace

-‘g;ngem,gme Losungen geliefert. Die Lagrangesche Arbeit, in.der

das geschehen ist, haben wir bereits erwahnt.

77 1) Act. Petrop. 1779, 11, p; 81—92. %) Ibid. 1780, II, p. 91—96.




W&hrschelnllchkeltsrechnuncr 235

.. Die Entstehung des Genueser Zahlen-Lotto ist bereits oben.(Bd. IIT?,
S 336) :besprochen und seine- Emrlchtung mltdetellt wir: erwihnen
dabei, daB Laplace (Mém. de Paris VI; 1774, p. 365) dieses. . Spiel
als ,Lotterie der Militar-Schule® bezelchnet ohne einen Grund fiir diese
Benennung anzugeben: Aus 90 mit den fortlaufenden Zahlen 1 bis
90 bezifferten Marken werden 5 Geéwinnmarken herausgegriffen. An
diese Einrichtung der Genueser Zahlen Lotterie knupfen sich mehrere
interessante Fragen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Das Erscheinen
.- von. 2 aufeinander folgenden Zahlen unter den Gewinnmarken heifit eine
Sequenz - oder gine Folge. Wie grob ist die Wahrscheinlichkeit, dah
bei éiner Ziehung eine Sequenz -auftritt? Euler hat dieses. Problem
in dem Aufsatze: ,Sur la probabilité des séquences.-dams la :loterie
génoise”, Histoire de TAcad. ... & Berlin 1765 (17()7), p. 191—230
aufgeworfen nd erledlgt An glelchem Orte p- 271--280 und im An-
“schlusse an diesen. Aufsatz. behandelt Beguelln die gleiche Frage in
der Atbeit: ,,Sur les smtes et les sequences dans 1a loteme de’ Giénes®.
. Der Unterschied zw1schen belden ist nur der, daﬁ ]Beguelm &uchi
die Nummern 90, 1 als. Sequenz auffallt, also eine krelsartlg ge-
schlossene Folge der Nummern annimmt, J ohann IIL Bernoulht
pimmt in einer schon frither verfaBten, aber erst spiter veroffentlichten
Arbeit: ,Sur les suites ou séquences dans la loterie "de Cr'enes
(1b1d 1769 [1771], p. 234—258) -den ﬂlelchen Stamdpunkt eln ‘wie
Beguehn Werden allgememnNummern angenommen, von “denen r
gezogen We1den S0 1sj; die Wahischeinlichkeit. bel der Eulersehen

1
Annahme ( . — + ) ( ) fur das. thta.uftreten emer Sequenz und

%b'(ﬂ-;_r_:l) (T) bei der BernouMl-Beguelchhen Beguelm
gibt eine mechanische Aufstellung der moghchen Zlehungen ohne
Sequenz, die an die Hmdenburgschen Jkombinatorischen’ ‘Regeln “er-
innert und ,,mvolutornsch“ genannt werden kann. Wir wollen an
einem Belspwle zeigen, in Welcher Weiseé Beoruehn vforgeht Fiir

"= 6 umd r =2 seien die sequenzlosen Zlehungem gegeben Es smd
| 13, 14, 15, 16, 24, 25, 26, 85, 36,. - 46.

Um d].e fiir =7 und r = 8 zu erhalten, behalten wir aus. den so-
" eben aufgestellten alle bei, die nicht mit 1 begmnen, also .die sechs
letzten, -erhshen _jede eingehende Nummer um 1, so daB 35, 36, 37,
46, 47, 57 entsteht, und schreiben- eine 1 vor jeden dieser Kompllexe
Das’ glbt alle die sequenzlosen Komhmat;onen fiir n =T, r =3, die
m:ut einer 1 ]begmnen ' -

' 135 136 187, 145 147, 157

Unter Jede dlwser, allgemem ‘mit a, b, ¢ bezeichneten Kumbm&tlonen
16%




236 Abschnitt XXI

wird nun ¢ + 1, b+ 1, ¢+ 1 geschrieben; unter die so entstehenden
in eine dritte Zeile ¢ + 2, b+ 2, ¢+ 2, usf. bis in der letzten, dritten
Nummer des Tripels die hdchste Zahl T erreicht wird. Die vollstin-
dige Tabelle lautet dann

135, 186, 137, 146, 147, 157,

246, 247, 257,

357.
Das sind unter der Eulerschen Annahme die 10 sequenzlosen Kow-
binationen; die 7 Bernmoullischen erhilt man durch Tilgung der
dritten, fiinften und sechsten dieser © Spalten. Wie es sein muB, ist
den obigen Formeln entsprechend

10— ("7 wmd T (5
Laplace hat im ,Mémoire sur les suites récurrentes ot leurs

usages dans la théorie des hasards!) Probleme behandelt, die
Fuler in Zusammenhang mit der Genueser Zahlenlotterie bringt und
in folgender Fassung vortrigh (Opusc. analyt. 1L, 1785, p. 331—346):
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daB nach Beendigung elner ge-
gebenen Anzahl von Ziehungen alle 90 Nummern als Gewmnnummern
gum Vorschein gekommen sind, oder gerade 89 von ihnen, oder 88,
oder weniger? Wie grof ist die Anzahl der Ziehungen, nach denen
die Wahrscheinlichkeit, daB alle 90 erschienen sind, ebenso grofB ist
wie die, daB sie nicht erschienen sind? Bei der ersten angegebenen
Problemreihe fiigh Euler noch als erschwerenden Zusatz das Wortchen
,wenigstens® ein: wenigstens 89, wenigstens 88. Ist n die Anzahl
der Nummern, 7 die Anzahl der jedesmal gezogenen, . die Anzahl
der Ziehungen, dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in k
Ziehungen jede der » Nummern erscheint :

n\* n — 1\k n\ m— 2\k k

(Y =+ QT = ()
Aus der Bedeutung dieses Ausdruckes schlieBt man den arithmetisehen
' Satz, daB der Dividend den Wert Null besitzt, sobald n>7" k 1st.
Hierher gehort anch die folgende Aufgabe: Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, mit einem Wiirfel von n Flichen in ¢
Wiirfen einmal der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3,...n 72U werfen?
J. Trembley behandels diese Frage?) und gibt die Losung induktiv
ohne Bewels: Ist w die gesuchte Wahrscheinlichkeit, so findet er

1y Mém. prés. p- div. Savans & U'Acad. de Paris VI, 1775, p- 353. %) Arch.
£ reine u. angew. Math. herausgeg. V. Hindenburg, 1799, Heft 10, S. 123
bis 187. g
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1—w= ﬁ%’ wo (q) der Koeffizient von ¢ in d:ar, nach steigenden
n

. - 1
Potenzen von 2 fortschreitenden Entwicklung des Bruches -—— —
1—nxtx

ist. Auch Laplace hat das gleiche Problem behandelt’) und die
Differenzengleichung hergeleitet, von der seine Losung abhiingig ist.

Fir n =2 gibt er w = —gu—;!q:l als Losung, was mit dem Trem-

bleyschen Resultate iibereinstimmt. Der Laplacesche Aufsatz be-
handelt in seinem zweiten Teile noch mehrere andere auf Spiele, 1hre
Dauer und ihr Abbrechen beziigliche Probleme.

Von der Behandlung der Lotterien fiilhrt em kleiner Schritt zu
den sozialwissenschaftlichen Zweigen, die sich auf die Statistik stiitzen
und der Mathematik als Hilfswissenschaft bediirfen. Wir konnen nur
in groBter Kiirze auf diesen Gegenstand eingehen; behufs weiteren
und tieferen Eindringens verweisen wir auf die Schnft ,Histoire du
caleul des probabilités depuis ses origines jusqu'a nos jours“ par
(Charles Gouraud, Paris 1848, die gerade auf diese, der reinen
Mathematik ferner liegenden Partien liebevoll eingeht.

Eine Anzahl von Abhandlungen befaBt sich mit den verderblichen
Wirkungen der Pocken und mit der Schutzimpfung gegen ste.
Daniel Bernoulli kommt in der Abhandlung: ,Essai d’une nouvelle
analyse de la mortalité causée par la petite vérole et les avantages
de linoculation pour la prévenir Hist. de I'Acad. & Paris 1760
(1766), p. 1—4b auf diese, fir die damalige Zeit eminent wich-
tigen Fragen, und der Hauptzweck seiner Arbeit ist der, die durch’
die Pocken hervorgerufene erhthte Sterblichkeit in den verschiedenen
Lebensaltern zahlenmiiBig festzulegen. Das hiitte durch eine sorgfil-
tige Statistik ohne besondere Schwierigkeiten geschehen konnen; aber
es mangelte gerade an den notwendigen statistischen Daten, und
diese Liicke sucht D. Bernoulli durch Formeln auszufiillen, die auf
Grund theoretischer Betrachtungen tiber Wahrscheinlichkeit aufgestellt
werden. Bernoulli nimmt an, daB von je # Personen 1 von den
Pocken befallen werde, und daB von je m Befallenen 1 daran sterbe,
Die Zahlen m und » betrachtet er als konstant, d. h. als vom Alter
der in Frage stehenden Persomen unabhiingig, und zwar setzt er
n=28 und m = 8. Diese Annahmen schienen besonders fiir das- frithe
Alter bis zu 25 Jahren durch die Erfahrung so ziemlich gesichert
zu sein, boten aber der Kritik d’Alemberts willkommene Angriffs-
punkte.

Nun mogen von einer Generation £ Personen das Alter z er-

1y Mémoires . . . Paris VII, 1778, p. 37—232.
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| reichen, und unterv‘_i_hne,n s, die nicht von "dex; Pocken befallen waren;
dann stellt Bern oulli nach der oben dargelegten Infinitesimalmethode
eine Differentialgleichung zwischen £ # und s her, die durch In-

tégration auf das Resultat -

R m— 1) " 1
fiithrt: Bedeutet z die Zahl der unter den £ Personen im Alter z
noch Lebenden unter der Annahme, daB die Pocken nicht vorhanden
‘wiren, dann folgt die Bestimmung
: g = mé _éz:n’_.

, o (m—1)e" " 41 S .

" so0-daB also 4 —s-¢*® wird. Diese Formeln fir s und z ermdglichen
die Herstellung der gewiinschten Tabellen, sowie: den Schlub -auf die
Niitzlichkeit . der Pockenimpfung, durch die das durchschnittliche
Leben der Bevilkerung verlingert werde. Auch hier setzt die Kritik
d’Alemberts wieder ein und stellt, ‘ohne den Nutzen der Impfung
zu leugnen, dem Interesse der Gesamtheit das des Hinzelnen entgegen,
der leicht durch die Impfung geschiidigt werden konne D)

Seinem Programm gem#$ geht J. Trembley. unter Aufrecht-

erhaltung der. Hypothesen Daniel Bermoullis mit elementaren
Mitteln an dieselben Untersuchungen in. der Arbeit ,Recherches sur
1a mortalité de la petite vérole” (Mém. de I'Acad....% Beilin - 1796
© [1799], p. 17—38). o | o
- Fiir die Frage nach der mittleren Dauer der Ehen lag ebenso-
wenig ausreichendes statistisches Material vor. Auch hier muBte die
Theorie aushelfen. Daniel Bernoulli filhrt das Problem in seiner
einfachsten Gestalt — gleiches Alter der Gatten und gleiche Sterb-
lichkeit fiir beide Geschlechter — auf folgende Aufgabe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zuriick (,De usa -algorithmi infinitesimalis
in arte conjectandi specimen“; Nov. comment. . . . Petrop. -X1I,
11766, 1767 [1768], p. 87—98): In einer Urne befinden sich 2#%
Karten; zwei von ihnen sind mit 1 bezeichnet, zwei mit 2, ... zwei mib
n. - Bs werden m Karten gezogen. Welches ist die wahrscheinlichste
Zahl von Paaren, die vollstindig in der Urne gurtickbleiben? Er findeb
FM ._;nzg(zn;—i;n —3. Die Ubertragung auf das Problem der Ehef
daner ist naheliegend; Bernoulli fihrt es in der Arbeit: ,De dura-
tione media matrimoniorum ...“ Nov. comment. ... Petrop. X1I, p. 99
__126 in jener einfachsten, sowie in allgemeinerer Form durch. Mit

e

D) 0pusculé‘s 11, p. 26—95: Sur V'application du calcul des probabilités de
I'inoculation de la petite vérole. — Ibid. IV, p. 288—
3 l'inoculation. : '

241- Sur les calculs relatifs
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‘#hnlichen Gegenstinden beschaftigh sich Johann III Bernoulli in
der Histoire de I'Acad....2 Berlin 1768 (1770), p. 384—403.

In #hnlicher Weise bebandelt D. Bernoulli die Frage nach dem
Verhsltnis der Geburten von Knaben und Midchen, der schon de
Moivre in seiner ,doctrine of chances®, p. 243—254 niher geireten
- war. Bernoulli mac}lt zuerst die Hypothese daf das Uberwiegen

der- Knaubengeburten ledlghch Wirkung des Zofalls sei; dann die, daB
" in ihr ein Naturgesetz in Erscheinung trete: ,,Mensura sortis ad
fortuitam successionem rernm naturaliter contingentium applicata®
Nov. comment. ... Petrop. XIV, 1, 1769 (1770), p. 1—25 und ,,Con-
tinuatio argumentl £ ibid. XV, 1770 (1771), p. 3—28; seine Unter-
‘suchungen zeigen, daB die grSfere Wahrscheinlichkeit 'auuf seiten der
‘gweiten Annahme steht, d. h. daB eine natiirliche Ursache fu1 die
groBere Anzahl . der Kma,bengebmten vorhanden sei,

‘ Euler fragt nach der Sterblichkeit und na,ch der Bevolkerungs-
‘zunahme (Hist. de TAcad....a Berlin 1760 [1767], p. 144—164);
hierauf grundet er Hormeln zur Berechnung von Lembren’ren eir:
‘Thema das ihn lbld p- 166—175 beschiiftigt. s ist nicht moghch'
‘ noch anganglg, in einer Greschichte der Mathematik alle, auf diese
stafmshschen Fragen beziiglichen Arbeiten zu besprechen, bel denen es
sich hauptsichlich um die Herstellung von Tabellen handelt, die

praktlschen Ziwecken dienen sollen. Nur jhrer Verfasser wegen er-

‘wihnen wir moch zwei Arbeiten; die eine von Lagrange: ,,Memmre
sur une question concernante les annuités“; Mém. de I'Acad. .

Berlin 1792, 1793 (1798), p. 225-—246; sie hehandelt folgende Frage |

Wieviel muB ein Vater jihrlich, so lange er lebt und mindestens eins
seiner Kinder noch minorenn ist, als Primie einzahlen, damit nach
seinem Tode, aber nur. so lange bis alle seine Kinder majorenn sind,
eine bestimmte Summe jihrlich den Kindern ausgezahlt werde? Die
andere Arbeit, auf die wir, hlnwelsen wollen, stammt von de Con-

dorcet: ,Suite du mémoire sur le caleul des probabilités®, Histoire

de I'Acad. ... & Paris 1782 (1785), p. 674. Sie behandelt die fol-
gende Frage: Auf einem Grundstiick lasten Pflichten in Gestalt von Ab-
gaben, die nicht zu bestimmten Zeiten fallig smd gondern beim
Eintritte von Ereignissen f illig werden, die in gewisser Weise vom Zu-

~falle abhanmg sind; dazu gehort z. B. der Ubemgang des Besitzes in andere

_ Hande, sel es dulch Velka,uf sel es durch Erbschaft. Diese Ereig-

nisse kounen demnach entweder nur moglicherweise eintreten oder
auch ﬂotwendlgerwelse ‘Es soll der Ablosumgswert einer solchen Last

bestimmt werden. :
Wir kommen nun zu der Dmsteliugg eines weiteren, wwhtlgen

Prmmps, das der Wahrschemhchkemsrec]mung neue Bahnen erdffnete.
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Jakob Bernoulli hatte gezeigt, daB, wenn bei einem Versuche eins
der beiden sich ausschlieBenden Ereignisse 4, B eintreffen mull; wenn
forner die Wahrscheinlichkeit des ersten dabei gleich p und die des
sweiten gleich ¢ = 1 — p ist; wenn endlich bei (m + m) Versuchen
A gerade mmal und B gerade nmal eingetroffen ist: daB dann der

Quotient —?:— sich bei wachsendem (m + #) dem Quotienten % ohne

Aufhéren nihert. De Moivre hatte noch einen Schritt weiter getan,
indem er die Differenz der beiden Quotienten zwischen bestimmte: -
Grenzen einschloB, die einander um so niher riicken, je groBer die An-
zahl der Beobachtungen ist. Bisher war also die Wahrscheinlich-
keit des Ereignisses das Gregebene gewesen, aus dem Schliisse iber
‘das Eintreffen des Ereignisses sich ziehen lieBen. Jetzt wird die um-
gekehite Frage aufgeworfen: kann man aus dem Eintreffen eines Er-
eignisses seine Wahrscheinlichkeit bestimmen? Implizite ist diese
Frage bereits bei der Aufstellung von Geburistabellen von Daniel
Bernoulli (siehe oben) gestreift worden; mit vollster Klarheit wurde
sie von dem Englinder Bayes aufgeworfen und behandelt. Laplace
schreibt dariiber?): ,Bayes’ hat direkt die ‘Wahrscheinlichkeit dafiix
bestimmt, daf die durch bereits vollzogene Versuche gegebenen Mog-
lichkeiten zwischen gegebenen Grenzen liegen. Er gelangt dazu auf
elegante und sehr geistreiche Art, die freilich ein wenig verwickelb
it TUber Thomas Bayes’ Lebensumstinde haben wir nichts in
Erfahrung bringen kénnen, auler dali er. Mitglied der Royal Society
ou London war und vor Ende November 1763 starb. Seine Ab-
handlung: ,An essay towards solving a problem in the doctrine of
chances® wurde nach seinem Tode unter hinterlassenen Papieren ge-
funden und durch Vermittlung seines Freundes Richard Price
' (1728—1791), der sich durch Aufstellung von Lebensversicherungs-
berechnungen als Fachmann bekannt gemacht hatte, in den P. T.
LIII, 1763, p. 3170%) veroffentlicht; Price selbst schrieb eine Ein-
leitung, Erliuterungen und Beweise zu dieser Abhandlung.
'~ Bayes beginnt mit der Fixierung des Problems: ,Es ist bekannt,
wie oft bei einer Anzahl von Versuchen ein Ereignis eingetroffen.
und wie oft es ausgeblieben ist; gesucht wird die Wahrscheinlichkeit
vdafiir, dap die Wahrscheinlichkeit seines Eintreffens in einem einzelnen
Versuche zwischen zwei gegebenen Grenzen liege®
Die Behandlung des Problems geschieht auf geometrischem Wege.
iAuf eine rechtwinklige Tafel ABCD von der Linge AD=a wird
eine Kugel geworfen, die in G zur Ruhe kommt; ihre Entfernung

1) Théorie analytique des probabilités, 3= édit. Paris 1820, p. CXXXVL
#) Nebst Supplement P. T. LIV (1764), p. 296. S




‘Wahrscheinlichkeitsrechnung. _ 9241

vyon AB sei 2= AF = BH. Alle Werte von 2 =0 bis 2 = a seien
fiir die Ruhelage der Kugel gleich wahrscheinlich. Nun wird eine
zweite Kugel auf die Tafel geworfen; ihre Ruhelage habe von AB
die Entfernung & Der Wurf der zweiten Kugel finde (m + ») mal
statt. Es soll, bevor die erste Kugel ge-

worfen ist, die Wadhrscheinlichkeit  dafiir - I '
bestimmt werden, daB 2z zwischen zwei W ‘
gegebene Grenzen b= AK und c=AN x 7,
fallt, und dab sich dann mmal £ <z und | i ‘
nmal E>z bei den Wirfen mit der \ G‘
zwelten Kugel herausstellt. Bayes zeichnet L c
iiber AD eine Kurve mit der Ordinate m];g. z.H 4

y=a?(a— z} und zeigt, daB die gesuchte
Wahrschemhchkelt a,bgesehen von einem konstanten Faktor,

L= KJM NK
w1rd Nlmmt man b =0, ¢=gq, s0 wird dle Wahrschemhchkelt
= AJ EMDN K A

Da diese Wahrscheinlichkeit — 1 d. h. GewiBheit wird, so bestlmmt
sich dadurch der konstante Faktor. Daraus folgert Bayes: Wissen wir,
daB bei den (m ) Wirfen der zweiten Kugel mmal &<« und .
nma,l £ >z gewesen ist, dann wird die Wahrscheinlichkeit dafiir, dab
b<a<e ist glewh dem Quotienten der Flichen KJMNK und
AJEMDA oder in unserer Schreibweise

faﬂ’(a-— aldx

pr(a—m)qdm

Man kann Laplace nur belstlmmen, wenn er d1ese Schlisse ein
wenig verwickelt nennt. ‘ |
Laplace stellt seinerseits das Prinzip, auf das smh die Unter-
: ‘suchung der Wahrscheinlichkeit von Ursachen aufbaut, an den Beginn
~ seiner Abha.ndllmngi) Br gibt ihm die Form: Ist ein Ereignis 4 die
Folge einer der » Ursachen B, B,,..., B,, derart daf jedes B, dem
Eintreffen von 4 die Wahrschemlmhkem w, erteilt, dann ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daf B, das Eintreffen von A hervorgerufen
hat, w,: Jw, Laplace erklért dies Prinzip an einem Beispiele: Es

D) Mémoires . . - Acad. des- sciences 4 Paris VI (17‘7'4), p. 621.
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seien zwei Urnen B, und B, vorhanden; B, enthalte p weiBe und
g schwarze Kugeln; B, enthalte p” weiBe und ¢ schwarze. Aus einer,
aber unbekannt aus welcher Urne werden (f+ %) Kugeln gezogen;
“dabei sind f weiBe und & schwarze herausgekommen. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, daB sie aus B,, wie groB die, daB sie aus B, ge-
zogen wurden? Das Ziehen der f weilen und % schwarzen Kugeln ist
das Ereignis 4; die Wahl von B, oder die von B, die Ursache; w, wird
die Wa.hrschemhchkelt des Ereigms‘ses , wenn es aus der Wahl von
B, stammt, und w,, wenn es aus der von B, stammt; also ist, wie
Laplace angibt, :
' w. — (BB +a—F—Nlplg!

o+l e—N@—nifie
0, — F+B P +q—-f=Rp'g!
' | P+ =N R
Die Wa,hrschemhchkelt dafiir, daB B, die Ursache des Erelgmsses

und ebenso

war, ist dann —1—
- Wy + 'wz

Laplace geht darauf zu der Aufgabe iiber: wenn eine Urne un-
endlich viele weiBe und .schwarze Bille in unbekanntem Verhiltnis
_enthiilt, und wenn bei der Ziehung von (p + ¢) Kugeln p weile und
g. schwarze erschienen sind, wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB
eine neue Ziehung eine weie Kugel liefern wird? Hier ist die An-
zahl ‘der moglichen Ursachen, dem unbekannten Verhiltnisse ent-
sprechen.d unendlich grofl. Als Resultat ergibt sich fiir die aesuchte

Wa]urschemhchkelt ﬁ_l__{l_ 5+ — Unter den gleichen Verhaltnissen

konnen die Zahlen p und ¢ so hoech genommen werden, daf mit einer
an GewiBheit streifenden Wahrscheinlichkeit behauptet werden kann,
das’ Verhiltnis der WeiBen zu simtlichen Kugeln der Urne liege

zwischen ﬁ_é — o @d 5_}_— + @, wo o beliebig klein ‘gemacht
werden kann. — Auf diesen wichtigen Satz war Jauch Price (L c

LIV, p. 317 Anm.) schon' gekommen; da Laplace in seiner elsten
'Pub]llkatlon 1774 weder Bayes noch Price erwihnt, 148t sich wohl
annehmen,” daf ihm ihre Untersuchungen damals noch unbekannt
waren; zum ersten Male werden beide englische Mathematiker im Zu-
sammenhange mit Laplace in der Inhaltsangabe erwihnt, die der
Arbeit des franzGsischen Forschers in der Histoire de PAcad. . ..
Paris 1778 (1781), p. 43. vorausgeschickt ist. Die Arbeit ist von
1780 datiert. Zu #hnlichen Resultaten gelangt auch Condorcet,
auf dessen Leistungen wir bald genauer einzugehen haben werden, in
einem Aufsatze der Hist. de I'Acad. ... Paris 1783 (1786), p. 539. —
J. Trembley hat sich ebenfalls mit dlesen Fragen beschiftigt, wieder
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in der Absicht, ohne Verwendung der hohéren Mathematik die Re-
~ gultate abzuleiten, wie wir das schon friiher erwihnten. Seine Arbeit
,,De probabilitate causarum ab effectibus oriunda“ findet sich in den
Comm. Soc. Reg. Gotting. XIIT, 1795—1798 (1799), p. 64—119; sie
vermeidet tiefer liegende Hilfsmittel nur auf Kosten der Kiirze -und,
Ubersichtlichkeit.
 Tm vierten Abschnitt seines ,Mémoire sur le calcul de pro’ba,blhtes
Histoire de 'Acad. des sciences & Paris 1783 (1786), p. 539 stoBt auch
Condorcet auf diese Fragen. Er macht auf folgendes aufmerksam.
Wernn bei 100000 Versuchen das Ereignis 4 51000mal und das Ereig-
" nis B 49000 mal eingetreten ist, so wird das Problem iiber die Wahr-
scheinlichkeit des Ausfalls der weiteren Ziehungen verschieden sein,
je nachdem jene 51000 Ereignisse stattgefunden haben; wenn nfimlich in
je 100 aufeinander folgenden Versuchen durchschmtthch 5l mal 4 und
49mal B erschienen ist, so wird der gesunde Verstand andere Er-
wartungen iiber die. folgenden Ereignisse hegen,: als wenn in den
 ersten Serien von je 100 Versuchen 4 stark uberwogen hat, dann
dieses Uberwiegen aber abnahm, und dafir allmshlich das Ereignis B
hiufiger und héufiger auftrat. Bel ‘beiden Annahmen gibt die Bayes-
sche TFormel jedoch das gleiche Resultat. Sie ‘erscheint daher . nur
' danx_l anwe11dbar wenn die “Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4
wenigstens durchschnittlich den gleichen Wert beibehslt. Auf die
Fille, in denen das nicht eintrifft, wendet Condorcet seine Aufmerk-
samkeit. Er stellt analog der Bayesschen Formel zwei andere
auf; ‘dié eine bezieht sich auf den Fall, da die Wahrscheinlichkeit
~ des Ereignisses A zwar verinderlich ist, jedoch nicht von der Folge
der Versuchsausfille abhiingig. erscheint; die zweite Formel 148t ‘die"
Wahrscheinlichkeit auch von der Folge der Ereignisse abhingig sein.
Die Wahrschemhchkelten stellen sich als Quotienten aus vielfachen Inte-
gralen dar. Sie liefern z. B. das Resultat: Ist 4 dreimal emgetreten,

dann 18t d1e Wahrscheinlichkeit eines vierten Em.tretens — =08,

wenn die Wahrscheinlichkeit konsta,nt ists EZL

verinderlich; allein von ‘der Folge der Ereignisse unabhiingig ist;
1799
5000

v lichkeit wirkend angesehen wird, :

In der Abhandlung Mémoire sur les probabilités® datiert vom
19. Juli 1780 in der Hlst . & Paris fiir 1778 macht Laplace
darauf aufmerksam, daB in gewisser Art, aber anders als d’Alembert
es sich dachte, kiinftige Ereignisse von fritheren abhingig erscheinen,
msofe:m nimlich als dlurch den Ausfall der fritheren die Anschauung

— 0,607, wenn sie zwar

Zo05 = 0:999, wenn die Folge des Erelgmsses als auf die Wahrschein-
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und die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit des Eintreffens der spiteren
korrigiert und erweitert werde. Im Artikel XIV dieser Abhandlung
heiBt es bei der Besprechung des Ausfalles fortgesetzter Spiele zweier
Personen, daB man durch die Folge der Ereignisse neue Aufschliisse
iiber ihre Geschicklichkeiten erbalten kénne, derart daB sie bei un-
endlich vielen Spielen genan bekannt werden. ,Unter diesem Gesichts-
punkte 1iBt sich nicht bezweifeln, da frilhere Ereignisse auf die
Wahrscheinlichkeit spiterer EinfluB haben.” '

Das gibt Laplace Veranlassung, diesen Einfluf zu untersuchen
und so zu der Bayesschen Regel zu gelangen. Die dazu ndtigen
Schltisse hat Laplace wiederholt vorgetragen. Wir gehen sofort
darauf ein; nur erwihnen wir erst noch, daB in Artikel XVI der
besprochenen Abhandlung dieser Einflu an dem Beispiele zweier Spieler
erliutert wird: B hat die erste Partie gewonnen, wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, d28 4 die beiden folgenden gewinnt? Es stellt
sich heraus, daB unter Beriicksichtigung der Verschiedenheiten der

Geschicklichkeiten. diese Wahrscheinlichkeit kleiner als % 1st.

. Laplace kommt in seinem ,Mémoire sur les approximations des
formules qui sont fonctions de trés-grands nombres”, Art. IV (Hist.
de PAcad. . . . & Paris 1783 [1786], p. 428), auf die Begriindung der
Bayesschen Regel zuriick und leitet sie mit groBter Einfachheit ab.
Er geht dabei folgenden Weg: Bezeichnen ¢ und E zwei Ereignisse,
p und W ihre Wahrscheinlichkeiten, und hat das gleichzeitige Ein-
treffen von ¢ und von E die Wahrscheinlichkeit v, so ist v =p- V3
p= % - ,Die gesamte Theorie der Ursachen und der zukiinftigen KEr-

eignisse, erschlossen aus den bereits eingetretenen, flieBt mit grofier

Leichtigkeit aus dieser Formel“ (p. 428). Namlich so:

Es mége E Folge eines der Ereignisse e, ¢, €, - - -, ¢, $€ill; &
gebe dem Erscheinen von E die Wahrscheinlichkeit a,. A priort
mégen alle ¢, gleiche Wahrscheinlichkeiten, d. h. jedes die Wahr-

scheinlichkeit —f@; haben; dann hat das Zusammentreffen von e, und E

die Wahrscheinlichkeit %al und daraus folgt fiir die Wahrscheinlich-

‘keit von E

1
V=@ ta+ag+---+a,)
Bezeichnet p, die Wahrscheinlichkeit, da ¢, die Ursache von E war,
and bedenkt man , daf %“@ die Wahrscheinlichkeit des Zusammen-

treffens von ¢, und E, also gleich v, ist, so wird nach der obigen

Ewlementarformgl
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—a
v; w2

_al

%‘(“1‘_—!-@,4—.,._}_%)' : a;+a2+...+an

Das ist die Bayessche Regel.

Auch hier gibt Laplace ein sehr treffendes Beispiel: Eine Urne
enthilt drei Kugeln, schwarze oder weiie. Es wird blindlings eine
Kugel gezogen; diese wird wieder in die Urne getan und dann eine
peue Ziehung vorgenommen. In m aufeinander folgenden Ziehungen sind
pur weiBe Kugeln zum Vorschein gekommen. Wie groB sind die
Wahrscheinlichkeiten dafiir, daf die Urne nur weiBe, oder 2 weille
and 1 schwarze, oder 1 weiBe ‘und 2 schwarze Kugeln enthilt?
Njmmt man fir e, ¢, ¢, diese 3 Moglichkeiten, so wird a, =1,

o= (5)" 6= (5)" m

g™ om "
p1=1+2m+3@’ -p2~1+‘2m+31ﬁ-7 p3wl+2m+$m

Laplace bemerkt weiter, daB die genaue Wahrscheinlichkeit der
" meisten einfachen Ereignisse uns unbekannt, also fiir uns jedes Wertes
gwischen 0 und ‘1 fahig sei. Sie heifle ; die Wahrscheinlichkeit
von E unter der Geltung von z sei f(z)dx; dann geht die obige Formel
fiir p, nach Erweiterung mit dz iber in - - '
f@ds

1

Pe="5

- Jf@adz
0 -

und die Wahrscheinlichkeit, da zv‘v‘ischen den beid‘eﬁ (renzen 8

und 0, liegt, ist gleich dem Quotienten | |

@ und 0, werden mnahe dem Werte @, diesen einschlieBend, ge-
wihlt, wo 2 — @ die Funkfion f(#) zu einem Maximum macht; und
dann 1iBt sich zeigen, wie die Wiederholung einfacher Ereignisse
durch ihren Ausfall Sechliisse auf ihre Wahrscheinlichkeit “ermdglicht. .

Laplace wendet dann die erhaltenen Theoreme auf das Problem
der Knaben- und M#dchen-Geburten aai-(vgl. S. 239) und benutzt fiir
die wirkliche ,Berechmimg der unbekannten Wa,hrgcheinlichkeiten die
in dem fritheren Teile des Mémoire (ist....Paris 1782, p. 1—88)
hergeleiteten. Niherungsformeln fiir die Integrale der angegebenen
Formen. R ' '




246 : " Abschnitt XXI..

Dann geht er auf weitere theoretische Untersuchungen dariiber
ein, wie aus dem Vorkommen fritherer Ereignisse auf das Eintreten
 spiiterer Schliisse mdglich sind. Ist @{#) die Wahrscheinlichkeit des
zukiinftigen Freignisses, a priori betrachtef, und P die, aus den 1b6=
obachteten fritheren Resultaten ersehlossene Wahrscheinlichkeit,

erglbt smh
—ﬁ(x)*f’ (%) dz - ff(ac) dz.

Auch diese Formel wird auf das typmche BE‘JBP]&I vom Ziehen einer
Kugel aus einer Urne angewendet: ist einmal eine weibe Kugel ge-
zogen, dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir das weitere Erschemen

von # schwarzen Kugeln
1 1

1>=0 x(l~m)"dz:dem——W§)“

Von der Methode der Bestimmung szukiinftiger Ereignisse durch
den Ausfall fritherer macht Laplace auch in dem Aufsatze ,Sur les
naissances, les mariages et les morts & Paris“ (Hist.. de lAcad 1773
[17 76], p: 693—1702) Gebranch, um die Ergebnisse von Volkszahlungen,
die in einzelnen Distrikten Frankreichs vorgenommen wurden, ver-
allgememernd zu verwerten. Aus ibnen -sollte die Bevolkerung des
ganzen Reiches bestimmt werden. Das konnte mit Hilfe von Geburts-
tabellen filr' das gesamte Gebiet geschehen, wenn das aus jemen
Distrikten erhaltene Verhilinis zwischen Geburten und Lebenden fiir
das ganze” Reich Giltigkeit beanspruchen darf. Laplace erdrtert,
mit Welﬁher Wahrschemhchkemt man eine solche Annahme machen
diirfe. " Er reduziert sie auf das Urnenschema: In einer Urne befinden
sich unendlich viele schwarze und weiBe’ Kugeln in unbekanntem Ver-
hiltnisse. In einer ersten Ziehungsserie werden p weille und ¢
schwarze Kugeln gezogen; in einer zweiten ¢, schwarze, wieviel weille
ist unbekannt. Dabei ist es am naturgemiBesten, anzunehmen, dafB

‘ die Zahl p; der weiBen das Verhiltnis befriedigt p:q = : ¢y, 2lso
191 P gq‘ wird: Bs wird nun d[le Wa]hrschemhchkem P daftir bestimmt,

daﬁ fur deu Wa,hreu Wert p, die Emgremtmg

@-(1*m)*<p1<%(1+m)'

bel klemem ® gﬂ[t Bis auf GwBem der Ordmmg ot wird

Pf_l—-;fdte—ﬂ o pgg ot ) Cn?

Sy
PR

e

2(p+ p,)(@ + @
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"Auch in dem Aufsatze der Histoire de I'Acad. ... Paris 1778, p. 227.
geht. Laplace auf das Problem - des Gebmtsverhaltmsses von- Knaben
und ‘Midchen ausfithrlich ein. o Lo ,
Eme weitere Frage zieht, sowohl wegen der Unter suchungen, zu
denen sie in unserem Zeitraume selbst AnlaB gab, als amch Wegen
ihrer pra,ktlschen Wichtigleit unsere -Aufmerksamkeit auf sich. -Zu-
dem gab sie den ersten AnstoB zur Theorie der Beobachtungs-
fohler. Ist eine GriBe mehrfach beobachtet, dann werden die Re-
sultate der emzelnen Beobachtungen i. a. nicht- miteinander tibereix-
stimmen, so z B. wenn die Linge einer ‘Strecke oder die:Grofe eines
Winkels gemessen worden ist. Als das wahrscheinlichste Resultat:
hat man dann, wenn die-Beobachtungen als gleichwertig eingeschiitat
werden, das arithmetische Mittel der Emzelbeo’bachtuncen angesehen
Es ist die Frage, mif- welchem Rechte das geschieht.- Davon war
(d1ese Vorlesungen III? 8. 640—641) im Amnschlufl an eine Abhand-
lung von Th. S1mpson schon die Rede; Liagrange nimmt-(Mis-
cella,neaTauﬂnansmV 1770—1718, p. 167— 232)1), wahrscheinlich ohne’

_Kenntnis jener fritheren Untersuchung zu haben, das Problem wieder:

auf und fihrt die Behand]mng shnlich wie Slmpson durch. Br setzt den
wahren Wert der zu beobachtenden Grofle und die begangenen Be-
obachtungsfehler “als gegeben voraus, karin daraus das Mittel der Be-

" obachtungen berechnen und darauf hin bestimmen, mit welcher Wahr-
~ scheinlichkeit das Mittel den genauen Wert gibt, und mit welcher

Wahrscheinlichkeit bei seiner Annahme ein Fehler von gegebener
GroBe begangen wird. Liegen z. B. ‘Fehler nur von den GriBen’
41,0, —1 vor, gilt glemhe Wahrscheinlichkeit - fiir : das Tintreten:
von jeder der drei Sorten, und hat man # Beobachtungen “emilcht ,
dann 1st fiir die Annahme

W = 1 2) 3;4:, 5, 6,...
g SRR 243 © 243 139 171 133 141
_ Wmhrschemhchkelt =, o= = o2 299 2%
- die AR S L1292 1297 42977297 7297 7297

dafiir, daB das Mittel den wahren' Wert gibt. Es scheint auf Grund:
_dieser Zahlen unvorteilhaft, die Anzahl- der Beobachtungen - iiber 2

steigen zu lassen; allein, wenn man nach der Wahrscheinlichkeit fragt,
daB der bei der Annahme des Mittels gema.chte Fehler den Betrag

'—;— mcht uberstelgt ‘danm findet swh fiir d]le ‘Annahme
o . "'—1 2, 3, 4, 5 6 ...

e v T, ., 243 567 513 639 603 613
- die Wahrschemhchkmt 727 T35 7567 7397 738’ 7807

, Es 18t also in erkhchkelt vortellhaft n ads gmBe und a.ls gerade

‘) Oeuvres p'ubl p. Serret, ]l, ]Pams 1868, p. 171.
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Zahl anzunehmen. In den ersten acht der zehn Probleme, mit denen
seine Abhandlung sich beschiiftigh, behandelt Lagrange den Fall,
daB eine endliche Anzahl diskreter Fehler begangen sei; von da aus
macht er den Ubergang zu der, in der Natur begrﬁndeten' Annahme,
daB unendlich viele Fehlermoglichkeiten innerhalb gewisser Grenzen
vorliegen. Am Schlusse der Abhandlung geht Lagrange direkt auf
diesen natiirlichen Fall ein. Dabei fiihrt er den Begriff der Fehler-
wahrscheinlichkeit ein, und stiitzt diesen auf die gemachten Be-
obachtungen; ist x die GroBe des Fehlers, so ist die Fehlerwahr-
‘scheinlichkeit y hierfiir gleich der Anzahl der Male, in denen z auf-
getreten ist, dividiert durch die Gesamtzahl der Beobachtungen. ‘In
den gegebenen Beispielen wird einmal y als ‘Konstante, einmal als
y = cst. (p® — &%) angenommen, so daB hier die beiden Grenzen der
" Fehler — p und + p sind. Die zweite Hypothese fiir y erkléirt - La-
grange fir die einfachste und naturgemiBeste, die man erdenken
konne. Ein letztes Beispiel nimmt y = est. cosz an. Auf eine theo-
retische Annahme, die zu der jetzt iiblichen Fehlerwahrscheinlichkeits-
funktion fiihren konnte, geht Lagrange nicht ein. ‘ '
Von ganz anderen Gesichtspunkten 18t sich Daniel Bernoulli
in seiner ,Dijudicatio mazime probabilis plurium observationum dis-
crepantium atque verisimillima induetio inde formanda“ (Act. Acad.
Petrop. 1777 [1778], p. 3—23) leiten. Kommen, so iberlegt er,
groBe Abweichungen unter den Beobachtungen vor, so werden mit
einem gewissen Rechte die extremen Resultate weggelassen; das arith-
metische Mittel verliert in solchem Falle seine Giiltigkeit als wahr-
scheinlichster Wert. Vor allem ist ein Gesetz fiir die Wahrschein-
Lichkeit der Fehler, als eine Funktion ihrer GroBe, aufzusuchen. Falls
'z die GroBe des Fehlers und y die Wahrscheinlichkeit seines Kin-
treffens ist, findet Bermoulli folgende Annahmen iiber y notig:
a) y mub fir 4+ 2 und — z gleichen Wert haben; b) mit wachsendem
2 mub y abnehmen; c¢) im héchsten Punkte der Fehlerkurve y=1(x)
muf die Tangente parallel der o-Achse laufen; d) y — f(2) muB auf
der z-Achse enden; e) die Tangenten in diesen Endpunkten miissen
genkrecht auf der w-Achse stehen, Uber d) und ¢) kapn man ge-
teilter Ansicht sein; jedenfalls haben diese Hypothesen sich m Ver-
_laufe der weiteren Entwicklung nicht durchgesetzt. Als Fehler-
funktion y = f(z) wihlt der Verfasser einen Halbkreis y = ¢. Vri—at
dessen Radius bei jeder Untersuchung experimentell dadurch zu be-
gtimmen ist, daB — # und + 7 als Grenzen fiir mogliche negative und
positive Fehler genommen werden. Es kommt ferner noch auf die
-La,ge des Halbkreises, d.h. auf die seines Mittelpunktes an, der so. '
festgelegt wird: 4, A +a, A+D, ..., die nach steigender Grobe
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o'eordneten Beobachtuno‘en sind gegeben; z ist dle Entfernung des
Mlttelpunktes von A; dann ist die Wahrschemhchkmt des -gleich-
zeitigen. mGommeus der Febler z,.# — a, 2 — b, . . . proportional zu
dém - Produkte” V72— 22 )9?~ (¥ —a)? - Vr?: — (cc —bE...=V¢
Nun wird folgender SchluB gewagt: Da diese Fehler ja wirklich ein-
getroffen sind, so ist ihre Wahrscheinlichkeit, wie Bernoulli be-
hauptet, ein Maximum; man findet also » dadurch, daB man @ zu
einem Maximum macht. Das fiihrt bei n Beobachtungen auf eine
Gleichung des Grades (2n — 1) Bei -n =1 und 2 hefert dlese
das arithmetische Mittel; bei % = 3-schon nicht mehr. : :
~ In seinen Bemelkungen zux -eben besprochenen Abhandlung grelft
Euler (ibid. p. 24—33) die eben hervorgehobene gewagte Behauptung
D. Bernoullis an. Er selbst umgeht durch eine geistreiche Wendung
"die Auflésung der- Glelchung des’' Grades (9 n,— 1) und zeigt, wie die
einer Gleichung dritten Grades in allen F allen ausreicht. :
Auch Laplacé - nimmé in der oben erwihnten Unterbuchung
' (Memmm de I’Acad. des Sciences, Paris VI [1774], p-621) Stellung zu der
Frage nach dem a,rlthmehschen Mittel aus einer Reihe von Beobach:
tungen. Hr erklirt (p. 639), die Annahme, die auf das arithmetische
Mittel fihrt, sei ,wenig natirlich und hilt es fir notwendig, bei
feineren Untelsuchungen von einer anderen Methode Gebrauch zu
machen. Laplace setzt die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers von
der GroBe z gleich f(z); dabei- fordert er, daB f(+ z) = f(— ). seis
ferner daB die z-Achse eine’ Asymptote der Kurve y — f(x) werde
und daB die von der z-Achse und der Kurve y = f(z) begrenzte Fliche

die GroBe 1 besitze. Mit Hilfe einer ganz Wﬂlku111chen Annahme

1
wird f(z)= ——me“”‘” oefunclen Merkwurdlgerwelse ubersmht Laﬁ

_place dabei, da,ﬁ dle erste seiner, fir f(z) aufgeste]llten drei Forde-

1 ,
‘ rungen dutrch Y = ~2—me" T nicht befnedlgt wird, Zur WelterenBe-

handlung der Frage verwendet er das von ihm aufgestellte Prinzip nber
- die Wahrsche1nhchke1t der Ursachen und kommt auf einem, sch(m
fitr drei Beobaehtu_ngen recht komplizierten Wege zum Ziele. Die
Besﬂmmung des Mittels ist selbst in diesem so einfachen Falle von der
Liosung einer Gleichung 15%" Grades abhingig. Riner kleinen von
Laplace berechneten Tafel entnehmen wir falgende Resultate: ‘Sind
die drei beobachteﬁ;eu Punkte A4, B, C; wird stets 4B — 1 gesetut
n& dann BC = - ¢; hat endlich das Laplacesche Mlttel M die Ent-
fernung AM =3 wm A, so ergibt smh fiir :

g=20 ; 0,1 012 i 0,3 ; 04 ; 0575 06 ;07 ;08 . 1,0
= 0,860 0,894; 0,916, 0193‘2 0,944; 0 959, 0, 965 0,975; 0,984; 0 992 1
T saneon, Gosaiichte 17

CaxToR, Geschichte der Mathemaitile v,
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Auf mehr als drei Beobachtungen geht die Abhandlung bei der
SchWJerlgkelt der Rechnungen nicht ein.

Auch in seinem ,Mémoire sur les probabilités” vom Jahre 1785
(Histoire de ’Acad. ... Paris, 1778) behandelt Liaplace diese Fragen.
Exr lést dabei zumerst das folgende Problem: ,[Es seien % positive,
stetige Variable %, &, ..., ¢, mit der festen Summe s gegeben. Das
Gesetz der Wahrscheinlichkeit fir das Eintreffen jedes einzelnen ¢,
sei bekannt. Es soll die Summe der Produkte aller Werte einer ge-
gebenen Funktion (¢, &, ..., ¢)) in die Wahrscheinlichkeit des Auf-
tretens des betreffenden Wertes ermittelt werden. Damit héingt aufs
engste das, wie wir S.248 sahen, schon von Lagrangebehandelte Problem
zusammen: ,Die Wahrscheinlichkeit dafiir zu finden, daB die Summe
der Fehler bei mehreren Beobachtungen zwischen gegebenen Grenzen
liegt, wenn das Fehlergesetz durch eine rationale ganze Funktion ge-
geben ist.“ Auf die Entdeckung dieses Fehlergesetzes geht nun La-
place (L c. S. 254; art. XIT)-aus. Er nimmt an, daB keine Fehler
von héherem absoluten Betrage als a vorkommen; ferner daB gleich
grofle positive und negative Fehler mit gleich groBer Wahrscheinlich-
keit -auftreten; endlich daB -die Wahrscheinlichkeit bei stetig wachsen-
der FehlergroBe stetig abnimmt. Hierauf teilt er die Strecke, auf der
die » Fehler als Abszissen reprisentiert werden, von 0 bis a in =
gleiche Teile und errichtet in der Mitte eines jeden Teils ein Lot, das
die entsprechende, zur Abszisse gehérende Wahrscheinlichkeit dar-
stellt. Da die -Fehlerkurve mit der Achse eine Fliche von konstantem
Inhalte 1 bildet, so muB auch die Summe der errichteten Ordinaten
konstant sein:. diese Summe denkt sich jetst Liaplace auf alle mog-
lichen Weisen in 7 ihrer GroBe nach geordnete Lingenteile zerlegt;
dann - entspricht wedar solchen Zerlegung eine Fehlerkurve oder ge-
nauer ein Fehlerpolygon. Von allen maglichen, so konstruierbaren
wird ein ,mittleres” Polygon genommen; und diese Annahme wird
dureh die Gleichberechtigung aller konstruierten Fehlerkurven be-
griindet. L#Bt man dann % ins Unendliche wachsen, so gelangt man
zu der Kurve, die das Fehlergesetz mit der groBten Wahrscheinlich-
keit darstellt. Laplace findet fnr diese Kurva dze Glewhung

R Io‘g —_

Dabei ist jedoch anzunehmen, dlaB» fiir negative z in den Nenner des
Logarzthmus—Arguments die entgegengesetzt gleiche positive Gribe
eingetragen wird. Uber die bei der Abszisse o — 0 auftauchende

Schwierigkeit geht Laplace hinweg; ebensowenig stért ihn der Um-

stand, daf fiir # > a reelle negative y aufireten.
~ Die erhalatene‘ Losung benutzt Laplace am Schlusse seiner um-i
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fangyeichen ‘Abhandlung - hei der Bestimmung des vorteilhaftesten
Mittelwertes, der aus mehreren Beobachtungen zu nehmen ist, also bei
dem 8. 248, 249 besprochenen, schon von Laplace selbst, dann von La-
grange, von D. Bernoulli und Euler behandelten Probleme. Hier
m'a'chtf-Laplac-e -die erschwerende Voraussetzung, daB die » elnzelnen
Beobachtungen eines Phinomens von # verschiedenen Personen her-
riihren, -also auch verschiedenen Fehlergesétzen unterliegen.  Diese
Gesetze seien durch y = ¢, @), ¥ = 9y(2), ..., y= @, () reprisentiert;
die ‘Beobachtungsresultate seien in steigender GroBe angeordnet, und
die Differenz des zvtreiten Resultats gegen das erste, des dritten gegen
das zweite, usw. seien p,, py, ..., p,. Dann bezeichnet Laplace die
Kurve ‘ .
‘ L e= ‘9”1'(37) Py — ) . .. ‘Pn(ﬁn — )
~ alg Kurve der Wahrschéinlichkeiten, »courbe des probabilités®’ und
bestimmt als vorteilhaftesten Mittelwert den Wert x, der die zwischen
der #-Achse und dieser Kurve gelegene Fliche halbiert. Dabei macht,
]'_',al‘jlac‘é"‘ausdl_'ﬁcklich darauf aufmerksam, daB der Begriff , Mittel-
wert” durchaus nichts fest Bestimmtes ist, indem ,das mittlere Re-
sultat“ einer Reihe von Beobachtungen auf unendlich viele Arten
definiert werden kann, — Die einzelnen ¢ unterscheiden sich nur durch
die Werte des a voneinander, so daf man hat -
S (}01(@ = % log%a -(Ps(x) = gglog%; Ty ‘Pn('x) = ﬁ'log%'

o 1 \ 72 n

Setzt man alle o gleich oo, so gelangt man zum arithmetischen
Mittel. Das Gleiche tritt auch in einem allgemeineren Falle ein, denl
wir aber als zu verwickelt iibergehen. o :

: Die vorgetragene Theorie wird endlich auch noch zur Ableitung
einer Regel fiir die Korrektion von Beobachtungsinstrumenten be-
nutzt. — C _ _ PR

- Wir gehen nunmehr zu der Anwendung der'Wahrscheinli@hkeits-

rechnung auf soziale Fragen. tiber, auf Fragen iiber die Richtigkeit
von Urteilsspriichen, tber Einfihrung von Gesetzen, iiber Einrichtung,
von Gerichtshifen, tiber Wahlen. - Dieser ganze Zweig wurde haupt-
siichlich von dem franzosischen Mathematiker Condorcet geschaffen
und -gepflegt, dessen wir bereits mehrere Male gedenken muBten. Da
seine Leistungen- hauptséichlich auf diesem Gebiete der Wahrschein-
lichkeitsrechnung liegen, so. haben wir den Bericht iiber seinen
Lebenslauf bis hierher aufgeschoben. Marie-J ean-Antoine-Nico-
las-Caritat marquis de Condorcet wurde am 17. September 1743
in. der Picardie als SproB einer altadligen Familie geboren. Seine
Mutter erzog ihn, nach dem frithzeitigen Tode des Vaters, in frémmsten
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" Anschaunngen; acht Jahre hindurch trug er zu Ehren der Jungfrau

Maria Madchenkleider; sein Erzieher war ein Jesuit. Im College von
Navarra widmete er sich mathematischen Studien und erhielt, sech-
zehnjéhrig, in Paris seinen akademischen Grad. Durch seinen ,Fissai
sur le caleul intégral® (1765) und sein ,Mémoire sur le probleme des
trois corps® (1768) gelangte er zu hohem Ansehen. 1769 wurde er
zum Mitglied der Académie des sciences gewihlt. Turgot und Vol-
taire waren ihm eng befreundet; mit dem ersten hetrieh er national--

- skonomische Untersuchungen; mit dem zweiten behandelte er litera-

rische Fragen. 1782 wurde er Mitglied der Académie francaise.. Es
beseelte ihn eine durchaus liberale, fiir die Fortschritte der Mensch-
heit begeisterte, fiir die Verbesserung ihrer Lage eintretende Ge-

~ sinnung. Unter und mit Turgot hatte er fiir Reformideen gekdmpft, hatte .
gegen die Sklaverei der Neger, gegen die Zuriicksetzung der Calvi-
‘nisten geschrieben; er hatte offentlich gegen ungerechte Entschei-

dungen des Parlaments, gegen ungerechte Verurteilungen der Gerichte
protestiert. 1789 schloB er sich der Revolutionspartei an. Er warde 1791
sum Kommissar der Schatzkammer ernannt, dann in die gesetz-
gebende Versammlung gewshlt und 1792 sogar Prisident derselbern.
Im ProzeB gegen den Konig stimmte Condorcet fiir die harteste
Strafe nach der Todesstrafe. Er stand auf der Seite der Girondisten
und fliichtete, um der Verhaftung zu entgehen, 1793 nach ihrem Sturze.
Acht Monate hindurch lebte er in einem Verstecke in Paris und ver-
faBte dort mehrere sozial-wissenschaftliche Schriften. Durch einen
anonymen Brief gewarnt, verlieB er sein Asyl im April 1794, fand

den Schiutz, den er erhofft hatte, nicht, irrte zwei Tage lang umher

und wurde als verdichtig in Clamart angehalten: Im Verhor legte
er sich einen falschen Namen bei. Unerkannt wurde er nach Bourg
la Reine transportiert und dort im Gefingnisse am niichsten Tage
tot aufgefunden; wahrscheinlich hatte er Gift genommen. Mehrere
Monate hindurch blieb infolge des falschen Namens geiner Familie
sein Gteschick unbekannt; nur dank einer, beim Gestorbenen aufgefun-
denen Uhr konnte seine Person festgestellt werden. S

Charakteristisch fiir ihn ist das Wort d’Alem berts, das ihn
als jun volean couvert de meige” bezeichnete. Auch fiir geine wissen-

schaftlichen Bestrebungen gilt d’Alemberts Ausspruch. Condorcet.

war von heiligem Eifer fir das Wohl der gesamten Menschheit
durchglitht und von ihrer unbeschriinkten Vervollkommnungsfihiglert

iiberzeugt, auf ethischem wie auf wissenschaftlichem Gebiete. Von

diesen Gesichtspunkten aus ist sein Hauptwerk zu betrachten und zu
beurteilen; ihm dient die Mathematik darin als Mittel, ‘die Wohﬂfa%hm:it
and ‘die- Wahrheit zu fordern. Es tréigh den Titel: ,Essai sur l'appli-

B
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cation de la,na,lyse 4 la probabilité - des decmons rendues A la plura-
Jité des voix® und ist im Jahre 1785 zu Paris erschienen. Es be-
steht aus einem ,Discours préliminaire’ von 191 ‘Seiten und dem
eigentlichen Werke von 304 Seiten. Der ,Discours” liefert eine, dem
Werke parallel laufende, eingehende und erlduternde Inhaltsangabe
unter Ausschaltung der mathematischen Ableitungen, die das Werk
‘selbst gibt. Eine kurze Emfuhruno' in die Grundsiitze der Wahrschein-
lichkeitsrechnung bildet den Anfang des Discours. Das ewenthohe
Werk zerfillt in vier Teile.

-~ Bei der Wahrschemhchkmt von Entscheldungcn beachtet Con-
dorcet f«)lgende Hauptpunkte 1) die Wahrschemhchkelt .daB eine
Versammlung keine falsche Entscheidung a.bo-lbt 2) die, da sie eine
richtige abgibt; 3) die, daB sie iiberhaupt eine abgibt; 4) dle daB
einé abgegebene Entscheidung richtig ist. Der Unterschied von 1) und
2) legt darin, daB 1) auch den Fall umfal?)t in dem keine Entschei-
-dung erfolgt.

Tm ersten Teile werden dmese Fragen unter ver schledenem An-
~ pahmen tber den Abstimmungsmodus untersucht. Hs wird der Reihe
nach vorausgesetzt: 1) die Anzahl der Abstimmenden ist ungerade;
man sueht die Wahrscheinlichkeit fir die Richtigkeit des Urteils,
wenn nach absoluter Majoritit beschlossen wird; 2) wenn eine vor-
geschriebene Majoritit von (2¢; + 1) Stimmen zum Beschluf ndtig
ist; 3) wenn bei gerader Anzahl der Absmmmenden eine Majoritit von
2g, Stimmen gefordert wird; 4) wenn die Majoritit einen vorge-
schriebenen Prozentsatz der "Anzahl der Abstimmenden errelchen.
oder 0) wenn die Majoritit die Minoritit um eine vordeschnebene
Anzahl ibertreffen muB; 6) wenn die- Abstlmmung so lange wieder-
holt wird, bis man eine vorgeschriebene Majoritdt erhalten hat;
7) wenn die Entscheldunw von den . aufeinander folgenden Ab- .
stlmmungen einer Anzahl von Korpelschaffserl a,bhanglg uechhtf
wird, usw. :

Um ein Bild dieser Unterquchungen in geben, knupfen wir. an
dle erste Annahme an. Es sind (2¢ 4 1) Abstimmende vmhanden
alle haben gleiche Geistesschiirfe, sind von  gleichem Geleehhgkelts-
gefihle beseelt und die Abstimmung jedes einzelnen geschieht un-
beeinfluBt von der der iibrigen. Die -Wahrseheinlichkeit, daB das Ur-
teil des einzelnen mit der Wahrheit iibereinstimmt, sei gleich o
(vérité); daB es falsch sei, gleich e (erreur); also v+ e=1. Die
Wahrscheinlichkeit, da bei der Abstimmung mindestens (g +1)
Stimme sich fiir die Wahrheit ausspricht, sei 7V ; daB das Gregenteil |
' eintrete, E,. Dann wird, wie. sofort elsmhthch mt der Wert von V7,

bestimmt- als :
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‘}791:,027.-{-1 + (EQII— 1) ,02(}6_{_ ( q2| 1)?}2?_168 + ... +( qqh{- 1) vq.{.leq;

und daraus leltet Condorcet den Ausdlruck her

V,=v+ (v—e) [@e + (‘)vﬁ’eﬂ 4 ( ) e 4.+ (gq:ll)vqeq].

Ist v > e, so wichst Vq zugleich mit ¢ und wird gleich 1 fiir ¢ =
Ist v < ¢, so nimmt V_ bei wachsendem ¢ ab und wird gleich 0 fur
g = oo. Das rechtfertxgt den SchluB: ,eine rein demokratische Ver-
fagsung ist bei Abstimmungen iiber Dinge, die den Horizont gewShn-
licher Leute iibersteigen, unter allen Verfassungen die schlechteste;
denu bei der Mehrzahl des Volkes ist ja e >v.— Fir v=e wwd

'V = E, =5
V und E, geben die Wahrscheinlichkeiten fiir die Rlchtmkelt

und dl;;z Unmchtlgkmt eines abzug‘ebemden Urteils. Ist die Entschei-
dung aber schon gefillt und die Majoritit, mit der sie einbrat
— 2¢, + 1 bekannt, dann berechnet sich die Wahrscheinlichkeit fiir
die Richtigkeit des abgegebenen Urteils folgendermaBen: fiir die Rlch-
tigkeit sprechen

(£q+1)vf1+q +igr-n, SR

B . 9—q
dagegen sprechen
(gq-i_ 1) P19 ettty +1
9— 4

Chancen, also ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Richtigkeit und die
Unnchhgkelfﬁ des gefillten Ur tells bezw.

o2 1 1 St
‘ an .
,Uﬂql-i-l%_eﬂqli-l ) v371+1+eﬂqi+l

" In #Hhnlicher Art wird das Problem unter der zweiten Annahme
behandelt, daB eine Majoritit von 2¢, + 1 Stimme zum Beschlub
notl.o; ist. Dabei stellt sich heraus, daB bei v > e die Werte von Vq
zwar im allgemeinen mit ‘wachsendem ¢ zunehmen, daB aber bei
klemen Werten von ¢ Abweichungen von dieser Regel vorlmmmen

konnen. So liefert bei =%, e = —; und ¢, =3 der Wert ¢= 19 den

kleinsten Betrag fiir ¥; diesen kleinsten Betrag, der eine Funktion
von ¢ ist, bezeichnet Condoreet durch M. Es ist bei diesem Ab-
stimmungsmodus also nicht stets geraten, die Anzahl der Abstimmen-
den zu vermehren.

~Tm ersten Teile geht Condorcet auch auf Untersuchungen uber
die Rwhtlgkelt von- Wahlen ein und zeigt, daB eine durch Stimm-
zettel erfolgende Wahl eines unter drei Kandxdaten gehr wohl ‘den
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Ansichten der Majoritit der Abstimmenden. direkt entdegengesetzt
sein kann. Condorcet war nicht der erste, der auf diese Kompli-
kationen hinwies; Jean Charles de Borda hatte . seinen Ideen
daritber schon 1770 vor der Akademie Ausdruck gegeben. In der
Histoire de I'Acad....a Paris wurde 1781 eine von ihm verfaBte,
" darauf besiigliche Abhandlung gedruckt (8. 617: Mémoire sur les
glections au scrutin). Das folgende Beispiel mag die Schwierig-
keiten, die bei der Wahl auftreten konnen, erliutern. - Von.den drei
Kandidaten A4, B, C soll durch Abstimmung einer gewihlt werdei.
Bs sind - 12 Wihler vorhanden, die einzeln die drei Kandldaten in
folgende Relhenfolge der Wiirdigkeit brmgen o

CWanler I | I |10 | IV | V | VI | VI VID|IX | X | X [X0
alalalalalre|B|B|Bl0o] 0] 0.
B|B|C|{C|Cclc|C|C|C|A|B|B.
¢|C | B|B|B|A| Ad| 4| 4| B| 4|4

Hat Jedel der Wahler nur einem der Kandidaten seine Stimme zu
- geben, s0 ‘erhilt 4 b Stimmen, B 4 und C 3; somit ist 4 gewiihlt.

ZLegt man aber der dritten Stelle das Gewicht bei, der zweiten das
Gewicht o + 8 und der ersten das Gewicht ¢ + 8 4 9, so besitzt 4 das
Gewicht 12 + 68 + Dy; B das Gewicht 12¢ + 8 + 4y und C end-
lich das Gewicht 12« + 108 + 3p. Je nach den Werten, die &, §,»
erhalten, kann man 4 oder C ém erste Stelle bringen. So miiBte
- fiir p=y der Kandidat C gewdhlt sein. f = » ist Bordas Annahme,

die offenbar ihrer Willkiir halber die Schwierigkeit nicht beseitigt. Con-
dorcet beschiftigt sich eingehender mit der Hebung der Schwierigkeit,
indem’ er die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeiten der Gruppierungen
- heranzieht. Aber auch er scheitert an' der Losung. des vollkommenen
Widerspruches, der bei solchen Abstimmungen auftreten kann; wenn
- sich z B. bei der Abschitzung von je 2 der 4 Kandidaten unter sich
eine Majoritit fiir jede der 6 A‘nordnungen findet, in denen das
> Zeichen die Uber]tegenhelt andeuten soll: = ;

A>B; A>C; 4>D; B>C; D>_B 0>D,.
so sind die drei letzten Bezichungen unvereinbar. _
Der zweite Teil des Essay liefert eine Umkehrung der Aufgaben

des ersten Teils; dort waren v, g, ¢, bekannt, und es wurden V, und
M gesucht. I-Ilel nimmt man' die letzten GrdBen als bekannt an und
bestimmt aus ihnen die ersten. Um diesem Zwecke zu geniigen,
werden die Formeln des ersten Teils niherungsweise aufgelost. Der
Verfasser beschiftigt sich dann eingehend mit philosophischen Fragen
iber die Grundgesetze der’ Wahrscheinlichkeitsrechnung - und Wleder-
holt seine Kritik S. 223, 244 der Buffonschen Anna,hmen - ;
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Jm dritten Teile werden zwei Probleme:behandelt: durch Ver-
suche soll die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit abgegebener Urteile
bestimmt werden; und zweitens soll die Wahrscheinlichkeit festgelegt
werden, die notwendig zu' fordern ist, damit ein Urteil als gerecht
angesehen werden kinne. Fiir die Erledigung des ersten Punktes ist

es: notig, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, das eintréten soll,

ans dem vorhergehenden Verlanfe des Eintretens dieses Kreignisses
zu bestimmen; und dies fithrt direkt auf die Bayessche Theorie.
Sie findet sich denn auch in dreizehn Problemen erldutert. © Wir
filhren die ersten derselben an. Von zwei Ereignissen, die so be-
schaffen sind, daB bei jedem Versuche immer nur eins eintreten
kann, aber auch eins eintreten muB, ist bei (m + n) Versuchen das
erste A mmal, das zweite B nmal eingetreten; mit welcher ‘Wahr-
scheinlichkeit ist bei -einemi meien Versuche 4 zu erwarten, wenn
die unbekannten - Wahrscheinlichkeiten # und 1 —2z von 4 und B
entweder I. konstant; oder IL veriinderlich sind;.oder IIL wenn iiber
ihre: Konstanz oder Verinderlichkeit michts bekannt ist? —-Bei der
Besprechung des zweiten Punkies stellt Condorcet, #hnlich wie |
Buffon, ein MaB auf fiir die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit
von Urteilen, mit der man sich begniigen miisse; er kommt durch

erkwurdlg verzwickte, an die Lebenshoffnung . gelmiipfte Betrach-

-g%?—g%-— M. Setzt man eine Velsammlung'
von 2¢ + 1 61 Abstimmenden voraus, fum deren jeden v = —il ist,.
st reicht éine Mehrheit von- 2¢, +1 =9 Stimmen, um die Wahr-
schemhchkmt des Spruchas > M zu machen.

- In" der ‘Einleitung zum- vierten Teile des Werkes gesteht Con-
dorcet ein; daB die fiir Abshmmungen gemachten allgemeinen . An-
fishmen: unverzmdertes v, gleiche geistige Stellung, gleiche Wahr-
heltshebe, Freiheit von Beeinflussungen der Abstimmenden untereinander
i gich allzuiweit von der Wirklichkeit entfernen, und er unternimmt.

, die wirklichen Verhilltnisse mehr, als dies bqa dahin "geschehen
war, in die Rechming zu bringen. -

An vier ausfiihrlich besprochenen Beispielen - versucht endlich
der fiinfte und letzte Teil die Anwendung der a;ufgest‘ellten Grund-
sitze zu zeigen. Die. Durchfiihmng ist so wenig mathematisch, daB

tungen 7 dem Werte

" eine weitere Darlegung zu sehr aus dem Ra,hmen dieser Vorlesungen

hera,ustreten wiirde.
- Es ist schwer, zu.dem Werke Con dorcets gelechte Stellung Z

nehmen. yBewundert viel und viel gescholten®. Rein mathematisch
betrachtet bietet es schon so manchen Angmﬁ'spunkt sein Haupt-
m.mgel aber liegt in der Gmndansmht es konne das verwickelte
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Leben sich unter so einfiche Annahmen einschniiren lassen, wie' sie
hier "a,ﬁfgeste]lt werden; einen anderen Mangel finden wir in -der
Dunkelheit seines Stils und in- der Unklarheit seiner Ideen. Manche
Beurteiler haben gemeint, Condorcet sei es gelungen, die Liicke -
auszufiillen, die der vierte Abschnitt der ,ars conjectandi” : Jakob
Bernoullis aufweist.. Dieser geniale Mann wurde durch den Tod
gehindert, die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechung auf bilrger-
liche, moralische und wirtschaftliche Verhiltnisse zu liefern, was er
beabsichtigte; Condorcet habe nach 72 Jahren die Gedanken Ber-
noullis durchgefiihrt. Andere Beurteiler finden Condorcet eher phan-
tastisch als streng, eher enthusiastisch als wissenschaftlich scharf,
‘Wir miissen noch einen Blick auf die letzten beiden Artikel
eines Condorcetschem. Aufsatzes iiber die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung’ werfen, deven 'erste ‘Axtikel bereits S. 243 besprochen sind.
Diese beiden tibrigen Artikel handeln @iber die Wahlschemhchkelt aufler-
mdenthcher Ereignisse (Histoire de V'Acad. des sciences... Paris
1788, 'p. 553, und 1784, p. 454) und fiber die Glaubwurdlgkelt dahin
‘gehender Zeugenaussagen. . Die Ausfuhrungen des ersten werden im
"zwelten zurlickgenommen, weil sie zu hypothetisch, zu schmeng , Zu
‘wenig dem gesunden Verstande entsprechend seien. Neue, ziemlich
g unvelstandhche Betrachtungen werden an ihre Stelle ‘gesetzt und
s éiner Untersuchung fiber die wahrscheinliche Regierungsdauer der
sicben Konige von Rom benutzt! Man kénnte es wirklich verstehen,
wenn jemand solche Anwendungen als einen recht schlechten Scherz

auffaBte, nur dazu angeta.n, dle Wauhlschemhchkeltmechnung 7u dis-
kledltleren

Reihen.

Wir gehen Jetzt zur Theorie der Reihen iiber. Dabei macht -
sich eine, in der Natur der Sache liegende Schwieriglkeit fithlbar,
mehr als in den fritheren Epochen. Sie betrifft die Anordnung des
Stoffes. Die Verwendung der unendlichen Reihen findet jetzt niim-
lich nahezu in allen Gebieten der Analysis statt und nimmt an
' plmmpleller ‘Wichtigkeit mehr und mehr zu; Differential- und Inte-
~ gxahechnung, Differenzenrechnung, Funktmnentheone Algebra wiren -

ohne die Theorie und die Praxis der unendlichen Relhen eines weit- .

trageniden Hilfsmittels beraubt. Eine Darstellung dieser Gebiete, die
die Rethen ginzlich ausschlsse und auf eine Sonderdarstellung ver-
_wiese, wire kaum denkbar. So muB es denn in gewissem MaBe dem
Belieben iiberlassen bleiben, ob die eine oder dle andere Albmt hier
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‘anter der Theorie der Reihen oder an einer anderen Stelle besprochen
'wird, wohin sie dem Stoffe nach oder aus anderen Griinden gehort.
Ein Beispiel fiir das soeben Gesagte moge gentigen: Lagrange
‘hat:17681) eine ,meue Methode“ gegeben, um die literalen Gleichungen
mit Hilfe von Reihen aufzuldsen. Dabei gelangt er, ohne einen Be-
weis fiir sein Resultat zu geben, zu der wichtigen' Formel, die als ,,La-
‘grangesche Umkehrungsformel“ seinen Namen trigt. BEr bringt
‘die Gleichung mit der Unbekannten # auf die Form a—z + @ (z) = 0.
Ist dann p eine Wurzel dieser Gleichung, ®(p) eine Funktion von
p und ¢’(#) die Ableitung von #(z), dann wird nach seiner Formel

2

0() = (&) + ¥ D)9 (@) + LD

a*[y’ x)® as[y’ (@) p(z)*
+ Aemen]  egeal .

falls nach dem Differenzieren z fiberall durch o ersetzt wird. Diese
Formel gehort ihrem Wesen nach zur Infinitesimalrechnung, ihrer
Anwendung und Entstehung nach zur Algebra, ihrer Form nach zur
Reihentheorie und ihrer Herleitung nach (wie wir frither S. 216
sahen) auch wohl zur Kombinatorik. — Dies mag gleichzeitig zur
Erklirung dafiir dienen, daB wir die, auf den binomischen Satz be-
 giiglichen Untersuchungen vereint an den.Beginn der Besprechung
iiber die Kombinatorik gesetzt haben:; daB dort auf die Potenzierun@
des Polynoms und auf die formelle Umkehrumg der Reihen eingegangen
wurde.

Was dle Grund]legung der Theorie der unendlichen Reihen be-
trifft, so konnen wir uns, ebenso wie im 109. Kapitel des dritten
Bandes der Uberzeugung nicht verschlieBen, daB bei auBerordentlich
angewachsenem Reihenmaterial die Begriindung der Reihentheorie
und zwar besonders die Begriffe von Konvergenz und Divergenz in
Hinsicht auf Strenge noch fast alles zu wiinschen lassen. Selbst
Geistern wie Fuler und Daniel Bernoulli war es nicht vergtinnt
sich zu korrekten Anschauungen dlm'c]hzuarbelten sie gerleten auf die
seltsamsten Abwege. - _

Hinsichtlich des Stoffes mag gleich hier erwihnt werden, daf in
unserer Fpoche die Reihen, die nach dem Sinus oder dem Kosinus
der Vielfachen eines Winkels fortschreiten, besonders die Aufmerlk-
samkeit der Mathemahker auf sich ziehen und ein bevorzugtes Objekt

- der Untersuchungen werden:- wir stehen eben in der vorbereitenden
Epoche fiir die Entdeckungen Fouriers.
Es moge nun die Besprechung der einzelnen, wichtigeren Arbenten

‘1) Histoire de 1'Acad. de Berlin 1768, p. 251, insbesondere p. 274.
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folgen. — Wir beginnen mit einer Arbeit von John Landen?), der
1760 eine Methode angibt, gewisse Reihen zu summieren. Sie be-
quht auf der gliedweisen Integration einer Reihe, deren Summe be-
kannt ist, nebst zugehdriger Bestimmung der ][ntegratlonskonstanten
Landen lmupft dabei an dle bekannte Entwmkluno- von

| log(14+2)
an. Hr findet Béziehungen zwischen Reihen von der Form
22 ;'Us xt
z -+ o + 3 + " + -
bei verschiedenen x. Bezeichnet wird
%) — . . (")s-:lb. -1— .1_ _E.. .
PU 1+‘2,,+ + = S+ @ tat et
1 1
(V.=‘ __‘__'_._ . e s
g 1 . 3% + 5% 77: + b]
dann beweist Landen, was Euler schon auf anderem Wege in der

Introductio in analysin® hergeleitet hatte, daff P00 — _ﬁi QU — 1:_; |

3
g = %’-27 ist. Weiter liefert er Formeln wie

2 9.8
—P‘m=*””’(’1’+ Freis

R .

' b“'th) + %bﬁﬁa L

worin b? =~.i:= ist. Auch Relhen von der Gestalt

tamtpt =L,
1* 32 32 52 52 72 T 16 2
! 1 1 sm® 1 -
1%.3%. 5% +v32.52..72‘ T e +"7'=»m*?‘

werden bestimmt. .

- Eine groBe Anzahl von Abhandlungen mehr oder weniger be—
deutenden Inhalts iiber Reihen liefert Euler in seiner Unermudlmh
keit und seinem nie versiegenden Ideenreichtum. '

- Durch einen gewissen geometrisch-asymptotischen ProzeB hatte
Desca.rtes dle Quadratur des Kreises konstruktiv geliefert. Euler
libertragt ihn ins Gebiet der Analysis®) und gelangt dabel gur Sum-
mation der Reihe

ta.ngcp—|- tang 3 m—l——taﬂg ¢+"“=%—2G®tg‘9¢a

1) Ph. Tr. (Londom), Vol 51; part II; p. 553. K ‘) Nov. Comment. Petrop;
VIII, pro 1760, 1761, p. 157. :
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die er dann auch, wie #hnliche Formeln, rein rechnerisch und

-elementar herleitet.
In einem amderen klemeren Aufsatze entwickelt Euler?) Be-

ziehungen wie

Atfmga— +Atamg%+Atang-1;1§+ e +Atamg§%§+!
— At‘ang% + Atanzg%‘v+ A ta,ngi% +---

+ A tang _}a:}

1
nt4n-1
In diesen Formeln bedeutet, wie auch anderswo zu dieser Zeit,
A tang ¢ so viel wie unser a,rctaho"(p

Im Jahre 1765 beschiftigte sich Euler?) mit der Entwicklung
der Poteriz (1 42+ 2% und insbesondere mit dem darih auftretenden
Koeffizienten der Potenz z”. Bezeichnen wir ihn durch a,, so ist

0o=14 ()5 + (0T + () (3 wotieKimmen

die Binomialkoeffizienten in moderner Schreibweise angeben. Es
gilt die Rekursionsformel (n+ 1)a,,, = (204 1)a,,, + 3na,.

Daraus folgt @, + o,z + ay2* + @3933 +-=(01—22+ 3.«:2) % End-
lich wird die allgemeinere Potenz (a 4 bm + c2?y" in @hnlicher W‘eme
behandelt und auch bei ihr der Koeffizient von 2" untersucht.

Im Jahre 1767 verpffentlichte der Italiener Francesco Luino
oder Luini zwei Werke: ,Delle progressioni e serie und ,Sulla
interpolazione delle serie e suo uso all’ astronomia“®), die mehr ihrem
Titel als ihrem Inhalte nach hierher gehoren. Das erste beschiftigh
sich eingehénd mit -der - elementaren Arithmetik und Algebra, fithrb
die Behandlung der positiven und negativen, der reellen und der ima-
giniren Grofen durch, 13st die Gleichungen der niederen Grade, be-
spricht die endlichen arithmetischen und geometrischen Reihen und geht
dann zu den unendlichen Reihen iiber. Dabei verwertet Luino eine
von Vlncenzo Riccati stammende Idee*). Die Summe der m ersten
Glicder einer unendlichen Reihe sei S, die Summe ihrer (m — 1)
ersten Glieder s, und das allgemeine m“’ Glied heiBe 7. Dann ist

- T ;_fS—s. Hat man andererseits 7' — A—a, wo A dieselbe Funktion
von m, Wie ¢ von (m — 1) ist, so braucht 4 noch mnicht gleich S zu
s]éin,' man ‘kann aber leicht § finden. Bedeuten nimlich 7 und 4’

1) Nov. Comment. Petrop IX, pro 1768, p. 40. % Ibid. XI, pro 1765, p. 124;
vgl den Aufsatz in den Opuscula analytica I; Petmp 1783, p. 48. %) Luino
oder Luini (1740—1792). Beide Werke erschienen 1767 zu Mallamd %) Annali

dei lebterati d’ltalia; vol. I. Modena 1756.
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die Werte, die T und A fiir m =1 annehmen, und setat man T — A =b,
dann ist S = A+ b Ricecati und Luino nehmen nun S als ge-
gebene Funktion und bilden ‘daraus das allgemeine Glied T'=S —s.
Dies gehort dann als allgemeines Glied zu einer Reihe mit bekannber
Summe. Als die praktisch wichtigsten Reihen -werden die arith-
metischen mit 7 =a + bm +cm® + - -- +.dm*, die geometrischen
mit 7 = ¢m und. die gemischten mit T = (@ +bm 4 - - -+ dw”)em
behandelt. Die Methode triigt aber -weiter, wie an dem Beispiele

g — Lm—}-Mmgel—---"—&#Rmp | |
= AFBm@d+ Bm—1)...d+Bm—p+1) =
gezeigt wird. , I : _ -

Nahm Luino die Riccatische frihere Arbeit als besonders
wichtig in seine Darstellung auf, so verbffentlichte Riccati selber im
gleichen Jahre neue Untersuchungen iiber rekurrente Reihen®). Schon
1756 hatte er das allgemeine Glied einer rekurrenten Reihe aus der
gwischen ihren Gliedern geltenden Rekursionsformel bestimmt. Hier er-
ledigt er das gleiche Problem fiir allgemeinere Reihen, fiir ,,rékurrente mit
Appendix®. Bei solchen unterscheidet sich die Rekursionsformel da-

- durch von der fiir gewdhnliche rekurrierende Reihen , daB eine addi-

tive Konstante als Appendix hinzutritt. So gehort die Reibe 0, 1,1,
2, 4, 9, 21, 50, 120, ... zu den rekurrenten Reihen mit Appendix, da

fiir sie @, =24a,_4 L, _g— 1 ist; das Glied —1 ist der Appendix.

Auch fiir solche Reihen bestimmt Ricecati das allgemeine Flied.
Dabei geht er schritweise vor, indem er zuerst Reihen ,erster Ord-
fung® oder ersten Grades’, d. h. solche ‘behandelt, bei denen die
Rekursionsformel a, = ta, ; + @ ist. Fiir sie findet er als a.llgé-"
n—-1 . .

meines Glied a, = ‘“‘1t"‘1+at_t'_‘_il- ‘Dann geht Riccati zu
Re'ihen zweiter Ordaung oder zweiten Grades tiber, d. h. zu solchen,
bei demen @, =id,_; +sa,_,+a gilt, wo 4, s, a konstant sind, so
dafl »,];ed_es: Ghedl aus den beiden vorhergehenden berechnet werden
kann. Die Bestimmung von 4, in independenter Weise wird auf die
bei gewdhnlichen rekurrenten Reihen muriickgefiihrt, wobel dann eine
quadratische Gleichung zu losen ist. Induktiv ergeben sich weiter
die Resultate fiir rekurrente Reihen mit Appendix: beliebigen Grades.

Tm ersten Teile des zweiten Bandes der ,Opuscules mathéma-
tiques von d’Alembert?) findet sich als 35. Mémoire ein Avfsatz
iiber die Reihen, deren erster Paragraph vou Konvergenz und Divergenz
anendlicher Reihen handelt, und sich insbesondere auf die Entwick-

1 Mém. présentés p. div. Sav. Paris 1768, V, p.153—174 und auch Comment. -
Bonon, V, 1767 % Paris 1768, P 171. , , :
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lung ‘von ‘(1 + p)= fiir willkiirliche m bezieht. ' Nach d’Alembert
konvergiert -(divergiert) eine Reihe an einer Stelle, wenn der Betrag
jedes folgenden Gliedes kleiner (groBer) ist, als der des vorhergehenden;
er bemerkt dabei aber ganz zutreffend, daB dic Reihe im Unend-
lichen konvergieren miisse, um richtige Resultate zu geben, und gibt
fiir diese eigentliche Konvergenz als Kriterium an, daB der Betrag
von g kleiner als 1 sein miisse; ,sonst liefert sie falsche Resultate,
auch wenn sie bei |u|>1 anfinglich konvergiert. Eine solche an-
fingliche Konvergenz kann sehr weit hinaus bestehen, z. B. bei

(1‘+ %)‘J?L, wo die Diver-genz- erst mit dem 300°*® Gliede beginnt®.
Er betrachtet eine Reihe als »vollkommen®, wenn ihre Glieder gleich
vom ersten an abnehmen, und wenn sie simtlich das gleiche Vor-

zeichen haben. Er zeigt, wie man bei (1+ w)™ stets die erste Forderung

verwirklichen kann, indem man z. B. 1+ 1)"}_= —2— l/ 1— % setzt;

oder ipdem man bei der Reihe sinz =-f—, - %’;— + gﬁ — --- fiir groBe
& besser (z — 2nx) einsetzt, wo = so gewihlt wird, daB der Klammer-
wert moglichst klein ist. ‘ ' '

- Im Jahre 1769 beschiftigte sich Buler mit der Summation von
Reihen, deren Koeffizienten mit den Bernoullischen Zahlen eng zu-
sammenhéingen'). Statt der Bernoulligchen Zahlen %, %, 4—,:12-7, 516 ,
é—ﬁé, %’, —67”" -« betrachtet Ealer ihre Produkte mit bez. den Zahlen
6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, . . ;; er benennt diese Produkte %, B, €, D,

G % G,... so dab

1 1 3 5 69 :
A=L 8= C= g, D=, 6=, §=32 G—35,...

wird, und geht von ihnen zu einer memen Reihe von Zahlen

1 2% 24 26 28

ither. Fiir 4, B, C,... bestehen zwei Sorten von Rekursionsformeln; einmal

1 1 2 i 1, . 8
A=gp B=grd—c, C=5;B— L4412,
‘ 1 1 4
DEE‘IO—.E—BQ’—T_{A-—W’. -

unﬂ audérerseits “such 5B — 24% TC=44B, 9D =44C + 2B,

. 1) Nov. Comment,. Petrop. XIV, pro 1769, p. 129—167. (Auf dem Titelblatt
steht irrfiimlich 1759.) ‘ .
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11E=4A4AD+ 4BC, ... Euler sucht nun die Summe > “von
Relhen zu bestlmmen dle die F01m haben

wda® + ﬁBx4 —I—.yOxB + 8D R

w0 . ﬁ;-y, 6,.,.. gegebene GroBen sind. Nimmt man z. B,

so folgt _ B : 7
, . ‘
2= Ax*+ Bz* + Cx“ o= _(—3,1—!502“5-!—934—# %036—)
” 11 ‘
(1 ——,——x + 5 5, --~)=§——A§—mcotgw,
: : , 1
und daraus erhidlt man A — B+ C—D + R
. Ferner gibt dieselbe Formel durch Differentiation das Resultat
4 L 61 ... = L °’°
—A2+ Bx—l_ Cx+ —ngsinm

Eme andere Quelle fiir summlerbale Reihen heferiz die Formel
(Bd 111, S 678 dieser Vorlesungen)

AdX B dX 0 d*X '
28— 2fde+X+-TEE—_QT Tty g

hier 1st ,,das summatorische Glied* X (ibid. 8. 657) eine Funktion Voﬁ"
z, md § ist = X, wo die Summe iiber dle Werte =1, 2, 3,.

7

erstreckt w1:’rdl Zuna,ehst setzt Eu1e1 X == bel n> 1; da,nn wird
P ‘

S=1+7+—n+---+—1n—undman erhilt
| .2 3 . A

T | SRR | n_ nn4+1)n+2)B
5 “2w”+(n-—1)m"_1 0= 2 "+1+ g8 " t?

_._'n(fn=]—1) +4)o+w(w,+1) .(n+6)D

95 4 7:+5 97 4 a1

‘In dieser F01mel 18t O die Integlatlonskonstante die du]rch besondere

Annahmen bestlmmt wird. Fir n = 2 z. B. erhilt man

24 4B | slC _ ,'_1
2zt 298 T g T ,

Fir n =4 e'vrgibt “sich |
#4_ 0B sv() o k8 o V,_L,

2w

. %
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Setzt man dén ,terminus summatorius’ X =logz, so ergibt sich:
A 20B , 4'C B6!D

T T Te¥ T ogs T ogF

Dies diirfte. zur Charaﬁkteriqiemng der Abhandlung ausreichen. —
Euler hatte bereits in Ka]p XIV der ,,Introducho“ Reihen' von

der Form
sin g + sin(a + b) 4 sin (a, +2b) + -+ +sin(a + nd)

1
+...=1——2~log2m

oder

cosa + cos (@ + b) + cos (a + 2B) + - - - + cos(a + nb) |
summiert. Der Abbé Charles Bossut') .18ste im Jahre 1769 y

vierzehn derartige Aufgaben wie S'(coswg)* fir x=1, 2, 3, 4;
r=1 ’

il

2 (eos vq sin vq) usw. Diese Arbeit wiirde kaum erwihnenswert - i

sein, wenn sich nicht weitere, mchhgere Untersuchungen an sie

‘angeschlossen hiitten, auf die wir bald eingehen werden.

~ Condorcet verdffentlichte im gleichen Jahre und im gleichen

Bande?) einen Artikel ,sur la nature des suites infinies“. - Bediirfte

es noch der Bestitigung fiir unsere, oben (S. 257) ausgesprochene

Ansicht, da Condorcet ein zwar ideenreicher, aber unklarer Kopf

gewesen sel, so wiirde diese Arbeit sie liefern kinnen. Es gibtf, wie

der Verfasser meint, drei Arten von Reihen, solche wie I

B ' a4+ br+ca®+da® .-

fiir z <1 bei denen der Rest umendlich klein wird; die gleichen fiir

£>1, bei denen der Rest unendlich groB wird, und solche wie

a+beosx+ceos2z + d cos8zx + - - -
bei denen der Rest endlich bleibt. Im ersten Falle ist ‘die Reihe
gleich der Funktion, aus deren Entwicklung sie entsteht, im zmweiten
Falle nicht®), Fir diesen zweiten Fall gibt Condorcet als Beispiel,
daﬂ (14+z+2*+ )-I—(%"l—';'g‘{-%—*-'“)}ﬂiChtdurCh
1 , 1 ' Lo .3
i—et(_z 1)~ R ?
p

ersetzbar ist, sondern nur durch

1
%" +1_ n 'wm""l—l 1= .a_z:°°+1——m"w
z—1 1 p—1
[— '
- z ) N
1) Histoire de I'Acad. & Paris 1769, p. 463." - ’) Ibid. p. 83. %) Die
erste Anscha,uung trifft sich mit der Eulers, der sie aber auf alle Reihen be-




Reihen. 9265

Der dritte Fall ist der, daB eine gewisse endliche Anzahl von Funk-
tionen durch ihre Entwicklung die Reihe gibt; 1hre Summe dividiert
durch ihre Anzahl liefert den Wert der Reihe. — Vollkommen un-
klar sind die Darlegungen uber Transformation divergenter Relhen n
konvergente. — Des weiteren integriert Condorcet Differential-

gleichungen wie dy Y1 — a? =dx oder Funktmmlglemhungen wie
¢z + q) = ¢ (x) in Rethenform durch die Methode der unbestimmten
Koeffizienten, wobei er darauf aufmerksam macht, daB die als Losung
vorausgesetzien Reihen mit den zu bestimmenden Koefﬁ\zienten die
allgemeinste Form der Lo&sung haben miissen, wenn man die Auf-
gabe umfassend behandeln will. Hat eine Differential- oder eine Funk-
tional-Gleichung mehrere, ihrer Form nach verschiedene Lsungen, so
miissen alle diese Formen beriicksichtigt werden.

Wir kniipfen hieran die Erwihnung, daB Condorcet 1770 einen
kurzen Beweis fiir die oben (8. 216, 258) besprochene Lagrangesche
Umkehrungsformel gab?). Eine Verlﬁkatlon des gleichen Satzes stammt
von Andr. Joh. Lexell?).
| Wir kommen nun.zu drei Arbeiten von Daniel Bernoulli®),
die gleichfalls die Prinzipien der Reihentheorie behandeln. Der Titel
der erst.en lautet: ,De summationibus serierum quarunda.m incongrue
veris earumque Interpretatione atque usu®. Dieses ,incongrue verum®
ist ein charakteristischer Verlegenheitsbegriff, der sich gliicklicher-
weise nicht addquat ins Deutsche tbersetzen liBt. Reihensummen
konnen ,in concrebo” falsch, ,in abstracto“ richtig sein, indem sie
durch legitime Schliisse hergeleitet werden. So kann die Gleichung

1m1+1—1+...=_§_

als falsch aufgefaBt werden, da bei fortlaufender Summierung immer
nur 1 oder 0 herauskommt — aber auch als richtig, da aus der

rxchtlgen Glelchung

=1 — x+w°"—w3+~~ fiir # = 1 jenes
Resultat entspringt; gena,u, wie bei der, ohne Determination als richtig an-
genommenen Gleiﬂhung -—_-% =cosZ+cos 22+ cos 3z .. fiir z=n.
Setzt man endlich 1 —1 +1—1+--.=8, so wird 1 — S =S also
wieder § — _21_‘ Unterstiitzt wird der Glaube an die Richtigkeit dieser

i

zieht; die dritte mit der sofort zu besprechenden Daniel Bermoullis (vgl.
Band III2, S. 693). |
: 1) Miscell. Taurin, V, 1770, p. 7—9. %) Nov. Comment. Petrop. XVI pro
1771, p. 220. % Nov. Comment. Petrop. XVI pro 1771, p. 71; ibid. XVII pro
1772, p. 8; ibid. XVIII pro 1773, p. 3. o |

CANTOR, Geschichte der Mathematik IV. 18
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k

Uberlegungen dadurch ‘daB man aus solchen Reihen richtige Resultate

herleiten kann, wie die Rethe fiir n + z. B. nach Integration bei z=1

den richtigen Wert von log 2 gibt, und da ,ex falso verum numquam
legitime deduci potest™. Eernoqu leitet dann ‘

— 1—1+0+1—1+0+4-- =,
dagegen ‘
‘ 1401414014 ==

_her; aus der Entwicklung

1 .
| ————(1+$)2=1—2x+3m2—4x3+--
bestimmt er .
. ; - 1
1—2+3—-—4+---=—;—,
usf. '
Im zweiten Aufsatze geht Bernoulh von der Relhe wie Euler

sie summlert hatte (siehe Band TII% S. 717)

[y

cos z + cos 2z +’cos3‘w +oe=—
a,us,' kdmmf durch Infegration auf
S T T ' 1
sing + 5 sin2g + o sindo+---= C—5a

und bestimmt die Konstante der Leibnizschen Reihe fiir z = 12':- als
C= 3;=; (x =0 liefert einen unrichtigen Wert fir C). In #hnlicher
Art geht es weiter auf

‘ N 1
cosm—}— cas2m+ 5F cosSac-[---.s%,ﬁ_%gm-{—z—xz,
usw. Die a. a. O. erwihnte Reihe
. 1 -
E 8/ H
sing + sin 2% -} sin 3 —
+ + z+ =1 cos &

liefert durch Integration
: 1 ‘ 1 - ‘ i x
coszt g oosdut g oosdod = gly_

asw.

Erst nach der Verdffentlichung dieser Arbeit hatte Daniel Ber-
noulli die oben (S.264) besprochene Arbeit Bossuts kennen ge-
llernt,‘ in dér die Summen _ coszq, S sinxg, ... abgeleitet waren,
A ‘ k=1 k=1 :

und antersucht in der dritten Arbeit, wie man vom Resultate Bossuts
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sing +sin2g 4 .- f sinng = 25 g1+ GOBQI _ngg*gq cos (# + )Q]

be:@‘ der Annahme # = oo gqy dem FEulerschen Resultate :

1. )
5 Sing

sing + sin 2¢ + '7”=-_17?<ng

kommen konne. Er fragt sich: Was ist fiir sin co g, was fiir cos cog, usw.
zu setzen, wo doch kein bestimmter Wert mit Notwendigkeit sich dar-
bietet? Und er antwortet: ,GemiB der Natur deg Unendlichen muf ein
Wert gehmmmen werden durch die Forderung, die gesunden metaphy-
sischen Grundsitzen entsprichs, daﬁ alle méglichen Werte in des gleichen
Woeise beriicksichtigt werden: der 'Wahrfé Wert mup daher gleich der
Summe aller moglichen Werte, dividiert durch ihre Anzahl, sein, also
= 0. 'Das ist rein' metaphysisch, nicht' geometrisch. In der Tat -
geht durch diese Annshme der Bossutsclhie Wert in den B ulerschen iiber:
Diese Theorie beruht nach Bernoulli auf zwei Voraussetzangen; zu-
erst, daB die Glieder der unendlichen Reihe in Perioden geteilt werden
konnen, die sich unendlich oft in gleicher Gliederfolge wiederholen;
zweitens, daB die Summe der Glieder einer, also jeder Periode gleich.
0 ist. Die erste Annahme ist bei den Reihen > (sinxg)’;, > '(cos %Q)*
erfiillt; denn wenn auch ¢ kein aliquoier Teil eines Vielfachen der

Peripherie ist, ,so kann doch die Periode alg aus unendlich vielen
~ Gliedern bestehend angesehen werden®. Die’ zweite Annahme ist
nicht immer erfillt, z. B. dann nicht, wenn (sin 00 ¢)?% (coscog)? auf-
trith. Bernoulli stiitzt sein Vorgehen auf die Analogie mit der
Wahl eines- Mittelwertes in der Wa;hrscheinlichkeitsrechnung. : |
 In einer unmittelbar sich anschlieBenden Abhandlung?) behandelt
auch Euler, aber von anderem Standpunkte aus die Summen

- (sing)* + (sin 2)? + -+ (sinng)?

o (cosgpYt (cos2)t + - £ (cosmep),
die er durch Einfihrung von ExponentialgréBen statt der Winkel-
funktionen wmformt und fiir 1 — 1,2, 8, 4 wirklich herstellt. Dann
(8 9) geht auch er zu w =00 iber. Dabei wahrt er Bernoulli
gegeniiber seine eigenen Anschauungen iiber die unendlichen Reihen.
yDer bertihmte Verfasser der vorstehenden Abhandlung gibt in diesem
Falle die Summen sehr geistvoll auf Grund metaphysischer Uber-

legungen an, bei denen Wir uns in der Analysis durchaus beruhigen
konnten. Ich habe schon frither, auf allerstirkste Griinde gestiitzt,

ﬁnd

‘VI). Nov. ‘Coﬁmenﬁ. Petrop. XVIIL, 1773, p. 94, ’
; 18%




268 Abschnitt XXI.

darauf hingewiesen, dafl in diesen Fillen dem Ausdrucke ,Summe®
eine andere, der Analysis angemessenere Bedeutung beigelegt werden
miisse. Diese neue Bedeutung muB meiner Ansicht nach so fest-
gestellt werden, daB als Summe jeder unendlichen, konvergenten oder
divergenten Reihe die analytische Formel angesehen wird, aus deren
Entwicklung die Reihe entspringt.” Auf die Fragen, ob stets eine
und ob auch nur eine solche analytische Formel vorhanden ist, geht

~ Euler nicht ein. DaB iibrigens Buler doch nicht so ganz von der

Richtigkeit seiner Anschauungen iiber die Reihen iiberzeugt war, 18Bt
sich aus einer Stelle einer anderen Arbeit!) entnehmen, in der er
1-9Y2+VY3—V4+7V5—---=0380317... berechnet. Da heiBt
es dann ,daB .diese Gleichungen absolut richtig seien, mochte ich
weder hartnickig noch mit Zuversicht behaupten®

Am Schlusse zeigt Euler, wie man aus der bekanuten Summe
.einer Reihe az +b2" +c2® + -+ + " durch Einfiihrung von

z=a(cosp +}— 1sing)
az cos @ + ba? cos2¢ + - - - + ha" cosng

die Summen

und
| azsing + bx?sin2¢ + - -+ + hz" sinng
herleiten kann und wendet dies Verfahren auf a =b=¢=---= h=1
Coa 1 1 1
p.ud auf =1, b=+, c =+, cooy h=— an.

‘Wie Euler, so richtete sich auch Anders Johann Lexell, der
gleichfalls Mitglied der Petersburger Akademie war, gegen die An-
sichten D. Bernoullis?). Er bestreitet, daB von Perioden die Rede
sein kinme, wenn ¢ zu = in irrationalem Verhiltnis stehe, und meint,
daB selbst wenn coszug fiir #n = oo gleich Null gesetzt werden diirfe,
doch cos#q + cos(n + 1)g nicht auch gleich Null sei, wie Ber-
noulli es angenommen hatte. Im letzten Punkte iibersieht er aber
wohl die Begrindung, die Bernoulli seiner Annahme beifiigte.

Aus dem gleichen Jahre stammt noch eine Abhandlung Eulers,
die erwihnt werden mag®). Euler setzt '

%(w%— %) (»+ QWG)”'F-;—(@ - ]-%_) (p—gqViy=[n]

mld» stellt dann den Ausdruek [# 4+ 2v] durch [n + 7] und [»] her;
ferner den von [2#] durch [n] usf. Ist [n] der Wert, der aus [#]
entsteht, wenn @ und b durch andere Werte ¢’ und b ersetzt werden,
dann besteht eine quadratische Beziehung zwischen [#] und [#].

1) Nov. Comment. Petrop. XVIL, 1772, p. 173. %) Ibid. XVIII, 1778, p. 37.
'3 Ibid. XIVII, 1773, p. 198. ‘
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Der italienische Mathematiker Ant. Mar. Lorgna verdffentlichte?)
1775 eine Arbeit, in der er eine groBe Anzahl von Reihen gewissen
Charakters summieren lehrte. Die Reihenglieder bestehen niimlich aus
Briichen, deren Zihler und Nemner Produkte aus Faktoren von der
Form (@ + b4) sind; dabei sind @ und b fir alle Glieder der Reihe
konstant, wihrend z die Ordnungsziffer des Gliedes bedeutet, so daB
also 2=1,2,3,... zu setzen ist. Die Abhandlung teilt sich in fiinf
Kapitel. - Das erste beschiftigt sich mit Reihen von der Form

1 1
st Tt tis o
das zweite mit Reihen

;:(61+Z)'-'(%+5)’

wobei nacheinander r = 2, 3, 4,... gesetzt wird. Als Beispiel diene die

. 1 1 1 1 . .
Reihe 7 + 5z T8 T + Bais T 4 +---. Im dritten Kapitel

handelt es sich um ;:(6 _(ﬁ z—)l_ Z)%r +z)5 im vierten Kapitel - tritt
_ noch ein zweiter linearer Faktor (b + ¢) in den 1etzten Zlihler Das
finfte Kapitel behandelt die Summen 1 + + + —

Die Berechnung seiner Summen griindet Lorgna darauf, daﬁ er das
allgemeine Gilied der Reihe als Integral darstellt, die Summe der Inte-
grale bildet und das Resultat nach Moglichkeit vereinfacht.  Dieser
Methode werden wir noch mehrfach begegnen.

Im gleichen Jahre 1775 gibt Euler die Summation gewisser
" Reihen von besonderer Gestalt?). Es sind dies Reihen

1 1 1/, 17 1 1 1 1 1 :
1 Y 1 e -_— — —_— R — — s
() Fm(lr st ﬂ)+ m(1+—2n_+_3n +5) 4
‘die er der Abkurzuné wegen durch f bezenchmet Ahnlich

setzt er auch J Sl mto Bs gelten fir sie Re-

kla»tlonen von der Form

f .2fzsw . gﬂ_—-—./zgfzg’

oY Speclmen de seriebus convergentlbus Verona 1775. — Giornale dei
Lotterati d’Ttalia XXIV, p. 79. %) Nov. Comment. Petrop. XX, 1775, p. 140,
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Zum Teil beweist Buler diese Formeln, zum Teil stiitzt er l]Le nur

auf unstrenge Induktion.
Da frither die Behandlung der Kettenbruche mit der der Reihen

zusammengenommen wurde (112, 8. 693), so miissen wir uns, diesem
Prinzipe treu, jetzt zu einer Abhandlung von Lagrange Wendenl), die
sich auf die Verwertung der Kettenbriiche bei der Integration. von
Differentialgleichungen bezieht. - Die Verwertung von -unendlichen
Reihen zu diesem Zwecke ist niherliegend; Lagrange benutsté. sie
schon frither; sie hat aber den Ubelstand, daB auch rationale Losungen
in die Form unendlicher Reihen treten. Das fallt bei Kettenbriichen
fort. Ist eine Differentialgleichung zwischen » und y gegeben, so be-.
stimmt Lagrange zuniichst das Anfangsglied £ der Entwicklung
von y nach Potenzen vom x bei kleinen Werten dieser Variablen;

dann setzt er y‘ lf_ in die vorgelegte Gleichung ein und erhilt

dadurch eine Glelchumg' zmschen z und y,; dlese erd n g]lewher Weise

’“behandelt; sie fihrt auf Yy = T usf. Mam kommt sonach

149,
Y = /1+§1/1+§2/1+§3/ .. Die & treten in der Form

ax® auf; der Exponent o wird durch eine Methode bestimmt, die
als analytmche Form des Newtonschen P&raﬂelogramms bezeichnet
werden kann; o wird durch L&sung einer i A. linearen Gleichung
gefunden. Als Belspl.el behandelt Lagrange die Integration von

my -]— 1+ w) -2 = 0 und kommt zur Kettenbruch-Entwicklung-

(l—l—w’"— 1 —I—mm/l——km l)a:/l _l_(m—%-l).'r/l (m—ﬂ) /1
+(m-|—2)m/1 l(ma:?.)w/l +(m-|—3)m/ .

Daraus ergeben sich weiter Kettenbriiche f‘ur I1+2),e usw.» Das

Belsplel 1=(1 + %) dy fihrt anf -

R PR 4.2° 16z
arctangwhw/1+3/1+3.5/1+ /1+ /1+
. Wenden wir den Blick nach England auf die Vemﬂ’ent_hchunge_n
in den Philosophical Transactions der Londoner Royal Society, so

* gtoBen wir auf drei Arbeiten iiber Reihen, die der Zeit nach hierher ge-

héven. Ch. Hutton®) gibt bequeme, schnell konvergierende Entwick-
lungen zum Zwecke der Berechnung von z, die sich auf die Formel

arctang & = %: - -l- & — - stitzen und die Zerlegungen

1) Mém. de Berhn 1776, p. 236. %) Phil. Trans. London 1776, VI, part IT,

p. 476.
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‘ ot l L1 1 1 ‘
arc tgl — are tg-- 4 arc tg5 = 2arc tang 5 + arctang — = - -

benutzen. Diese Art von Zerlegungen wird eingehend untersucht; sie

' u-Fo
]mangt von den Werten T ab.
Fr. Maseresl) wandelt die Reihe. ¢ — bm —]— ca® — d:v"’—k et —
b D’ 2? -VD'm"‘ D gt

in die Form a — - mit unbe—

l'l"w (1+m)g'—'(1'_1_m5) (1+m4)
kannten D', D", D", ... um; er will damit, wenn @ > b > ¢ > d > .
a—b>b—c>c—d ce “—2b+c>b~—2c+d> . ust, und .
2 <1 ist, eine raschere Konvergenz der Reihe erzielen. Fﬁr die
D, D", D",... findet er die Differenzen erster, zweiter, dritter, . .. Ordnung

b—c,b—2c+d b—3c+8d—e,-

Von dieser Umformung macht er eine Anwendung auf die ebon be-
sprochene arc tang-Reihe, sowie auf die Pendel-Schwingungsdauer.
Eine zweite Arbeit?) von Fr Maseres ]lauft dara,uf hinaus, da8 er fiir

dle harmomsvhe Reihe z + — + + + —I— . als Annahe_rung

-1
‘den Wert b[(l —x) ® — 1] bei sehr groﬁen b benutzt Fiir b setzt
der Verfasser der- Abhandhmg 102 ein
Bossut gibt®) ohne theoretnsche Begriindung eine prakmsche
Anweisung fiir die angeniherte Umkehrung von Reihen. Ein Beispiel
wird am besten  sein’ Verfahren ° erliutern: aus der Gleichung
4=z -1 nsinz soll  durch eine Reihe '

g =t4 Asint + Bsin2¢ 4+ Csingt + Dsindé ...
dargestellt werden. Bossut bricht die Relhe nach den hingeschrie-

- benen b (liedern ab und bildet von der so entstehenden, als angenihert

"richtig angenommenen Gleichung die 1., 3. 5. und 7. Ableitung; die-
selben Ableitungen erhalt er aus der vorgelegten Gleichung als

dm 1

1 _1_ncosx n’" 2 8 apgd dpo
@t~ TFneoss + n cos’s — -7 cos’s + ntoosts —* -,

-

wo auch die weiteren (lieder unterdriickt werden. Dann liefert ==z =0
vier lineare Gleichungen, die zur Berechnung von A, B, C, I} ausreichen.

- In dem gleichen Bande der Histoire de V’Acad. Parls4) findet sich
eine Abhandlung von Laplace, die sich mit Dﬁerenzenrechnung und
mit Rethen- beschaftlgt Ist w eine Funktion von «, D&I , Og ..., und

-1 Phil. Trans. London 1777, vol. 67, part I, p. 187.. % Ibid. 1778 vol. 68,
p. 895. S) Hist. de 'Acad. Paris 1777, p. 62. % Ibui , p- 99. o
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wird % = (’M) + @100 + 0Gg0 + 0 T &y T €101y + - ges
setzt, wo (u) den Wert von u fiir ¢ = o, = @y =+ - - — 0 angibt, so
findet man durch Differentiationen den Wert

1 dn—i?n1+n;+-"u
‘QHnlnz"' =ﬂ!’n/1!n21--. dan‘zu]nlda’?"2.-- ‘

Wenn dann etwa u — @(& + ¢, &, + ¢, o+ &, ...) genommen wird,
so ist offenbar die letzte KlammergriBe gleich

(dn+ﬂ1+nﬁ+..‘u ) dﬂ+‘nl+%+”‘@(t3 t11’~-)
aratdt. ../ dftdgtdgm...

man kommt somit auf die Taylorsche Reihenentwicklung.

Nimmt man w als Funktion einer Gréfe # an, die durch die
dz
dt
Funktion von # bedeutet, dann kommt man auf &hnliche Art zu der
Lagrangeschen Reversionsformel. Nach derselben Methode lassen sich
viele andere, zur Differenzenrechnung gehorige Formeln herleiten, die
bereits Lagrange aufgestellt’) und zum Teil bewiesen hatte.

Das Studium der Lambertschen algebraischen Arbeiten fithrte
Fuler zu der Aufgabe, die Lambertsche Reihenentwicklung der
Wurzel einer trinomischen Gleichung zu verifizieren®).

Es mubte dabei folgendes gezeigt werden: Wenn z eine Wurzel
der -trinomischen Gleichung (¢ — f)v - 2*+f— a®— of bedeutet, so
gilt fir jedes »n die Gleichung '

ar=1+nv -+ gn(n+ o+ B)o* + gn(n + « + 26) (4 + 2 + )7’
+in(ntat 8F)(n+ 2a+ 20 (n+ Bet Pt

Differentialgleichung g—g = 252 definiert wird, in  der # eine beliebige

Euler geht bei dem Beweise folgendermaBen vor. Er betrachtet die

rechte Seite der zu beweisenden Gleichung als Funktion von #, setzt
sie gleich S(n) und zeigt, daB S(n — ) — S(n — &) = (« — B)vS(n)
wird. Diese Funktionalgleichung liBt sich integrieren und fiihrt zu
dem SchluBergebnis, dab S(n) = 2™ ist.

" Piir «=§ geht die trinomische Gleichung tiber in logz = va.

‘Man erbilt fiir « =1

" ;1=W+n;|—ﬂ2vg+(n-;-13)gvs+(ﬂt‘i)'a,v-i_F... und

n ‘ 1 2 3
it e

1) Mém. Acad. Berlin 1772 %) Nov. Comment. Act. Petrop. XX, 1716,
pars I, p. 29. ’ .
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“Aus dem Jahre 1779 stammt eine umfangreiche, das Gebiet der
Differenzenrechnung nahe berithrende Arbeif von Laplace?). Ist
Ya eine Funktion von #, so heiBt w —y,+ 4y ¢ + Ypt* -+ 4"+~
die erzeugende Funktion von ¢,. Bezeichnen wir die Differenzen
Yoi1 — Yo = BYys DY,y — Ay, = A%, ... und setzen

Vy:v = aY, + byz+1 + cyz-]-ﬂ R o gym+m)
Canp Loga 1
s=a+b t‘+c.z§.+...+g.y,

dann ist wi"s* (%)z die erzéugende Funktion von A*W*y___. Inshe-
sondere gehdrt V'y, zur erzeugenden Funktion ws’. Wird ¢ negativ
; gativ,

go treten Summen Z’ statt der Diﬁ’erenzéﬁ A auf; (1 . _;_ )ﬁ

ist die erzeugende Funktion von Zlym Hieraus folgt, daB V”y
durch einfache Entwicklung algebraischer Funktionen gefunden werde;

kann. Bildet man z B. u:¢—u ((1 + t—) —1) und entwickelt die
rechte Seite, 50 entsteht | ‘

Vs = Yot 10y, + 552 A0y, 4 L DEZD psy
Dadurch, daB der Wert von y, +: auf diese Reithen-Form gebracht ist,
hat man die Moglichkeit, fiir ¢ gebrochene Werte einzufiihren; das
gibt also die Losung der Interpolatiomsaufgabe fir y,. Laplace
leitet auf diese Art sowohl bekannte, wie auch neue Formeln her. —
In groBer Ausfiihrlichkeit werden in den Nummern III bis VIII be-
sonders wichtige Félle behandelt. In Nummer IX folgt die Trans-
formation von Reihen; ihre Besprechung wiirde uns zu weit fihren.
— Auch auf Relhen von zwei Variablen geht Laplace ein. Er
nimmt y, , als Funktion von « und » an und behandelt die ,rekurro-
rekurrenten Reihen in dhnlicher Weise, wie er d1e von einer
- Variablen behandelt hatte. :

- Die niichste, der Zeit wie dem Stoffe nach zu erwa]hmende Arbeit
stammt wieder von Euler®). Sie beschiftigt sich mit der Reihen-
entwicklung des Produktes -
== —a) ()

—]L—xl*f—mg-l—xi‘{-x? g3,
Hierin haben auf der rechten Seite die Exponenten dle‘ Form

1
< (80% £ m);
und der zugehdrige Koeffizient ist gleich (— 1)*, Diese merkwiirdige Be-

~ 1) Hist. de I'Acad..Paris 1779 (1782), p. 207. 2) Act. Petrop. IV, 1780,
pars I, p. 47. ) . o
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giehung hatte Fuler schon frither in den Nov. Comment. Acad. Petrop. III,
1750—1751, p. 155 induktiv hergeleitet und das Resultat in das
Kap. XVI, § 323 der ,Introductio in Analysin“ aufgenommen. Spéter
hat.er es in den Nov. Comment. Acad. Petrop. pro 1754, 1755, p. (:3
bis 83 bewiesen. Jetzt, 25 Jahre spiter, modifiziert er jenen Beweis.
Jacobi beschiftigte sich 1840 eingehend mit derartigen Reihen, bei
denen die Exponenten eine arithmetische Folge zweiter Ordnung
bilden. Er stief auf solche Entwicklungen in der Theorie der ellip-
tischen Funktionen. Jacobi nimmt dabeil) ausdriicklich Bezug auf
‘diese Hulerschen Untersuchungen, und gibt als interessante Ergin-
zung zu dem Eulerschen Safze noch die folgende Entwicklung der
dritten Potenz der rechten Seite unserer letzten Gleichung
(1—=x—x2+x5+x7—x12—m15-[=- )E

' 1—3x—|—5w3—1xﬁ+9mmm11x15+

hier haben die Exponenten der reshten Seite die Gestalt -2—(91,24— n);
die zugehdrigen Koeffizienten sind (— 1)*(2n 4+ 1)..

In emer anderen A.rbel,t des glelchen Jahres 2 dehnt Euler die
Formel

%\ 2 n\2 2. ian—2
) = () (5) +(5) =0 123( )
auf gebwchene Werte von # aus; es handelt sich also dabei um eine
Interpolatwnsaufgabe Er ﬁndet mit Hilfe der Integrale, die von
Legendre als Eulersche Integrale zweiter Gattung bezelchnet

wordem sind, , __

1\ _ 4, E'_d,s QfB\ 4 8-16 7\ 4 8:16-24
:’S(E)_'m’_ S(ﬂ) x 3 S(?)"E“a-s" S(—z")_a?'m’”
Ebenso wird fiir gebrochene %, p, ¢ anch '

@@ + 6 E)+ =G

behandelt Das behandelte Problem gehdrt als Interpolationsproblem
“einer Reihe von Aufgaben an, die den meisten Forschern der da-
maligen Zeit sehr am Herzen lag

Von den ,,Mathematlcal Memoirs“ von J. Landen®) haben wir
das fiinfte ,eine neue Methode, um die Summen gewisser Reihen zu
erbalten” in unsere Besprechungen zu ziehen: Nach einigen analytischen
Vorbereitungen geht Landen so vor: Aus den Entwicklungen von

I(1 4 w) und Z(I + 5—)‘ folgert er ohne Konvergenz-Bedenken
) ‘ 1, . . _ 1
. A Z“=(“—%=1)‘_"§(%2~—“ g)“!‘—?;‘(%s—%“g)——*_--;

S I | a,cobi‘s Werke VI, p. 281. %) Act. Petrop. IV, 1780, pais I, p. TQ,
*) London 1780. : - -
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“hierin trigt er lu = #)/—1 ein und erhilt

z sinz sin2%z +'sin35
2 — 1 i Ty

In diese Formel setzt er zur. Her]eitung spezieller Resultate

g=1, =7
= 'g‘v = 1 ]
usw. Die Integration der Formel ‘liefert
' z? COS # cos 22 cos 32 o,
"‘T= iz _'_"22‘—"" 32 ——crr—=pP,

wo p” =1 -—72% - 51,— —g e ist; dies wird mittels  eines Kunst-
griﬁés = —:E; hestimmt. In entgp_reclhender Artleitet Landen die Formeln

3 b
in — in—2 gin — 2
sin 25 sl 3

i ﬁ'ﬂg ‘ z2 .1 (
e = (T+3 ———-) sinz — 22 cos —z

22 32 +, FIvE) .3_ 2 i 2

12. 22
und

5 " cos 7 g
COS—2—Z | N

- s 1
+ge T T = 2w —g)singe 4 (S —met 500 —3)

3}.’/’
005—2‘
her. Aus diesem letzten_Resultate folgt

71:2
5 3= 22+ 9. 32+52 42“"

Im folgenden Jahre veroffentlichte Ed. Wa,rlngl) geine ,,Medl—
tationes analyticae®, deren drittes und viertes Buch uns hier inter-
essiert. Waring zeigt. zum Teil schon moderne Anschauungen iiber
Konvergenz und Divergenz; er sagt: ,streben in a—'l—b—l—'c—l— d+e+..
die Summen a+b, a+b+c, a+b+c+4d, ... einer endlichen
Grofe zu, an die sie niher herankommen als eine beliebig gegebene
Differenz, so konvergiert die Reihe¥. — ”Die R‘eihe

R A

lkonverglmt fiir n > 1 und fiir <1 dlvergwrt die Relhe Ist :fﬁr
beliebige endliche % und # — co das anendlich ferne Glied a, <

dann und nur dann konvergiert die Reihe a, + a,1 + ay + a; +
Wenn fiir unendlich groBes # der Quotient a, ‘@, ., kleiner (grbﬁer)

als 1 ist, so divergiert (konvergiert) die Relhe “ Wir stoBen also hier
auf da,s bekalmfe Konvergemz—Kntermm In die Reihen

Y) Cantabrigiae 1781.




276 ' Abschnitt XXI.

IR
e
1+w—l—x*+m3 =1—z+4a'—2°+2°—2"+-

setzt Waring zwar # — 1 und erhélt dabei verschiedene Werte fiir

1—14+1—14+1—1+4.--5 aber er setzt bei diesen Herleitungen -

b

ausdriicklich hinzu (8. 355)' oin Wahrheit kann diesen Reihen keine
Summe zugesprochen werden®. ' |

Waring ist in erster Linie Algebralker' das zeigt sich auch hier
darin, daB die Untersuchung gern auf das Gebiet der Gleichungen
tibertritt. So werden die Wuwrzeln «, 8, p, 8, ... der ,infiniten®
Gleichung fiir # von der Gestalt 0 = a — b + e2® — da® + ex* — .-
in Zusammenhang mit den Koeffizienten gebracht.

b _—
R R R A i Rl

a a

und die Reihe liefert in Faktoren aufgeltst

(=90 -3)(1-)-=

wie das schon in den Eulerschen Untersuchungen benutzt ist. — Im
vierten Buche geht Waring ausfihrlich auf Beziehungen ein, die
zwischen dem #*® Reihengliede, der Summe der # ersten Glieder und

der Ordnungsziffer » selbst bestehen k&nnen; ebenso vergleicht er

Reihen, zwischén deren Partialsummen vorgeschriebene Relationen be-
stehen. Ausgiebigen Gebrauch zur Herstellung summierbarer Reihen
macht er von dem Kunstgriff, die Summe zu geben und die Reihen
daraus herzustellen. Auf weitere Einzelheiten des umfassenden Werkes
hier einzugehen, miissen wir uns versagen; iiber einige Nachtrige zu
den ,Meditationes algebraicae“ werden wir an gehoriger Stelle zu
berichten haben. :

Aus dem Jahre 1781 sind noch zwei Eulersche Arbeiten zu be-
sprechen. Des besseren Zusammenhanges wegen beha,nde],u wir sie in
der umgekehrten Folge ihres Erscheinens.

Die zweite, kleinere Arbeit Eulers®) dehut die S. 274 behande]lte
Summations-Formel fiir

(@HE)+ G+ G () + - )

auf andere Symbole

]+ [

q-l: ‘ :] + ll—fl—ﬁp]

1 Act. Petrop. IV, 1781, I, p. 76.

T ity e
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aus, wo [ﬁ] durch die Gleichung

A+z+a+-- +xl)”-—1 —I—[ :Iw—l—[ ]aﬂ [3]x3+"'
erkliirt wird,
_ Die erste, groBere Arbeit!) beschiftigh sich mit Umwandlungen
der harmonischen Reihe =~ -

o111 A B & D
1+E+§+Z+”'+_ C’+l+2$ 2t Tint 6@ Ve

in der, verschieden von fritherer Bezeichnung (vgl. S. 262),

1i 1 . 1 1
_._Ew %—-—561 @——Er @ 30, (\E__

dle Bernoullischen Zahlen sind, und C = 0,5772 156 649 ... die Kon-
stante bedeutet, die spéter die Bezelchnung ,,Eulersche Komtamte“
erhalten - hat. Setzt man v

1 1 ' 1
nE % :,—s=ﬁ; 2;‘,”’—4"—2’)7,.;.

wobei die Summen von % =1 bis # =00 erstreckt Werden, dann
findet Euler

L= C= gDt 56D+ Fo— D+

='1—06'_"_ﬂ+ y——&+--'

ferner

ebenso

12—0C= 22ﬁ+5 248+ gsg’i‘

und andere Bezie]ﬁungen mehr. Euler gewinnt dabei den Anschluf

an bereits frither von ihm angestellte Untersuchungen (Band III?,

8. 657) und liefert hier den Beweis fiir die, dort in der Gestalt
S=_fde+“X+.ﬂ R +-

“gegebene Summenformel. Dabei ist X eine Funktion von & etwa X ()
und S(#) = X(#)+ X(z+ 1)+ X(z +2)+--- oder, wie Euler
kiirzer schreibt, S=X+ X' + X"+ X" + - :

. Ein &hnliches Problem beschiftigt Euler auch ‘weiterhin.?) Er
fragt mach der Summe § =X — X' + X" — X" +.... Ist & die
selbe Summe, in der nur z durch (%< 1) ersetzt wird, 0 hat man

' : ] i
84 8"= X uynd erkennt daraus, daB in erster Niherung S = 7 X
und, bei noch 'unbekaﬁ-ntem Koeffizienten «, 8, ¢, ., weiter

) Aet. Petrop IV, 1781, II, p. 45. %) Nov. Act. Acad, Petrop. II pro
1784, p. 46, |
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d*X 18 X
S=%X+ dw +ﬁ dx? .y(dms + o

wird. Die ¢, B, p, -+ kann man nun mit Hilfe von Reduktions- |
formeln bestimmen, und zwar am bequemsten durch die Einfiihrung
einer Funktion ‘

=g et + BB+t
Euler bezeichnet s — %_g v und findet als Bestimmmungs-Gleichung

Hieraus ergebén sich dann die g;asuchteﬁ Koeffizienten o By, ¥y ey
die in enger Beziehung zu den Bernoullischen Zahlen stehen. Ist

5 691
y 6=§1 f=m—’ e

I
ol =

a=1, b=%1 C d=

ot e |

{(Introductio in analysin infin. Cap. X, § 168), dann wird

, 1 22 —1ag dX 94 1 b g X 26 —1¢ d°X
S—§X 31 2 dx + 5! 2 dxz® 1! 2 dad
28 _1d d°X .

+ 91 2 dz’

Fiir diese Entwicklung gibt Euler ‘dann noch einen zweiten Beweis.
Ferner behandelt er die Summationen der beiden Reihen

“”X — “”“X' + n"’“‘ﬂX” GARD G S

X — (a: + INX + (= + 2)'X” (z + 3NX" + ) N
" Die Arbeit wurde erst nach dem am 7. September 1783 (A. St.)zu E
Petersburg erfolgten Tode Eulers publiziert. Bei seinen Lebzeiten waren EN
von ihm allein 473 Abhandlungen erschienen; iber 200 andere hinterlied
er. Bis zum .Jahre 1830, also beinahe noech 50 Jahre, nachdem
Euler die Augen geschlossen ha.tte dauerten die Publikationen 1hres
groﬁten Mltghedes seitens der Petersburger Akademie fort.
" Wir kehren zum Jahre 1782 zurtick und erwihnen einen Aufsatz
von Nie. Fuﬁ’)‘), der sich auf folgendes stiitzt. Es seien 4, B, C,
D, ... X, ... beliebige GroBen 44, 4B, dC . die Relhe ihrer
ersten Dlﬂ‘erenze:g, 424, A“’B, A2 O, ... die 1hrel zweiten Diffe-
renzen usf.; dann hat man bekanntlich - '

und

x{x

__,})___]_‘43_‘4

X _A—]—.dAx—{—A‘".A 123

Daraus folgt

D! Act. Pefmp. 1782, II, p. 96.
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lim = —4

7 xz=0

die linke Seite tritt dabei unter der Form 0:0 auf. Gelingt es, den

wahren Wert dieses Quotienten zu bestimmen, so liefert derselbe die
Summe der rechtsstehenden Reihe. So findet FuB

—dd— e PAY T SPA— TS A 4

l(1'+x)=.l1_+zm2__x+ll-23. (:/6 ) +Z22 4.w(w:1%(w3—2)+...

aus der Annahme X = l(l + #); und
2¢ cosp = 2s1nq9 cos2qa + 225111 psindp— - 23s1n3q) cos4d g
— 1245111 @ 81]1‘5(;0 + 32581]15(;7 cosBg + ...

aus der Annahme X = sin(1l+ 22)¢p.

Von dem schon -erwihnten Italiener Lorgna stammt eine um-
fangreiche Untersuchung tiber Reihensummen.') Wir kénnen sie aber
_ glewhwohl kurz bebandeln, da ihr Inhalt im - wesentlichen mit demf
der fritheren Arbeit tibereinstimmt. In zehp Kapiteln werden ver-
schiedene Arten von summierbaren Reihen besprochen. Als neu heben
wir hervor aus Kap. V1 die Reihe 1!4-214 314414 .. 2!, a,llgememer

w —I— b)' (a + 26)' —[— (& + 3?))' + .
und
(m + 1)(m+3)2+(m+ 1)(m+2)(m+3)2

1 n e
aus Kap. VII tomt )(m+2)( +3)(m+4‘)( 4

2 + (13— 212) + (14—3.13 + 312) + (15— 414 4 613 — 4z2) -
aus Kap VIII '

B, sapt BOp+bp L) tapt2bpt)
¢ @O0+ @A+ 2 @t ona+ip)

p . 2ep20) 3@p+hw+%)4ww+%ﬂ+2®,_+““
20 @+ 0@+p) (a«+2b)(2+2p) (u+3b)(2+319) ’

aus Kap IX' die Doppelreihe | _ ]
B AR R E et
R B O

?

Die benutzten Summationsmethoden sind die gleichen wie in dem

D) Memor. m&f. fis. Soc. Ital. I, 1782, p.-268.
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oben (8.269') bes‘prochenen Aufsatze des Verfassers. — Wir wollen
gleich hier eine dritte Abhandlung Lorgnas erwihnen, trotzdem sie
erst 1784, also zwei Jahre spiter erschienen ist.)) In ihr handelt es
sich um die Summierung der Reihe
1 1 ‘ 1

Py iy Y CE
wo K die Basis der hyperbolischen Logarithmen bezeichuet. Sie wird
durch die Substitution

sin ma = 721; (Em=e — K—m7)((0 = ]/:——1)

geleistet. -Dadurch wird
- K"+ 1=2@wK*sin=:(E*—1)
. o

F---,

und ,

K*—1=20K"sin—:(K*+1),
éo daB in jédem Reih@nglieﬂte die Summe aus dem Nenner in den
Ziihler geschafft werden kann. — Weiter beschaftigt sich Lorgna mit
a‘.ndleren‘ Reihen und erhilt z. B. die Resultate

1 1 1 1 1
6_?'13—.—5'*'4-4—9_"4-9—9";4.16—9’1‘”"
1, 5 1 1 1 1
“612—5-'12_—5‘;4‘4—9"'4-9—9”’4.15—9+""

~ Wir gehen nunmehr zu einer, ganz anderen Anschauungskreisen
angehorigen Arbeit von Laplace tber.®) Bei seinen eingehenden .
Forschungen im’ Gebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihrer
praktischén Verwertung bei national-Skonomische Fragen war Laplace
‘hﬁuﬁg auf Formeln gestoBen, die zur Berechnung ganz ungeeignet
sich zeigten, weil sehr groBe oder sehr viele Zahlen in sie eintraten.
Handelt es sich z. B. bei hohem Werte des s um die Berechnung von

25-(25—1)- (28 —2)...(s+ 1)

, : 1-2.3...8 !
so wird dies selbst bei der Benmutzung von Logarithmen sehr miih-
selig. In diesem Falle hatte Stirling eine bequeme Formel zur an-
geniherten Berechnung jenes Binomialkoeffizienten aufgestellt; in
anderen Fillen war, wie wir oben sahen, D. Bernoulli in #hulicher
Weise vorgegangen (vgl. S. 231). Laplace greift hier die Frage
fundamental an und bringb sie zur Losung. Seine umfangreiche Ab-

‘ ) Memor. mat. fis. Soc. Ial. II, 1784, p. 210. 9 Hist. Acad. Paris, 1782,
p. 1, und 1783, p. 423 (vel. 8. 231). . :
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handlung ist aber in derartigem MaBe von Formeln durchsetzt, daB
eine Darlegung der Entwicklung hier nicht méglich erscheint. Wir
mdissen uns auf die Angabe des Zieles der Untersuchung und auf die
Mitteilung einiger Resultate beschrinken. Das Problem, dem Laplace
seinen Scharfsinn widmet, zerfallt in zwei Teile, Zuniichst wird eine
Integration durch unendliche Reihen fiir solche Integranden hergeleitet,
die ip hohe Potenzen erhobene Faktoren enthalten. Die hierfiir ge-
gebenen Reihen - konvergieren #uBerst schnell. An zweiter Stelle
werden Funktionen, von welchen man angensiherte Werte sucht, auf die
angegebene Integralgestalt gebracht, deren Entwicklung soeben be-
.sprochen wurde. Diese Behandlung umfaBt alle Funktionen, die durch
gewdhnliche oder partielle Differenzen- oder Differentialgleichungen
definiert W&I‘den. ) , .
Bei solchen: Untersuchungen treten Integrale von der Gestalt

a
ft?.;ee—-t.“ +1dt
0

auf, Laplace bestimmt aufer dem schon vor ihm bekannten Integrale
. _

! 12 Ty 1
0
noch ‘andere wie z. B.

h w
3
7 fti’e"“dt =z, (4” 2]/.‘?-5:1) ,
0

wo x* die Stirlingsche Konstante 1311028777 . bedeutet, die zur
Linge der elastischen Kurve in enger Beziehung steht. Der dritte
Abschnits der Laplaceschen Abhandlung liefert Anwendungen der .
erhaltenen Resultate auf schwierigere Probleme der Wahrscheinlich-
keitsrechnung. : | | o

Ein Aufsatz, der vielfach an die Arbeiten von Lorgha érinnért, ’
stammt von dem Englinder Samuel Vince.!) Im ersten Teile geht

der Verfasser von der Bemerkung aus, daB die Integra,tibn von ﬁ_ﬁf
durch Logarithmen und Kreisfunktionen ausfithrbar sei, und daB
andererseits die. Reihenentwicklung des Bruches mit nachfolgender,
von O bis 1 erstreckter Integration die Summe '
‘ 1 1 1

'1_r+1‘+w-{—2——r—|—3+“' 4 .

ergebe. Daher kann die Summe § dieser Reihe durch die angegebenen
Transzendenten ausgedriickt werden; S wird als bekannt angesehen,

;)' Phil. Transact. London, fpr 17‘82,. p. 889.
. (ANTOR, Geschichte der Mathematik IV. : 49
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Auf diese Reihe werden andere dadurch reduziert, daB Glieder zerlegt

oder in eins zusammengezogen werden. So findet Vince

a a-+tb + ‘@20 =30 T
-."‘_”1-<r+1)”(r+1>(2r+1) GrF oG+ D Grtl )(4:+1)+

— ;é ([2ra—(r+ 208 —ra+ (r + 1)b}

Bei der Annahme 27a = (r + 2)b fallt S weg. So erhilt man z B.

5 9 18
3.7 7-11 ' 11-15

Andere, in #hnlicher Art summierte Reihen sind

m-tn : m-+2n X
S TNETED T e 0G0 15 | G ner F0E T o
ferner
m - n
TDE I DE D T AN 06T Y
n m-+2n L
+ B Ener +uar 0
m m-+ n
@r FDET+ DEr+1) T FnerFnEr+ 10
T
+ GrEDEr G FD |

"3

Dann folgen solche, deren Nenner vier derartige Faktoren enthilt usw.
"Durch Spezialisierung kann man auch mitunter das transzendente S
aus den Formeln entfemen. Man findet u. a. :

1
@D s+ ErrparED GrieEn T T

Der zweite Teil ]oeschaftlgb sich mit der Summierung von Reihen,
die die Form haben

‘ fn(fn, =h- 'm) (0} rm) + (n 4+ m)n + Zm) - [r+11m)

+ (n + 2m)(n 4+ 3m) mIr + 2]”2)

in der p, g, 7, .. - eine arithmetische Reihe beliebiger Ordnung bilden
Von den erlangben Resultaten fihren wir an

3 6 10 15 11
1234+234 +3.-456+4537+“"§‘5
1-2 93* 3.4 4.5 o _ 1
1-3-5- +3 +57911+7.‘9.11'.13+"‘""24’ .
12 32 5% 7% 81
+ = 9968

. 1.4.7-10 + 4.7-10-13 + 7-10-1351‘6&+ 10-13.16-19
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Im dritten Teile geht Vince von der Bemerkung -aus, daB in
einer unendlichen Reihe, deren Glieder nach Null konvergieren und
abwechselnde Vorzeichen haben, aufeinander folgende Glieder in eins
zusammengefaft werden diirfen, wie bei

1 1 1 1 1 1 1 1
l— ey 1 1 1
2+3 4”"5 6. T 1-2"'_:—3-4:_"5-6+
1 1
=l—— 1t '
2-8 4.5 g7 )

daB dies aber bei Reihen, deren Glieder nach einer endlichen  GréBe
=+ 0 konvergieren, nicht erlaubt sei; daB also nicht

.3 4 5

Es miissen also bei sblcher Zusammenfassung noch Erginzungsglieder
beigefiigt werden. Das erklirt sich (an den obigen Beispielen) so: Die

‘ 1 1 1 e - . : .
Reihe — 57— — 15 67— " »h0rt im Unendlichen auf’, da ihre

R copn 12 3 g :
Gjrhed‘er 0’, O’ e We]‘den; dle Relhe ? —_— ?-l— —4— _— —.5_ —_— .. ”geht m

Unendlichen noch fort%, da sie die Gestalt 1 —141—1... annimmt,

Die Wahrung der Gleichheit fordert also, daB man zum Ausdrucke

hat ,,bekanntlichf‘ den Wert —;— Genau aus den gleichen Griinden
wird bei 1—!—2 + 3—_12 + 5% + - das Ergﬁpzungsglied
—1+1~—1+1_...=_%
sein. Hs ist interessant zu sehen, welche wilden SchiéBlinge die Lehre
von den divergenten Reihen treibt, und wieviel Scharfsinn auf das
Dogma von der Summe solcher Réihen aufgewendet wurde. "
In dem Bulerschen Werke, dessen erster Teil 1783, in des Ver-
fassers Todesjahr, dessen zweiter 1785 zu Petersburg erschien und den
Titel ,,Opusculs analytica“ trigt, finden wir Reihenﬂnt‘ersuchung‘en.
- Gleich die erste Abhandlung (p. 3) des ersten Bandes gehort hierher.
Das in ihr behandelte Problem ist ebwas unbestimmt gedacht und
ausgedriickt: Eine Reihe von Zahlen 4, B, C, D, E F, --- ist ge-
~geben, und eine andere a, b, ¢, d, ¢, f, g, - - - soll gefunden: werden, - so
- daB ab=A; be=B; ¢d = C; de = D; ef = E; f9=G; - wird
Offenbar héingt alles von der Bestimmung des d ab, und dies @ bleibt
‘ganz Wi]lkﬁrlich,_ Euler sucht nun, ohne es ausdriicklich anzugeben;
- 19% .
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einen solchen Wert des &, siir den die Reihe a, b, ¢, d, - - - moglichst
einfach sich gestaltet. Er findet fiir diese, auch so noch unbestimmte
~Aufgabe, da der Begriff der ,Binfachheit* unbestimm® 1st,
N A-CC-EE-G

BBDDFF

and stellt daraus bei besonderen Annahmen iiber 4, B, C, - - - das a®
durch Integrale dar. Andererseits entwickelt er a? in einen Ketten-
bruch und erhilt durch Gleichsetzung beider Lisungen merkwiirdige
Beziehiungen, von denen wir wenigstens eine anfiihren wollen, nimlich

a?=A

-§=1+W3+1ﬂM+ﬁfW4+5ﬂM+ﬂ-W4+uu

o Die zweite Abhandlung ‘dieses Bandes fithrt Bulers frilhe Unter-
suchungen (8. 260) tiber die Potenzerhebung von (1 + z + &%), ius-
ffzienten von 2" in diesem entwickelten Po-

besondere iiber den Koe
lynome weiter, in der ausgesprochenen Absicht, verschiedene analy-

" tische Kunstgriffe darzulegen, und andererseits zu zeigen, wie vOI-
sichtig man mi Induktionsschliissen sein miisse. _
Der vierte Aufsatz (p. 80) beschiftigt sich mit Kettenbriichen
und stebt in gewissem Zusammenhange mit dem zweiten Teile des
ersten Aufsatzes. Mit Hilfe eigentiimlicher Relationen werden Glei-
_chungen zwischen  gewissen Kettenbriichen hergestellt, aus denen
durch Spezialisiernng folgendes Resultal hervorgeht. Setszt man

pemnfim D)+ @D/t D+ DD+
so wird T 3 |
f(”"i)=p=1+(%—'m—2)/(m+2)+(n—9n——3)/(m+3)+---.

‘D&mw folgt _der‘ Wert von p fir n=m+2, m+ 3, mA4,
Auch fiir n=m 41 gelingt, freilich aunf andere Weise, die Bestim-

Qmung, Setzt man in diesem Falle p — —:f; — 1, so wird

P T ! F et e
e I CEDRRCERICERICE DN
. L ) 1 . B

. LF ,
= emds.

' ’ 0
Tm sechsten Aufsatze (p-157) wird die Aufgabe behandelt, die
Koeffizienten der Reihe = | | ,
_— y=Az + Bz(z®— &) + Cx(a? — o) (2 — ¥)
o | De@ - @ — )@ — )+
s0° zu bestimmen, Vdaﬁ Y far z =@, b, ¢, d, - - - die Werte p; ¢, 75 5 **

anmimmt. Fiir. a, b, ¢ d, .- werden dann irgendwelche Kreisbogen




T
A

~‘und fithrt durch Spemahsxerung auf mteressa.nte Formeln.

- angewendet.

“und aus 1 -—‘—;— + %,_ -:'— o= yfolgt die Brrounckersche_ Ent- -
wicklong 41w = 1+ 1%/2 + 3%/2 + 52‘/2 +..-. Hier mag gleich bemerlkt

- Ferner folgt fiir s = " ap + & afr der reziproke Wert ‘
vc+ of(B—1) + By — 1) +?/(d‘—1) +-
und aus s =2 _ % - ic-s— — +«mergibt smh allgememer '

Reihen. : 28H
(ldeim. Kreis-Radius 1) und fiir p, q, 7,8, -+ ihre Sinus eingetragen;
dabei wird allgemein y = sinz. Das liefert

1 ( + bﬂ PE] + (b-e 2;2:2__“2) + . )

alq - b%c?
G )(1+ b”—l_(e’ @ 55 T )+

- Auch der zweite Band- der Opuscula liefert Bemerkenswertes.
Im siebenten “Aufsatze (p. 102) wird die Zer]ecrung transzendenter

Bruche in unendliche Reihen geliefert. Ist Q dieser Bruch, dessen

Nenner eine transzendente Funktion wvon 2z 1sb; ist eine Wurzel -
des glelch Null O'esetzten Nenners, so wird der Zghler o« des

Gliedes ;;“:Di_’ das in @* als Paltmlbmch emgeht dur@h

_ Pdi+(z—a)dP
— i

gegeben. “Diese Bestimmung ;der Ziahler wird auf sT;ll_z.5 auf

.z 22 28 cos 2 1 i
‘sinz’ sing’ sing’ sinz’ cosfE —cosz’ 7 sing?’ mng’

Usw.

Die nichste Abhandlung beschaftlgt smh mit der Umwandlung
von Beihen in Kettenbriiche (p. 138) in der Gestali:

1
ot/ 3/d+ = g5 — 55 T g —5E+"

So vﬁrd aus der Reihe 1 — 'é“ + -:1))— ;—‘% + =19 ]herg“eleitet
1:712=1+1%/1+ 22/1 + 31 Fo

werden, daB Euler auch') die umgekehrte Aufgabe loste: den Broun-
ckerschen Kettenbruch in die Leibnizsche Formel umzuwandeln.
' i- 1 1 ' '

e aff | afiy

) Nov. Act. Petzop. 1T, 1784, p. 3.
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L — o+ as/(p— o)+ Bo/ly — @) tya/0 —a) -
und dgl. mehr. .

Das gleiche Thema wird in einer spateren Abhandlung (p. 217)
fortgesetzt. Euler erledigh dabei den Fall, der den fritheren Me-
thoden nicht gugsnglich war, daB alle Teilzahler gleich 1 sind, wih-
rend die Teilnemner eine -arithmetische Reihe bilden. Die Ldsung

" wird durch die Imtegration einer Diﬁ“erentialgleichung vermittelt.

In der zehnten dieser Arbeiten (p. 240) handelt es sich, ohne dab
erwihnenswerbe Resultate zutage gefordert werden, um die Summe der

Reihe )
{ 1 1t 1 1,1 1 1,1 1
l-—g+s—5-ntnte w mtes ut

-Die‘elfte Arbeit des zweiten Bandes (p. 257 ) gibt eine neue Ab

: 1eifung der Summen 1 F 2—;— + g% + 4—% + —21,; F..., die sich auf
. 3 2

die Entwicklung der beiden Formeln

' ‘ T 2 2 2
——.—"”1+o@2—1‘1¢13a1+9n*—1_"'
781 —
und ‘.
4 1 2 2 _ 2 .
2 nf—1 4n*—1 9nt—1
ntg— ,

stiitzt. - : : ,

Nach der Besprechung der auf Reihen beziiglichen Arbeiten in
Tulers Sammelwerke ,,Opuscula analytica® gehen wir zu einem Auf-
satze von E. Waring- tber.t) Waring betrachtet hauptsiichlich

" Reihen, deren allgemeines Glied eine rationale Funktion des Stellen-
zeigers oder, wie sein Ausdruck lautet, der Entfernung vom Anfangs-
gliede ist. Tir geht davon aus, eine gegebene Summe A(z) in eine
nach Potenzen von % fortschreitende Reihe sich entwickelt zu denken.

Setzt man den Nenner von A(x) gleich Null, so Liefert die, jhrem
absoluten .Betl‘age nach kleinste Wurzel dieser Gleichung die obere
" Grenze fir die Konvergenz der Reihe, Das ist also eine bereits voll-
kommen moderne Auffassung; bemerkenswert ist, daB hier bei einer
komplexen Wurzel o + b V—1 statt des absoluten Betrages Vo + B
die kleinere der beiden GrdBen ja —b|, |& + b| genommen wird, —

ai® b -

et - (g+etn—1)

Hat das allgemeine Glied. die Form o

mit m L n—2, 80 kann es in ein Aggregab

R ? o a B 1 B e B ‘ .
_(ﬁ+e)~(5+3+1)+(Z+€)"’(5+8-lj?)+(ﬁ+e)---(z+e+3)+

t) Phil. Transact. R. Soc. London 74 (1784), p. 385.
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umgewandelt werden, und als Reihensumme ergibt sich daher

7 a - >8 )
z+e+2(z+e)(z-i=e+1)+3(z+g)...(z_|,e+2)+

In ahnhcher Weise werden Reihen  behandelt, deren Glieder mit

Nennern der verwickelteren Formi ’

et tetn—D @)t fra—D-(@+g
o | (etg+n—1)-..

behaftet sind.” Die Bestimmung der Reﬂhensummé kann - auch mit

Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten geliefert werden,
da durch die eben besprochene Uberlegung die Form der Summe be—

" : i a L iiani S B
kannt ist; zum allgemeinen Gliede FroGFerD G —I—e +%_1)
adt

7. B. gehort niimlich eine Summe

t+eltet 1) w+e+w—m o
Waring behandelt dann auch den Fall, daB zum angegebenen all-
-gemeinen Gliede ein Exponentialfaktor g* hinzutritt. -— Des weiteren
7 besprlcht er das folgende Verfahren zur Herste]lung summierbarer
Reihen: Ist ug, 4, ty, - - - eine unendliche Reihe von, nach der Null als
" Grenze konvergierenden Zahlen, so hat die Reihe mit dem allgemeinen
Rliede (ot + Pthsra + Plzqs+--2), falls e+ B+ y 4+ - - =0 ist,
eine leicht angebbare Summe. — Ferner bildet Waring aus einer Reihe
mit bekannter Summe ¢ = @, + a,2 + a,a* L q,2° + - - durch Multi-
plikabtion mit 7 und Differentiation '

=1 dg:;) momr+(r—|—1)wm’+1—i—(r+2)a a4y

d (ua: )

V= =¢'Sw0xs—|—@'+1)(s—|—1)a.lxsfrl_|_...

usf. — Wie man sieht, geht Warings Absicht darauf hinaus, Regeln
zu bilden, die zur Herstellung summierbarer Reihen fithren. — Den -
- Schlub des Aufsatzes bilden Priorititsreklamationen gegenﬁbér Euler
und Lagrange hinsichtlich algebraischer Entdeckungen. So nimm$
Waring die Behandlung der Wurzeln einer auflosharen Gleichung
©in der-Gestalt y — ¢ ¥p + 0Vp* + ¢¥p* + - - - gegen Euler fiir sich
in Anspruch; Bestimmungen der Anzahl komplexer Wurzelpaare einer
Gleichung gegen Lagrange. Fir die damalige Zeit, die noch nicht
im Zeichen des Verkehrs stand, sind derartige Fille durchaus nicht
tiberraschend; Waring behandelt sie auch demgemﬁﬁ »er habe an
Euler eine Arbelt geschickt; ob der ‘sie ]e ‘empfangen hane, kénne
~er nicht sagen”




1 IR RGO T
8 oyt T T e om

288 Abschnitt XXI.

Die zeitliche Folge leitet uns munmehr zu einem Aufsatze von

Carlo Gianella iiber?). In vier Paragraphen werden Fragen be-

sprochen, die sich auf die Theorie der Reihen beziehen. Im ersten
‘Paragmphen' wird Z=1— 323 + % — —"?— 4-.-. zur w*® Potenz er-
hoben. Dabei findet sich die Relation, deren Richtigkeit evident ist,

nxZ nixp?Z®  ntadZ3

QA+ay=1+——+—75+ > T

€

Im zweitén Paragraphen wird Vdie Reihe A+ B+ C+---=1lg Von
ki1
summiert, wo die einzelnen Glieder 4, B, C,.-. durch die Gleichung

4
amtl

14 2m+ 3m+ coe ™= F—T——l 4+ —%%m_{- mAnm—1

+ m(ml— 1) B2+ m(m —11.)2@1 —2) Cpn=34 ...

bestimmt sind. Der dritte Paragraph beschiftigh sich mit einem
Symbole d, fiir das da"= na?-1 ist. Dadurch kiirzen sich manche
Formeln in ihrer Schreibweise wesentlich ab; man erhilt z. B.

p— 211 G294 AP — Lzt

und im vierten Paragraphen wird das gleiche Symbol d fiir die Trans-
formation und die Iteration von Reihen ausgeniitzt. .

Bin kleiner Streit spielt sich um diese Zeit ab. Euler hatte,
unbektimmert um Konvergenz-Notwendigkeiten, die Gleichung

1,1, 1,1 1 1,1 1
§+"§+g+7+ﬁ+*“=lg(l+ E-F—,d—'l'z'l"")
aufgestellt?). Greg. Fontana®) greift die Ableitung der Gleichung
an; Nik.Fu verteidigh sie®). Auch tiber die Eulersche Behauptung,

241 o
=Jlgf——xt— fir n = oo werde,

herrschen verschiedene Meinungen. G. Fontana erwihnt tibrigens
den bereits verstorbenen Euler bei seinen Angriffen nirgend. Es ist
ein ,Verfahren gegen Unbekannt®, das er einschligt. Fub weist
aber nach, dab nur Euler bei den Angriffen gemeint gein kann.
Aus der FuBschen Abhandlung heben wir hier gleich noch eine
interessante Formel heraus, die in den letzten Paragraphen der Arbeit

'\_______————'

1y Mém. Acad. Turin 1, 1784—1785, p. 391, %) Comm. Petrop. IX (1787),
1744, p. 188. %) Mem. mat. fis. Soc. Ital. II, 1784, p. 183. % Nov. Act. Petrop.

VI, 1790, p. 201
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a,bgeleltet wird; —1—12. Ihr Beweis ist ja sehr

y=2
einfach. o

Aus demselben Jahre 1784 stammt von dem eben erwihnten
G. Fontana eine zweite Arbeit!) iiber unendliche Reihen, in der er
wiederum gelegentlich Eulers Schliisse angreift. Der Hauptmhalt
der Abhandlung liegt in der Benutzung der Integralrechnung fiir die
Summlerunw von Reihen. Als Beispiel mége folgendes dienen: um

S=1+ T + & -|— + zu finden, leitet er ;%S-E S her und inte-
gnert diese Dlﬁerentlalglelchung Ahnlich behandelt er.

25 a8 x5 ‘ 27

x® xt - .

er kommt auch auf Bossuts Theoreme (vgl. S. 264).

Aus dem  im Jahre 1785 erschienenen letzten Bande des Brief-
wechsels Lamberts interessieren uns hier zwel Stellen?), in denen
Ludwig Oberreit tiber eine Reihentransformation berichtet, die er
und schon vor ihm Lambert gefunden hatte. Von Oberreit werde
erwihnt, daB er 1734 zu Lindau geboren wurde und 1803 zu Dresden
als Finanzbeamter starb. Die erwihnte Transformation von

geht so vor sich, daB die Gleichung zuniichst mit a 4+ baﬁ” multi-
pliziert wird. Dadurch fiallt das Glied mit gm+» fort, und man hat

(\a, + b.’b‘")y . azxm xm+2n . b’xm+3n ‘l‘ c’mm+4n -3

. dureh Multlphka.tlon mit (a + b'2") wird das Glied mit w"“"f"" weg-
geschafft usw. Dieses Vorgehen liefert

alz™ a 2$m+2n a’ m+4n

=a+bm”+(a+bm)(m +bm”) (a+va™) (o —ﬂ—bx)(a +b”m”)

Wendet man diese Transformation auf die Relhen fiir die Logamithmen
fir die Quadrat- und die Kubikwurzeln an, 8o erha]t man sehr schnell
konvergierende Entwwklungen '

Im Jahre 1786 veroffentlicht A. M. Low‘na wieder eme Relhen-
untersuchung®). Er summiert

1) Mem. mat. fis. Soc. Ttal. II, 1784, p. 886, % Lamberts gelehrter
deutscher Briefwechsel, herausgeg. von Joh Bermoulli, Band V (1786), p 304
und p. 354. 8) Mém. Acad. sci. Turin II, 1786-—1787 , .
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i 1 , 1 1

i p T oy = sn(p+209 @ si(@+399 it sin (p +20) 9

(und die entsprechende Reihe fiir die Kosinus) durch B‘énutzung des

1 -m
Integrals f _aiﬁ_ﬂﬁ fir endltche und fiir unendlich groBe . Bei-

4z

spielsﬁeise wird fir ¢ = -g— gefunden

R T R

sin @ sin2¢ ° sindg

G. Fontana gibt ohne Beweise®) 87 Theoreme iiber Reihen-
sumimen; wir filhren, um eine Anschauung zu vermitteln, einige an:

1 1.8 1.3.5
‘2‘h+2-4-6+2-4-6-8 be=15

11 12.3  1%.8%.5 2,
—22‘*22,42 9%.4°%. 62 I

1 12 12. 3% 12.3%. 5% 2

§+22-4+22-42-6 t 37 47 6% 8 To=3

Dag gentige! 7

" Mit rekurrenten Reihen beschiftigh sich Gian. Frane. Mal-
fatti®), Er knipft an Lagranges grundlegende Untersuchungen .
an. Ist Ay, + By, + -+ Ny,,,— 0 die Relation, die je (n+ 1)
aufeinander folgende Reihenglieder verbindet, dann ist

Yy = at® + b+ e +

das allgemeine Reihenglied, wobei «, 8, 7, ... die Wurzeln der Glei-
chung A + Bt + - - - + Nt" — 0 sind. Dabei werden «, 8, 3, - .. V01
einander verschieden angenommen. Die Behandlung gleicher Wurzeln
hatte Lagrange geliefert; aber Malfatti findet sein Verfahren in-
Jorrekt, zeigt den Fehler an einem Beispiele und ersetzt es durch
ein anderes, das er im Falle zweier und dreier gleichen Wurzeln er-
liutert (vgl. aber auch 8. 295). —

: Eine eigentiimliche, der Differentiation, und eine andere der
Integration ghnliche Rechnungsart bespricht Euler?®) in einem kurzen
Aufsatze. Thm ist aufgefallen, dafl die Formeln fiir die Reihensummen .
1n 4 2% 4 30+ -+ 2 bel aufeinander folgenden ganzzahligen
Werten von n in engem Zusammenhange stehen. So kann man aus

PPt aa b a4 22840 g — g5 durch Inte

e ——————

) Mem. mat. fis. Soc. Ttal. III, 1786—1787, p. 174 %) Ibid. IH, 17886,
-p. 571, % Nov. Act. Acad. Petrop. VI, 1788, p. 3.
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gration der rechten Seite und gleichzeitige Multiplikation mit 5 herleiten

15 4 25 .. +x5=—é~mﬁ+%x5'—l——5—#+0 xf‘—lm?—l—cst In

dhnlicher Weise geht er von 1 auf (n — 1) zuriick. Groflere Wich-

tigkeit konnen wir dieser gelegenthchen Bemerkung nicht zu-
sprechen. —

Aus dem Jahre 1787 ist kaum etwas beizubringen. Denn die
Arbeit von E. Waring?), deren Titel auf Reihen hinweist: ,,Werte
‘ algebralscher Grofen ausgedriickt durch konvergente Relhen“ ist 1n
Wahrheit algebraischer Natur; sie rechtfertigt ihren Titel nur durch
~ eine ungerechtfertigte Benutzung des binomischen Lehrsatzes fiir ge-
brochene Exponenten. Am Schlusse gibt sieeine historische {ber-
sicht iiber die bis zur damaligen Zeit unternommenen Versuche, die
Anzahl der positiven und der negativen Wurzeln einer algebralschen
Gleichung zu bestimmen.

, Wir haben jetzt auf eine umfangreiche, in Buchform erschlenene |
Schrift von Johann Friedrich Pfaff einzugehen?®): ,Versuch einer
neuen Summationsmethode nebst anderen damit zusammenh%ingenden
analytischen Bemerkungen®. , o
~ Pfaff beginnt mit einer Reihe hteramscher Notizen. Im zweiten
- Abschnitte setzt er seine Methode augemander, die als Hilfssiitze die
bedenklichen Gleichungen |

1—1—]—1—1—{----=% und 1vm——2”’-_{_3m_4m+...___0

‘benutzt. Handelt es sich nun z. B. um die Reihe
sinqz—}—sin2q3—l——l~sin3go—

-'_so setzt Pfaff fir jedes Glied die Potenzentwwklung nach dem Bogen |
ein und faBt die Glieder von gleichen Fxponenten in ¢ zusammen.
So entsteht mit Benutzung der obigen fragwiirdigen Resultate

- 1—-14+1—14--. ;g(l_lzg+32=4g+._!).
+%(1—24+34 44+)—=~(p,

also mér,kWﬁrdigerweise etwas Richtiges. Ahn}lich wird

sin2¢ | sin'3g o sing” . sin2¢” | sindg” o
quo—~22n1_|_ . und, o = + 3"*,+”."

~behandelt. Im letaten Falle ist die Summe nur dann angebbar, wenn

1y Phil. Transact. Lond. 1787,.313‘. 71. %) Berlin .1788.
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» und m zugleich gerade oder zugleich ungerade sind. Pfaff findet
fiir die letzte Summe O, wenn m <7 dagegen + %(p‘m, wenn M =1t

ist.© Ebenso werden Reihen

T n*? T sinng” and 2 4 n9cosng”
e - n:—At
e -

untersucht und mittels der Substitution 1= wy/—1 umgeformt. Auf
weitere Einzelheiten gehen wir nicht ein, da die Grundlagen seiner
Beweisfiihrung zn wenig fest sind.

Aus dem Jahre 1789 haben wir eine kleinere Arbeit Eulers zu er-
wihnen?), in der er darauf aufmerksam macht, daB die Substitution

% —=r(cosp + /=1 sing) von der Summe der Reihe
A+ Bz + Ca* + D+ - -
auf die Sufnmen der beiden Reihen fithrt
| A + Brcosg + CO#® cos2¢ + Dr® cos3p + - - -

und
Br Sil_:lq) + Cr¥sin2¢ 4 Drsind3ep +---

(vgl. S. 268). Diese Methode verwendet Euler auf die binomische
Formel. Unter Vernachlissigung der Konvergenzfrage stofit er dabei
auf Resultate wie

1—4cosgp + 10 cos2¢ — 20 cos 3¢ + - - - = €08 2¢: (16 Ccos q—;j)

ad1—38+5—T+9—...=0,

Unter den Verdffentlichungen der Petersburger Akademie 1m
Jahre 1790 befinden sich zwei Abhandlungen Bulers?), deren erste
an eine frithere des Jahres 1781 ankniipft (vgl. S. 276). Es handelt
sich um die Summen

@)+

G+ G )+ - G5

die fir ganze Wert‘e von m, n, p bewiesen werden und die auf be-
lichige Werte von m, m, p ausgedehnt werden sollen; also auch
hier wieder um eine I_nterpula.tionsa,ufgabé_ Der Wert von (—;—J*) fur
1

beliehige p, ¢ Wird mit Hilfe von f(Z—;—)” dz = p! definiert, und dann
| i

1y Nov. Act. Petrop. VI, 1789, p. 87. % Ibid. VI, 1790, p. 32
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die vorgelegte Summe als ein bestimmtes Integral dargesfe]lt. Setzt
1 . '
man fw“"l(l — m”)—”__ldm = A, so wird
0 .
1

atbv—1(1 _ b%“l _a _a+d a-+ 20 _ a-+(v—1)b .
fx A—a) dv= oo ayssgo a—|=('v—-1)b+cA’

0

und das leitet zur Loésung hin. Auch mit Aufgaben folgender.Art
beschaftigh sich Euler in dieser Arbeit: Er setzt

(1—a) * =1+ A2+ Ba® + Ca® + - ..

und -
(11— a) F =14 A"+ Baz® + Ca® 4. ..
und bestimmt die Summen der Koeffizienten-Aggregate

| 4 UA+ BB+ A+UB+BCO+ -, BHAC+BD -

Sebastiano Canterzani untersucht’) die Umkehrung der Reihe
y _adxta P+ a”s®+ -, mag die rechte Seite dabei bis ins
Unendliche gehen oder im Endlichen abbrechen. Er findet

G=by+ by + by A+ -

1 ' b’ 2 a/’ ”I I 2 b' b" a” —_ b’ 3 al,’ . .
1 ! = — = e
mit ¥’ =, = ——, b = ~ , --- und gibt die

Regel fiir die Bildung der Zihler an. Die erhaltenen Resultate ver-
wendet der Verfasser bei der Losung der Gleichung '

O=—yt+az+a’a®+--

Konvergiert die Reihe fiir #, dann konvergiert sie, wie dem Verfasser
,scheint®, nach der, dem absoluten Werte nach, kleinsten Gleichungs-
) wurze] falls diese reell ist; das hatte bereits E Waring angegeben.

Von den Eulerschen 'Untersuchungen iiber Reihen gehtren zwei
ins Jahr 1791. Die eine?) liefert filr das, durch Rektifikation der
glelchsemgen Hyperbel geometrlsch erlangte Resultat

1 1.5 1-5.9 1
T T 11+7 nn T
einen sehr einfachen direkten Beweis. Euler leitet auf dem glelchen
-G w-[—ﬂ o w—l—ﬂ at26 o
We%e 7T "3F6 T D b+6 brz6  b—a—0 sowie

1) Mem. mat. fs. Soc. Ital. ¥, 1790 % Nov. Ack Petrop. IX, 1791, pi 41,
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b C a

a a b
b+e+b+e'c+0+b+e'c+e"oz+e+ 6

her. . ' |
Die andere!) kniipft an folgende Tatsache an. Setzt man
2cos p = #, so wird fiir positive ganze n, die > 2 sind '

2005%@4235”.——%30"—'2_% %‘_}3_)%_4 n(n:%(rg_@
n(nﬁg)(n—ﬁ)(n—z) .
5 1.2.3-4 2 _

falls man sich auf die nicht negativen Potenzen von z beschrinkt.

"Fitr n =0, 1 und alle negativen und gebrochenen n ist die Formel

aber falsch. Wie erklirt sich das? Kuler setzt cosgp oder sing
gleich ¢z und cosng bezw. sinng =s. - Dann gilt
- (1 — 7)) — zdzds + n?sds® = 0.
Die Integration liefert, wenn f, ¢ willkiirliche Konstanten bedeuten,
VT g VAR
Die dem Problem entsprechenden Werte von f, g werden durch Reihen-
entwicklungen gefunden. So erhilt man

s — (5 2 zn—sz_[_ﬂ(ﬂ 8) n—d_ .. ) |

—ﬁ-(ﬁ"“%—% 11— 2_[_'"’('"'[‘3)2 nsé_‘_ )
als richtige und allgemein giiltige Formel; bei positivem, ganzen
n> 2 fallen die Potenzen mit negativen Exponenten von selbst fort.
An diese Arbeit kniipft Nik. FuB einige Untersuchungen?),
denen er die Fulersche Formel herleitet durch Entwicklung von

g+ VF =) = Ay — Byt 4 Cypt— Dyt

Eine andere Arbeit Eulers aus dem Jahre 1760 (slehe S 259)
gab Pfaff, der sich mit der Herausgabe von Eulers hinterlassenen
Schriften heschaftigte, Veranlassung zu weiteren Forschungen.’) Die

@

" Reihe 2 arctangt® oder in damaliger Schreibart 8.4 tang#* 1iBt

sich leicht unter der Annahme #*) = 1{&: }f(;)f (;2:4_1)1) durch Zerlegung

der einzelnen Summanden in (A4 tangf(2) — Atang f(z 4 1)) summieren.
Man erhilt dabei als Summe Atang f(1) — Atang f(z 4+ 1). Wird

do =024 4a2—1 und 89 = ey b = gesetat, dann ist eine solche‘

Darstellung von #® moglich, und man erhalt

1) Nov. Act. Petmp IX, 1791, p. 54. % Ibid. p..205. 8 Ibid. X,
1792, p. 123. ' »
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- 2ax

. |
ZAmnngrc A tang S CESETS

o [@—flz+7r) ' :oom 4 hee
Ahnlich 158t sich die Form #&) — = 1= 7@ @ 1) bei ganzzahligem 7 be

handeln. Hlelbel kann z.B. #o) — m—_l—_g—_l_— genommen werden, falls

4o =D? —i— — — o2 gesetzt wird. Pfaff wendet diese Methode noch
weiter an, um Iim zweiten Kapitel allgemeinere Fille summierbarer

Reihen aufzustellen. So berechnet er 2 ey wE_m_'_ , wenn
. ¢

ist; die GroBen E+u. E‘”—Fc bilden dabei

b

(E+ e T (E— F—1)?

nach Riccatischer Bezeichnung (8. 261) -eine ,,rekunente Renhe mit

Appendix®.
. Wir bespmchen oben (S. 290) eine Arbeit Ma,lfattls, der einen

Pupkt in Lagranges Untersuchungen fiber rekurrente Reihen als
falsch erkannt und verbessert hatte. Lagrange selber war auf
diesen Fehler’ schon be;i der Drucklegung seines Aufsatzes gestoBen; er
gibt nun jetzt!) eine meue Bearbeitung der Frage nach glelchen
Wurzeln, und gestaltet sie direkter und ubersnchthcher als Malfatti.
Seine Resultate fiir Wurzeln zweiter, dritter, vierter Multiplizitit treten
in verschiedener Form auf; am Schlusse der Abhandlung wird eine
fiir alle Wurzel-Multiplizititen gemeinsame Form den Mathematikern
zum Beweise vorgelegt. -
Eine wunderliche Arbeit Jean Trembleys stommt aus dem

Jahre 1794.2) Der Verfasser kniipft an den vierten, ither Ketten-

britche handelnden Aufsatz der Opuscula Eulers (vgl. S. 284) an, und
bringt zunichst eine Reihe Fulerscher Resultate auf die elegante Form
1—n+2/(—n+1)+3/(—n+2) +4/(—n+3)+- - =n+1
Tiir den Beleg der Giiltigkeit aber begniigh er sich mit einem un-
strengen Induktionsbeweise; und er macht sogar eine Methode aus
dieser Art von Beweisen. Er setzt z. B. als Anniherung |
m_ 1+ dx4 Ba® 4 Cx®
' A +ar= 14 ax—+ bax? - ca®’
wobei er die Konstanten in Zihler und Nenner der ‘rechten Seite
dazu benutzt, die Glieder der rechten Entwicklung so weit als mog-
lich mit denen der linken Seite in Ubereinstimmung zu bfiug’en Dann

wandelt er den Bruch rechts durch sukzessive Divisionen in einen
Kettenbruch um und kommt vermutungswelse so anf das G‘resetz,

' 1) Mém, de Berlin 1792, p. 247. %) Ibid. 1794, p. 109,
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nach ‘dem wohl die Kettenbruch-Entwicklung der linken Seite fort-
schreiten kann, Auf diese Art leitet er voller Stolz, immer wmit Be-
tonung der Einfachheit seiner Methode, Lavrangesche und Lam-
bertsche Resultate her, die natiirlich auf minder einfachem Wege
von ijhren Entdeckern erhalten worden waren.

- Pietro Paoli (Petrus Paulus) beginnt eine zur Reihentheorie
gehorige Abhandlung?) mit folgender Angabe: ,Lagrange hat be-
merkt, daff das allgemeine Glied rekurrenter Reihen von der Integra-

‘tion einer (endlichen) Differenzen-Gleichung abhiingt. Bisher hat nie-

mand wahrgenommen, daB auch die Summation einer rekurrenten
Reihe durch die Integration einer &hnlichen Differenzen-Gleichung ge-
leistet werden kann Kennt man das allgemeine Glied einer rekur-
renten Reihe, so kann man auf verschedene Arten ihre Summe
finden; die Paolische Methode kann aber auch ohne diese Kenntnis
auskommen. Die Reihe sei y,, %, y‘z,'m -y 9., ++; es bestehe fiir
]edes s die Relation ay, + by, ; + -+ +P¥,_, =0 Damn ist

o y——Am +Am1+Agm;’+--~
WO m, Wy, iy, -+ - die Wurzeln von at™ 4 b¢"t - -4 p = -0 sind.
betzen wir die Summe Z,=Yo+y + v+~ .+ y,, so folgt
By m—1+y::7 'z:z— ees T Yoo1s ")

und wenn man diese letzten Glem]humgen der Reihe nach mit a, b, c,
multlphznert und zueinander addiert, so entsteht \

as, +(b—-—u)z,_1+(0——b)z et ffpzm my =0
Demnach bilden auch die z, eine rekurrente Reihe; man hat also die
Gleichung au™*! + (b — a) w (e —Db)um—14...—p=0 saufzu-

losen; aber offenbar sind ihre Wurzeln gleich 1, m, my, my, - - ., und

daher ist 2, = Cy + Cm* + Cym™ + Cymg® 4 ---. Die C lassen sich
nun leicht aus ‘linearen Glemhuungem bestimmen, die aus den Anfangs-

werten 4,, %, - hervorgehen. — ‘
- Hier ist v1e]leleht der beste Platz fir die Besprechung einer

Arbelt die sich zwar nicht auf Reihen, sondern auf fortgesetzte Pro-

‘dukte bezieht, aber doch wegen deren Umwandlung in unendliche

Reihen nicht ganz unangemessen an dieser Stelle untergebracht werden

kann. Es handelt sich um einen Aufsatz von Chr. Kramp iber die

Wallisschen Briiche %); sie 1811; dexr Ausgangspunkt der Untersuc]hungen
fiber , Fakultiten®. Kramp setat : .

a(m +7) m + 27‘) (w + [n — l]fr) ar®ry

‘ 1) Mem. Acad. Mantova I, 1795, p. 121. 2) Nov. Act. Acad. Elect, Momunt

'sm quae "Erfurti est; I, 1797 (17‘99), 257.
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dann gelten die Formeln .
agmt+m)zr — gmrr (0& + ;m,,r)nn'r
und |
@™ (g ey = @t (a4 mr)rT

Wenn man ]iierirn n =.b7w setzt, so ergibt sich

. b—-a b—a
- a/mﬂr bmnr_a r n (a‘l“m'r)

filr m = 00 wird jeder Faktor des letzten Divisors o*lemh (oo 7), und
be1 b— a — d entsteht daher die Gleichung

d
alatn@42)@t+sn... T
(aid)(“'id+”’)(ﬂfid+29")rr(aid+3.,.),.f‘=—*#,—E-
(cor)y 7

Durch diese Formel meint Kramp den Wert der linken Seite *be-
stimmt zu haben; er iibersieht dabei, daB die rechte Selte nur eine Be-
zeichnung ist. Er geht dann zur Umwandlung der Fakultit

amET = g™ 4 Aol - Bam= 2 4 Cam=533 4 .
in eine- Relhe tiber und bestimmt die ersten Koefﬁmenten

A m—1 1 2B m—1 1

1 o Loyom,

m(m+1) m+1 2% m—DmF1) mIi g4 1
) 8 _om—1 1 m—1 ", -
m—2ym+1 mf1 27 12 4, -

| Die erhaltenen Resultate werden aunf die Entwicklungen
sinmw  m—m) (L m) @ —m) (2 +m)
sinnz n(—n) (1 4 n) )2 —n)(24m)--
s’innﬁz 2n@2—2n)(242n)..
- cosnm (1-—2%) (1—|—2m)(3—2fn)

angeWendet An und fir sich bedeutet die Arbelt nicht v1el sie ist
Jedoch historisch interessant als Ausgangspunkt der Fakultaten—Lehre
Im Jalire 1798 wurden die letaten Eulerschen “Arbeiten- iiber
Reihen, die in unsere Epoche fallen, von der Petersburger Akademie
verdffentlicht. Die beiden ersten. dieser Abhandlungenl) beschiftigen
sich mit der Entwicklung einer Funktion, die er in der. damaligen
Funktional- -Bezeichnung I': ¢ schreibt, in eine Reihe von -der Form
A+ BCOS‘P + C’cos2q> + Dcos3@p + - - - oder, nach: Euler, um
=(0) + (1) cos ¢ + (2) cos 2(p + (8) cos3¢p + - .o
" Die zweite ]Bezemhnunglwelse wiihlt " er, -weil bei der ersten- ,,bald das
ganze Alphabet erschopft sein - wurde“ Soll die ‘Funktion I'ig
stetig- sein, so miissen, wie Euler behauptet die Koefﬁmenﬁen sehr

- %) Nov. .Act.'P'Btmp. XI, 1793"(1798), P,rgg und p. 111‘4‘; S
Canmor, Geselﬁichte der Mathematilk TV. ! ) _ 20
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schnell abnehmen, da‘ sonst z. B. bei der Vermehrung des Arguments
o wn die Kleine Grobe fogs das Glied (1000) cos1000g in

| (1000) cos( + 1000g) = — (1000) cos (1000p)

ibergehen wiirde, was die Stetigkeit gefihrden konnte. Die spiteren

Kooffizienten diirfen demnach gegen die friiheren vernachlissigt
werden. Nun bildet Euler, um A4 zu bestimmen,

%F:O+—%F:%=A+G+E+G+J_—I—n-
=)+ @)+ 4)+(6), -3
%F:O+%F:%+%F:W=A—FE+J+N+---

| — O+ @+ ®) + s

dann

und
37

1t oo tp 2 tp®  tp 32 1 p
_S_F'O+TF.4+'4T.2‘+4F" 4+—§P°W
— A+ T+R+---=O)+B)+(8)+---.
Im letzten Resultat ist (0) schon als hinreichend genauer Wert der
rechten Seite anzusehen, so daB die Summe der linken Seite = 4 = (0)
gesetzt werden kann. Die weiteren Koeffizienten in @hnlicher Art zu
berechnen, wiirde viele Mihe machen. Euler wendet daher andere
Methoden an, die sich auf die Summation von
14+ cosgp -} cos2¢p +---+ cosngp

stiitzen, wo mg ein Vielfaches von = sein soll. Dabei erlangt er
das Resultat, daB, wenn '

’ 1 A ‘ y¥ '
,Z=-§-F:O+cqis—%§1’:%+c®s?-?1“:%’”—l—--«-}—%coslzf:m

gesetzt wird, die Béstimmung
2 25(,1)+ @n—N+@r+D+@En—)+ @+ D+

folgt. ; o ,
" So interessant diese Arbeit auch ‘ist, so komnen wir uns doch
nicht gegen ihre Mingel verschlieBen, die zum Teil in unbewiesenen
Annahmen iiber die Konvergenz sowie fiber die Grofe der Koeffi-
zienten, dann iiber die nur niherungsweise erfolgende Auflssung des
Problems beruht. Fiir -die Zwecke der Astronomie, die bei der
Untersuchung an erster Stelle in- Betracht kommen, bedeutet das Re-

gultat eine betriichiliche Rechnungs-Vereinfachung.

. Ein ungemeiner Fortschritt wird durch die unmittelbar fol-
gende Abhandlung reprisentiert, die am gleichen Tage, dem 26. Mai
1777, wie die erste Arbeit der Akademie vorgelegt wurde. Hier trith
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zam ersten' Male die gebriuchlich g o'ebhebene Koeffizienten-Bestimmung
dureh Integrale |

= (0) = —fI’ dgp und (%)——fl" qu oS N

auf, Dieses Resultat,benutzt Euler dann zur Transformation von
I':g =(O) + (M) cosp + (2)cos 2¢p + -

in die Reihe, die nach Pofenzen von cosg fortschreitet, und die wir
etwas abweichend von der Bezeichnung der Original-Arbeit

= [O] + [1] Cos @ -+ [2](cos @)% - [8] (CO,S @)* +

schreiben. Dabei kommt es natiirlich auf die Bérechnung von In-

tegralen f cos xp - (cos p)*de an. Es ergibt sich:
. 0 - . . !

(0) = [0+ = (2] + 2 [m f S g

und wenn # > 0 ist:

- (%+‘5)(”+5)(”+4)
T 1-8-12 [n+6]+--

Die beiden letsten Aufsitze Eu]l.ersi) beschiftigen: sich mit
Zyklometrie, d. h. mit der Frage nach expediter Berechnung des
Wertes der Zahl m. Euler gibt zuniichst eine kurze hlstorlsche
Ubersicht iiber die Resultate von A. Sh arp, J. Machin und
G. de Lagny (vgl. Band III%, S. 668—669); dabei - erklirt er die
Arbeit des letzteren, der die Berechnung auf 100 Stellen durchfiihrte,
fiir eine mehr als herkulische Leistung.?) Danach stellt er eine neue
Formel auf, die bedeutende Vorziige gegen die Leibnizsche Formel
hat. Bedeutet s den zur Tangente ¢ gehérigen Bogen, so wird

okl )+ S )+ E )

Auf verschiedenen Wegen, einmal durch eine Reduktionsformel, einmal
durch “eine Integral- Tra,nsformatmn, wird die Richtigkeit dieser Be-
z1ehung nachgewiesen. Ble emzelne,n Glieder lassen smh deswegen

) Nov. Act. Petrop. XI, 1793 (1798), - . 133 und p. 150, ﬂ) Euler uber—‘
. gieht hierbei eine Arbeit, auf die im Briefwechsel von Lamb ert IV, p. 480
| (Schreiben von Wolfram an Lambert) aufmerksam gemacht wu:d B Lamy ‘
bat = bis auf 128 Zlﬂ"em g'ehefert

20
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Jbequemer entwickeln als bei der Leibnizschen Formel, - weil jedes
* durch eine einfache Multiplikation aus dem vorhergehenden abgeleitet
werden kann. TBin weiterer Vorsug liegt darin, daB alle Ghede1 von
gleichem Vorzeichen sind, so daB eine Addition der Glieder geniigt. Wird

die neue Formel bei # =44 tang-;f + 44 tang—;l; verwendet, so entsteht

B HE) G
FL ) G I )

noch bessere Formeln erhilt man fir x — SAtang + 4.4 tang’ i,
da dle auf den zweiten Summanden bezug]uc]me Reihe nach Potenzen

von 100 fortschreitet, und fiir zx = 204 tang + SAtangﬁ)u, wo die

entsprecheudle Entwicklung nach Potenzen von m erfolgt.

Der Ausgangspunkt der letzten Abhandlung (ibid., p. 150) ist die,

Integralgleichung

2422+ 2° dx
f‘_, 42t _d“'” , f2_2m+w2—fdAtang2
zdax r*dx
2 f et &

| Nimmt man die Grrenzen der Integrale gleich O und z, so wird ihr

Wert gleich A tang 2 ; dies Integral bezeichnet Euler mit dem

‘astronommchen Zeichen fur die’ Sonne und shnlich die drei Integmle
rechts mit den Zemhen fur Saturn, Jupiter und Mars:

' _dw‘. E; zdz . ﬁdm »

Er schreibt also ® =25 4+ 22 4 g = Ataﬁ.ng 2‘;5’3- Nun ist die Ent—

'Wicklun"g des Nénners der Integrale nach Potenzen von fﬁ leicht. Die er-

Jangten Reihen werden fiir z =1, z m% md z = ! benutzt, wodurch

man‘ auf Atang 1 Atangg und’ Alfaang—f kommt. Die beiden letzten

Reihen, dle‘ nach Potenzen von i bezw. ——— 1 924 fortschreiten, konver-

gleren ‘recht o*ut und hefern den Wert fiir

—24 tamcr 5+ Atang

'm.ﬂ: memlmher Lelchtlgkelt als Aggregatl von sechs tmemdhehen Relhen'

~
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Im glemhem Bande der Petersburger Verdffentlichungen kommdt
Nik. FuB?) auf ein, frither von Euler behandeltes Thema zuriick
(s S. 294). Es han,delt sich um die Entwicklung von cosngp — s nach

Potenzen yon .¢os @ = z, und bei sin ng =12} 1—7 um die von v.
nach Potenzen von z. FuB stellt die schon von Euler angegebene
Dlﬁ’erentlalglenchung @8(22— 1)+ zdzds—n®sdz?=0 auf und integriert
sie mit Hilfe unbestimmter Koeffizienten in Glestalt einer Reihe, die
nach steigenden Potenzen von #z fortschreitet, statt nach fallenden,
wie bei Euler. Dabei wird das Eintreten von A-usnahﬁnefﬁllen ver-
mieden. .

Wir haben unsere Bheke jetzt Wleder nach England zu richten,
wo uns die Transactions von Edmburgh und die von London einiges
Bemerkenswerte bieten. Da sei kurz einer Arbeit von James Ivoryg)
- gedacht, der eine Formel schneller Konvergernz fiir den Umfang einer
Ellipse aus der Entwmklung ‘der Potenz (a3 + b* — 2abcos qo)" her-
leitet. Auf den Kreis angewendet liefert diese Formel’

12 12. 12 52 A
_"—‘1+22+22 +2242 62+22426 82+

als besonderen Fall..

Vier Aufsitze von John Hellms:”) beschiftigen sich mit kon-
vergenten Reihen. Der erste leitet eine Hﬂfsformel fiir die Trans-
. formation gewisser Reihen her. Durch zwel verschiedene Integrations-

m—1
Ausfihrungen von ? wird die Gleichung,
a™ GhTR . gmTEn + ‘ " ¥
Som o o m—n m+2n ' m(l—m") ' n(m-{-m)(l—m”)2
n-2n. g tin pe2n-3na™ i

+'m(m+h)(m+2%)(1——_m"'3 m(m—}-n) S(m 4 3%)(1——m) +
g'efunden; durch sie wird dann dle'zyklometrlsche ‘Formel
Com Ly, 11 111
| F—'ﬁ(l Toa T 17-,81‘+ ) A ?17?(3"' ERNT ) |
‘ .

éqf( +11 gt~ 27.1V5 ‘(%+10L81+)

umgestaltet, indem &ie‘Hilfsgleichung gich auf jede dér ‘v'ier_ _Kla.gnmei‘-

) NOV Act, Petrop XTI, 1798 (1798) p- 155. %) Transact. R. Soc. Of

Edmburgh IV (1798), p. 177. %) Transact. R. Soe. of London 84 (1'794), p. 217;
86 (1796), p. 185; 88 (1798), p. 183 und p. 521
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'reihen anwenden ]lélﬁt Die entstehenden Reiben schreiten etwa wie

die Potenzen von —~ fort

Die gleiche Transformatmn wn‘d in dem zweiten Aufsatze ver-
wertet, der sich die Aufgabe stellt, den log 10 moglichst expedit zu

berechnen. Es wird log10=3log2 + Iogm durch drei Reihen her-

gestellt, die ungefiihr nach Potenzen von - 8 fortschreiten. Noch be-
Qu'emere Reihen werden durch log 10 = 10 Jloc— + 31 DT&% erlangt.

Im dritten Aufsatze wird die Rethe .
ax + ba? + e + dot + ex® + -

die bei m#Big abnehmenden positiven Koeffizienten a, 8, ¢, ... und
emem z, welches nur wenig kleiner ist als 1, sehr gering konvergiert,
in die Summe zweler Reihen

(0 — ba® + ca® — da* + ex® — - ) 4 2(ba® + da* + f2° + ---)‘

zerlegt. Die erste Reihe kann mnach der Methode von F. Maseres
(vgl. 8. 271) behandelt werden; und die zweite Reihe, die offenbar
schon fir sich besser konvergiert, gestattet die gleiche weitere Be-
handlung, wie sie bei der urspriinglichen Reihe vorgenommen wurde.
- Die Wirksamkeit dieser Methode soll durch das Beispiel

2 3 ' 4
s+ T+ ST+ fir =,
‘das recht ausfiihrlich behandelt, wird, klar gestellt werden.

Der letzte Aufsatz von Hellins beschifligt sich mit einer Auf-
gabe der Stérungstheorie: Der reziproke Wert von (a — bcosz)" ist
in die Reihe 4 + Beosz 4 Ccos 2z 4 Deos3z + - - zu entwickeln.
Der Weg fithrt tiber Summationen miBig konvergierender Reihen.

~ Der Verfasser bemiiht sich, sie in besser konvergierende umzu-
wandeln. ‘

‘Im Bande 86 (1796) der Ph. Tr. Lond. befindet sich auch ein
franzbsisch geschriebener Aufsatz von Simon L’Huilier?), in dem
die Reihen fiir die Exponentialfunktionen, fir die Logarithmen und
fiir die Kreisfunktionen auf elementarem Wege abgeleitet werden; vor -
allem wird die Verwendung des Unendlichen dabei vermieden. Bei
den Herleitungen fillt dem Verf. die Analogie zwischen den char
rithmen und den trigonometrischen Funktionen in die Augen.

-5 Transact. R. Soc. of London 86 (1796), p. 142.
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Imaginiires.

Man hitte der Ansicht sein knnen, daB iiber die Meinungsverschie-

. denheit, die zwischen Leibniz und Johann Bernoulli in betreff der

Natur der Logarlthmen negativer Grofen bestand, durch die geniale
Arbeit Eulers, die im Band ITI?, S. 722 ausfuhlhch besprochen
wurde, endgiiltig entschieden “sei. Dem war nicht so! Und der
Grund daftir lag nicht zum mindesten in der freien Art und Weise,
mit der Euler in der Sitte seiner Zeit das unendlich GroBe und das
unendlich Kleine verwendet hatte; frelllch auch darin, daf er in seiner’
Arbeit nicht darauf eingegangen war, alle fritheren falschen Be-
hauptangen auf ihren wahren Wert zuriickzufiihr ren, und alle auf-
gestellten Paradoxa aufzuklaren Diese tauchten daher wieder und
immer wieder auf. —

D’Alembert veriffentlichte 1761 in seinen ,,OPuscules mathé-
matiques® I, Paris, einen schon mehrére Jahre friher geschrlebenen
Aufsatz ,,Sur les IOganthmes des quantités négatives”, in dem er flir |
‘Bernoullis und gegen Leibniz’ Anschauungen eintrat. Er fithrt
eine. Reihe von Griinden dafiir an, daB log (— a) = log (+ &) oder
nach der damaligen Schreibweise,-daB {-—a =1-4 a sei. In erster
Linie beutet d’ Alembert dabei eine etwas unbestimmte, von Neper

_ herriihrende Definition des Logarithmenbegriffs aus: ,Logarithmen
sind eine beliebige Folge von Zahlen in arithmetischer Progression,
die einer beliebigen Folge von Zahlen in geometrischer Progression
entsprechend zugeordnet sind; nur mit der Einschrinkung, daB.der Null,
der arithmetischen Progression stets die- Einheit der geometrischen
entspricht. Man hat also nach dieser Auffassung als |

Logarithmen ..., — 24, —a, 0, @, 24, 3a, ..., na, .

Numeri . . .,

1 1 - .
= 3 1, b, 0% O 7.-., b ..
bei belleblgen pomtwen oder negatwen Zahlen a und b. Davon
macht d’Alembert hiufig nicht ganz einwandfreien Gebrauch: Be-
hauptet Euler unter der stillschweigenden Vora,ussetzuﬂg einer posi-
tiven Basis, die . Logarithmen negativer Grofilen seien ,,unmoghch“
d. h. komplex so nimmt d’Alembert b negativ an und erhiilt dabei
fiir gewisse negatwe Zahlen auch reelle Logarithmem SchlieBt Eu]er,
“aus der Bernoullischen Annahme log (+ a) = log (— a) miisse not-
wendig fiir jedes a folgen log(a) = 0, so erklirt d’ Alembert, das
berge keinen Widerspruch, denn man brauche ja in dem oben ge-
". gebenen Systeme nur a =0 zu setzen, um ein Logarithmensystem: zu
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haben, das aus lauter Nullen bestehe. Jal d’Alembert faBt (L ec.
p. 180) das Schema
.y, 3a, 2a, a, 0,—a, —2a,...,, —na,...,

2 1 i 1
)»—-bgﬁ_bfu—-b7—17 B’ BEr fb_n‘)”';‘

5 — Xy iy — 0BG, ..., —2a, —a, 0, a, 2a, ...,
1 1 1 '

. e
0, ... - 7 1, &, B% ...

Tt ? bu)‘ M YR
als’ einheitliches logarithmisches System auf, trotzdem es in der Mitte
der Beziehungsreihe die Basis wechselt; und das, um log (4 ) =log(—k)

zu ‘erhalten. — Aus (4-1)* = (—1)* wird log(+ 1) =log(—1) er-

~schlossen. — In der Eulerschen Gleichung, die zur Berechnung von
y =log(—1) fiihrt (vgl. Vorles. M2, 8. 725 Z. 9 v. u.),
| —!—%=cos(g ]/—Ism(“l_'l)n

setzt d’Alembert A =mn und kommt zu’
\ ».1+J cos(?——)taz—!—}/—lsm(?———) =1,
. also zu log(—1) =0, statt daB er auf beiden Seiten glelchzeltw —

‘nach Null fithrt und dann die nchtlge Gleichung log (—1) = 4 V=i
erlangt.

MuB d’Alembert zugeben, daB man im ersten, oben angefuhrten
Schema fiir Logarithmen und Numeri durch keine Fortsetzung oder
Interpolation auf (— ), (— %), (— b%), ... kommen kénne, so schiebt
er meta,phymsche Griinde vor, um diesen Ubergang herzustellen. Er
behauptet, es sei nicht zu verstehen, wie der Logarithmus einer, vom
Positiven durch Null zum Negativen gehenden Veréinderlichen durch
negative Werte und das negative Unendliche ins imaginiire GroBen-
gebiet tibertreten kénne. Er seinerseits 1Bt deshalb die Logarithmen
vom negativ Unendlichen ins positive Gebiet treten. Wir komnen
nicht auf alle Einzelheiten emgehen miissen abet‘ J;edenfalls zwel'

v:lelfa‘ch der Sftremb drehte. - Es han-
delt sich dabei um die geometrische
‘Fassang der Frage nach.den Loga-
rithmen negativer Zahlen.

Ist y=¢?, also z=1logy:loge,
so heiBt die hierdurch repriisentierte

- Ai‘gpﬂ"’f" —

s,

% B Kurve die ,Logistica® oder die ,Jloga-
rithmische Linie“. Der Bequemlich-
, . keit wegen setzen wir loge=1.

- Zmr Abszisse z =0 gehort die Ordinate y =1 und zu =1

Fig. 3.
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gehdrt y =c¢.' Die von O aus gerechnete Abszisse ist ‘also der
Logarithmus der‘zucrehijrigen Ordinate. Bernoulli behauptete nun,
die Logistica habe noch einen zweiten Linienzug y = —¢%, eine

~ pGefdhrtin® (comes), das Splegelblld des ersten Zuges an der x-Achse.

Le1bn1kz leugnet, dies. D’Alembert tritt auf die Seite Bernoullis
und gibt folgen&en Beweis: Ist in der obigen Figur AQ = QP, so
ist die zu @ gehorige Ordinate — VAB- PM =+ QS. Hier stofen
wir also auf den oben erwihnten FehlschluB, daB aus-a® = »? auch
a="0 folg'e' Das Gleiche beweist d’ Alembert analytisch auch fol-
gendermaﬁen Die Gleichung y = ¢ gibt fiir unendlich viele Werte
von % einen doppelten Wert von y, sobald nimlich z ein rationaler
Bruch mit geradem Nenner ist; also hat die Logarithmica auf der

negativen Seite der Achse unendhch viele, vielleicht diskrete Punkte
An zweiter Stelle

die Bernoullische AR S A
Darstellung der Loga-
rithmen mittels einer

glemhsemtwen Hyber- /n
bel —» die auf & |

, A
ihre Asymptoten als z — 9
Achsen bezogen wird. pu ‘ ,Q '
Ist AN=1, AR—y, =
~ dann wird dle Fliche ' .
' NPSR=logy. - BS
| Py

Diese Bezichung zwi- L _
schen der Ordinate Fig. 4.

AR und der trapezartigen Fliche N PSR wird jetzt auc]n fur den

oberen Teil der Hyperbel als gultlg anuesehen, S0 daB z. B. zu der

01dmate Ar als Flache _ , _
NPQOA —]— AGpn -=|— npsr

gehort. Dann w1rd behauptet es sel A_Gpn bei _A_WE AN glewhv ‘
dem negatwen Betrage von NPQOA und npsr gleich NPSR;
daraus folge. dann, daB zu Ar die Fliche NPSR gehore d. b das

' glemhe Flanhenstuek w1e zu _AR somlt sel -

, log (AR) = log (A7) = log (— AR).

Bs ist auffallend, daf. diese Schliisse ,4a1.1,f_ alle méglichen Weisen
bekémpft worden sind, nur nicht dadurch, daB die Gleichung
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AGpn=—NPQOA

der Be]‘uauptung 00 — 00 = 0 dquivalent wire.

Gegen die d’Alembertschen Anschauungen und Behauptungen
erhob ein italienischer Chevalier, Daviet de Foneenex seine Stimme?).
Sein Aufsatz ist bauptsichlich durch den Versuch eines Beweises der
‘Wurzel-Existenz algebraischer Gleichungen bekannt, den C. F. GauB
in seiner Inaugural-Dissertation eingehend kritisierte. Wir. wollen
einem frither (Band IV, S. 119) gegebenen Hinweise folgen, und neben
dem weiteren Inhalte des Foncenexschen Aufsatzes iiber die imagi-
niren Grofen auch diesen besonderen Beweis in den Bereich unserer Be-
sprechungen ziehen; dazu sind wir um so ‘mehr berechtigt, als es sich
beim Foncenexschen Beweise nicht eigentlich um die Existenz der
Wurzeln, als vielmehr darum handelt, zu zeigen, daB die als existie-
rend vorausgesetzten Wurzeln einer jeden algebraischen Gleichung die
Gestalt 4 + BY/—1 besitzen. Die Frage nach der Existenz der Wur-
zeln selbst war zu damaliger Zeit noch nicht mit der nétigen Schiirfe
gefalt worden.

In § 5 der Abhandlung zeigt Foncenex zunichst, daf die Wur-
zeln einer quadratischen Gleichung mit reellen oder komplexen Koef-
fizienten in die Form ¢ -+ d}Vﬁ 1 bei reellen ¢ und d gebracht werden
konnen. Dann betrachtet er eine algebraische Gleichung in ¢ des
Grades 7, wo # in seine verschiedenen Primzahl-Potenz-Faktoren zerlegt

=2mp.g.s.t...=2m'.P

ist; er versucht nun einen quadratischen Faktor (s2 — ue 4 M) des
vorgelegten Gleichungspolynoms herzustellen. Dabei hiingt « von
einer (leichung des Grades 2=-1P. (2mP — 1) ab, da u die Summe
je zweier Wurzeln der vorgelegten Gleichung darstellt, also

- (r— 1) Werte hat. Die Gleichung in w ist daher vom Grade
2m-1P;, wo P, ungerade wird. Fiir dieses neue Gleichungspolynom
in # wird wieder ein quadratischer Faktor (w?® — u,u -+ B, gesucht;
dabei bingt w; von einer (leichung des Grades 2"-?P, - (P,2"~! —1)
ab. Bo geht man weiter, bis man nach m Schritten auf eine Glei-
hung unger'adwen Grades fiir %, , in dem Faktor ;

(uh—s — dm—l e+ M, _,)

des vorhergehenden Polynoms stBt. Eine solche Gleichung un-
geraden Grades hat, wie Fencenex aus Stetigkeitsbetrachtungen her-

1) che]lamea ‘Philosophico-mathematica S@ezetaﬁs privatae Taurinensis I,
1759, p. 113 (der zweiten Numerierung).
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leitet, immer mindestens eine reelle Wurzel; u, _; ist also reell
Aber auch M, _,; Foncenex sagt namlich: , M, -, ist, wie man
weiB, durch ,_, und durch die Koeffizienten der gegebenen Glei-

Ghmlg in 'z ohne Wurzelauszm]hund darstellbar“. Folglich hat

S Mmes—Up gty M, =0
eine Wurzel m + » ]/— 1 bei reellen m und #. Setzt man sie in
. . .
Uin—s — Uy _g° U — 3+ 2_0

ein, so bestimmt sich M . durch ratlonale Operationen?); also hat

auch diese. G“rlelchung Wurzeln von der Form p 4+ q]/——l— usw. bis
man zu 27— u# + M= 0 kommt, ‘deren Wurzeln dann auch die Form
‘A + BY—1 haben. Damit wire gezeigt, daB die vorgelegte alge-
braische Gleichung 7** Grades in # das Trinom (2 —24¢+ 42+ B‘“’)
als Faktor besitzt, also die Wurzel A + BV—- 1 hat.

Wir haben schon hervorgehoben, dafl diese Folgerungen die
Wurzelexistenz algebraischer Gleichungen nicht beweisen, sondern vor-
aussetzen; daf sie also nur den Zweck haben konnten, den Satz zu

begriinden, jede algebraische Grofe stehe unter der Form 4 + BY—-1.
Aber selbst dieser Zweck wird nicht erreicht. Denn, wie GauB in
§ 11 seiner Dissertation zeigt, ist die Behauptung, die Grofe M,
sei dureh u, , und die Koeffizienten rational darstellbar, nicht allge-
mein richtig. GauB faBt sein Urteil dahin zusammen, es wire ein be1
weitem tieferes Kindringen in die Theorie - der Ehmmatmn notig, -
um den Foncenexschen Beweis zu einem strengen zu machen.

Gehen wir zur Besprechung des weiteren Inhalts der Arbeit
iiber! Hinsichtlich der imaginiren Gleichungslésungen #uBert sich
der Verfasser noch nicht sehr weithlickend (§ 6): ,Die imagindr en
‘Waurzeln haben keine geometrische Darstellung. In welchem Sinne
man sie auch nehme, man kann keinen Nutzen aus ihnen ziehen. Man
muB bestrebt sein, sie soviel als mdglich aus den Endgleichungen zu
entfernen:“ ' Sl ‘

Foncenex unternimmt es, die Eulerschen Resultate auf neuem
und sichererem Wege herzuleiten und zugleich die Schwierigkeiten, die
: Bernoulh ‘in der Theorie der Logarithmen gefunden hatte, zu be-
seitigen. | ‘Sein' erstes’ Ziel erreicht er leicht mit Hilfe der Glei-
chungen des Kreises und der Hyperbel; er figt hmzu, daB der ge-
gebene Beweis von Lagrange ihm mltgetellt sei.

Hinsichtlich der Schliisse, die Bernoulli an die Betrachtung der
Flichen gleichseitiger Hyperbeln gekniipft hatte, wendet Foncenex

) ypar de pures préparations algébriques'.
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éin, daB zwar die beiden entgegengesetzten Zweige der Hyperbel ge-
miB dem Gesetze der Stetigkeit miteinander im Unendlichen zu-
sammenhingen, daB dies jedoch fiir die oben konstruierfen Flichen
der Hyperbel nicht gelte. Denn das Differential der Fliche fiir

a 1
eine unendlich kleine Strecke Aa sei ja zdy = ﬂz—f—' =§,—% =1 fiir ein
positives y und gleich —_—g—y ——1 fir ein negatives y. Es ge-

schehe also beim Ubergange von - positivem unendlich Kleinen zu
negativem unendlich Kleinen ein endlicher Sprung, der sich mit

- stetiger Fortsetzung der Flichen nicht vertrigt. Foncenex gibt

den - Anhéingern Bernoullis die Existenz eines zweiten Zweiges

- der Logarithmica zwar zu, sagt aber, daB beide reell, voneinander
.isoliert, zwar transzendent miteinander verbunden, dagegen algebraisch

voneinander unabhingig seien.

Diese Ansichten bekdmpft nun wieder d’AIembert in dem ,Sup-
plément“!) des oben erwihnten ,Mémoire“. Auf den Einwurf be-
treffs der Unstetigkeit des Flicheniibergangs erwiderte d’Alembert
mit Recht daBl fiir - negative, unendlich kleine y folge -—(—73/) =1.
Auch seine. iibrigen Behauptungen verteidigte er mit Beharrlichkeit.

Die Schrift hatte den Erfolg, daB Foncenex sich in einigen
Punkten fiir iiberzeugt erkliirte.’) Er trat der Anschauung bei, daB

~die Logistica aus zwei, algebraisch zusammenh#ingenden Zweigen be-

stehe andererseits versucht er die Eulersche Formel mit den d’Alem-

, bertschen Ansichten zu verkniipfen. Fiir die Existenz zweier Zweige
“der Logistica bringt Foncenex jetzt selbst einen neuen Beleg bei:

bedeuten ¢ und  Abszisse und Ordinate der Evolute der Logistica,
so gilt w=+7V/(f— 1)~"; das doppelte Zeichen fiihre mit Notwendig-
keit auf die beiden Zweige. ) ,
- Hier moge noch folgendes im AnschluB an die besprochenen °
Aufsitze von Daviet de Foneenex erwihnt werden. J. B. J. De-
lam'br-re teilt in seinem yBloge de Lagrange® mit und wiederholt
es in seiner, den Werken Lagranges vorgedruckten ,Notice sur la
vie ete. p. XI, daB Lagrange seinem Schiiler und spiteren Freunde
Foncenex eigene Forschungen in der Form fertiger Resultate iiber-
lieB, die dann dieser, weiter ausgefiihrt und begriindet, unter eigenem
Namen veroffentlichte. Ob diese Mitteilung richtig ist, mag dahin-
gestellt bleiben; _]edenfalls stand die Abhand]lung psur les lagarlthmes
des quantités lmagmalms“ (Misc, Taur. I), wie Foncenex selbst -an-
gibt, unter Lagranges BinfluB. Das Verlassen des hierin eingenom-

1 Qpuscules I, 1761, p. 210. %) Miscell. Taurin. III, p. 387.
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menen Standlpunktes in den Eclaircissements”  (Mise. Taur. III)
spricht dagegen weniger fiir eine Mitwirkung von Lagrange.

Um die Arbeiten d’Alemberts auf diesem Gebiete gleich hier
Zu. erledlgen erwihnen wir einen im finften Bande der ,Opuscules?
gegEbeDen Aufsatzi) iiber die Mehrdentigkeit der Ausdriicke von der

Form l/a + b)Y/ —1. Seine Darstellung der Warzeln ist vollig kor-
rekt, — Ferner stammt aus dem Jahre 1778 ein Artikel iiber Loga-
rithmen?) von ihm; er vertritt - durchaus noch seinen fritheren, von
uns oben dargelegten Standpunkt. — _ . .

Im Jahre 1768 erschien unter dem Titel ,Von den Logarithmen
verneinter- Grofen® eine sehr umfangreiche Arbeit von W.J. &. Kar-
sten.®) Sie liefert eine gute historische Darstellung der Frage und
eine eingehende mitunter- etwas breit gehaltene Kritik .der Darlegungen
und Beweise d’Alenberts (sxc') Karsten steht vollig auf der
Seite Kulers. Den Hyperbel-Beweis, durch den Bernoulli die
Existenz der beiden Zweige der Logarlthmlca dartun will - sucht

_Karsten dadurch zu entkriftigen, daB er die dabei benutzten_, Be-

griffe der positiven und der negativen Flichenstiicke kritisch priift

- und ihre Anwendung auf das vorliegende Problem als unstatthaft er-
“lirt. Die Unhaltbarkeit des ersten oben gegebenen Beweises (S. 304)

tut Karsten dadurch dar, daB er ihn auf eine beheblge Kurve
anwendet, indem er deren Gleichung y = f(2) durch 42 = f(z)* er-
sotzt. — Im ersten Teile seines Aufsatzes geht Karsten auch aus-
fihrlich auf die Natur und den Begriff  der negativen Zablen ein.
Er erklirt sie als Richtungs-GroBen und bekdmpft die Meinung, es
seien negative GroBen solche, die ,kleiner als die Null“ seien. Sonst
wiirde ja.(vgl. Bd.III% 8.367) aus der unzweifelhaft richtigen Pro-
portion 1 : (— 1) = (— 1): 1 folgen, daB sich das GroBere zum Klei-
neren verhalte, wie das Kleinere zum Grofieren. - | o

Die Zelteufolge notigh uns, auf eine andere Frage ‘sinzugehen,
die auch ein wesentlicher Bestandtell der Theorie des Imaginiiren ist.
Es ist die Frage, ob alle imaginiiren Groﬁen in der Gestalt |

- o A+BY=1

Idabrstellba,r smdi wo A und B, 1eelle GréBen bedeuten. Uber die UnQ

bestimmtheit, .um nicht zu sagen. die. Unklarheit der Fragestellung’
setzten sich die Mathematiker der damaligen Zeit um so leichter hin-
weg, als die Begriffe des Imaginiren und des Unméglickien noch. immer
memamder splelem D’ Alembert ]natte 1747 durch die Benutzung :

1 Opucules V, 1768, p. 183. ) Encyclopédie XX, Gendve 1778, p. 234,
% Abhandl. der churfiirstl. Baierischen Akad. d. W. V, 1768, p. 3.
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unendlich kleiner GroBen den Beweis dafiir zu liefern gesucht, daB sich
die ,unmoglichen Wurzeln algebraischer Gleichungen in der Form
A + BY—1 darstellen lassen; Bougainville hatte in seinem »Lraité
du caleul integral®, Paris 1752, diesen Beweis recht iibersichtlich
reproduziert. Auch Foncenex lieferte (1. ¢.) einen Beweis dieses be-
sonderen Satzes zugleich mit einer Kritik des d’Alembertschen Ver-
suches; d’Alembert kritisiert dann seinerseits den Foncenexschen
Beweis in dem ,Supplément” (siche S.308). Euler haite 1749 durch
eine. Beihe von Beispielen den allgemeineren Satz tiberaus wahr-
scheinlich gemacht. ‘

Nach' gleicher Richtung geht eine Arbeit des italienischen Ge-
lehrten Pietro Paoli; sie findet sich als drittes »Opuseculum
seiner Opuscula analytical). Paoli legt Gewicht darauf, seine Ab-
leitungen unter Vermeidung der Infinitesimal-Rechnung zu geben, und
benutzt, um”das zu erméglichen, durchgehend das Prinzip der unbe-
stimmten Koeffizienten als Hilfsmittel fir die Herleitung der ngtigen
Formeln. So liefert er die Entwicklungen von a7, log(1+2), sinz, cosz,
tang z, arctang z. Nach diesen Vorbereitungen geht der Verfasser zu
einer Reihe von Beispielen iiber. Er heginnt mit dem Logarithmus

von (a+b V=1); diesen' stellt er mit Hilfe der zuerst vorgenommenen
~ Entwicklung in der Form einer unendlichen Reihe dar und findet
“log(a +bY—1) = logVa® + ° + BV—1, wo B =are ta,ngg ist.
Fiar a = 0 gibt er noch als besonders erwihnenswert das J. Ber-
nounllische Resultat .
| ' log(—1)
an.. Dann folgt die Behandlung von

log[log(a 4 o-Y—1)], log {log[log (s -+ b-Y—1)1},
usw. In gleicher Weise wird
. -pa+b* V:l_, -pq(a-ﬂ-wb-v:—l)‘,

ﬂh
. =

e

auf die Form 4 4+ BV-—-_I gebracht; dann

(a+3Y=Tp, (ot b-y=Ip++17
usf Hierauf kommen die goniometrischen und die zu ihnen inversen
Funktionen an die Reihe. Und den SchluB bilden die Kettenbriiche
mit imaginiéiren Teilzihlern und Teilnennern. Die abbrechenden lassen -
‘sich sofort durch Aufrechnung erledigen; die ins Unendliche fort-
laufenden werden zunichst in unendliche Reihen verwandelt.

% Liburnum (Livorno) 1780, p. 131.
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-~ Auch Nik. FuB beschiftigh sich!) mit der Frage mach der Dar-
~ stellung imagindirer GroBen. Dabei macht er ganz wunderliche
Springe. Wenn z eine variable imaginire Grofe, a, b, ¢, . . . reelle Kon-
stanten bedeuten, . -ctl‘a:,nn umfassen die beiden Formen ¢ 42 und b-2
bei der willkiirlichen Bedeutung von @, b, z unendlich viele imagi-
nire Grofen. Die GroBen der beiden Formen a - 2z und bz kénnen
einander nur gleich sein, wenn ¢ =0 und b=1 ist. Die allgemeinere
Groflenform @ = b2 umfaBt unendlich vielmal mehr GroBen als o + 2,
da in ihr auch b alle reellen Zahlen durchlaufen kann; deshalb um-
faBt sie ,wahrscheinlich“ alle imaginiren Grofen; samlt auch jede

. [4]
von der Form 7 yDemnach kann man, wie -es scheint, als sicher
: . ¢ . . ' - ‘
annehmen, daf jedes = gleich einem @ + bz sei, und zwar nur auf

‘eine Art¢ Aus a + bz,=(—§'— folgt die Gleichung

b2*+ a2 —¢c=0 und Z#ociﬂy—-l?

wo « und f reell sind; dadurch wire der Satz iiber die Darstellung
1mag1nare1 Gréfen allgemem bewiesen.

Euler wird diesen Beweis von FuB schwerlich a,ls vollgiiltig
und tiberzeugend anerkannt haben; sonst hitte er wohl kaum 1783
~im zweiten Teile der ,Opuscula analytiCa‘"‘ p. 81 unter anderen For-
derungen an die Forschung auch die eines strengen Beweises fiir
diesen. Fundamentalsatz aufgestellt. o

Mehrere andere Mathematiker versuchten smh wie d’Alembert
und D. de Foncenex, um das Theorem in der Welse, dafl Sie es
mit dem Problem der Wurzelexistenz algebraischer Gleichungen” ver-
quickten, sich also die Aufgabe stellten, die Form der, noch nicht
_als vorhanden bewiesenen Wurzeln festzustellen. Wir konnen solche
 verfehlten Untersuchungen; wie die von Seb. Cauterzanﬁ) hier
. iibergehen. — '

, An dem Leibniz- Bernoullischen oder, wenn man will, dem
Euler- d’Alembertschen Widerstreite der Meinungen beteiligte sich
auch der Italiener Greg. Fontana.®) Er steht auf Eulers Seite,
 findet aber, daB Eulers Herleitung . der unendlich vielen Werte von

log (3030) + singp /—1) durch die Benutzung des Unendlich-GroBen
und des Unendlich-Kleinen ‘an Ubersichtlichkeit und an Uberzeugungs— |
kraft verliert, Deswegen - schligt Fontana einen anderen Weg ein.
" Br beweist die entscheldenden Formeln emmal durch Integmtmn von

)AG15 Petrop. 1781, pass I, P 118. % Mem. Soc. ital, 11‘, 1784.
% Ibld I, 1782, p. 183, L '
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Differential-Ausdriicken, dann aber auch ohne Integrierung durch Sub-
stitution von z = tangg -} —1 in die Entwicklung

‘ 1 1 1 .
IOg 112 =2($+§$3+gx5+7$‘+");
‘dadurch _gelangt er zu der gewiinschten Eulerschen Formel

l(p Y—1=log(cosq + sin p Y—1),

die die unendlich vielen Werte des Logarithmus vermittelt.

" In aller Kiirze sei noch ein Aufsatz von Fr. Mallet erwihnt?),
“der den Zwist schlichten will, aber in seinem elenden Kiichenlatein
kaum tiber die historische D&rateﬂung der Meinungsverschiedenheiten
“hinauskommt. :

Einige Darlegungen von J. A. Chr. Michelsen fithren uns zu
der Logarithmenfrage zuriick. Michelsen gab 1788 die Ubersetzung
der ,Analysis infinitorum“ Kulers heraus und versah sie mit An-
merkungen zweifelhaften Wertes. Die zum siebenten Kapitel gehdrigen
beschiftigen sich mit der Eulerschen Logarithmen-Theorie und be-
- kiimpfen sie. Natiirlich kniipft Michelsen an die Verwendung des Un-
endlichen an. Er sagt 8. 500—501: ,Euler betrachtet die Formel

logz = li_m n (%— 1)

“als a,llo‘emem giiltig. Setzt man fiir z Jrgendeme nega,twe Zahl und
fir » nach und nach immer groBere positive ungerade Zahlen, so

~ findet man fiir }z auBer den unmdglichen Werten auch allemal einen
reellen neg'ahven Wert  und es sollte folglich jede negative Zahl
auber den imaginiren auch einen reellen und zwar negativen Loga-
 rithmen haben, der mit dem Logarithmen der gleichgroBen positiven
- Zahl verglmhen groBer sein wiirde. - Ferner setze man fiir % nach
und nach immer groBere positive aber gerade Zahlen und lasse z

positiv sein. Alsdann hat ¥z zwei einander entgegengesetzte sonst -
gleiche Werte, und es miifite demnach logz einen doppelten, sowohl
den Zeichen als der GrbBe nach verschiedemen Wert haben Zu
weiteren Angriffspunkten fihrk die Allgemeingiltigkeit der G%lelchunu

mn

a’" =a”, Wle dies ja schon bei Bernoulli tmd d’ A.lembert zu_
verzeichnen war, die ihre darauf gegriindeten Einwinde geometrisch

formmllert hatten. ‘ _
Seine Ansicht ist (S. 508) dis falgende- »u jeder Grofe,

7 Nov; Act. Upsal. IV, 1734, p. 205.
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- sie 'mag nun positiv oder negativ, reell oder imaginir sein, gehdrt ein
mdglicher Logarithmus und nicht mehrere.

Ferner sei noch erwihnt, daB Pietro Franchini in seiner
,Teoria dell’ Analisi¢ Roma 11 92, 1 fiinf Beweise fiir die Richtigkeit
der Formel log (— 2) =log (+ 2) publiziert, freilich ohne neue Ideen bei-
- zubringen; und daB Malfattit) eingehend untersucht, ob die Logistica
einen oder zwéi Zweige besitze,

Auch Késtner findet, wie so mancher vor und nach ihm, daf die

von Huler beliebte Benutzuucr der hoheren Analysis das Eindringen in
die Natur der Logarithmen erschwere. Kistner erkennt a,nﬂ), daB
‘Hilfsmittel der hoheren Mathematik hotwendig seien, um ,die Mannig-
faltigkeit der unmdglichen Logarithmen zu kennen und zu brauchen®,
‘aber er meint, daf sich schon ,aus den ersten gemeinen Lehren von
den Logarlthmen dartun lasse, daBl jede bejahte Zahl einen mdglichen

Logarlthmen hat und nur einen moghchen und daB verneinte Zahlen

kéinen méglichen Logarithmen haben“. Der Standpunkt ist, wie man

sieht, ein noch ziemlich beschrinkter. Um den Nachweis elementar zu

liefern, erklirt Kistner jede ,,beJahte“ Zahl als abgekiirzten Ausdruclg
ithres Verhiltnisses zur Einheit und setzt, um das anzudeuten, +
=(1:a). Dann wird fiir ganze positive m die Potenz a™ — m.(1:4),
d. h. das Resultat des m-fachen Verhilinisses (1:a), (a:a?),

(am—*:a™); die gleiche Erklirung soll fiir gebrochene positive Expo-

nenten m = £ gelten, ,da das Verhiiltnis (1 :0) in ¢ Teile goteilt
q

Werden konne, von denen dann p genommen werden, um *- (1 @)

A O‘eben So sei (1:8)=38-(1:2), also
A %(1 8)=(1: 2) und _—(1 8)—(1 4)
-,,Das Verhiltnis (1:—a) 138t sich mit kemem Verhaltms zwischen

" ein Paar bejahter Zahlen vergleichen Ist bei konsta,ntem pomtwen ¢
und bei positivem y das Verhiltnis (1:y) das x-fache des Verhilt-

nisses (1:¢), also (1: y) = -(1:c) oder ¢ =g, s0 liefert das ein loga-

- rithmisches System mit der Basis ¢. Ist z ein Bruch. . 2 ;— - dann

: ,konnte Y Zwar einen verneinten Wert a,nnehmen “aber dlese Anpahme
_ _Wurde besa,gen das’ Verhaltms zw1schen 1 und einer verneinten Zahl

se! P; : Vlelfach@s des Verhsltnisses (1:¢). ,Und das findet nicht
statt.“" Den Grrund blelbt Kastner uns schuldig, Denn das soeben

)Mem R Aond. Mantova 1795, p. 8. %) L_eilz;z,_Mdgaz_.-f, Ion A
Ma,them Stiick 1V, 1786, p. 531. e T ;
CANTOR, Geschichte der Ma,themahk iv. _ : : 91




314 Abschnitt XXI.

m -Anfﬁhrungszeichen Gesetzte 1st doeh sicher kein Grund fiir diese

Behauptung.
Paolo Fr1s1 hatte in- seiner Algebra') -eine Unterscheidung
zwischen der reellen und der

' / W imaginiren Null gemacht und

S ' / die Behauptung aunfgestellt, es
sei micht 0-}—1—= 0; denmn
daraus wiirde die wunrichtige
Proportion folgen

1:Y—=1=0:0.

Er meint,” die imaginire Null

zeige eine reelle Grofe an.
Fig. 5. . . : Diesen vermeinten Unter-
schied hatte G. Riccati?) durch
geometnsche Griinde zu stiitzen versucht. Es sei HDG...JBE... eine
Konchoidé; AB=FE=AD=FG=---=a; (d=c ud c¢>a.
Dann bestehe zwischen den Koordinaten z, y jedes Kurvenpunktes

E— (z|y) die Gleichung z = C=NVa—9" pyy y = ¢ ergebe das

y

z=0-—1 __l“g_i‘f_ :

' Aber fur y = ¢ existiere nach der Deﬁmtmn der Kurve kein Kurven-

punkt; demnach konne z nicht gleich Null sein.
. F. Th. Schubert®) weist diesen Einwurf ganz richtig zuriick:
Der Punkt C besteht tatsichlich als isolierter Kurvenpunkt, als
 punctum conjuga ' o
Ohne Kenntnis von dem Aufsatze Schuberts zu haben, auf den
er sonst hingewiesen hitte, tut Greg. Fontana das Gleiche.) Dabei
wendet er sich polemisierend gegen die soeben besprochenen Awus-
fiihrungen Frisis: Wiire 0-¥—1 von O verschieden und etwa — ¢

| +bY—1, wo a, b reelle GroBen bedeuten, so wiirde daraus das

offenbar um‘i«‘:htigel Resultat /—1 = — %’— folgen; die von Frisi be-
anstandete Propnrﬁ@ﬁ 1:/—1=0:0 weise wegen der Unbestimmt-

heit der rechten Seite gar michts Widersinniges auf

Franec. Pezzi®) sucht die Frage zu beantworten, warum Euler

“in seinen Formeln stets die Gestaltung cosg + sing-}—1 sta{;t der -

ebenso nahehegenden und scheinbar ebenso berechtigten

1) Mailand 1782. %) Memorie mat. fis. Soc. Ttal. IV, 1788, p. 116. ‘
8 Nov. Act. Petrop. VIII, 1790, p. 171. %) Memorie msat. fis. Soc. Itel. 1799,
VI, p. 174 %) Ibid. 1790, V. .
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s singp 4 cos - —1

genommen habe. Er kommt zu dem Schlusse, dies sei erfolgt, weil
die Darstellung der Potenzen des Ausdrucks bei der ersteren Form
einem einfacheren Gesetze unterworfen sei, als bei der zweiten.

-B. Fr. Thibaut!) gibt in einer historischen Arbeit eine kurze,
gedringte Ubersicht tiber die wichtigsten Phasen der Entwicklung der
Lehre von den imaginiren GroBem - Er figt einige kritische Be-
merkungen an, mit denen er sich in dieser Frage ganz auf die Seite

von L. Euler stellt.

Wir nahen uns dem Schlusse; haben aber zﬁnachst eine historische
Bemerkung zu machen, die sich auf die Bezeichnung der imaginiiren
Finheit bezieht. Im vorhergehenden haben wir dlese dem Gebrauche

der damahgen Zeit entsprechend, mit V— 1 bezelchnet das jetzt
meist fibliche 4% hatte noch kein Biirgerrecht erlangt. Von wem
stammt die Einfiihrung dieses ,¢“? Wohl von Euler! Tm vierten
Bande der zweiten Auflage der Eulerschen , Institutiones Calculi
mtegmhs“ 2) findet sich als viertes ,Supplementum erstmalig ge-
druckt eine Abhandlung des Verfassers ,De JIntegratione formularum
angulos sinusve angulorum implicantium® und als ihre erste Nummer:
y1. De formulis differentialibus ... M. S. Academiae exhibit. die 5 Maii
1777% Darin heiBt es: ,Problema 1: ,Proposita formula diffe-
v COS NP

. - co . i o . . . X
rentiali M, ejus integrale per logarithmos et arcus circulares
investigare’.  Solutio: Quoniam mihi quidem alia adhuc via non

~ patet. istud p'raesta,ndi nisi per imaginaria procedendo formulam

V—1 littera ¢ in posteriorem designabo, ita ut it 75 = — 1,
ideoque %;_— i% Auf einen fruheren Gebrauch des Zelchens ¢ sind

wir nirgends O‘estoﬂen
Den SchluB unserer Dar]legungen liefert eine Abhandlung Von
grofer Bedeutung, der wir das Motto -geben machten: ,habent sua

fata libelli. Sie eilte 1hrer Zeit voraus; sie blieb unbeachtet; sie

wurde nach 100 Jahren der Vergessenheit entrissen und anerkannt.
Die Abhandlung trigt den Titel: ,Om direktionens analytlske Beteg—'
ning®; ihr Autor ist. Caspar Wessel®) Zunichst heben wir aus
einer Besprechung seltens des Herrn Valentiner emleltend folgendes

heraﬂus 9

) Dissertat. inaugur, Gotting. 1797. - %) Petropol. 1792—1794, 4 vol. 47,
(wibrend die erste. Auflage nur 3 Volumina aufweist). %) Danske Selsk Skr,
N. Samml. V, 1799, =~ % Jahrb. Fortschr. Ma,th 28 (1897), P- 499
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Diese Abhandlung, welche vermutlich die #lteste ist, die eine
vollstéindige Theorie der imaginéren Zahlen enthilt, wurde am 10. Mérz
1797 der Kgl. Akademie der Wissenschaften in Kopenhagen vorge-
legt. Der Verfasser, 1745 in Norwegen geboren, kam 1763 nach
Dinemark, wo er spiter sein ganzes Leben als Feldmesser verbrachte.
Er starb 1818. In seinem Berufe war er sehr geschatzt; einen grofien
Teil der Triangulation und der genauen Aufnahme des Konigreichs
hat er besorgt. Im Jahre 1815 wurde er Ritter des Danebrog; dies
wird nur deshalb angefithrt, weil es sicher damals fiir einen Feld-
messer eine auBergewohnliche Ehrenbeweisung gewesen ist. Von
seinen Fihigkeiten als Mathematiker haben wir gar keine Nach-
richten. Die Tradition schweigt ganz davon. Nichtsdestoweniger
ist das in Rede stehende Werk eine sehr bemerkenswerte Leistung.

Mit den eigenen Worten des Verfassers werde der Zweck des
Werkes angegeben. Er sagt: \ |

Diese Abhandlung hat zum Gegenstande die Frage, wie kann
die Richtung analytisch dargestellt werden, das heiBt, wie kann man
‘die Abschnitte von Gteraden darstellen, wenn man mittels einer ein:
zigen Gleichung zwischen einer unbekannten Strecke und anderen be-
kannten Strecken einen Ausdruck finden wollte, welcher auf einmal
die Lange und die Richtung der unbekannten Strecke darstellt.

Weiter sagt er: Was mir die Veranlassung gegeben hat, diese
Abhandlung zu schreiben, ist, daB ich eine Methode suchte, welche
mir erlaubte, die' unmoglichen Rechnungen zu vermeiden. Nachdem
ich sie gefunden habe, habe ich sie dazu verwendet, mich der allge-
meinen Giiltigheit einiger wohlbekannten Formeln zu versichern.

- — Boweit Valentiner. — - 7
- Wessel geht von geometrischen Betrachtungen aus und definiert
- die Addition zweier Strecken folgendermaBen: ,man liBt die eine
von dem Punkte ausgehen, in dem die andere endet; dann verbindet
man durch eine neue Strecke die beiden Endpunkte der so erhaltenen
gebrochenen Linie; die neue Strecke heift dann die Summe der
beiden gegebenen® (§ 1). ,Das Produkt zweier Strecken mub in
jeder Hinsicht aus dem einen Faktor in der gleichen Weise gebildet
werden, wie der andere Faktor aus der positiv oder absolut genom-
menen Einheitsstrecke gebildet ist“ (§ 4). Dabei ist es notwendig,
daB die Faktoren solche Richtungen haben, die mit der Einheits-
strecke in einer Ebene liegen, und die Worte ,in jeder Hinsicht® be-
gichen sich auf die Lange sowie auf die Richtung des Produktes.
,Durch + 1 wird die geradlinige positive Einheitsstrecke bezeichnet,
‘durch ¢ eine andere, auf der ersten senkrechte, mit gleichem An-
famgspunktef‘ (§ 5). Aus der Definition der Multiplikation folgt so-
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fort & =V?1 "Es werden dann Strecken o -+ &b eingefithrt und
mit ihnen die Operationen der Addition, der Multiplikation, der Po-
tenzierung und * der Radizierung vorgenommen. Als Anwendung
wird der Beweis des Satzes von Cotes gegeben (Bd. I1I2, S. 410—411)
und die Bestimmung aller Elemente eines Polygons geliefert, von
dem die ndtige Anzahl von Bestimmungsstiicken bekannt ist.
Um zu einer analytischen Bestimmung der Lage von Punkten |
im drei-dimensionalen Raume zu gelangen, nimmt Wessel zu den
beiden Einheitsstrecken -+ 1 und 4 ¢ eine dritte mit gleichem An-
fangspunkte, auf 1 und & senkrecht stehende - 4 an, fiir die auch
n? = — 1 ist, und gibt die Form z -4 5y + ¢z als allgemeinen Aus-
druck einer ,Geraden®, d. h. eines Strahles vom Anfangspunkte bis
zum Punkte mit den Koordinaten @, y; 2. Das Hauptproblem besteht
in der analytischen Bestimmung der Rotation. Weggel zerlegt eine
beliebige Rotation in zwei, deren eine -die 7-Achse, die andere die
e-Achse zur festen Drehungs-Achse hat. Soll sich (x + ny -+ &%) um
die n-Achse durch einen Winkel a drehen, so driickt er dies durch
die Bezeichnung _
(® +ny + ¢2) » (cosa + &sina)
aus, und dhnlich die Drehung um die s-Achse durch den Winkel b
durch die Bezeichnung (x + ny + &2) » (cosb + 4sind). Es ist, wie
Wessel zeigt,
(4 gy + 22) » (cosa + £sina) = (2 cosw — £sin a)
+ ny + s(xsina 4 2cos a);
( + qy + €£) « (cosb + qsinb) = (z cosb — ysin b)
' -+ y@sinb 4 ycosb) + ez -
(@ + ny + ¢2) v (cos @ + &sina) ~ (cos ¢ + gsin c) : '
= (z+ ny + &2) » (cos[a + ¢] + esin[a + ¢]).
Auf die kurz gefafite Theorie der Drehungen um die Achsen der
n und ¢ folgt als Anwendung die Behandlung der sphirischen Polygone,
die im wesentlichen auf eine sphiirische Trigonometrie hinauslguft. T.-N.
Thiele, einer der beiden Herausgeber der ins Franzésische tibersetzten
Abhandlung?), macht auf den merkwiirdigen Umstand aufmerksam,
daB Wessel bei seinen Untersuchungen nicht auf die Gleichungen
von GauB oder Delambre gestoBen sei, demen er doch so nahe war.
Ebenso ‘bedauert Thiele, daB der Verfasser die Behandlung der
- Drehung um die reelle Achse unterlassen hat; dieser eine Schritt hitte
ihn ohne Zweifel zur Entdeckung der Quaternionen gefiihrt. Wenngleich

| ) Essai gur la représentation analytique de la direction par C. Wessel
avec préface de H. Valentiner et T. N. Thiele. Copenhague 1897.
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der Gedanke Wessels also nicht vollkommen von ihm selbst ausge-
schopft erscheint, so geniigt docki der Inhalt der Arbeit, um die Prio-
ritit der Darstellung komplexer GroBen Argand zu entziehen und
Wessel zuzuerkennen. Argand, der 1806 seinen ,HEssal sur une
maniére de représenter des quantités imaginaires” verdffentlichte, hat
sweifellos von der Idee des dénischen Mathematikers nichts gewuft —
wie die ganze damalige wissenschaftliche Welt nichts mehr von ihr
wuBte; auch der ,Essai“ Argands wurde vergessen, hatte aber den
Direktionens analytiske Betegning® gegeniiber- das Glitek, friiher?)
wieder entdeckt zu werden; so konnte Argand langezeit fiir den Ent-
decker gelten. '

1y Annales de V‘Gergonne 18183,
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