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Resumen

En el presente trabajo se usa la técnica de variacion de constantes, considerando hipdtesis muy
débiles sobre la parte lineal de una ecuacion semilineal y unidimensional de la termoelasticidad, a fin de
comprobar la existencia de un aractor global de dicho sistema . Asi mismo, se verifica la convergencia
de las soluciones a un punto de equilibrio, sin hipotesis adicionales referentes a la hiperbolicidad.
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Introduccidn

La investigacién matematica de la conduccién del calor, se ha conside-
rado casi idéntica al estudio de la ecuacién: u, — Au = f [Day; p. vii].
Esta ecuacién se deriva bajo el supuesto de que el cuerpo conductor del
calor es rigido, ignorando cualquier interaccién entre los efectos térmicos y
mecénicos [Day; p. vii]; sin embargo, el estudio hecho en afos recientes del
comportamiento mecanico de los materiales de alta tecnologia ha resultado
inadecuado, lo cual ha conducido a estudiar la relacién existente entre los
efectos mecénicos y termales en los cuerpos sélidos [Bonadies et al.; p. 1].

Desde el punto de vista de la Fisica, el problema de la Termoelasticidad
en una Dimensidn, consiste en estudiar la conducciéon del calor en un cuerpo
homogéneo e isotrépico en forma de barra, cuyas partes se desplazan u oscilan
paralelamente con respecto a una recta dada; excepto sus extremos, los cuales
se mantienen fijos. El sistema correspondiente a este fenémeno es [Day; p.
3):

(9% o &u

a2 =~ o a0

0%u o9 0%u
l oz =45; B3 (1)

w(0,t) =u(l,t)=0, Vt>0

L A>0, B>0.
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En el sistema anterior, 8 (z,t) representa la temperatura de la barra en
el punto ”z” en el tiempo ”t” y, andlogamente, u (z,t) se refiere al desplaza-
miento de dicho punto en el mismo tiempo antes indicado.

Tradicionalmente, el sistema (1) ha sido estudiado mediante una técnica
catalogada como Método de la Energia!. En términos generales, este método
consiste en una técnica de demostracién que conduce a una desigualdad que
contiene la Integral (Energia Total) de una funcién que incluye derivadas
parciales. Ejemplos del uso del Método de la Energia en el problema de la

Termoelasticidad en Una Dimensién; por sélo citar tres, son:

a) Day, W.A. Heat Conduction within Linear Thermoelasticity. Springer-
Verlag. New York, 1985.

b) Hansen, S.W. Ezponential Energy Decay in a Linear Thermoelastic
Rod. Journal of Mathematical Analysis and Applications. 167, 429-
442 (1992).

c) Slemrod M. Global Ezxistence, Uniqueness, and Asymtotic Stability of
Classical Smoth Solutions in One-Dimensional Non-Linear Thermoe-

lasticity. Arch. Rational Mech. Anal. 76, 87-134 (1981).

Otra técnica empleada en el estudio de un Sistema de Ecuaciones en
Derivadas Parciales, es el uso de la Teoria de Semigrupo de Operadores.

Este método consiste en asociar a un sistema en Derivadas Parciales una

'En [Zachmanoglou-Thoe; pp. 274-283], se usa y explica el empleo del término
”energia”.
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Ecuacién Diferencial Ordinaria sobre un Espacio de Banach de Dimensién
Infinita (Ecuacién de Evolucién Abstracta), para luego reescribir ésta como
una Ecuacién Integral a través de la férmula de variacidon de constantes: en
el quinto capitulo, Seccién 5.1, se explica como hacer esto iltimo. Dicha
seccién se inicia considerando un sistema no lineal en derivadas parciales, del
cual el sistema lineal (1) anterior es un caso particular (Seccidn 5.1, sistema
(6.1)):
Uy = (aug), — (mb), — g (u)

U<ax<m
97_« == (kgl‘)z —_ m’u,m (2)

u(z,t) =0(x,t)=0,vt>0, six=0,7
En el sistema (2), a, m, k y g son funciones reales C' (Seccién 5.1).
El presente trabajo consiste en una aplicacién de la Teoria de Semigrupos
al estudio del sistema (2). Concretamente, se escribe (2) como una ecuacién

ordinaria en el Espacio de Hilbert H = H} (I) x L2 (I) x L2 (I), I = (0, 7):
z=A:+F(z), z€H (3)
Mediante las letras A y F' se denotan un Operador Lineal y la Funcién:
a) A: D(A) — H; A(u,v,0) = (v, (o) — (mb) , (k§') — mv’)
b) F: H— H; F(u,v,6) = (0,—g ou,0)

donde D (A) = [H} N H?] x H} x [H} N H?] es un subespacio vectorial denso
de H. En el primer capitulo se definen D (A) y H, a partir del espacio H'

(Definiciones 1.2.4 y 1.2.6, Observacién 1.3.14).



Introduccion v

El segundo capitulo trata sobre la parte lineal de la ecuacién (3):
Y =4y (4)

En dicho capitulo se define el Operador A y se comprueba que genera
un Semigrupo Fuertemente Continuo de Contracciones. Posteriormente se
verifica que este 1iltimo decae exponencialmente a cero.

La letra F en la ecuacién (3) denota una funcién del espacio H en H. El
tercer capitulo trata sobre la definicién de F' (Corolario 3.3.3) y la Diferen-
ciabilidad de la misma. En el cuarto capitulo se verifica que F' es Compacta
(Corolario 4.3.1).

A su vez, la ecuacién (3) se transforma en una ecuacién integral (Método
de Variacién de Pardmetros). Esto es tratado en el quinto capitulo; ademas
de asociar el respectivo Sistema Dindmico a la mencionada ecuacién integral.

En el sexto capitulo se comprueba que el Sistema Dindmico del capitulo
cinco posee un Atractor Global; verificando luego en el séptimo capitulo que
las érbitas de dicho sistema convergen a un punto de equilibrio que depende
de cada érbita.

El trabajo que se considera, puede ser inscrito dentro de la idea desa-
rrollada en el libro: Hale, J.K. Asymtotic Behavior of Dissipative Systems.
Mathematical Surveys and Monograpas. 25, AMS, Providence, R.I., 1989.
El objetivo propuesto en este texto, es presentar una Teoria de los Sistemas
Disipativos en Espacios de Dimensién Infinita; es decir. se estudia una clase

general de sistemas, los cuales poseen un Atractor Global. En dicho texto
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se indica la importancia del concepto de Radio Esencial en el estudio de

los Sistemas Disipativos: tal concepto es tratado y empleado al final de la

Seccién 2.7.

A pesar de que el trabajo desarrollado sigue de manera muy estrecha el

articulo de [Hale, Perissinotto], es conveniente destacar lo siguiente:

1)

El Teorema 2.6.8, tomado de [Haraux], es una versién del Teorema de
Hille-Yosida-Phillips cuando el espacio en consideracién es de Hilbert.
Este Teorema, junto con la Proposicién 2.5.3, son mucho maés sencillos
de usar en las aplicaciones, en donde el espacio es de Hilbert, que
las versiones generales del Teorema recién indicado. Un Corolario 1til
de dicho Teorema, el cual es empleado en [Henry et al., Prueba del

Teorema 1], es el siguiente:
Corolario.
Sea D (T) un subespacio denso del Espacio de Hilbert X.

Si la transformacién lineal T : D (T) — X es disipativa (Proposicién
2.5.3) y el nimero cero pertenece al resolvente de 7" (Definicién 2.7.1),

entonces I’ genera un semigrupo Cy de contracciones.

Las secciones que van desde la 2.2 hasta la 2.6 se han dispuesto de tal
forma, que al seguir los titulos o el contenido de las mismas, se obtiene

una prueba del Corolario anterior.

Las demostraciones del Corolario 2.7.25 y el Lema 7.2.9 son originales:

Difieren de las dadas en el articulo de [Hale, Perissinotto.
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3) El Teorema 2.4.1, junto con el Lema 2.7.2 y el Corolario 2.7.3, forman
un esquema de la prueba de que el resolvente es un conjunto abierto. Si
bien es cierto que en [Brézis] y [Komogérov-Fomin| existen demostra-
ciones de esta propiedad del conjunto resolvente, las mismas suponen

un Operador Lineal: T: D(T) — X, tal que D (T) = X.

4) En la Seccién 4.1 se hace una discusién sobre los términos: Conjunto
Relativamente Compacto, Conjunto Precompacto y Conjunto Total-
mente Acotado, ya que distintos autores no coinciden en el significado

de aquellos.

5) Dejando de lado la Definicién 4.2.1, la Seccién 4.2, que se refiere a
Funciones Compactas, se ha desarrollado en forma totalmente inde-
pendiente. La misma se incluye, ya que la informacién contenida en

dicha seccién no se pudo encontrar mediante consulta bibliografica.

6) En el articulo de [Hale, Perissinotto] se asume que la funcién "m”,

presente en el sistema (2) anterior, cumple con:

(i) m es una funcién a valores reales de clase C', definida sobre el
intervalo [0, 7].

(ii) m es distinta de cero en algiin punto del intervalo [0, 7].
El segundo numeral de la hipétesis antes indicada, se ha cambiado

por el siguiente:

(ii) m(z) #£0, Vrel0,n].
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El literal (iii) ha sido empleado {inicamente en las pruebas de la Propiedad
6.2.7 y del Lema 7.2.9. Al leer dichas pruebas con detenimiento, pode-
mos convencernos de que asumiendo el literal (ii), no es claro cémo

llevar a efecto las pruebas mencionadas.

7) La extensién de este trabajo no se debe tanto a la intencién de que
resultara lo méds autocontenido posible, como al propédsito de incluir
aquellas demostraciones que no estan presentes o estan poco desarrol-

ladas en el articulo de [Hale, Perissinotto].

Una extensién natural del presente trabajo es el estudio de la existencia

de un Atractor Global del sistema analogo de la Termoelasticidad en IR™:

U =hADuy— DNu—albd—gu)
,B+XQ
et:ﬁA0+aAUt

0 =u=Au=0 sobre IR, x 0.

0(0,z) =6p(z), u(0,z)=wuo(z), wuw(0,z)=usi(z), z€Q
donde a 5% 0, 3 > 0 y A > 0 son constantes; {2 es un dominio acotado en R"
con frontera suave 0f2, el cual se interpreta fisicamente como una chapa de
altura pequena h cuando n = 2. En este caso, las letras u y § se denotan

la defleccidén vertical y la temperatura, respectivamente, de un punto de la

chapa en un instante determinado.



Capitulo 1
LOS ESPACIOS HY D (A)

El propésito en este capitulo es definir los espacios H y D (A) menciona-
dos en la introduccién y constatar que D (A) es denso en H. Para este fin,
es necesario considerar algunas propiedades importantes de los espacios de

Sobolev HJ (0,7) y H? (0, ).
1.1 Espacios de Sobolev

Sea I := (0, 7).
Mediante el simbolo C} (I), se designa al conjunto de las funciones reales
con derivada continua en el intervalo I; y con soporte compacto contenido

en [.

Definicién 1.1.1. [Brézis; p. 120]
El espacio de Sobolev W12 (I) se define como:

W1’2(1)={ueL2(I);Eg€L2(I) tal que /u-so'=—/g-w,vso€0§(1)}
I I

Nota 1.1.2. Para cada u € W'2(I), se denota v’ := g. La funcién g es
tnica c.t.p. (casi en todas partes); debido al Lema IV.2 que se encuentra en

[Brézis; p. 61].
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Nota 1.1.3. Se acostumbra a usar el simbolo H* () en lugar de W2 (I);
es decir, H! (I) := W12 (I).

Con la finalidad de simplificar la notacion, en la mayoria de las ocasiones
se omitira escribir la letra I, cada vez que ésta forme parte de algiin simbolo.

Asi por ejemplo, se escribird H! en lugar de H' (I).

Propiedad 1.1.4.

H' es un espacio vectorial. Mas atn:
) (u+v) =u'+9,Yu,ve H'
2) (w) =av ,Vae R Vv e H!

Prueba.

Se sigue de la definicién de H'. n

Definicién 1.1.5. [Brézis; p. 121]

Se dota al espacio H* del siguiente Producto Escalar:
(U, V) g1 o= (U, V) o + (W, V) 2, u,v € HY (1.1)

donde

(r,s) 2 i= /r.s, rse L?
I
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Observacién 1.1.6.

La norma asociada al Producto Interno anterior es:

9 \1/2
el = (lullza + I1el7:)

donde

2 . _ 2
Iri3a = [ 1

Propiedad 1.1.7. [Brézis; Proposicién VIIL1, p.121]
El Espacio H' con la norma antes definida, es un Espacio de Hilbert

separable.

Teorema 1.1.8. [Brézis; Teorema VIIIL.2, p. 122]

Sea u € H'. Entonces eriste una funcién uc C ([0, ) tal que

i) u=uc.tp. enl

) % (@y)—u(z) = Yo ()dt , Yo,y € L.

Observacién 1.1.9. [Brézis; Nota 5, p. 122]
El Teorema anterior afirma que toda funcién u del Espacio H' admite
un representante continuo, y sélo uno; es decir, existe una funcién continua

perteneciente a la clase de equivalencia de u, para la relacién de equivalencia:
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u ~ v, sii, u = v c.t.p. Mas aln, este representante es absolutamente
continuo [Brézis; Nota 8, p. 125]

De ahora en adelante, al considerar un elemento u € H*, el mismo desig-
nara a su representante continuo.

Notemos que el Teorema anterior se ha enunciado para z,y € I. El
Corolario que estd después de la siguiente Propiedad, permite afirmar que el

mencionado Teorema es cierto cuando z =0e y = 7.

Propiedad 1.1.10.
f(t)dt:/Zf(t)dt.

(%)
Supongamos que f € L!(I). Entonces lim

n—o00 1

Prueba.

Se define f, : (0,7) — R;
0,site (o,l) U(W—l,w)
n n

f@) ,site [l,ﬂ—l}

n n

In (t) =

Notemos que |f,| < |f|,Vn > 1. Ademés, f, () — f(z), Vz € I. Al usar el
Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, se obtiene la conclusién

de la Propiedad. [ |

Corolario 1.1.11.

Sea u € H'. Entonces la funcién u del Teorema 1.1.8, cumple que:
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Prueba.

Gracias al tiltimo Teorema mencionado, existe una funcién ue C ([0, 71])

tal que:

i) u=uc.t.pen I.

i) % (w-l)—-ﬂ (l) :/T%u’(t)dt,‘v’nz 1.

n n

Ya que u€ C ([0, 7r]), entonces

5 (-)-5 ()] 5o-50.

Por la Propiedad anterior, se tiene que

1

Jim [ ”u’(t)dt:/owu’(t)dt.

De la Unicidad del Limite, obtenemos que:

Teorema 1.1.12. [Brézis; Corolario VIIL9, p. 131]

Sean u,v € H'. Entoncesu-ve H! y

D (u-v)=v -v+u-v

Y

2) /Zu-v’zu(y)-v(y)—u(m)-v(z)—/zu’-v;V:r,ye[0,7r].
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Observacion 1.1.13.
El resultado anterior contrasta con lo que sucede en L? : en general, si u

y v pertenecen a LP, el producto u - v no pertenece a LP.

Nota 1.1.14.
C! (I) C H! (I).

Definicién 1.1.15. [Brézis; p. 132]
Se designa por H} (1) el cierre (clausura) de C} (I) en H* (I).

Observacién 1.1.16.
El Espacio H} esta dotado del Producto Escalar (1.1), inducido por H'.

Con este Producto Escalar, el Espacio H] es un Espacio de Hilbert Separable.

Teorema 1.1.17. [Brézis; Teorema VIII.11, p. 133]
Sea u € H*, tal que u designa el representante continuo.

Entonces: u € Hj, si y solamente si, u (0) = u (7) = 0.

Definicién 1.1.18. [Brézis; p. 132]
H*(I)={ue H'(I);v € H' (D)}

El simbolo C (I), designa al conjunto de las funciones reales infinitamente
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diferenciables, con soporte compacto contenido en el intervalo I.

Propiedad 1.1.19.
1) C® (1) C HE (1).
2) C®(I) C H2(I).
3) C(I) c L2(I).

Prueba.
Sélo se dan las pruebas de los numerales 1) y 2), ya que el numeral 3) es

bastante conocido.

Prueba del numeral 1):

Sea f € C* (I).

Ya que f posee soporte compacto contenido en [, existen dos nimeros
realesaybtalque0<a<b<my f(z)=0,Vze (I\(a,b)).

Sea ¢ € C} (I). Observe que:

/f-sa’=/abf-<p’-
I

Al usar el Método de Integracién por Partes de la Integral de Riemann

obtenemos:
b b
frd=[1d=fdli-[ 1o
(b

Ya que f (a) = f (b) = 0, entonces f - | := f(b) - ¢ (b) — f (a) - ¢ (a) = 0.
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Asi tenemos que:

/If-¢'=—/abf’<p=—/lf’<p;v<ﬁ€Ccl(f)-
Ya que f € C>(I), entonces f’' es continua y con soporte compacto en el
intervalo (0, 7); por lo tanto f’ € L? ().
Asf hemos verificado que f € H! (I).
Observacion
En el razonamiento anterior se ha usado de forma intrinseca que si una
funcién es Riemann Integrable, entonces es Lebesgue Integrable y el valor de

ambas integrales coinciden.
Al usar el Teorema 1.1.17; definiendo @ (z) = f (z),siz € [ y u (x) = 0,

si z = 0,7: se tiene que f € Hj. n

Prueba del numeral 2):

Se repite la prueba anterior, tomando f’ en lugar de f. [ |

Corolario 1.1.20.

[+

C (1) C [Hy (1) n H*(I)] .

Lema 1.1.21.
1) [H} (1) N H?(I)] es un subespacio vectorial de H.

2) H} es un subespacio vectorial de L.
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3) [H3 N H?] es un subespacio vectorial de L.

Propiedad 1.1.22.
1) C es denso en H}; con la norma ||-||;: [Brézis; Nota 14, p. 133].

2) C"c’° es denso en L2; con la norma usual en L2 [Brézis; Corolario IV.23,

p. 71].

Corolario 1.1.23.
1) [HEN H?] es denso en H}; con la norma ||| 1.
2) H} es denso en L?; con la norma usual de L*.

3) [HEN H?] es denso en L?; con la norma usual de L*.

Observacién 1.1.24.

1) Al restringir la norma |[|-||;: al Espacio Vectorial [H} N H?], la misma

proviene del Producto Escalar (1.1) restringido a [Hg N H?).

2) Al restringir la norma usual de L? al Espacio Vectorial Hg, la misma

proviene del producto escalar usual de L? restringido a Hj.

3) Al restringir la norma usual de L? al Espacio Vectorial [H} N H?, la

misma proviene del producto escalar usual de L? restringido a [Ha N H?).



Los Espacios H y D (A) 10
1.2 Los Espacios Hy D(A)

Lema 1.2.1.
Sean P, QQ y M tres Espacios de Hilbert Separables.
Se define V := P x Q x M.
Sean v := (a,b,c) € V; v:= (E,Z,E) eV.

El Producto Interno

(,): VXV —->R;

(05) = {o.8), 4 (05 +(2),,:

junto con el Espacio Vectorial V', constituyen un Espacio de Hilbert separa-

ble.

Lema 1.2.2. [Brézis; p. 133]
El Espacio H} es un Espacio de Hilbert Separable, con el producto interno
(1.1) inducido por H'.

Lema 1.2.3. [Brézis; Teorema IV.13, p. 62]
L*(I) es un Espacio de Hilbert separable, con el producto interno usual

sobre T2.

Definiciéon 1.2.4.
H= H(} x [? x L2
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Corolario 1.2.5.
Sea z = (u,v,0) € H, z= (Hﬁ,g) € H.

El Producto Interno
(,9;: Hx H— RR;

<z, E>1 - <u,Z>H1 T <v, 5>L2 T <0’ 5>L2 ;

junto con el Espacio Vectorial H, constituyen un Espacio de Hilbert Separa-

ble.

Definicién 1.2.6.

D(A):= [Hy N H| x Hy x [Hy N H?].

Corolario 1.2.7.
D (A) es denso en H.
Prueba.

Es consecuencia de la definicién del Espacio H y el Corolario 1.1.23.

1.3 Normas Equivalentes en H}

Recordemos la siguiente definicion:
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Definicién 1.3.1. [Kolmogérov-Fomin]
Dos normas ||-||;, ||, de un Espacio Lineal R se llaman equivalentes,
cuando ezisten constantes a,b > 0 tales que alzf, < ||z|, < bz, para

todo ¢ € R.

En el Espacio Hy, puede definirse la siguiente norma:

Definicién 1.3.2.

Il = Hy — [0, 00);

el = llull g + 'l e -

Propiedad 1.3.3. [Brézis, p. 121]
Las normas ||-|| 41 ¥ |||l son equivalentes.
Ademaés del producto interno antes considerado, en el Espacio H, puede

definirse el siguiente producto escalar:

Definiciéon 1.3.4.
() - Ho x Hy — IR;

(U, V) gy = (', v") a2

donde (-,-) ;s es el producto escalar usual de L*.
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Observacién 1.3.5.

La norma generada por el Producto Escalar anterior es
Iz, = Ho — [0,00);

el gty = Nl 2 5

donde |||,z es la norma usual de L2.

Propiedad 1.3.6. [Brézis; Nota 17, p. 134]
Las normas |||| ;1 ¥ |||l 7, son equivalentes en el espacio Hy.

También podemos definir el siguiente Producto Escalar en Hj:

Definicion 1.3.7.

Asumamos que ”a” denota una funcién continua, positiva, sobre el in-
tervalo [0,7]; es decir, sea a : [0,7] — IR una funcidn continua tal que
a(z) >0, vz € [0,n].

Se define el siguiente Producto Interno:
(-,-)Hé :Hy x Hy — R;

(u, v) g = /Iau' T

Nota 1.3.8.
No es complicado verificar que la funcién (,-) Hy antes definida es un

Producto Escalar. La hipétesis de que a es positiva, nos ayuda a comprobar
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que (u,u) ap =0, sil, u = © (© denota el vector cero de H}). Para verificar

la bilinealidad, podemos usar la Propiedad 1.1.4.

Observacion 1.3.9.

El producto interno anterior (-, -) Y induce la siguiente norma sobre H}:
Il  H — [0,00)

el gy = /s u) gy = (/Ia. (u’)2)1/2-

Propiedad 1.3.10.

Las normas |||z, ¥ il p3 Son equivalentes.
Prueba.

Ya que por hipétesis la funcién a es continua, existen el minimo y méximo
de la funcién a sobre el intervalo [0, 71]; los cuales denotamos respectivamente
como Ay B.

En vista de que a es una funcién positiva, se tiene que:
0<A<a(z)<B;Vze[0,n].
Por lo tanto:
A (2))" < a(@) (¥ (2))* < B (v (2))°; Ve € [0,7].

Luego:
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VAllullg, < ullgy < VB llully, -

Propiedad 1.3.11.
Si ||-Il;, lI|l, son equivalentes y ||||,, |||l; son equivalente, entonces ||-||;,

|| . || 3 son equivalentes.

Corolario 1.3.12.

Las normas ||| g1, Il Il g, ¥ [ +]| 73 €7 H}; son equivalentes.

Corolario 1.3.13.

Hg junto con el Producto Escalar (-,-) HY7 €S un Espacio de Hilbert Sepa-
rable.
Prueba.

Es consecuencia del Corolario anterior y la Observacién 1.1.16. [ |

Observacion 1.3.14.
En el conjunto H definido en la seccién anterior, se puede definir el si-

guiente Producto Escalar:

(,)g: HxH— R;

(02 = () + (08)u+ (00),, = fout- Tt [T [0

0
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donde z = (u,v,0) € H; z= (5,5,5> € H.

Corolario 1.3.15.
El Producto Escalar (-,-),, es un Espacio de Hilbert Separable.
Prueba.

Se usa el Lema 1.2.1.

Corolario 1.3.16.
D (A) es denso en H, con la norma inducida por (-,-) .
Prueba.

Se imita la prueba del Corolario 1.2.7, usando el Corolario 1.3.13. [ ]

Observacién 1.3.17.

En lo que resta, se trabaja preferentemente con el Producto Escalar (-, )5
y la norma generada por éste. Sin embargo, en algunas de las pruebas se
usan convenientemente las normas equivalentes consideradas en la presente

seccion.

Nota 1.3.18.
El cuadrado de la norma inducida por el dltimo producto escalar men-

cionado es:

v, O)11% = full g + ol + 1612



Capitulo 2
Decaimiento Exponencial para el Problema de
la Termoelasticidad Lineal

En este capitulo se estid interesado en comprobar que el Operador A
indicado en la Introduccién, genera un Semigrupo de Contracciones que decae

exponencialmente.

2.1 Definicién del Operador A

Asumimos que:
1) a, m y k son funciones C! en el intervalo [0, 7].

2) a 'y k son funciones positivas sobre [0, 7], es decir, a (z) > 0, & (z) > 0

vz € [0, 7).

3) La funcién m es positiva o negativa sobre [0, 7].

Definicién 2.1.1.
Sean D (A) y H los Espacios Definidos en la iltima seccion del capitulo
anterior (Observacion 1.3.14).

Se define el Operador A como:

A:D(A) — H;
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A(u,v,0) = (v, (au') — (m), (k@) — mv’) :

Nota 2.1.2. Al recurrir a la Propiedad 1.1.4 del primer capitulo, podemos

verificar que la funcién anterior A es una transformacién lineal.

2.2 Existencia del Inverso del Operador A

Definicién 2.2.1. [Kolmogérov-Fomin; p. 239]

Sea B un Operador que actua de E en F, y sean Dpg el campo de
definicion y Rp el campo de valores del Operador.

Un Operador B se llama inversible, cuando para cualquier y € Rg la

ecuacion:

B(z) =y,

tiene una solucién unica z € Dp.

Lema 2.2.2.
Sea p € C ([0,7]) conp>a>0en [0,7] y g€ C([0,n]).
Para cada r € L? (I), existe una tinica funcién u € [Hy N H?] que verifica:
—(p-w)Y+qu=r enl=(0,m).
u(0) =u(m) =0.
Ademas, existe una constante C que s6lo depende del nimero real «, tal que

el < Clirll 2-
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Prueba.
La prueba estd contenida en la demostracién del Teorema VIIL.20 de

[Brézis; p. 145]. |

Propiedad 2.2.3.
La Transformacién Lineal A es Inversible.
Prueba.
Sea (f,g,h) € H = H} x L? x L? es decir, f € Hy, g€ L* he L*
Comprobar que A es inversible, es equivalente a verificar que dado (f, g, h) €
H, existe una solucién unica (u,v,0) € D (A), que satisface el siguiente sis-

tema:

v =f
(aw) — (mf)" =g
(k@) —mv' =h
Primera parte de la prueba.
Notemos que podemos definir v como v := f y por la tanto, v € Hy.
Segunda parte de la prueba.
Observe que m - f' € L2
Por ser L? un Espacio Vectorial, se tiene que — (h +mf') € L2
Ahora consideremos la tercera igualdad del sistema escrito al inicio de

esta prueba.

Al usar el Lema 2.2.2; tomando p ==k, ¢ =0, 7 := —(h+m- f'); se
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tiene que existe una tnica funcién § € [Hy N H?| tal que:

—(k0)Y =—(h+m-f) enl

Por lo tanto, hay una tnica funcién § € [Hy N H?] tal que
(k@) —mv' = (k@) —mf = h.

Tercera parte de la prueba.

20

Al repetir el razonamiento de la segunda parte anterior, pero ahora te-

niendo en cuenta la segunda igualdad del sistema ya indicado, se tiene que

existe una tnica funcién u € [HE N H? tal que (av') = g + (mf)’.

Definicién 2.2.4. [Kolmogérov-Fomin; p. 239]

St B es inversible, a cada elemento y € Rp se puede poner en correspon-

dencia un elemento inico x € Dp que es la solucion de la ecuacion Bx =y.

El Operador que realiza esta correspondencia se llama inverso de B y se

denota B!

Lema 2.2.5. [Kolmogérov-Fomin; p. 239]

Un Operador B!, inverso de un Operador Lineal B, es también lineal.

Corolario 2.2.6.
A~ es una Transformacion Lineal de H en D (A).
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2.3 Acotamiento del Operador A™!

Definicién 2.3.1. [Hewitt-Stromberg; p. 210]
S1 N y M son Espacios Normados, una Transformacion Lineal T de
M en N es Acotada, si hay una constante k > 0 tal que |T (z)|| < k| z|,

Vr e N.

Nota 2.3.2. En la prueba de la siguiente Propiedad, se usa la equivalencia
de las Normas sobre el Espacio H}, que fueron consideradas en la tercera

seccién del capitulo anterior.

Propiedad 2.3.3.

El Operador Lineal A™! es un Operador Acotado.
Prueba.

Sea (f,g,h) € H = Hy x L? x L?. Se define (u,v,0) := A1 (f,g,h).
Primera etapa de la prueba.

Al repasar la primera parte de la prueba de la Propiedad 2.2.3, tenemos
que v = f.

Recordemos que || fl|y, := || fll2 + | /|| 2. Asi tenemos que:

1ol 2 = 02 < W llw < Fr llF 1l -

Por lo tanto:

2
ol < ko 171y
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Segunda etapa de la prueba.
Al usar la desigualdad del Lema 2.2.2 vy repasar el final de la segunda

parte de la prueba de la Propiedad 2.2.3. se tiene que:
101l < Cllh+mf .

Recordemos que |81y, == ||9]| 2 + 16| 12-

Observe que:

162 < N8l < @ullfllg: < Q2llb+mfll . < Q2 (1Al + Qs 1] 2) <

< Qa(Ihll2 + Qallflw) < Q2 (a2 + Qs (1 Fllr:)
Al usar la desigualdad:
2ab < a® +b%, Va,b > 0;

tenemos que:
10175 < Qe (111172 + 1 £15)
Tercera etapa de la prueba.

De nuevo, al emplear la desigualdad del Lema 2.2.2, se tiene que:

lulln < i [|g + (mo)’

L2’

Observemos que:

IA

[meY[|,, = 1m0+ m#)e < Im6]e+ m8 0 < T 6],0 + B 10

L2

< JalllOllpe +10122) = TallOllw
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Pero del razonamiento de la segunda etapa recién considerada, también se

puede establecer que:
1615 < Js (1l + 1 £113)

As{ tenemos:

” (mB)’ 2

L < e (IBI52 + 11£ 1) -

Al considerar nuevamente la desigualdad indicada al inicio de esta tercera

etapa, se tiene que:

L2)'

ety < T2 lullin < s (llgll 2 + || (m8Y'|

Por lo tanto:
lelfy < 7 (115 + lgllZs + [1Al172)

Cuarta etapa de la prueba.

Para concluir, recordemos que:

2
| = (w0, 0015 = llullzy + llvll72 + 16117 (Nota 1.3.18).

|47 (1,9,)]

Al tomar en cuenta las conclusiones de las tres etapas anteriores, se tiene

que:

|47 (g m|), <k (1715 + gl + 1RI1%).

Por lo tanto:

|47 (F.o b, < kNG g, ¥(Fig.h) € H
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2.4 Biyectividad del Operador (Al — A), para A
Contenido en un Entorno del Cero

En esta seccién se establece la biyectividad del operador (Al — B) en un
entorno de Ag, cuando (Aol — B) es biyectivo y el inverso de éste es acotado.
Ya que en la prueba del Teorema 2.4.1 se usa el Teorema del Punto Fijo

de Banach, a continuacién recordamos el enunciado de este 1iltimo.

Teorema del Punto Fijo de Banach

Se X un Espacio métrico Completo y § : X — X una aplicacién tal que
d (S (ve),S (v1)) < kd (v1,v9); Yy, v3 € X con k < 1.
Entonces S tiene un punto fijo Unico, es decir, existe un elemento v € X

tal que S (u) =u y u es tnico.

Teorema 2.4.1.

Sea X un Espacio de Banach Real.

Sea D (T) un subespacio vectorial de X.

Sea T : D(T) — X una Transformacidn Lineal.

Sea I :D(T) — X; I(z) ==z

Sea M\ € R.

Si (T — Aol) : D (T') — X es biyectivay (T — XoI) ™' es acotada, entonces
hay un numero real § > 0 tal que (T'— AI) : D(T) — X es biyectiva,

YA E (ho — 6, o + 6).
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Prueba.

Dado A € IR (préximo a A\g) y f € X, se trata de resolver:
Tu) —Au=f (ueD(T)). (2.1)
Pero (2.1) puede reescribirse como:
T(u)—du=f+(A— o)y, (2.2)
es decir,

u= (T —XI) ' [f+ (A= Xo)u].

Al usar el Teorema del Punto Fijo de Banach, vemos que (2.2) posee una
solucién tnica si:

A= 2ol (T = 20D)7!| < 1.

A fin de constatar la tltima afirmacién, consideremos lo siguiente:

Sea

S: X —X;
S ()= (T =XI) ' [f+ (X = Xo)].

Observe que:

I

d(S(v2),S () = S (s) =S )] =|(T = %)™ (A=) (v2 = v)]| <
< A=l (T = 26D) 7Y - o = wnll =

= = ol (@ = 2oD) 7| d (v3,01).
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Nota 2.4.2. En la prueba anterior se amplia y calca parte de la De-

mostracién de [Brézis; Proposicién VI.7].

Corolario 2.4.3.

Se define I : D(A) — H; I (z) = z. Entonces hay un ndmero 6 > 0, tal
que (A— XI): D(A) — H es biyectivo para cada X € (=6, 6).
Prueba.

Se usa el Teorema anterior tomando A\g = 0 y recordando que A es biyec-

tivo y que A™! estd acotado (Secciones 2.2 y 2.3). [ |

2.5 Disipatividad y m-Disipatividad de A

Definicién 2.5.1. [Haraux; Definicién 1.1.1, p. 1-1]
Sea X un Espacio de Banach real.
Un Operador Lineal sobre X, es un par (D, B), donde D es un sub-

espacio lineal de X y B : D — X es una transformacién lineal.

Definicién 2.5.2. [Haraux; Definicién 1.1.4, p. 1-1]
Un Operador Lineal B sobre X es Hlamado Disipativo, st se cumple
que:

Yue D(B), VYA>0:|u—AB )| > |ul,

donde ||| denota la norma del Espacio de Banach real X.

En el caso en el cual X es un Espacio de Hilbert, la Disipatividad se
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puede caracterizar de la siguiente forma:

Proposicién 2.5.3. [Haraux; Proposicién 1.1.6, p. 1-3]
Sea B un Operador Lineal sobre X, tal que X es un Espacio de Hilbert.
B es Disipativo (en X), si y sélo si, Vu € D (B) : (B (u),u) <O0.

Corolario 2.5.4.

El Operador Lineal A : D (A) — H definido en la seccion 2.1, es Disipa-
tiwo.
Prueba.

Sea (u,v,0) € D (A) := [H} N H?| x H} x [H3 N H?].

Al usar el Teorema 1.1.12 del primer capitulo, se tiene que:

fv(mﬂ)' = v- (mb)]y —/ V' - mé.
0 0
Si empleamos el Teorema 1.1.17 del capitulo anterior, obtenemos que:

v (mb)lg = 0.

Por lo tanto:

/:v(mﬁ)'=—/oﬂv'-m0.

Al proceder de manera aniloga a lo hecho para obtener la igualdad anterior,

/va(au’)'z—/owv'(au')=—/0Wa-u'-v'

se tiene:
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/:0(196")'=—/0mk(0’)2.

Ahora observemos que:

(02,0 A(wv,0)y = [ o'+ ["o- (@) = (mo)] + ["0[(66") - o] =

— _/:k(e')2§0, Y (u,v,0) € D(A).

La tultima desigualdad escrita, surge en parte debido a la hipétesis de que la

funcién k es positiva en [0, 7] (Seccién 2.1, numeral 2)). |

A continuacién se considera la m-disipatividad del Operador A.

Definicién 2.5.5. [Haraux; p. 1-2]

Un Operador Lineal B se le denomina m-disipativo, si:
a) B es Disipativo

b) VA > 0, el operador (I — AB) es sobreyectivo, es decir, Vf € X,
YA >0, 3u € D(A) tal que (u—A-B(u)) = f, donde X es un

Espacio de Banach Real.

Proposicién 2.5.6. [Haraux; Proposicién 1.1.5, p. 1-2]
Sea B un Operador Lineal Disipativo sobre X . Las siguientes propiedades

son equivalentes:
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(i) B es m-disipativo

(ii) Hay un nidmero real Ao > 0, tal que para cada f € X, existe un ele-

mento u € D (B) el cual cumple con: w— AB (u) = f.

Observacion 2.5.7.
El numeral (ii) anterior es equivalente a que el Operador Lineal

(I — XoB) : D (B) — X, es sobreyectivo.

Corolario 2.5.8.

El Operador Lineal A : D(A) — H definido en la seccion 2.1 de este
capitulo, es m-distpativo.
Prueba.

Se usa el Corolario 2.4.3, tomando un nimero real 5 € (0,8) y con-
siderando el operador (A — #I). Después, empleamos la Proposicién 2.5.6

1
anterior, con el operador (I — AgA), donde A\ := = [ |

5

2.6 Generacion de un Semigrupo de Contrac-
ciones

Comenzamos esta seccidén, recordando las siguientes definiciones:
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Definicién 2.6.1. [Pazy; Definicién 1.1, p. 1]

Sea X un Fspacio de Banach.

Una familia uniparamétrica {7 (¢)}, 0 < t < oo, de Operadores Lineales
Acotados de X en X es un Semigrupo de Operadores Lineales Acota-

dos sobre X, si:

(i) T(0) = I (I denota al Operador Identidad sobre X).

(1) T(t+s)=T(t)oT(s), paracadat,s > 0.

Definicién 2.6.2. [Pazy; Definicién 2.1, p. 4]
Un Semigrupo {T ()}, 0 <t < 0o, de Operadores Lineales Acotados sobre
X es un Semigrupo de Operadores Lineales Acotados Fuertemente

Continuo, si

lim T (¢)(z) =2, VzeX.

t—0+

Nota 2.6.3. [Pazy; p. 4] Un Semigrupo de Operadores Lineales Acotados
Fuertemente Continuo, se llamard Semigrupo de Clase Cj o simplemente

Semigrupo Cj.
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Definicién 2.6.4. [Ladas-Lakshmikantham; pp. 26-27]
Sea {T (t)},t > 0, un Semigrupo Cy sobre el Espacio de Banach X. Para

h > 0, se define el Operador Lineal By, por la férmula:

T (h) (z) —:c;

N T e X.

By (z) =

Sea D (B) el conjunto de aquellos elementos x € X para los cuales existe
el limite: hlil’(l;l+ By (z). Se define el operador B sobre D (B) mediante la

relacion:

B(z) =hl_i’r(r)1+ By(z); ze€D(B).

Al Operador Lineal B con dominio D (B) se le llama el Generador In-

finitesimal del Semigrupo {7 (¢)},t > 0.

Definicién 2.6.5. [Ladas-Lakshmikantham; Definicién 2.2.1, p. 27]
Dado un Operador Lineal B definido sobre D (B), se dice que B genera
al Semigrupo Cy, {T (t)}, t > 0, si B coincide con el Generador Infinite-

simal de {T'(t)}, t > 0.
Definicién 2.6.6. [Pazi; p. §]
El Semigrupo Cy, {T (t)}, t > 0, es de Contracciones, si

IT®I<1, vt>0.

Nota 2.6.7. El simbolo ||T'(t)|, se refiere a la norma usual del Operador
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Lineal Acotado T (t), sobre un Espacio de Banach X (Definicién 2.3.1).

Teorema 2.6.8. [Haraux; Teorema 1.2.1, p. 1-5]
Sea X un FEspacio Real de Banach y B un Operador Lineal, densamente
definido y m-disipativo. Entonces, existe una unica familia uniparamétrica

de Operadores Lineales Acotados sobre X, {T (t)}. t > 0, tal que:
) |IT@) <1, vt>0
2) T(0)=1I
3) T(s+t)=T(t)oT(s),¥t,s>0

4) Para cada x € D(B), u(t) = T (t) (z) es la dnica solucidn del prob-

lema:

u e C([0,00); D(B))NC*([0,00),X)
W (t) = B(u(t)). Vvt>0

u(0) ==z
Finalmente, para cadaz € D (B) y t > 0, se tiene que (T (t) o B) (z) =

(BoT (1)) (x).

Observaciéon 2.6.9.

Se recuerda que:
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Asi tenemos, al considerar el numeral 4) del Teorema anterior, que:

T(h)(z)—=z u(h) —u(0)

lim ———— =lim ——* =:4'(0) = B(u(0)) = B(z), V€ D(B).

h—0t h —h—>0+ h

Al recordar la Definicién 2.6.5, constatamos que el numeral 4) del Teorema
2.6.8 implica que el Operador B genera al Semigrupo Cp indicado en dicho

Teorema.

Nota 2.6.10. El Teorema 2.6.8 anterior es la versién del Teorema de Hille-
Yosida cuando B es un operador m-disipativo.
En el Libro de [Pazi], aparece una versién general del mencionado Teo-

rema de Hille-Yosida.

Corolario 2.6.11.
El Operador Lineal A definido en la seccidn 2.1 de este capitulo, es el

Generador Infinitesimal de un Semigrupo Cy de Contracciones.

2.7 Decaimiento Exponencial del Semigrupo
Generado por el Operador A

En la seccién anterior se verificé que el Operador A considerado en la seccién
2.1, es el Generador Infinitesimal de un Semigrupo Cp de Contracciones.
denotandose a este tltimo como: {T'(t)}, ¢t > 0.

En la presente seccién y en los capitulos restantes, al referirnos al men-



Decaimiento Exponencial para el Problema de la Termoelasticidad Lineal 34

cionado Semigrupo Cy, {T (t)}, se empleara el simbolo e*?; es decir,

et =T, Vvt>0.

Definicién 2.7.1. [Goldstein; p. 13]
Sea B : D (B) — X un Operador Lineal, donde D (B) C X (D (B) es
un Espacio Vectorial).

El Conjunto Resolvente de B, es el conjunto
p(B):i={ € R: (M —B):D(B) — X es biyectivoy (\ - B)™ € L(X)}

donde X es un Espacio de Banach, I denota al Operador Identidad sobre X
y L (X) se refiere al conjunto de los Operadores Lineales Acotados de X en

X (Definicién 2.3.1).

Lema 2.7.2. [Goldstein; p. 13]
Si p(B) # 0, entonces

p(B)={ e R: (M - B): D(B) — X es biyectiva}.

Corolario 2.7.3.
El Conjunto Resolvente p (B) es abierto.

Prueba.

Sea A € p(B).
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Segin la Definicién 2.7.1 anterior, el Operador Lineal
(Aol — B) : D(B) — X es biyectivo y (Ao — B)™" est4 acotado.

Al usar el Teorema 2.4.1, se tiene que existe un nimero § > 0 tal que
(B—AI)"': D(B) — X es biyectiva, YA € (A\g — 6, Ao + 6).

Al usar el Lema 2.7.2, tenemos que A € p(B), VA€ (Mg — 8,10+ 6). W

Definicion 2.7.4.

El Espectro del Operador B, es el conjunto o (B) := IR\ p (B).

Lema 2.7.5.

Sea X un FEspacio de Hilbert y D (B) C X.

Si B: D(B) — X es disipativoy (M — B) : D (B) — X no es inyectivo,
entonces A € Ry A <0.
Prueba.

Recordemos que un Operador Lineal T es inyectivo, si y sélo si, Ker (T')
es igual al vector nulo.

Ya que por hipétesis (Al — B) no es inyectivo, se tiene existe un elemento
v € D (B) tal que v es distinto del vector nulo y (Al — B) (v) = 0.

Entonces tenemos un elemento no nulo v € D (B) tal que B (v) = Av.

Ya que suponemos que B es disipativo. se tiene que:
(B (v),v) = {Av,v) = AJv|* < 0.

Por lo tanto, A < 0. |
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Lema 2.7.6.

Sea X un FEspacio de Hilbert y D (B) C X.

Si B: D(B) — X es un Operador Lineal m-disipativo, entonces
(0,5) C o (B).
Prueba.

Ya que por hipétesis el operador B es m-disipativo, al usar la Definicién
2.5.5. se tiene que ([ — %B) es sobreyectivo VA > 0.

Pero (M — B) : D (B) — X es sobreyectivo. si y so6lo si.
(I - %B) : D (B) — X es sobreyectivo (A # 0).

Por lo tanto, (M — B) : D (B) — X es sobreyectivo YA > 0.

El Lema 2.7.5 anterior implica que (A — B) es inyectivo VA > 0.

Al usar el Lema 2.7.2, se tiene que (0,0c) C p(B). ]

Corolario 2.7.7.

Sea X un Espacio de Hilbert Real y D (B) C X.

Si B: D(B) — X es m-disipativo, entonces sup (¢ (B)) < 0.
Prueba.

Al usar la Definicién 2.7.4 y el Lema 2.7.6, se tiene que o (B) C (—o0,0].
||

Corolario 2.7.8.
Sea A: D(A) — H el Operador Lineal definido en la primera seccion de

este capitulo. Entonces sup (0 (A)) < 0.
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Prueba.

Ya que el Operador Lineal A : D(A) — H es m-disipativo (Corolario
2.5.8), por el Corolario 2.7.6 se tiene que (0,00) C p (A).

Al usar las Propiedades 2.2.3 y 2.3.3, tenemos que el Operador
A: D (A) — H es biyectivo y que A~! es un Operador Lineal Acotado de H
en H, lo cual significa que 0 € p (A).

Si empleamos el Corolario 2.7.3 se tiene que existe un nimero real € > 0
tal que (—¢,¢) C p (A).

Asi tenemos que (—¢,00) C p(A). Por lo tanto 0 (A) C (—o0, —<], y de

aqui que sup (0 (4)) < —< <0. |

Observacién 2.7.9.

En la prueba del Corolario 2.7.8 anterior, se concluye que (0,00) C p (A)
a partir del hecho de que el operador A es m-disipativo.

La conclusién de que (0,00) € p(A), también puede obtenerse a partir

del Corolario 2.6.11 y del siguiente resultado:

Teorema [Goldstein; Hille-Yosida Theorem, p. 15]
B es el generador de un semigrupo Coy de Contracciones, sty sélo si, B es

cerrado, densamente definido, (0,00) C p(B) y “)\ (M — B)_l“ <1,VA > 0.
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Definicién 2.7.10.[Neves et al.; p. 324]

Un nuamero A es un Punto Normal de un Operador Lineal Aco-
tado T : X — X (X es un Espacio de Banach), si A € p(T) 6 A es un
punto aislado de o (T) tal que la correspondiente proyeccidn espectral tiene

rango finito dimensional.

Definicién 2.7.11. [Neves et al.; p. 324]

El Radio Esencial (r., (7)) de un Operador Lineal Acotado
T:X — X, es el infimo del conjunto de niimeros r > 0, tal que
o (T)N{A:|A] > r} consiste de Puntos Normales de T; en otras palabras,

Tesc (T') es el radio del Complemento de los Puntos Normales.

Nota 2.7.12.

Al Complemento de los Puntos Normales se le denomina Espectro Esen-

cial (0ese (T)).

Nota 2.7.13. [D.B. Henry et al.; p.6§]

Hay diversos conceptos de ‘“‘Espectro Esencial” en uso, pero todos ellos
coinciden en lo concerniente a la componente no acotada (IR \ 0esc (T)); de
este modo cada uno de estos conceptos conducen al mismo valor del Radio

Esencial.
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Notacién 2.7.14. [Nagel; p. 73]
El simbolo R (E) denota el Conjunto de los Operadores Lineales Com-
pactos del Espacio de Banach £ en E. Para la Definicién de Operador

Lineal Compacto, podemos consultar la Definicién 3.2.1.

Definicién 2.7.15. [Nagel; (3-6), p. 73]

1T, =mf{|T - K| : K€ &R(E)}.

esc

donde T' es un Operador Lineal del Fspacio de Banach E en E.

Notacién 2.7.16. [Nagel; p. 60]
Sea {T'(t)}, t > 0, un Semigrupo C, sobre un Espacio de Banach E.
Se usaré el simbolo 7, para denotar dicho semigrupo; es decir,

T:={T(@#)},t>0.

Definicién 2.7.17. [Nagel; p. 74]

Wese = Wese (T) :=1m ||T (¢)||

t—oo esc’

Nota 2.7.18.

En [Nagel; p.74], se explica cémo verificar la existencia del limite anterior.
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Propiedad 2.7.19. [Nagel; (3-10), p. 74]

Tese (T (t)) = €%t > 0.

Definicién 2.7.20. [Nagel; p. 60]
Consideremos un semigrupo Cyp, 7.
w =w(T):=
=inf{w e R:||T )| < M, e,

para todo ¢t > 0 y un nimero real M,, adecuado} .

Observacion 2.7.21.
Podemos constatar que el subconjunto de nimeros reales indicado en la

Definicién 2.7.20 anterior, no es vacio, usando el siguiente Teorema:

Teorema. [Pazy; Teorema 2.2, p. 4]
Sea T un semigrupo C.

Hay unas constantes w > 0 y M> 1 tal que ||T (¢)|| < Me®t, Vvt > 0.

Definicién 2.7.22. [Nagel; (1-2), p. 60]
Sea B : D(B) — E un Operador Lineal (E denota a un Espacio de
Banach,).
S(B):=sup{Re(A): A€o (B)}.
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Propiedad 2.7.23. [Nagel; (3-11), p. 74]
w(T) = max {wes: (T),S(B)},
donde B es el Generador Infinitesimal del Semigrupo Cy, 7.
Lema 2.7.24. [Henry, D.B. et al.; p. 70]

Sea A el operador definido en la Seccion 2.1 del presente capitulo y a, k,

m las funciones mencionadas al inicio de dicha seccion.

Entonces:
rese (1) = &7, VL > 0;
donde
[
1/2
r.=L0ka / >0

Corolario 2.7.25.
Ezisten constantes positivas M y b tal que “eAtH < M.e™® Vvt > 0.
Prueba.

De la Propiedad 2.7.19, tenemos que:
1
Wese = 7 [In (rese (T (2)))], Vt>O0.
Del Lema 2.7.24 anterior, tenemos que:

Fosc (eAt) <1, Vt>D0.
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Asi tenemos que:

In (rese (€*)) <0, ¥t >0.

Por lo tanto:

Wese = % [ln (rm (eAtO))} <0, paraty>0.

Al usar el Corolario 2.7.8, se obtiene que S (A) < 0 (Definicién 2.7.22).
A partir de la Propiedad 2.7.23, tenemos que w := w (7) < 0.

La prueba concluye al recordar la Definicién 2.7.20. [ |



Capitulo 3
Diferenciabilidad de la Funciéon F' en H

El presente capitulo se refiere a la funcién F' indicada en la Introduccién.
En forma especifica, el objetivo es verificar que dicha funcién F' es Diferen-

ciable con Continuidad.

3.1 Existencia del Diferencial de la Funcion A

El comprobar que la funcién F' mencionada al inicio de este capitulo es C!,
es basado en el hecho de que otras dos funciones, denotadas mediante los
simbolos h y 71, son diferenciables. Por esta razén, en esta y la préxima

seccién se definen estas 1iltimas y se verifica que las mismas son C*.

Definicién 3.1.1. [Iribarren!; p. 17]
Sean M y N FEspacios Normados.
Sea A un subconjunto abierto y no vacio de M y una funcion f : A — N.
Tomemos puntos To € A y u € M tal que u es distinto del vector nulo.
Sea B (zo;T) una bola abierta tal que B (zo;7) C A. Se verifica directa-
L
mente que (zo + tu) € B (xg;7),Vt € (—m, m)

Se denomina Derivada Direccional de f en z, en la direccién u, al
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siguiente limite, en caso de que el mismo exista:

limg = [f (0 + tu) — f (z0)]

t—

Si el limite anterior existe, lo designamos por f; (u). Observe que

2o (u) € N.

Definicion 3.1.2.

Asumimos que se tiene una funcién g : IR — IR, la cual es C! en el
sentido usual del Cdlculo Infinitesimal.

Se define la funcién A como:

h:C([0,n]) — L?(0,m)

h(u) =gou.

Nota 3.1.3.
La composicién ¢ o u en la Definicién anterior, se restringe al intervalo
abierto [ := (0,7). Ademss, gou € L?(0,7), ya que g o u es continua en

[0, 7], por ser composicién de funciones continuas.

Primero se requiere verificar que existe k! (w), para cada par

v,w € C ([0, 7]); donde:

a) M := C([0,7]) := Conjunto de las funciones continuas del intervalo

[0, 7] en IR; con la Norma del Supremo.
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b) N := L%(0,7); con la Norma usual de LZ.

Lema 3.1.4.
La funcién h posee Derivada Direccional para cada par v,w € C ([0, 7]).
Maés aun:
hy (w) = (¢' o v) - w;
donde el simbolo ““-” denota el producto de funciones a valores reales y ¢’ es
la derivada de la funcién g, en el sentido usual del Célculo Infinitesimal.
Prueba.
Comenzamos fijando dos elementos v, w € C ([0, 7]).
Ahora definimos la siguiente funcién:
G:[0,7] x [0,1] — IR;
G(z,t):=v(z)+tw(z).
Ya que G es una funcién continua y [0,7] X [0,1] es compacto, podemos
definir los nimeros p1 y g como:
g1 =min{G (z,t): (z,t) € [0, 7] x [0, 1]}
pe =max{G (z,t): (z,t) € [0,7] x [0,1]} .
Consideremos la funcién ¢ indicada en la Definicién 3.1.2. Ya que por
hipétesis g es C* sobre IR, entonces g es C! al restringirla al intervalo [, f].
En lo que resta de la prueba, al referirnos a las funciones ¢ 6 ¢'. las
mismas seran sus restricciones al intervalo [, ua].

Consideremos un nimero real ¢ tal que |t| < 1yt #0.
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Al usar el Teorema del Valor Medio de la Derivada usual del Célculo, se

tiene que:
gw(z)+tw(z) —g@ (=) _ ,
= gt,vx,wz -’lU(.’L‘),
; g ( (z)w( )) (3.1)
<JH-fw(@), Voelon].

donde: !v (%) = &t v(2)u(z)
Nota:

La condicién anterior (3.1), puede obtenerse considerando los siguientes

casos:
(i) v(z) <v(z)+tw(z)
(ii) v(z) + tw(z) < v(z)
(i) v(z) +tw(z) = v(x)
En los casos (i) y (ii) anteriores, se usa el Teorema usual del Valor Medio
de la Derivada, del Célculo Infinitesimal.
Para el caso (iii), notemos que v (z)+tw (z) = v (z) implica que w (z) = 0;

ya que un poco antes de (3.1), asumimos que t # 0. Asi se tiene que (3.1) es

cierta si el caso (iii) se cumple, tomando & y(z)w(z) = v (Z)-

Recordemos que se estd asumiendo que 0 < |t| < 1.

Observemos que:

9 (0(@) +tw(@) = g (v (z)
| t ~¢ (02w @)

= lg' (&,v@),w(z)) cw(z) — ¢ (v(z) w (a:)’ <
< Jwlg - lg’ (ft,v(z),w(x)) —q (v (x))l7
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donde

lwl, :=sup {|w(z)|: z € [0,7]}.

Supongamos que |w], > 0. Debido a que por hipétesis la funcién g es
C1, se tiene que g’ es uniformemente continua sobre el intervalo [u;, uy]; es
decir, dadoe >0, 36 > 0talquelq (8) ~— ¢ (a)] <&, s1|f—a| <6, donde

a, B € (w1, pa)-

)
Observemos que al tomar || < ——. se cumple que
Wio

b.

v (@) ~ &a@ue)]| <
p o : _ 6
As{ se tiene que si 0 < |t| < min<1, ‘—l , entonces:
Wig

2
< |wlie?, vz eo,x].

'g (v(z) + tw (tx)) —g(v(z)) —d (v(z)) w(z)

—}, se cumple que:

[wlg
/ﬂw 22 = g |wf2e?.

De este modo se tiene que si 0 < {t| < min {1,

9@ +tw@) =g ®@) _ 4w w)

t

k

Pero observemos que:

|h(v+tw) — h(v)
| t

Hemos verificado que:
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Corolario 3.1.5.

Fijemos cualquier elemento v € C ([0, 7]). La funcion w — h, (w), es
una Transformacion Lineal.
Prueba.

Este Corolario es consecuencia de la igualdad A, (w) = (¢’ o v) - w, la cual

se enuncia en el Lema 3.1.4. [ ]

Definicién 3.1.6.
Se denota por L(X,Y), al conjunto de los Operadores Lineales Acotados

de X en Y, junto con la siguiente norma:

1T := sup {IIT ()lly : lvllx <1},

donde T : X — Y, es una Transformacion Lineal Acotada.

Lema 3.1.7.

Fijemos cualguier elemento v € C ([0, 7]). El operador w —— R, (w), es
una Transformacién Lineal Acotada.
Prueba.

Al usar la igualdad que aparece en el enunciado del Lema 3.1.4, notamos
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que:

I, (w |L2_f;g o) dz < wl?. f|g o) dz.

Asi tenemos que:

[
By ()l < k- fuly, we C(0.7]), donde k= [Mlg 0 @)

Lema 3.1.8.
Sea:

1) X := C([0,7]) = Conjunto de las funciones continuas de [0, 7] enlR,

Junto con la norma del Supremo.

2) Y := L%(0, ), junto con la norma usual de L?.

Definimos F como:
F:.C(0,7]) — L(X,Y);

Entonces F es continua.
Prueba.

Comenzamos recordando que, segiin la Definicién 3.1.6, se tiene que:

17| := sup {|, (w)]a : Jwlp < 1}

donde

|w|, = sup {Jw (z)| : z € [0,7]}.
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Sean v, v€ C ([0, 7]). Observe que:

=sup{|(g’ov)-w—- (g’o 5) -wIL2 s wly < 1}
=sup{‘(g’ov—g’o?)') -w‘m Hwly < 1}.

Al asumir que |w|, < 1, se tiene que:

‘(g’ov cw— (g’ov

/W'gov—g’ov)(x) w(x ldar<
siwlﬁ-/:!(g’ov—g’oi) (2)] dz
S/;T'(g'ov—g'o T)) (x).2da:

Fijemos un elemento ve€ C ([0, 7]) y definamos:
m :=m(5) :=min{5 (l‘);:CE[O,?T]}
M :=M<'5) = max{5 (z);z € [0,7r]}.

Sea p > 0. Observe que:

m-—pu<m<v(z)<M<M+p, Vel n.

50

Ya que por hipétesis g es C!, se tiene que ¢’ es Uniformemente Continua
que p P g q

sobre el intervalo [m — p, M + p; es decir, dado ¢ > 0, 38 > 0, tal que si

Y, ye [m —p, M + ], !y— 5‘ < 6, entonces ]g’ (y)—¢ (?7)[ < e

Sea ¢ tal que 0 < 6 < p.

Consideremos un elemento v € C ([0, 7]) tal que ’v— 5’0 < 6. Esto implica

que .v (x)— v (:v)} < 68, Yz €[0,7]. De aqui se obtiene que:
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<V(£)+6<M+E<M+pu, Vzrelon.

Ya que se asume que ]v— 5'0 < b, se tiene que:

g wx)-4g (v (:z:))’ <e, Vrelo,n].

Asf{ tenemos que si jv— v| < 6§y |w|, < 1, entonces:
que si jv—v| <8y |wl,

!(g’ov—g’o@')-w‘; S/Zl(g’ov—g’og)(w)lzdmg

§f52dx=w-52
0

< Vm-g, sl ’v— UI0<6

Por lo tanto:

b, — -

Definicién 3.1.9. [Kolmogérov-Fomin; p. 267]
Sean X e Y FEspacios Normados y V un entorno de un elemento z € X.
Consideremos una funcion F :V —Y.
La diferencial débil (Derivada Direccional) F), (y), si existe, puede no ser
lineal con respecto a y. St esta linealidad tiene lugar, es decir,
y — F! (y) es un Operador Lineal, a este operador se le llama Derivada

Débil o Derivada de Gateaux.
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Corolario 3.1.10.
Sea h la funcién de la Definicidn 3.1.2. Entonces la Derivada Débil de h
(K,), eziste Yv € C ([0, 7]).

Definicién 3.1.11. [Kolmogérov-Fomin; p. 265-266]

Sean X e Y Espacios Normados.

Sea V' un subconjunto abierto de X.

Consideremos una aplicacion F : V — Y. Diremos que la aplicacion F
es diferenciable en un punto dado x € V, cuando eziste un Operador

Lineal Acotado L, : X — Y, tal que:

1) Fz+y) - F(z) = L: (y) + o (z;y).

(i1) ”1i“mO ﬂgl(lx;”—y)“ = 0, donde o : O — Y; O es un abierto tal que
yll— Yy
zeOCV.

Al Operador Lineal L, se le denomina la Derivada Fuerte de la funcién
F en z, y se denota mediante el simbolo F’ (x).
Se dice que la funcién F es C?, si existe F' (z) para cada z € V y la

funcion x — F' (z) es una funcidn continua de V en L(X,Y).

Teorema 3.1.12. [Kolmogérov-Fomin; p. 70]
Si la Derivada Débil F, de una aplicacidn F eziste en una vecindad U (o)

del punto zo y representa en esta vecindad una funcidn continua de x, en-
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tonces la Derivada Fuerte F'(xq) eziste en el punto zo y coincide con la

Derivada Débil, es decir, F' (x0) = F.

Corolario 3.1.13.
La funcidn h de la Definicién 3.1.2, es una aplicacion C' de C ([0, 71]) en

L2 ().
3.2 Diferenciabilidad de la Funcion %

Definicién 3.2.1. [Brézis; p. 89)

Sean F y F dos FEspacios de Banach.

Un Operador Lineal (Transformacién Lineal) T : £ — F es Com-
pacta, si la Clausura de T (Bg) en el Espacio F' es un conjunto compacto,
donde Bg denota la bola abierta unitaria en el Espacio F.

Recordemos la siguiente Propiedad, la cual es considerada en el Capitulo

Lema 3.2.2. [Brézis; Teorema VIIL.7, p. 129]
Sea I := (0,7).

La inyeccion H' (I) — C ([0,7]) es compacta.

Observacién 3.2.3.

La inyeccién anterior, que se denotara como “'i”, se refiere a que si u es
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el representante continuo (Observacién 1.1.9) de un elemento [u] € H* (I),
entonces ¢ ([u]) = u. Notemos que ¢ es una Transformacién Lineal Com-

pacta.

Lema 3.2.4.

La inyeccidn anterior i es una transformacion lineal continua (acotada).
Prueba.

Es consecuencia del hecho general de que cualquier transformacién lineal

compacta, estd acotada (es continua). [ |

Definiciéon 3.2.5.
Se define la funcidn j como:

j:H&—»Hl;

Lema 3.2.6.
La funcion j es una transformacidn lineal continua (acotada).
Prueba.

Es consecuencia de la definicién de la funcién j. [ |

Teorema 3.2.7. [Kolmogérov-Fomin; p. 266]

La derivada de una aplicacion lineal continua, es esta misma aplicacion.
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Corolario 3.2.8.

Las funciones anteriores i, j son C*.

Teorema 3.2.9. [Kolmogérov-Fomin; p. 266]
Si F y G son aplicaciones C*, entonces FoG es Cl y (FoG) = F'oG'.

Definicion 3.2.10.

Se define i como:

-~
&
!
Q
=
3,

Observacién 3.2.11.

La funcién anterior 7 es la restriccién de la funcién 7 al conjunto Hj (I).

Corolario 3.2.12.

La funcién i es C'.

Corolario 3.2.13.

Se define la funcién h como:
h: Hi — L%

h(lu]) =gou (ver Definicién 3.1.2)



Diferenciabilidad de la Funcién F en H 56

Entenderemos que g ou se restringe al intervalo abierto I := (0,7) y que
u es el representante continuo de [u] € H}. Entonces h es una funcidn C*
de Hj (I) en L2 ().
Prueba.

Observe que h=ho i.

Al usar el Teorema 3.2.9, se tiene hes CL. n

3.3 Diferenciabilidad de la Funcion F

Definicién 3.3.1. [Iribarren!; p. 52]
Sean E, Ny, Ny, ..., Ny Fspacios Normados y

f:ACE—>N1XN2X...XNk.

Se define ||n| := | (1, na, ..., mi) || = ||”1|(Nl +...+ ||"k“N,c-

A las funciones:
fir=priof tACE— N;(i=1,...,k)

las llamaremos funciones coordenadas de f.
A su vez, las funciones pr; se definen como:
p’l"iZNl X ... XNk—*Ni;
p’f’i (hl, ceey hn) = hi.
Observe que la funcidn pr; es una transformacion lineal. Ademds, note-

mos que f = (f1, .., fx)-
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Teorema 3.3.2. [Iribarren’; p. 53]

Sea f: ACE — Ny X Ny x..x Ng, donde A es abierto y xo € A.
Entonces, f es diferenciable en xy, si y sélo si, son diferenciables en xy todas
sus funciones coordenadas, en cuyo caso, las transformaciones coordenadas
de f'(zo) son las Derivadas Fuertes de las funciones coordenadas en xy; es
decir,

(f (20)); =prio f' (zo) = (fi) (o) (i=1,...k)

Corolario 3.3.3.

Recordemos que en el primer capitulo se definid el conjunto H como:
H:=Hy (I)x L*(I) x L*(I) (Definicién 1.2.4).

Se define la funcion F' como

F:H— H,

F(z)=(0,—go u,0);
donde z = (u,v,0) € H, el simbolo © denota la funcidn constante cero
definida sobre el intervalo I := (0,7) y g es la funcidn de la Definicion
3.1.2. Entonces F es C'.

Prueba.

Se usa el Teorema 3.3.2 anterior.
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Observemos que:
N, :=H} ()
Ny :=N;:=L%(])
E :=H = Njx Ny X Ns.
También notemos que las funciones coordenadas de F' son:
Fy:H—H} ; Fi(2)=0©
Fob:H—L? ; F(z)=-gou
F3:H—L? ; F3(2)=6
Fy y F3 son C! en H, ya que cualquier funcién constante es C* [Kol-
mogérov-Fomin; p. 266].
Observe que:
Fy=— <r}; o p”‘l) ;
donde
pri: H — Hy;  pri(2) = [u].

Al emplear el Teorema 3.2.9, se tiene que Fj es C. |



Capitulo 4
Compacidad de la Funcién F

En este capitulo se considera de nuevo la funcién F' definida en el Coro-
lario 3.3.3 del capitulo anterior, verificando en esta ocasién que dicha funcién
es compacta.

La segunda seccién del presente capitulo consiste en una introduccién al
tema de Funciones Compactas, por ser éste poco conocido cuando el tipo
de funcién que se toma en cuenta no es necesariamente una Transformacién

Lineal.

4.1 Conjuntos Relativamente Compactos y Pre-
compactos

Ya que el concepto de Funcién Compacta se basa en el de Conjunto Rela-
tivamente Compacto o Precompacto, en esta seccién se discute en torno a
estos dos 1iltimos términos, en vista de que diversos autores no coinciden en

el significado de los mismos.

Definicién 4.1.1. [Kolmogérov-Fomin; p. 110] [Ladas-Lakshmikanthan; p.

201]
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Un congunto M, perteneciente a un Espacio Topoldgico T, se llama Re-
lativamente Compacto (en T), cuando su adherencia (clausura) en T es

compacta.

Observacién 4.1.2.
En [Gilbarg-Trudinger; p. 222] a los Conjuntos Relativamente Compactos
se les denomina Precompactos; sin embargo. consideremos la siguiente

definicién.

Definicién 4.1.3. [Iribarren?; p. 85] [Ladas-Lakshmikanthan; p. 201]

Sea A un subconjunto no vacio en un Espacio Métrico (E,d).

A es Precompacto, si a cualquier nimero real = > 0 corresponde un
conjunto finito de puntos {zi,....,xn} C A tal que A CkLnJl B (zy;2); donde

B (z; £) denota la bola abierta con centro en xj y radio <.

Observacion 4.1.4.

Segiin [Iribarren?; p. 87]: “en la literatura matematica se emplea con
frecuencia el nombre de Conjunto Totalmente Acotado en lugar de Pre-
compacto” (Definicién 4.1.3); en particular, en [Ladas-Lakshmikanthan; (iii),
p. 201}, los términos Totalmente Acotado y Precompacto (Definicién 4.1.3)
son sinénimos.

Si se exige que el Espacio Métrico (E,d) sea un Espacio Normado de
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sea un Espacio Métrico Completo, las dos iiltimas definiciones conside-
radas (Definicién 4.1.1 y Definicién 4.1.3), se implican mutuamente. Esta

afirmacién se deduce del siguiente Teorema:

Teorema. [Kolmogérov-Fomin; p. 114]
Sea (E,d) un Espacio Métrico Completo.
Sea M C E.
Para que el conjunto M sea Relativamente Compacto (Definicion 4.1.1),

es necesarto y suficiente que sea Totalmente Acotado (Definicion 4.1.3).

4.2 Funciones Compactas

Definicién 4.2.1. [Tineo; p. 31] [Gilbarg-Trudinger; p. 222]
Sean X e Y FEspacios Métricos.
Una aplicacion f : X — Y se dice que es Compacta, Completamente

Continua o Totalmente Acotada, si:

(i) f es Continua

(ii) La funcién f envia conjuntos acotados en conjuntos relativamente com-

pactos (Definicion 4.1.1).
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Observacién 4.2.2.

En [Kesavan; p. 221] también aparece el concepto de Funcién Compacta,
pero basado solamente en la condicién (ii) de la anterior Definicién 4.2.1; es
decir, se exige sélo la condicién (ii), pero no que la funcién sea continua.

A fin de discernir entre las condiciones (i) y (ii), presentes en la Definicién

4.2.1, se consideran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.2.3.
Sea X :=Y := IR, con la Métrica Usual.
Se define f como:
fiR— R

0, si x es racional

f(z)=

1, si x es irracional

Notemos que [ es discontinua, en el sentido usual del Célculo Infinitesi-

mal, para cada x € IR.

Ahora, observe que para cualquier subconjunto no vacio 4 de IR, sélo se

cumple una de las siguientes posibilidades:
a) F'(A) = {0}
b) F'(A) = {1}

¢) F(A4) = {0,1}
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Asi tenemos que f (A) es compacto para cualquier subconjunto A en IR.
Este ejemplo muestra que a pesar de que una funcién cumpla con que
F (A) es Relativamente Compacto para cada subconjunto acotado A; sin

embargo, f puede ser discontinua en todo su dominio.

Ejemplo 4.2.4.

Sea X := (0,00), Y := IR; ambos conjuntos con la Métrica Usual.

Se define f como:

f:X—»Y:f(a:)zl.
T

Esta funcién f es un ejemplo de una funcién continua, tal que no se
cumple que f (A) es Relativamente Compacto para cada subconjunto acotado
A contenido en X. Observemos que en este ejemplo sucede que si A := (0, §),

entonces f (A) = (%, oo) V6 > 0.

Ejemplo 4.2.5.

Se inicia este ejemplo, recordando la siguiente definicidn:

Definicién 4.2.6. [Brézis; p. 89]
Sean E y F dos Espacios de Banach.
Sea T : E — F una Transformacién Lineal.
T es compacto, si T (Bg) es relativamente compacto segin || 5.

Se sabe que una transformacién lineal compacta (segiin la tltima defini-
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cién) es continua; por lo tanto, si T’ es una transformacién lineal compacta en
el sentido de la Definicién 2.4.6, también es Completamente Continua segin

la Definicién 4.2.1.

Observacién 4.2.7.
En el Ejemplo 4.2.5 anterior, se considera una clase de funciones para las
cuales la condicién (ii) de la Definicién 4.2.1, implica el numeral (i) de esta

definicién.

Ejemplo 4.2.8.
Sean X e Y Espacios Métricos.

Supongamos que:
1) f: X —Y es continua.
2) f envia conjuntos acotados en conjuntos acotados.

3) Cualquier subconjunto acotado del espacio Y, es Relativamente Com-

pacto (Definicién 4.1.1).

Entonces f es compacta (Definicién 4.2.1).

Ejemplo 4.2.9.

Supongamos que:
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1) X es un Espacio Métrico Compacto
2) Y es un Espacio Métrico

3) F: X —Y es una funcién continua.

Entonces f es Compacta (Definicién 4.2.1).

Prueba.

Definamos la funcién g como:
g: X - f(X);g(z)=f(2).

Sabemos que la imagen de un Espacio Topoldgico Compacto, bajo una funcién
continua, es Compacta [Munkres; Teorema 5.5, p. 167]. Por lo tanto, f(X)
es un subespacio compacto de Y.

Recordemos que cualquier subconjunto de un Espacio Métrico Compacto
es Acotado. Asi tenemos que cualquier subconjunto de f (X) estd acotado.

Hemos verificado que g envia conjuntos acotados en conjuntos acotados.

Observemos que g es continua, al dotar al conjunto f (X) de la Topologia
Relativa segtin el Espacio Y (f (X) posee la métrica inducida por Y') [Munkres;
Teorema 7.2(e), p. 107].

Ahora verifiquemos que cualquier subconjunto de f (X) es Relativamente
Compacto (Definicién 4.1.1).

Sea A cualquier subconjunto del Espacio Topolégico Compacto f (X).

Consideremos A. Recordemos que la clausura de cualquier conjunto es

cerrada. Asi tenemos que A es un conjunto cerrado.
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También recordemos que todo subconjunto cerrado de un Espacio Topol4-
gico Compacto, es Compacto. Por lo tanto, A es un subconjunto compacto
de f(X) para cualquier subconjunto A de f (X).

Notemos que se verificaron cada una de las condiciones que se suponen
en el Ejemplo 4.2.8 anterior. Por lo tanto, al usar la conclusién de dicho
ejemplo, se concluye que la funcién g es Compacta.

Del hecho de que g es una funcién Compacta, se deduce que f es una

funcién Compacta, ya que f (X) posee la Topologia Relativa de Y.

Observacion 4.2.10.

Notemos que en el Ejemplo 4.2.4 no se cumple la segunda de las hipdtesis

del Ejemplo 4.2.8.

Observacién 4.2.11.
En el Ejemplo 4.2.8 se considera una clase de funciones para las cuales la

condicién (i) de la Definicién 4.2.1 implica el numeral (ii) de esta Definicién.

Ejemplo 4.2.12.
Supongamos que E es un Espacio de Banach de dimensién infinita.
Seal:FE — E;I(z)=zx.
Se sabe que [ es una transformacién lineal continua, pero que no es com-

pacta, ya que no cumple con el numeral (ii) de la Definicién 4.2.1 [Kolmogérov-
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Fomin; p. 250].

Observacién 4.2.13.

El ejemplo anterior muestra que no es suficiente que una funcién continua

sea una transformacién lineal, a fin de que sea una funcién compacta.

Teorema 4.2.14.
Sean X, Y, Z Espacios Métricos.

Consideremos dos aplicaciones T y S, no necesariamente transforma-

ciones lineales, tales que:
1) T: X — Y es continua y envia acotados en acotados.

2) S:Y — Z es compacta.

Entonces S o T' es compacta.

Prueba.

Sea A un subconjunto acotado de X. Por el numeral 1) anterior, T (A)
es acotado.

Del numeral 2) se tiene que S (T (A)) es relativamente compacto; es decir,
(SoT)(A) =S (T (A)) es relativamente compacto.

S o T es continua ya que es la composicién de funciones continuas. |
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Observacion 4.2.15.

Definamos las siguientes dos funciones:

a) T:(0,00) —>R;T(:c):i

b) S: R— R;S(z) ==z

Notemos que T es continua, pero no envia acotados en acotados (Ejemplo
4.2.4), y que S es compacta.

Observemos que SoT = T. y que por lo tanto S o T no es Compacta
(Ejemplo 4.2.4).

Podemos afirmar entonces que para que se cumpla la conclusién del Teo-

rema 4.2.14, no es suficiente que la funcién T sea continua.

Observacién 4.2.16.
Sean X e Y Espacios Métricos.
Si se cumple alguna de las condiciones que siguen, entonces la funcién

T:X — Y, envia acotados en acotados:

1) X e Y son Espacios Normados y T es una transformacién lineal con-

tinua

2) X es compacto y T es continua
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Teorema 4.2.17.
Sean X, Y, Z FEspacios Métricos.
Consideremos dos aplicaciones T y S, las cuales no son necesariamente

transformaciones lineales, tales que:
1) T: X —Y es compacta

2) S:Y — Z es continua

Entonces S o T es compacta.
Prueba.

S o T es continua por ser la composicién de funciones continuas.

Supongamos que A es un subconjunto acotado de X.

Ya que por hipétesis T es una funcién compacta, tenemos que TTA—) es
un conjunto compacto. Ya que la imagen de un compacto mediante una
funcién continua es compacta [Munkres; Teorema 5.5, p. 167, tenemos que
S (m) es un subconjunto compacto.

Recordemos que todo subconjunto compacto de un Espacio de Hausdorff,
es cerrado [Munkres; Teorema 5.3, p. 166]. Al tener en cuenta que cualquier
Espacio Métrico es de Hausdorfl, se tiene que el conjunto S (m) es ce-
rrado.

Al recordar que un conjunto C es cerrado, sii, C = C; se tiene que

S(T(4) =S (T (4) (41)



Compacidad de la Funcién F' 70

También recordemos que si f es continua, entonces f (W) C f(N), para

cada subconjunto N del dominio de f [Munkres; Teorema 7.1, p. 103]. De

esto se obtiene que:

S (T(A) c ST (A).

Ahora, notemos que:

T(A) CT(A) = S(T(4)) c S(T(A) = ST (4) cS(T(4)=5(T(4))

(ver (4.1))

Asi tenemos que:

S (T(A) c3(T(A) c S (T(A)

Por lo tanto:
ST (4) =5(T(4))
Pero ya se verificé que S (T (A)) es un subconjunto compacto, debido a que

S es una funcién continua.

Asi concluimos que S (T (A)) es compacto. |

Observacion 4.2.18.
En relacién a la prueba del Teorema 4.2.17, es interesante observar lo

siguiente:

a) En la prueba anterior, no se usa que 7' es continua para verificar que

S(T (A)) es compacto.
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b) Cuando A es un subconjunto acotado, se puede caracterizar (S o T) (A);

de manera maés especifica, se comprobé que:

(SoT)(A) =S(T(A) =S (T (4)).

Lema 4.2.19.
Sea (E,d) un Espacio Métrico. Sea K C E.
K es un subconjunto compacto, sii, cada sucesién {z},., contenida en

K, posee una subsucesién que converge a un elemento g € K.

Lema 4.2.20.
Sea (E,d) un Espacio Métrico. Sea A C E.
A es relativamente compacto, sii, dada cualquier sucesién {zx}z.; C A,

la misma posee una subsucesién convergente.

Propiedad 4.2.21.
Sea f : X — Y una aplicacién entre dos Espacios Métricos.

f envia acotados en relativamente compactos. sii. dada una sucesién aco-

fo'e) . ., [e ] oo
tada {zx},., € X, ésta posee una subsucesién {xkj} oy tal que {f (xkj)} .
= i= j=

converge.
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Prueba.
(=)
Sea {z;}r., C X, una sucesién acotada.
Ya que f envia acotados en conjuntos relativamente compactos, entonces

el conjunto {y; := f (zx) : k =1,2,...} es relativamente compacto.

Por el Lema anterior, existe una subsucesién {ykj }oo . convergente.
J:
0 . oo
Al tomar {xkj }j:1 tal que y, = f (:z:kj), se obtiene que {f (xkj)}jzl =

oo
{yk]. }j=1 es convergente.

(<)
Sea A un subconjunto acotado de X.
Consideremos f (A). Ademis, fijemos cualquier sucesién {y;};2; C f (A).
De la definicién del conjunto f (A), se tiene que existe z; € A tal que

f (zx) = yx. Como por hipétesis A estd acotado, entonces la sucesién {z; } 1o,

esta acotada.

oo

{ f (sckj) }:; conver-

Por hipdtesis, existe una subsucesién {ykj}, L=
J:
gente.
Al usar el Lema anterior, se obtiene que f (A) es relativamente compacto.

Propiedad 4.2.22.

Sean Ny, Ns, ..., Ny Espacios Normados.
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Consideremos N := N; X ... X Ni con la norma ||n| := ||(n4, ..., k)] :=
k
5 Il

Sea F un Espacio Normado. Consideremos una funcién
fZE—>N1X...XNk.

Se tiene que: f es compacta, sii, sus funciones coordenadas son com-

pactas.

Prueba.

La parte referida a la continuidad de f, sii, son continuas las funciones
coordenadas, puede consultarse en [Iribarren’; p. 52].

Recordemos que la funcién coordenada se define por:

Seas=1,... k.
fs B _’Ns;fs :=p1”30f;

donde

prs: N1 X ... x Ny — N, Prs (nl, ---,ns,---,nk) = Ng.

Observemos que: f = (f1,..., fx).

Recordemos que pr, es una transformacién lineal. Observe que de la

definicién de ||n||, se tiene que la funcién pr, es continua (acotada):

k
lprslly, = lInslly, < lInll =>_ lInelly, -

=1
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(=)

Sea {n;}io, = {(n1, .., "ks) ooy una sucesién acotada de E.

i=1 = i=1
De las hipétesis v la Propiedad 4.2.21 anterior, se obtiene una subsucesién
o0 x
{n.i]. }j=1 tal que { f (n,-j)}jzl converge.

oo
Como pr, es una funcién continua, entonces {prs ( f (nij))}j:l converge,

ya que

fo(m) = reo ) (m) =

= (£ (ms))

Al usar nuevamente la Propiedad 4.2.21. se tiene que f, es una funcién com-
pacta (s =1,...,k).
(<)
Ahora supongamos que cada funcién coordenada fs es compacta.
Sea {n;}io; = {(ny,...,nki)};0; una sucesién acotada de E. Por la
definicién de ||n ||, se tiene que {ny; };-, es una sucesién acotada de N, (s = 1,..., k).
Al tomar subsucesiones de subseciones convergentes, desde s = 1 hasta

., oo
s = k, se construye una subsucesién {n;,},_, tal que

{f () Y2y = {(fr (na) 5 oos fi (73)) Yooa

es convergente. |
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4.3 Compacidad de la Funcién F

Recordemos que se definié la funcién 7 (Definicién 3.2.9), como:

o

H& —C ([O,’/I‘])

to= 107];

donde:
j: H} — H!
(Definicién 3.2.5)
7 ([u]) = [u]

2) i: H' = C([0,7]),
donde ¢ es la Inyeccién Compacta indicada en el Lema 3.2.2 y la

Observacién 3.2.3.

En el Lema 3.2.6 se indica que j es una transformacién lineal continua
(acotada).

Al usar el Teorema 4.2.14, se concluye que la Transformacién Lineal i es
compacta.

Por otra parte, en la prueba del Corolario 3.2.13, se indica que h=hoj,
donde la funcién h se considera en la Definicién 3.1.2.

Recordemos que cualquier funcién Diferenciable es Continua. Ya que h
es Diferenciable (Corolario 3.1.13), se tiene que h es Continua.

Al emplear el Teorema 4.2.17 se obtiene que h es una funcién com-

pacta.



Compacidad de la Funcién F 76

Corolario 4.3.1.

Recordemos que:
1) H:=H} x L? x L?
2) F: H— H; F(2) = (©,—gou,®) donde z := (u,v,8) (Corolario

3.3.3).

Entonces, F' es una Funcién Compacta.
Prueba.

Se usa la Propiedad 4.2.22, considerando que:
1) Mi:=H}; No:=N3:=L*y E:=H
2) fii=prioF =6

fri=pryo F =—(hopr)

f32=pr3OF=9

3) Las funciones anteriores f; y f3 son compactas, ya que toda funcién

constante es compacta.

4) fo es compacta debido al Teorema 4.2.14 (la funcién pr; es una trans-

formacién lineal acotada). u



Capitulo 5
El Sistema Dindamico Asociado al Problema de
la Termoelasticidad Unidimensional

El concepto de Semigrupo tratado en la Definicién 2.6.1 admite una ge-
neralizacién, la cual consideramos en el presente capitulo. Concretamente,
al Sistema de Ecuaciones en Derivadas Parciales (2) de la Introduccién, se
le asocia un Sistema Dindmico a través de una Ecuacién Integral. A fin de
verificar que las soluciones de tal ecuacién existen globalmente, se recurre a

la ayuda de un funcional V definido sobre el espacio H.

5.1 Ecuacién Integral asociada al Sistema de
Ecuaciones Semilineal de la Termoelasticidad

A continuacién se recopilan las hipétesis que se han asumido en los capitulos

anteriores:

1) Las letras: a, m y k denotan funciones C' a valores reales, definidas

sobre el intervalo [0, 7].

2) Las funciones a y k son positivas, es decir, a(z) > 0y k(z) > 0,Vz €

[0, 7].

3) La funcién m es positiva o negativa: m(z) > 0,Vz € [0,7] 6 m (z) <

0,Vz € [0, 7]
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4) Se denota mediante la letra g a una funcién C*, definida de IR en IR.

El Sistema en Derivadas Parciales asociado al fenémeno de la Termoelas-

ticidad en una Dimensién es [Hale-Perissinotto; p. 1J:

Uy = (aug), — (mb), — g (u)
O<z<m
0; = (kb;), — mu, (5.1)
u(z,t) =60(z,t)=0,vt>0, siz=0,7
Notemos que el sistema anterior es equivalente al siguiente:

(ut:v

v = (au,), —(m), —g(u); O<z<m

~~
o
o

S

0, = (k6;), — mu,

| u=0=0, paraz=0,7

A su vez, el sistema (5.2) puede reescribirse como la siguiente Ecuacién

Abstracta de Evolucion:

= A(R)+F(2), z€H (5.3)
donde:
1) A:D(A) — H
A(u,v,0) = (v, (aw) — (mh)’, (k&) — m/) (Definicién 2.1.1)

2) F: H— H;

F(u,v,0) = (©,—gou,®) (Corolario 3.3.3)
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Antes de asociar una Ecuacién Integral a la ecuacién (5.3) es conveniente

hacer las consideraciones que siguen:

Sea —B el Generador Infinitesimal de un Semigrupo Cy, {T (¢)},t > 0,
sobre un Espacio de Banach X y f : [tg, 7] X X — X una funcién continua
en t, la cual satisface una condicién de Lipschitz con respecto a la variable
u€ X.

Considere el siguiente problema con Condicién Inicial:
u(t)+Bu(t)=f(tu®); to<t<T
U (to) =1Ug € X

También tengamos en cuenta la siguiente definicién:

Definicién 5.1.1. [Pazy; Definicién 1.1, p. 184]

Una funcion continua u se denomina una Solucién Débil (Mild So-
lution) del problema con Condicién Inicial (5.4), si u satisface la
Ecuacion Integral :

W) =Tt —to)uo+ [ T(t—s)f(s,u(s)ds; 0<t<T (5

to

U
(&1
~—

Los siguientes Teoremas indican la relacién que puede existir entre las

soluciones de las ecuaciones (5.4) y (5.5).
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Teorema 5.1.2. [Pazy; Teorema 1.4, p. 185)

Supongamos que f : [0,00) x X — X, es una funcidn continua que
satisface que, para cada niumero real ¢ > 0, hay una constante k (c) tal que
1£ (t,2) = £ (&, 9]l < k(@) llz = yll; cada vez que: 0< ¢ < e, ol < e, ] <
c. También se asume que — B es el Generador Infinitesimal de un Semigrupo
Co,{T (t)}, sobre el Espacio de Banach X.

Entonces, para cada ug € X. hay un Tmax < 00, tal que el problema con

Valor Inicial:

w(t)+Bu()=f(tu(t); 0<t< Tma
(5.6)

u(0) = ug
tiene una dnica Solucidon Débil u, definida sobre el intervalo mazimal [0, Timax)-

Ademds, si Tmax < 00, entonces lim |ju(t)|| = oc.

1 —>Tmax

Teorema 5.1.3. [Pazy; Teorema 1.5, p. 187]

Sea —B el Generador Infinitesimal de un Semigrupo Co, {T (t)}, sobre el
Espacio de Banach X. Si f : [to, T|x X — X es continuamente diferenciable,
entonces una Solucidn Débil del problema (5.4) con uy € D (B), es una

Solucidn Cldsica del problema con Valor Inicial (5.4).

Ahora, reconsideremos la Ecuacién Abstracta de Evolucién (5.3), a partir
del concepto de Solucién Débil (Definicién 5.1.1). Para ello, observemos que

en nuestro caso:
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1)

El Espacio de Banach X mencionado un poco antes del problema (5.4),

es el Espacio H definido en la Observacién 1.3.14.

Si definimos el Operador B como B := —A, se tiene que —B es el

Generador Infinitesimal de un Semigrupo Cy (Corolario 2.6.11).

Al definir f como:
f:[0,00) x H— H;

ft,z)=F(2)

entonces f cumple con las hipétesis de los anteriores Teoremas 5.1.2 y

5.1.3, ya que F es una funcién C! (Corolario 3.3.3).

El problema (5.6) se convierte en:
{ 2 (t) = A(z(t) = F (= (1)

2(0)=2€H

(5.7)

El problema (5.7) anterior es equivalente a la ecuacién (5.3):
{ z=A(z) + F (2)

2(0)=2€ H

(5.8)

As{ tenemos que la Ecuacién Integral (5.5) asociada al problema (5.7),

y por lo tanto a la ecuacién (5.3), es:
t
2 () = e (z0) + [ €209 (F (2 (s))) ds: (5.9)
0

donde e := T (¢) (Seccién 2.7, primer y segundo pérrafos).
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Observacion 5.1.4.

Por medio del Teorema 5.1.2, sabemos que para cada 2o € H, existe 7 (29)
tal que la ecuacién (5.9) posee una tnica Solucién débil sobre el intervalo
maximal [0, 7 (2o)). Para verificar que 7 (2¢) = 00, para cada 2o € H, se hace

uso de un Funcional V, el cual se estudia en la préxima seccién.

5.2 Un Funcional Definido sobre el Espacio H

En esta seccién se define una funcién V : H — IR, donde H es el espacio
definido en la seccién 1.3 (Observacién 1.3.14). También se consideran aque-

llas propiedades del Funcional V' que son necesarias en las préximas secciones.

Definicién 5.2.1.

Sea L € R. Sea f: R — IR. Diremos que limsup f(s) =L, st

|s}—o0

1) Ve > 0, existe un 6§ > 0 tal que f(s) < L+¢, si |s] > 6.

2) Dado cualquier £ > 0 y dado cualquier nimero real M > 0, se pueden

encontrar dos numeros s, y Sg tales que s; < —M, M < sy; de tal

forma que (L —¢) < f(s1) y (L —¢) < f (s2)-

Hipdétesis 5.2.2.

Sea g una funcién que cumple con las siguientes condiciones:
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(1) g: IR — IR, es una funcién C!, en el sentido usual del Célculo Infinite-

simal.

(i) limsup _9(9) < 0.

|s|—o0 §

Definicién 5.2.3.

Se define la funcion G como:

G:R— R

Nota 5.2.4.
Del primer Teorema Fundamental del Célculo Infinitesimal y la Hipétesis

5.2.2, se obtiene que la funcién G es C!, en el sentido del Célculo Infinitesimal.

Lema 5.2.5.

Fijemos un numero real € > 0. Hay una constante C. > 0 tal que
~G () < -;—52 +C., VEER.

Prueba.
Consideremos el caso en que £ > 0.

De la Hipétesis 5.2.2 tenemos que:

g(s)

limsup ———= < 0.

|sj—o0 S
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La desigualdad anterior implica que dado £ > 0, existe T := T (¢) > 0 tal

g(s)

que ————+ < g, Vs> T.
s
Ast: —g(s) <e-s,Vs>T.

Lo anterior implica:

3 3
/ —g(s)ds < / esds, VE>T.
T T

Notemos:

También observamos:

/OEQ(S)dS=/0T9(3)d8+/;g(s)ds E>T)

Se cumple entonces que:

—/Oeg(s)dsg 252—/0Tg(s)ds.

€
De la Nota 5.2.4 se tiene que la funcién h(§) := -G (§) = —/ g(s)dses
0
continua en el intervalo [0, T']; y por lo tanto, existe C := max {h (£) : £ € [0,T]}.
Fijemos un nimero real positivo C. tal que C. > C.

Asi tenemos que:

-G (€) =—/0€g(s)ds§ §§2+CE, vE < 0.

El caso £ < 0, se deduce de forma anédloga a lo hecho en la presente

prueba. [ |
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Definicién 5.2.6.

Recordemos que en el sequndo numeral, al inicio de la Seccion 5.1, se
ncluye como hipotesis que la letra ”a” designa una funcion positiva.

Sea z = (u,v,0) € H.

Se define el Funcional V' como:

14 :H— R

Viz) =V (u,v,6) =

=%[/“() o+ [ (@) dz+ [ (0 dx] +[ G

Observacién 5.2.7.
La Norma sobre el conjunto H que se emplea en este capitulo, es aquella

considerada en la Observacién 1.3.14. Al usar la Nota 1.3.18, tenemos:

V(u,v,0) = % 2] + /WG('U, (z))dz, donde z = (u,v,0).
0

Propiedad 5.2.8.
1

Hay una constante C' > 0 tal que V (z) > i |2l —Cm, VzeH.
Prueba.
Sea £ :=u(x).

Al usar el Lema 5.2.5, se tiene:

0<Gu(z)+ g (u(2))?+C., Vzelo,n].

dx
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Por lo tanto:

0</WG ))dz + = /:(u(x))2dx+057r.

Al recordar la definicién de la norma ||| (Observacién 1.1.6) y que

-l y ||||Hé son equivalentes (Corolario 1.3.12), se tiene que:

[ w@)?ds < Jlullys < iy,

1
Al tomar ¢ := E, obtenemos:
0<—||uHH1+/WG ))dz + 7C..

1
Al recordar la Nota 1.3.18 y al sumar 1 |2]|% a ambos miembros de la

desigualdad anterior:

1 1
L el < 2l + 7 Toli2 + 7 161 + [ G (u(s) o+ nC.

1
Ya que 1 < 2 se obtiene:

L <—. £
4“ Iz < 2|lZ|{H+ A G (u(z))dz + 7C.

Al usar la Observacion 5.2.7, tenemos:

1
0< 1 Iz|I? <V (z) +7C., Vze€H. (5.10)

Caso 1.

Supongamos que ||z, > 1.
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Se tiene que | z||% > 2]l

Al usar la desigualdad (5.10), tenemos:

$lzlls < V() + 7C..

Caso 2.
. . . 1 s
Si asumimos que ||z||; < 1, se tiene que 1 2]l < 1

De la desigualdad (5.10) tenemos:
0<V(z2)+nC.,, VzeH.
Al sumar g a ambos miembros de la desigualdad anterior:

1
%SV(Z)+(CE+Z)7T, Yz € H.

Asi tenemos que si ||z[|, < 1, entonces:

Ty <V + (c.+ i) -

De este modo se ha comprobado que:

1 1
1 zllg < V(z)+Cm, Vze H; dondeC:= C'E—+—:1-

Propiedad 5.2.9.
Para cada ndmero real 7 > 0, hay una constante c¢(r) > 0 tal que si

1
|2l g £ 7, entonces V (z) < 57-2 +c(r)-m-r.
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Prueba.

Supongamos que ||z||; < r. Recordando que ||z|% = Hu”i,fl) +Jlvllz2 +
16|32, tenemos que ||u”H3 <.

Ahora consideremos el siguiente Teorema [Brézis; Teorema VIIL7, p.

129]:

Existe una constante C; tal que
[ullpoo < Crllullg:, YVue HY:
donde:

fllpo :=Inf {C € R:|f(z)] <C ct.p. en (0,7)};[Brézis; Definicién , p.56].

2N,

Si "u” es el representante continuo (Observacién 1.1.9), tenemos:
[ullgee = max {|u(z)] : z € [0, 7]} .
Al recordar que ||| ;1 v ||| H3 Son equivalentes:

lell o < Crllullgn < Collullyy, Yu€ Hp.

Por lo tanto:
(@) < Car, s fullgy <7

De la Nota 5.2.4, existe:

¢(r) :=max{|g(s)| : s € [-Car, Car]}.
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(i) Sirecordamos la Observacién 5.2.7:

Viz) <|V(2)| <

s—u 12+ ’/ )d:v'<

<= || n2+/“|c )| dz

1
(i) Ya que asumimos que ||z||;; < r. tenemos que 5 Iz)|%, <

Caso 1.

Al considerar el caso u (z) > 0, tenemos:

G =|[ g@as< [ lg(s)lds <

0 0

< /Czr ¢(r)ds = Core(r).

0

Caso 2.

Si en cambio u (z) < 0, entonces:

G (u(z)) = /()m(x)g(,s) ds = _/uo g(s)ds.

De tal modo que si u (z) < 0, entonces:

Gu@) =~ [ g()ds| =

0
= sals|</0 s)lds <
/mg<>]_umm<x

/(icgra(r) ds = Core (r).

IA

1

—r
2

2

89
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De este modo hemos verificado que:
|G (u(2))| < Cyre(r), si|z]lg <

Al considerar los numerales anteriores (i) y (ii) de esta prueba, tenemos:
1
Viz) < 57'2 +f |G (u(z))|dz <
0

1
< 57*2 +Comt-r-C(r); s |zl <7
Definicién 5.2.10.
Sea z € H.
Segiin la Observacién 5.1.4, existe una tnica solucién z (¢) de la ecuacién

(5.9), donde t € [0, 7 (2)); donde este tiltimo intervalo es el intervalo maximal

de la solucién z (t). Esta solucién la designamos como T (t) (z); es decir,

T(t)(2) = 2 (¢).

Nota 5.2.11.
El simbolo de la definicién anterior: 7 (t)(z), no debe confundirse con

uno similar usado en la seccién y capitulos precedentes.

Propiedad 5.2.12.
Para cada z € H, la funcién t — V (T (t) (z)) es decreciente; de hecho

se cumple que:

VT (:)=V(z)- /Ot /Owk (z) [% (z, s)rdmds.
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Prueba.

Indiquemos que:

Ademas, se usa la siguiente notacién:
() @);v () (2);0() (@) = (u(@,8)50 (2,1):0 (2,0) =T (1) (2).

De este modo se tiene: V (T (1) () = T B (a(z) w2 +v? +0%) + G (u(z,0))] dz.

Asi obtenemos:

V(T (1) (2)) =%{/Z B (aug+v2+92)+G(u($,t))]}da:

1
= 0agt{§(a11§+7)2+92)+G’(u(.’1:7t))}d3:
=fauzuztdx+/ v-vtdx+/ 0-9tdac+/TG’ (u) urdz.
0 0 0 0
(5.11)

Al tener en cuenta que:
3
G (€)= / g(s)ds (Definicién 5.2.3).
0
entonces G’ (§) = g (£). Luego:
G (u(z,t)) = g (u(z,t)).
Por lo tanto:

(1) /ZG'(u(a:,t))utdmz/Zg(u(x,t))utdx.
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(ii) Usando las dos primeras ecuaciones de (5.2) (Seccién 5.1):
vev = l(aug), — (mb), — g (v)] =
= u; (aug), — us (M), — ue - g (u).

(iii) Si usamos la tercera y primera ecuacién de (5.2):

00, = 0[(k;), — mv;] =
=0 (kb;), — Omv, =
= 0 (k0;), — Omu, =
= 0 (kb;), — Omug,.

Ahora observamos que:
0 0k62), dz = 0 (k625 - f 0,k0,dz.
0 0

Al usar las condiciones sobre la Frontera del sistema (5.2):

4 (kez)lg = 0.
Ast:
iv) /: 6 (k8,), dz = — /Z k (6,)% dz.
De igual forma:

/WUt (aug), dz = us (aug)ly — /Wuztauxdat.
0 0

Al usar de nuevo las condiciones de frontera del sistema (5.2), se deduce

que u; =0, si z =0, 7.
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Asi que:

u, (aug)|g = 0.

Luego:

v) /Zut(auz)z dx=—fautuxtdm.
0

De manera anéloga:

vi) /::ut (mb), dz = —/ﬂrmﬁuztd:c.
0

Al sustituir los seis numerales anteriores en la igualdad (5.11), tenemos:

Si usamos el Segundo Teorema Fundamental del Célculo:

VT () (2)-V(T(0)(2) =V(T{#)()-V()=

=_/; (/Zk(z) (%(x,s)de)ds; donde t > 0.

|
Nota 5.2.13.
La prueba anterior sigue la idea contenida en [Henry et al.; Teorema 4, p. 74].
Esta idea consiste en usar las soluciones clésicas de un sistema, tal como
el (5.2), para deducir que las Soluciones Débiles (Mild Solution) cumplen

también con el resultado andlogo obtenido para las soluciones clésicas.
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5.3 Sistema Dinamico Asociado al Sistema de
Ecuaciones de la Termoelasticidad en una Di-
mension

El Lema 5.3.2 que sigue, establece que 7(z) = o0,Vz € H (Observacién
5.1.4).

Lema 5.3.1.

Sea z € H.

Sea [0,7(z)) el intervalo mazimal de la Solucion Débil T (t) (=) de la
ecuacion (5.9).

Si 7 (z) < 0o, entonces

lim V(T (t)(z)) = cc.
t—(7(z))"”

Prueba.

Sea z € H.

Del Teorema 5.1.2 tenemos:

lim T(t)(2)] = oc.
im IO EI
Al usar la Propiedad 5.2.8:
1
VT @) ()2 1T @) (&)]g - Cm

Por lo tanto:
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t_.%ilél))_ V(T (t)(z)) = oc.

Lema 5.3.2.

Sea z cualquier elemento de H.

Sea [0,7 (2)) el intervalo mazimal de la Solucidn Débil: T (t) (=), de la
ecuacidn (5.8).

Entonces: T (z) = oc.
Prueba.

Sea z € H.

De la Propiedad 5.2.12 se tiene que:
V(T(#)(2) <V (), Vte[0,7(z)). (5.12)

Si fuera cierto que 7 (z) = o0, el Lema anterior implicaria que
V(T (t) (2)) — oo, sit — (7 (z))”; pero esto contradice (5.12), por lo tanto,

7(2) = oc. n

Definicién 5.3.3. [Haraux; Definicién 4.1.1, p. 4-1] [Hale, p. 35]
Sea (Z,d) un Espacio Métrico Completo.
Un Sistema Dindmico C" sobre (Z,d), es una familia uniparamétrica

{R(1)},>, de mapas de Z en Z, tal que:

(i) R(t) es una funcidn continua de Z en Z, ¥t > 0.
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(ii) R(0) = Funcion Identidad.
(i) R(t+s)=R(t)o R(s);Vs,t>0.

(iv) R(t)(x) es continua en t,x, asi como sus derivadas en x, hasta el

orden r (r > 0).

Teorema 5.3.4.
Sea H el espacio constderado en la Observacion 1.3.14.
Sea t > 0. Se define S(t) como:

S(t): H— H;

S(t)(z) =T () (2);
donde T (t) (z) es la Solucion Débil de la ecuacion (5.3).
Entonces {S (t)},50 s un Sistema Dindmico C? sobre H.
Prueba.

Podemos seguir la Demostracién de [Haraux; Teorema 4.1.10, p. 4-4].

Propiedad 5.3.5.

Las Orbitas Positivas de los sibconjuntos acotados de H estén acotadas;
es decir, dado cualquier subconjunto acotado B de H, se cumple que el

conjunto {7 (t) (B);t > 0} estd acotado.
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Prueba.
Sea B un subconjunto acotado de H. Observe que:
{T#)(B);t=0}t=U {T () (b);¢ > 0}.
beB
Como B esté acotado, existe un ndmero r > 0, tal que ||b]|; < r,Vb € B.

Al usar la Propiedad 5.2.12, tenemos que:
V(T (@)®)<V(), Vvt>0.
Si empleamos la Propiedad 5.2.9, se tiene que:

V(b)g%r2+c(r)-7r-r, Vb € B.

Por lo tanto:

1
V(T (t) (b)) < §r2+c(r)-7r-r, Vbe B, Vt>0.

Si suponemos que el conjunto {7 (t) (B);t > 0} no esté acotado, entonces
hay una sucesién {T (t,) (bs)}oo, C {T (¢) (B);t > 0}, tal que
T () (bn)|| — o0, si n — .

Al emplear la Propiedad 5.2.8, se tiene que V (T (t,) (bn)) — o0, si
n — o0; pero esto contradice la dltima desigualdad escrita; por lo tanto

el conjunto{T (t) (B);t > 0} est4 acotado. |



Capitulo 6
Existencia de un Atractor Global para el
Problema de Termoelasticidad

El propédsito de este capitulo es comprobar que el Sistema Dindamico

Definido en el Teorema 5.3.4 posee una Atractor Global.

6.1 El Operador Compacto U (t)

Definicién 6.1.1.
Fijemos un nimero real t > 0.

Se define la funcion U (t) como:

Ut):H—-H

U 1) () = 49 (F (T s) () s

0

donde:

1) et se refiere al semigrupo Cy definido al inicio de la Seccion 2.7.
2) F es la funcion considerada en el Corolario 3.3.5.

3) T'(2) (s) denota la solucién de la ecuacion (5.9) (Definicion 5.2.11 y
Nota 5.2.12).
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Propiedad 6.1.2.
El Operador U (t) es Compacto (Definicién 4.2.1), para cada t > 0.
Prueba.
Al usar la Propiedad 5.3.5 se tiene que el conjunto {T"(s) (z) : z € B;0 < s < t}
esta acotado si B es un subconjunto acotado de H.
El resto de la prueba es igual a la Demostracién de [Hale; Teorema 4.6.1,
p. 121]. Esta demostracién comienza asumiendo el parrafo anterior; por esta

razén este tiltimo fue escrito. |

6.2 El Conjunto de Puntos de Equilibrio

Esta seccidn se refiere al conjunto de Puntos de Equilibrio de la Ecuacién de
Evolucién, asociada al Sistema de Ecuaciones de la Termoelasticidad en una

Dimensién (Seccién 5.1, ecuacién (5.3)).

Definicién 6.2.1. [Hale; p. 39]
Sea {R(t)};5o un Sistema Dindmico sobre (Z,d) (Definicién 5.3.3).
Sea y € Z.
El elemento y es un Punto de Equilibrio de {R(¢)},,, st R(t) (y) =

y, vVt > 0.

Observacién 6.2.2.

La situacién considerada en el Teorema 5.3.4, es un caso particular de la
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siguiente [Haraux; p. 3-1].

Supongamos que:
1) X un Espacio de Banach.
2) {C(t)} un semigrupo Cj (Definicién 2.6.2 y Nota 2.6.3)

3) J: X — X es una funcién localmente Lipschitz, continua, sobre Con-

juntos Acotados.

Dado cualquier £ € X, consideremos la tinica Solucién Maximal

u € C([0,7(x)),X) (Seccién 5.1, Teorema 5.1.2) de la Ecuacién Inte-

gral:

w(?) :C'(t)(a:)+/0tC’(t—s)J(u(s))ds, vt e [0.7(z)).

Si suponemos que 7(z) = oo,Vz € X, la familia {R(t)},5q; R(t) =
u (t) (z), es un Sistema Dindmico. Dentro del caso que se est4 considerando,
los Puntos de Equilibrio del Sistema Dindmico recién indicado, son aquellos

elementos y € X tal que:

y=C) )+ [ Clt—s)Jw)ds. W20

El siguiente resultado explica una forma de encontrar los Puntos de Equi-
librio, cuando se tiene el caso general considerado en la anterior Observacién

6.2.2.
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Lema 6.2.3. [Haraux; Lema 3.1.1, p. 3-1]

Sea L el Generador Infinitesimal del semigrupo Co, {C (t)},o (Definicién
2.6.5).

Un elemento b € X es un Punto de Equilibrio del Sistema Dindmico
definido en la Observacién 6.2.2 anterior, st y sélo si, b€ D (L) y

L (b) + J (b) = 0; donde J es la funcién de la Observacién 6.2.2.

Propiedad 6.2.4.
Consideremos el Sistema Dindmico {S(t)},,,, definido en el Teorema
5.3.4 del capitulo precedente.
Sea z € H.
El elemento z es un Punto de Equilibrio de {S (¢)}5¢, si y sdlo si,
2= (4,0,0)y (av') ~gou=0;u(0) =u(r)=0.
Prueba.

En esta prueba se hace uso del Lema 6.2.3. En este caso se tiene:
a) L.=A:D(A) — H.
b) Ji=F:H— H.

c) z = (u,v,0) € H := H} x L? x L?, es un Punto de Equilibrio, si y
sélo si, A(z) + F (2) = (©,0,0),donde (0,0, ©) es el vector nulo del

Espacio H.
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Al recordar las Definiciones del Operador A (Definicién 2.1.1) y de la
Funcién F' (Corolario 3.3.3), tenemos que la igualdad del literal c) anterior,

es equivalente a:

(v; (av) — (mB) — g ou; (k¢) ~ mv') =(6,0,0).

De la igualdad anterior obtenemos:
v =0
(av) — (mh) —gou =06
(k@) —mv/ =8
Pero, v = © = v/ = ©. Por lo tanto, (k¢') = ©.

Al usar el Lema 2.2.2 tenemos que § = ©.

Al sustituir = © en la segunda ecuacién del sistema anterior, se tiene:
(au) —gou=0.

Asi hemos verificado que si z = (u,v,0) € H es un Punto de Equilibrio,
entonces v = 0;0 = O y (av') —gou = ©. También se cumple que
u(0) = u(m) = 0, ya que u € H} (consideramos que u es el representante
continuo, a fin de poder usar el Teorema 1.1.17).

No es complicado verificar, mediante el Lema 6.2.3, que si

z=(u,0,0) € H, entonces z es un Punto de Equilibrio. [
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Notacion 6.2.5.
Denotemos mediante la letra E al conjunto de los Puntos de Equilibrio

del Sistema Dindmico {S (t)},, (Teorema 5.3.4).

Propiedad 6.2.6.

El conjunto E esta acotado.
Prueba.

Sea z = (u,v,0) € E.

Por la Propiedad 6.2.4, sabemos que z = (u,©0,0) y (av/) —gou = 0,
tal que u(0) = u(7) = 0.

Al multiplicar la igualdad anterior por la funcién u:
u-(au) =u- (gou)

Al usar el Teorema 1.1.12, tenemos:

fou() - (av/ (z)) dz = u(z)a(z)d (z)]g — fu’ (z)a(z)u (z)dx

0

= —/:;a (z) (o (z))* dz.
Luego:

/O”a,(a;) (u’(a:))Zd:v:—-/Owg(u(a:))-u(:v)dz. (6.1)

Recordemos que una de las hipétesis que se asume es que

s .
lim sup _g(_) < 0. Esto implica que dado un niimero real ¢ > 0, existe
lsj—o0 s
6 > 0 tal que _9(@) < e szl > 6.

z



Existencia de un Atractor Global para el Problema de Termoelasticidad 104

A continuacién se definen dos subconjuntos del intervalo [0, 7]:

L :={ze0,n]:|u(z)| > 6}

.[2 = [0,71'} \ Il'

Primer Caso. z € I;.
g(u@) _ _
ulz)
Al multiplicar ambos miembros de la desigualdad anterior por (u (x))*

rel, =—

~g(u(z))u(z) <e(u(z)).

Asi tenemos:

~[gu@)u@ds<s [ @@V do<e [ @) do =< ul}s.

I I
Recordando que |[ul|%; = |jul%, + |[«/||3, (Observacién 1.1.6) y que existe
una constante k£ > 0 tal que [lul|n < & [[ul|g; (Corolario 1.3.12), se tiene

que:

~ [ o) (e)ds < ok Jully

Segundo Caso. z € I,.
Ya que por hipétesis g es una funcién C! de IR en IR, entonces g es

continua de IR en IR. Luego, existe:
C = max{lg (2)| ;2 € [-6,8]}

Asi tenemos que si z € I, entonces |g (u(z))| < C.
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Ahora observamos que si x € I, entonces:
lg (u(2))] - u ()] < Clu(z)] < C- 6.
Ast:
/12 g (w (@) - |u(z)|dz < /120.(56133 < /O“C,édxzm C.6

Al tener en cuenta la igualdad (6.1) escrita un poco después de iniciar

esta prueba, y observando que I = I JI, (unién disjunta), tenemos:
/Za()( x)) dzx :—/ g(u(x)) u(z)dr =
—— [ g@@)u@ds— [ gu(@)u)ds <
I1 Iz
< ek |ul’p +7-C -6

Recordando que ||u||§11 = /wa(x) (v (z))*dz (Observacién 1.3.9), te-
0 0
nemos:

ullfs < ek? Jull}n +7-C - 6.

Ya que € > 0 es un niimero que puede elegirse, el mismo se escoge de tal
forma que 0 < €k? < 1. (k es una constante que no depende de ¢).

Por lo tanto:
-C-6

2
<
||’U,” 1 1 —Ekz

Tomando en cuenta la Nota 1.3.18 y considerando cualquier elemento

z = (u,v,0) € E, tenemos:
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7. C:6
1 — ck?

2l = lullz + 10172 + 11172 = llullz <

Propiedad 6.2.7.

Sea V : H — IR €l funcional de la Definicién 5.2.8.

Sea {S (t)} el semigrupo definido en el Teorema 5.3.4.

Seaz € H.

Si V(T (t)(z)) =V (z),Vt >0, entonces z es un Punto de Equilibrio.
Prueba.

Dado z = (u,v,8) € H; supongamos que V (T (t) (2)) =V (2),¥t > 0.

Se define z (t) := (u(t),v(t),0(t)) =T (t) ().

Al usar la Propiedad 5.2.12, se tiene que:

/(/Wk ;c)[ sx)} )ds:O, Wt > 0.

2

Ya que k (x) [g_& (s,z)| > 0,¥s > 0; tenemos:
i

L7}

2
> 0.
8:C(s:r;)J dr >0

pls) = [ k(@)

¢
En vista de que: / p(s) = 0,Vt > 0; se cumple que p(t) = 0,Vt > 0; es
0

decir:
2

/()k()l:gg(ta:) dz =0, Yt>0.

y o PN
Fijemos cualquier niimero real ¢ > 0. Ya que k& (z) [E (t,x)| >0,
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Vz € [0, 7]; entonces la tiltima igualdad escrita implica que

5 po (t,z) =0,Vz € [0,7].

La tltima igualdad puede reescribirse como: # (t) (z) =0,Vt > 0,

2
k(z) {?‘9‘ (t, iﬂ)] =0,Vz € [0,7]. As{ tenemos: %

vz € [0, 7).

Al fijar un nidmero real ¢t > 0, tenemos que 6 (t) = constante (constante
que puede depender de ¢t > 0).

Pero 6 (t) € Hy. Por lo tanto, al usar €l Teorema 1.1.17:
g(t)(0)=46(t)(x)=0.

Asi tenemos que 4 (t) = ©.

Se recalca que 2 (t) := (u(t),v (¢),0(¢)).

Es conveniente recordar que el simbolo: z. se refiere a la derivada de
z(t) con respecto a t; en cambio, v/, v y & son las derivadas de u, v y
f respectivamente, en el Espacio H! (Seccién 1.1; Definicién 1.1.1 y Nota
1.1.2).

Al recordar que = (t) = (iz (t),v (2),0 (t)) y que z (t) := T (t) (z) cumple

con la ecuacién (5.3) (Seccién 5.1); tenemos:

2) ()= (k©O@)) —m(v(®)
Ya que se ha comprobado que 8 (t) = © € H},Vt > 0; entonces:

b) 4 (t) =0 € Hy,Vt > 0.

c) & (t) =86 ¢€ H}, vt >0.
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Recordemos que por hipétesis m (z) # 0, Vz € [0,7].

Asi se tiene que v/ (t) = ©,Vt > 0. Por lo tanto, v (t) = constante
(constante que puede depender de t).

Pero sabemos que v (t) € H}. Al asumir que v (t) es el representante con-
tinuo y usar de nuevo el Teorema 1.1.17, se obtiene que: v (t) (0) = v (¢) (7) =
0,Vt > 0. Ya que fijado t > 0,v (t) es constante; esta constante debe ser la
funcién constante cero.

Asi hemos verificado que v (t) = ©,Vt > 0.

Otra vez, al usar la ecuacién (5.2) (Seccidén 5.1):

u () =v(t).

Por lo tanto: u (t) = ©,Vt > 0.

Consideremos la siguiente Propiedad [Ladas-Lakshmikathan; Colorario
1.2.1, p. 4]

Siz e Clla,b],X]yz(t)=0,a <t<b, entonces x(t) = constante.

Asi tenemos que existe u € H} N H? tal que u (t) = u,Vt > 0.

Notemos entonces que se ha verificado que z = (u, 0, ©),Vt > 0; donde
u es una funcién fija tal que u € Hy N H2.

Pero al usar la Propiedad 6.2.4 se tiene que 2z es una Punto de Equilibrio.

6.3 Existencia de un Atractor Global

Sea X un Espacio Métrico Completo.
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Sea {R (1)}, un Sistema Dindmico sobre X (Definicién 5.3.3).

Definicién 6.3.1. [Hale; p. 36]

Sea BCX,CCX.

Se dice que el conjunto B atrae al conjunto C bajo {E(t)},, si
dis(T (¢t) (C), B) — 0, cuando t — oc.

Definicién 6.3.2. [Hale; p. 36]
El semigrupo {R (t)},5, es Asintéticamente Suave, si para cualguier
conjunto no vacio, cerrado y acotado B C X, para el cual T (t) (B) C B;

hay un conjunto compacto J C B tal que J atrae a B.

Lema 6.3.3. [Hale; Lema 3.2.3, p. 37]
Sea X un Espacto de Banach.
Supongamos que, para cada t > 0,R(t) = C(t)+ U (t) : X — X, donde:

1) U (t) es completamente continuo Vt > 0 (Definicién 4.2.1).

2) Hay una funcién continua k : [0, 00) %[0, 00) — [0,00); tal que k (¢, 1) —

0, cuando t — oo y |C (t) z| < k(t,r), st |z] <.

Entonces {R(t)},., es Asintdticamente Suave.
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Corolario 6.3.4.
Sea {S (t)},50 €l Sistema Dindmico definido en el Teorema 5.3.4.
Entonces {S (t)},5, es Asintdticamente Suave.

Prueba.

Se usa el Lema anterior, tomando:

(ii) U (t) es el operador de la Definicién 6.1.1 (Propiedad 6.1.2).
(ii) C (t) := e“* (Seccién 2.7; los dos primeros parrafos).

(iv) k(t,r) := Cre=® (Corolario 2.7.25) [ |

Definicién 6.3.5.
Sea {R(t)},5o un Sistema Dindmico.
Sea z € X.

La Orbita Positiva de z, es el conjunto:

v (z) ={R(t)(z);t > 0}.

Lema 6.3.6. [Hale; Lema 3.2.1, p. 36]

Supongamos que {R (t)},., es un Sistema Dindmico Asintdticamente Suave.
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Si dado x € X, se cumple que vt (x) estd acotada, entonces v+ (x) es un,

Conjunto Compacto.

Corolario 6.3.7.
Sea {S(t)},50 €l Sistema Dindmico definido en el Teorema 5.3.4. En-

tonces, dado cualquier elemento z € H, se cumple que v+ (z) es un Conjunto
Compacto.

Prueba.

Este Corolario es consecuencia de la Propiedad 5.3.5, el Corolario 6.3.4 y

el Lema 6.3.6. [ |

Definicién 6.3.8. [Hale; Definicién 3.8.1, p. 49]
Un Sistema Dindmico C™ (r > 1), {R (t)},5q, se dice que es un Sistema

Gradiente, si:

(i) Cada Orbita Positiva Acotada es Relativamente Compacta (Definicién

4.1.1).

(ii) Hay un funcién de Lyapunov para {R(l)},,o; es decir, existe una

funcion continua V : X — IR, con las siguientes propiedades:
(ii.1) V estd acotada inferiormente.
(ii.2) V (z) — oo, cuando |z| — .

(ii.3) V(R (t) (z)) es decreciente con respecto a t, para cada r € X.
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(i1.4) S§i X es tal que T (t) (z) estd definida Vt € Ry V (T (t) (z)) = V (z),

vVt € IR, entonces x es un Punto de Fquilibrio.

Corolario 6.3.9.

Sea {S(t)}50 €l Sistema Dindmico definido en el Teorema 5.3.4. En-
tonces {S (t)};5q s un Sistema Gradiente.
Prueba.

Este Corolario es la consecuencia de:

(i) Corolario 6.3.7.
(ii.1) Propiedad 5.2.8.
(ii.2) Propiedad 5.2.8.
(ii.3) Propiedad 5.2.12.

(ii.4) Propiedad 6.2.7. |

Definicién 6.3.10. [Hale; p. 36]
Sea {R(t)},5o un Sistema Dindmico sobre X.

Un conjunto S C X es invariante, si R (t)(S) =S para t > 0.
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Definicién 6.3.11. [Hale; p. 3§]
Dado el Sistema Dindmico {R (t)},., sobre X; un conjunto compacto e
invariante A se dice que es Compacto Maximal Invariante, si todo con-

Junto compacto invariante del Sistema Dindmico {R (t)},.,, estd contenido

en A.

Definicién 6.3.12. [Hale; p. 39
Un conjunto invariante A es un Atractor Global, si A es un con-
Junto compacto mazimal invariante, el cual atrae a cada conjunto acotado

B C X (Definicién 6.3.1).

Teorema 6.3.13. [Hale; Teorema 3.8.5, p. 51]
81 {R (t)},50 s un Sistema Gradiente, Asintéticamente Suave y P estd
acotado ( P es el conjunto de los Puntos de Equilibrio de { R (t) },5,); entonces

{ B (8) };50 posee un Atractor Global.

Corolario 6.3.14.
El Sistema Dindmico {S (t)},50, definido en el Teorema 5.9.4, posee un

Atractor Global.
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Prueba.
Este Corolario es consecuencia del Teorema 6.3.13, la Propiedad 6.2.6,

Corolario 6.3.4 y el Corolario 6.3.9. [ |



Capitulo 7
Convergencia a un Punto de Equilibrio

En este capitulo, se muestra que cada Orbita Positiva del Sistema Dindmico
{S () },50 (Teorema 5.3.4), generado por el Sistema de Ecuaciones de la Ter-
moelasticidad en Una Dimensién, converge a un unico Punto de Equilibrio.
Para hacer esto, se emplea un Teorema de Hale-Raugel, con el cual se inicia

la préxima seccidn.
7.1 Un Teorema referente a la Convergencia

Supongamos que Z es un Espacio de Banach.

Consideremos la siguiente Ecuacién Abstracta de Evolucién:
z=L(2)+ J(2); (7.1)
donde:

1) L es el Generador Infinitesimal de un Semigrupo Cy (Definicién 2.6.5).

2) La funcién J es un mapa C', de Z en Z (Definicién 3.1.11).
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Definicién 7.1.1.
Sea zqg € Z.

29 es un Punto de Equilibrio de la ecuacién (7.1) anterior, si:

L(Zo) + J(Z()) = 0.

Nota 7.1.2.

Recordemos que en el Capitulo 6, se considera el concepto de Punto de

Equilibrio: Definicién 6.2.1 y Lema 6.2.3.

Observacién 7.1.3.
Supongamos que zg es un Punto de Equilibrio de la ecuacién (7.1).

Al remplazar “z” por y := z + 2, la ecuacién (7.1) es equivalente a:
I=C(y) + N (), (7.2)

donde
C:=L+DJ(z).

Nota 7.1.4.
El simbolo anterior: DJ (%), denota la Derivada Fuerte de J en 2

(Definicién 3.1.11).
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Observacién 7.1.5.
El Operador Lineal C' anterior (Observacién 7.1.3) es el Generador In-
finitesimal de un semigrupo Cp; el cual denotamos como: e, t > 0. Esta

observacién es consecuencia del siguiente resultado:

Teorema. [Pazy; Teorema 1.1, p. 76]

Sea Z un Espacio de Banach y L el Generador Infinitesimal de un semi-
grupo Cy, T (t) sobre Z; el cual satisface que ||T (t)|| < Me“*.

Si B es un Operador Lineal Acotado sobre Z, entonces (L + B) es el
Generador Infinitesimal de un semigrupo Cy, S (t) sobre Z, el cual satisface
que ||S (t)]| < Melo+MIBIE

Recordemos que de la Definicién de Funcién C?, se tiene que DJ (z) es

una Transformacién Lineal Acotada, Vz € Z (Definicién 3.1.11).

Definicién 7.1.6. [Hale; p.35]

Sea Z un Fspacio Métrico Completo.

Supongamos que {T'(t)},», es un Sistema Dinamico C™ (r > 0) sobre Z
(Definicion 5.3.3).

Sea B cualquier subconjunto de Z. Se define el Conjunto Omega
Limite de B, como:

w (B) =) (W) .
s20 \t>s

En el Teorema 7.1.7 que sigue, se asume que:
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H1) La funcién J, que aparece en la ecuacién (7.1), es una funcién C! de

Z en Z.

H2) Hay una descomposicién del espacio Z , como: Z =Y, @ X @ Yy
acompanada de los respectivos Operadores de Proyeccién, Continuos:

Py, By y P,, los cuales conmutan con e?.

H3) Los Rangos X e Y3, de los Operadores Py y P, son de dimensién finita.

H4) El Espectro o (ec) de e puede ser escrito como o (ec) = g1 UogU oy,
donde 07 := o (ec oPl), Op = 0O (ec oPO), Oy =0 (eC oPQ), estan
contenidos, respectivamente, dentro del circulo, sobre la circunferencia
y fuera del circulo de radio igual a uno y centro 0 € C. Ademass, la

distancia de o; a dicho circulo es positiva.

Teorema 7.1.7. [Hale-Raugel|

Consideremos la ecuacion (7.1).

Asumamos que la hipdtesis H1 se cumple, que la drbita positiva v+ (z) es
precompacta, Vz € Z y que los conjuntos omega limites w (z) estdn contenidos
en el conjunto de los puntos de equilibrio, Vz € Z.

También supongamos que dado cualquier elemento z € Z, para cualquier
20 € w(z), el semigrupo €, t > 0, satisface las hipdtesis anteriores H2, H3
y H} y; ademds, que 09 = o < e o PO) es el conjunto vacio 0 contiene el valor

1, el cual es un autovalor simple de e€.
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Entonces hay un dnico punto ¢ := ¢,, tal que w (2) = @,.
Lo que resta del presente capitulo, consiste en aplicar el Teorema anterior
a la ecuacién (5.3) considerada en la Seccién 5.1 del quinto capitulo.

En relacién a la ecuacién (5.3) (Seccién 5.1); ya verificamos lo siguente:

1) Se cumple la hipétesis H1; es decir, F' es una funcién C! de H en H

(Corolario 3.3.3).

2) La érbita positiva vyt (z) es relativamente compacta, Vz € Z (Corolario

6.3.7).

Ahora, verifiquemos que el conjunto w (2) estd contenido en el conjunto
de los puntos de equilibrio, Vz € H.
Recordemos que mediante la letra F, se denota al conjunto de los puntos

de equilibrio de la ecuacién (5.3) (Notacién 6.2.5).

Lema 7.1.8.
Sea z € H.
Sea {S (t)};50 €l Sistema Dindmico considerado en el Teorema 5.3.4.
FEntonces w(2) C E,Vz € H.

Prueba.

Este Lema es consecuencia del Corolario 6.3.9 y del siguiente resultado:
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Lema. [Hale; Lema 3.8.2, p. 50]
Si {T (t)},50 €s un Sistema Gradiente sobre el Espacio de Banach X,

entonces w (z) estd contenido en el conjunto de los puntos de equilibrio Vz €

X. [ |

7.2 Tres Lemas que conducen a las Hipétesis
H2, H3 y H4

Recordemos que la Ecuacién de Evolucién a la cual se aplica el Teorema 7.1.7

es:

z=A(2)+ F(2); (7.3)

donde
1) A: D(A) — H;

A(z) = A(u,v,0) = (v; (au') — (m8)'; (k&) — mv’) .

2) F: H— H;
F(u,v,0) = (©;—gou,©).

Sea zp € w (z); donde z es cualquier elemento fijo del Espacio H.

Nota 7.2.1.
Sea z € H.
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Segiin el Lema 7.1.8 y la Propiedad 6.2.4; si zp € w(z), entonces zp =
(uo, ©, ©).

Observacién 7.2.2.
Al usar el Lema 3.1.4, el Teorema 3.3.2 y el Corolario 3.3.3; tenemos que

la Derivada Fuerte de F en Z € H es:
DF (%) (2) = (©;— (¢ o) - u,0),
donde
1) g es la funcién de la Hipétesis 5.2.2.
2) z:= (ﬂ,f),é) € H; z :=(u,v,0).

En caso de que 29 € w (2), se tiene:

Nota 7.2.3.

DF (z) es una transformacién lineal compacta, Vz € H (Definicién 4.2.6).

Observacion 7.2.4.
Al repetir lo indicado en la Observacién 7.1.3, pero en relacién a la

ecuacién (7.3), el operador C de dicha observacién es:

C=A+DF (z),
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donde 2z € w(z) C £ (Lema 7.1.8).

Nota 7.2.5.

Observe que:

C(2) = C(u,v,0) = (v; (au) — (mb) — (¢ o uo) - u; (k') — mv)

donde: 2 := (u,v,8) € H; 20 := (10,0,0) € w(z).

También notemos que C es un Operador Lineal de D (A) en H. Ademds;
segin la Observacién 7.1.5, C es el Generador Infinitesimal de un semigrupo
Co sobre el Espacio de Banach H.

A partir de los siguientes Lemas, se puede verificar H2. H3 y H4.

Lema 7.2.6.

La funcidn resolvente del operador C, R(X;C), es compacta.
Prueba. [Hale-Perissinott; p.7]

Asumamos que A € p(C). Entonces la transformacién lineal
(Al -~C)™' : H— (D(A);||-|4) es un Operador Acotado.

Sea Cy : H — H, definida como Cj (2) := (M — C) ™! (2), donde

2l =lzllg +1CEMe vy Ha:=(D(A):])-

Observe que () es una transformacién lineal acotada inyectiva de H en

H,. Asi tenemos que C5': H, — H es una transformacién lineal acotada.
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Ahora considere la funcién
(M =C): (D(A);]],) — 4,
donde
2 2 2 2 2 2 2 2
Iy = llg2 + e + ez ¥y |ulge = |ule + w2 + W2
Observemos que |-|, y ||, son normas equivalentes. Por lo tanto, si un
conjunto B C H estd acotado, entonces (Al — C)™' (B) C H, esta acotado;

lo que a su vez implica que (Al — C)™' (B) C (D (A);||,) esté acotado y que

(AI — C)™' (B) tiene clausura compacta en H. |

Nota 7.2.7.
El Lema anterior implica que el espectro o (C) consiste Uinicamente de
una sucesién de autovalores aislados de multiplicidad finita, cuyas normas

tienden a infinito.

Lema 7.2.8.

Los nimeros complejos A tal que A = i3, 3 # 0,3 € IR, no son autovalores
de C.
Prueba.

Consideremos:
ui=uy +iug (ug,us € IR)

U= v + i’l)2 (’Ul,’Ug € R)

0 .= 06, +i6, (91, 6, € .R)
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Supongamos que:

C (u,v,0) =18 (u,v,0);

tal que B (u,v,0) e R (8:=08(u,v,0)) y 8#0.
Segin la Nota 7.2.5, tenemos:

C (u,v,0) = (v; (au) = (m0)'; (k&) — m') + (8; — (¢’ o uo) - u; ©).
De las igualdades anteriores, obtenemos el siguiente sistema:
1) 16 (uy + tug) = vy + tvs.
2) iB (v +iv2) = (a (w1 + iu2)'), — (m (8, +105)) — (¢’ © ug) (uy + iuy) .

3) i3 (61 + i) = (k (61 +i6a)) —m (2 + ivn) .

Al separar en partes reales e imaginarias, el sistema anterior es equivalente

al siguiente:

(a) vy = Bus, luego v, = Fut.

(b) v1 = —Buy, luego v, = —Buly.

(c) Bur = (auy)' — (mba) — (¢’ o uo) - ua-
(d) —Buz = (a})' — ()" = (g’ © uo) - 1.
(e) B8y = (k63)' — muh.

() B8, = (k6 — .
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Al multiplicar las ecuaciones (c) y (d) respectivamente por —u; y

Uy, tenemos:
—fBuriuy = -— (aug)'ul + (mfy) uy + (g’ o up) - uy - uy
—Buvquy = (au’l)' Uy — (m@l)/ uy — (g’ o ug) - uy - us.

Antes de sumar miembro a miembro las dos tltimas igualdades,

notemos que las ecuaciones (a) y (b) implican que:
—Bviuy — Brgug = —v1 - Ug + U1 - vy = 0.
Asi tenemos que al sumar las antepeniltimas igualdades y luego
multiplicar por 3:
(8) 8 [(av}) up — (au) wy — (M) up + (M) wi| = 0.

Ahora, al multiplicar las igualdades (e) y (f) por 6, y 8; respecti-

vamente, tenemos:
30105 = (k85) 0y — mui0,
— 3616, = (k8)) 6, — mv|6;.
Al sumar miembro a miembro las dos igualdades anteriores:
(k0,) 61 + (k) 03 — mvhfy — muiyy =0

De las ecuaciones: (a), (b), (e) y (f); se desprende que:
(h) ,8 [mazu’l - mﬂlu'z] = (kgll), 91 + (k@lz), 02.

Al sumar miembro a miembro las igualdades (g) y (h):
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(i) B [(au’l)' ug — (auhy) ug — (mby) ug + (mby) uy + mbytd, — mHlug] =
= (k1) 61 + (kb5)' 0.
Al usar Integracién por Partes (Teorema 1.1.12, numeral 2)) y el

hecho de que (uy,v1,61) € D(A), (u2,v9,02) € D(A), se tiene

que:

T
4) /Z(au’l)'uz = aujuslg —-/0 aujuy = —/;au’lu’z.
5) —/W(aug)'ul =/Zau’2u’1.

0
6) — o(mel)'m =/::m01u'2.

7) /vr (m8y)’ /7 mlyu].
0

Al integrar ambos miembros de la ecuacién (i), al mismo tiempo que

se toman en cuenta las cuatro dltimas integrales, obtenemos:
/0" (k8,61 + (k83)' 62] = 0.

Al usar de nuevo el Método de Integracién por Partes y el hecho de
que el Dominio del Operador C es el conjunto D (A); de la igualdad

anterior se tiene:

2 2] _
[ ke + @] =0
De la ultima igualdad obtenemos:

k(00" + @) =8,
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yva que
k[(6)" +(8)°] 2 0,

en vista de que por hipdtesis k£ > 0. Asi tenemos que
2 2
(61)" + (03)" = ©;

con lo que

g, =0, =0.

Pero ¢} = 0, = © = 6; = constante y 0 = constante. Recordando que
61,0, € H}, tenemos que §; = 6, = 0. De aqui y recordando que por
hipétesis la funcién “m” es distinta de cero en todo el intervalo|0, 7],

al usar la ecuacién 3) tenemos que v] = vy = ©.

Al usar las igualdades (a) y (b) se obtiene:
uy=u=0 (8#£0).

Luego: u; = constante y uy = constante.
Ya que u1,us € HY, se concluye que u; = uy = ©.

Al emplear de nuevo las ecuaciones (a) y (b), tenemos: v; = v, = 0. B

Lema 7.2.9.

El nimero cero no es un autovalor del operador C (Nota 7.2.5).
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Prueba.
Supongamos que el elemento z := (u, v, ) pertenece al Ntcleo del Ope-
rador C.

Al usar la Nota 7.2.5, tenemos:

v =60
(aw') — (m8) — (¢ oug) - u =0
(k@) —mv =06
Al usar la primera y tercera igualdad, obtenemos:
1) v=0=v=0.

2) vV =06;k¢) —mv' =0 = (k¢) = 0.

Recordando que el dominio del operador C es el conjunto D (A), se tiene
que § € Hg; con lo que 8 (0) = 8 (7) = 0 (Teorema 1.1.17). De este modo se
tiene el siguiente problema:

— (k@)Y =0 enl

Al usar el Lema 2.2.2, de la unicidad de la solucién se tiene que § = ©.
Cuando empleamos la segunda ecuacién del sistema escrito al inicio de

esta prueba, obtenemos:

(au') — (¢’ oug) - u = ©.
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Ya que el dominio del operador C es el conjunto D (A), tenemos que
u € H} y por lo tanto u (0) = u (7) = 0 (Teorema 1.1.17).
Nuevamente, al usar el Lema 2.2.2, la funcién © = © es la unica solucién

del problema:
—(av') — (§ o) - u=0

u(0)=u(m)=0

Hemos verificado que el Nicleo del Operador estd constituido solamente

por el vector (©,0,0). n
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