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Resumen

El problema de la indemostrabilidad de la aleatoriedad de la estructura de una sucesion de
observaciones ha sido estudiado por A. Church, A. Turing, G. Chaitin, A. Kolmogorov y P.
Martin-L6f. En este trabajo se propone realizar una objecion formal al axioma de
irregularidad de von Mises y postular la posibilidad de aproximar los conceptos de aleatorio y
demostrable, a partir de la consideraciéon de procesos dinamicos con atractores complejos
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Abstract

The problem of non-demonstrability of randomness in a structure containing a succession of
observations has been studied by A. Church, A. Turing, G. Chaitin, A. Kolmogorov, and P.
Martin-Lof. The purpose of this study is to raise a formal objection to von Mises’ irregularity
axiom and to put forward the possibility of bringing the concepts of random and
demonstrable closer together from the consideration of dynamic processes with complex
attractors.
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Church-Turing Tesis, Chaitin’s number.
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1. A MODO DE INTRODUCCION: LA ALEATORIEDAD Y LA
INTERPRETACION FRECUENCISTA DE LA PROBABILIDAD

La extension de la teoria de la probabilidad al ambito de la fisica, la
biologia, la psicologia y la sociologia trajo aparejados cambios radicales en
los métodos de investigacion de dichas ramas de la ciencia. Pero, a su vez,
este cambio en el pensamiento cientifico generé una nueva interpretacion
de la nocién de probabilidad y su reconocimiento, en el dominio de la
epistemologia, como una herramienta fundamental en la investigacién
cientifica. En particular, condujo al traslado progresivo del concepto de
probabilidad "a priori" clasica, basado en el supuesto de equiprobabilidad
de los resultados, al de probabilidad "a posteriori" fisica, definida a partir
de la frecuencia relativa que se obtiene como resultado de la observacion
repetida de un fenémeno en igualdad de condiciones.

La teoria frecuencista tuvo su culminacién en la formulacion realizada por
Hans Reichenbach y Richard von Mises “...a fin de reemplazar o
complementar la rigida estructura causal de la teoria clasica”!: a partir de
la definicion de “objeto colectivo” o “serie colectiva” como un conjunto de
elementos heterogéneos que varian aleatoriamente con respecto a un
atributo cuantificable comun.

Von Mises, R. (1928) considera la necesidad de distinguir entre “colectivos
empiricos” (que pueden ser hallados en el mundo real que, por lo tanto,
son observables y que, en consecuencia, estan formados por un numero
finito de elementos)? y “colectivos matematicos” (formados por una
sucesion infinita de elementos). De la comparacion de estas dos
definiciones surge, en forma inmediata, que un colectivo matematico
consiste en una sucesion ordenada, en tanto que un colectivo empirico no
observa ningun orden natural.

De acuerdo con von Mises, R. (1928), los colectivos empiricos obedecen a
dos principios fundamentales: i) la “ley de estabilidad de las frecuencias
estadisticas™ y ii) la existencia de aleatoriedad absoluta en la proyeccion
de los atributos sobre los elementos del colectivo.

A partir de estos principios, mediante la abstraccion (o idealizacién), es
posible establecer los axiomas de la teoria matematica de la probabilidad

1 Von Mises, 1921.

2 Que dan origen a lo que algunos autores han denominado frecuencismo finito.

3 Esta denominacion se debe a Keynes, 1921. Von Mises, 1928 la llamé el “fenémeno
primario” (“Urphdnomen”) de la teoria de la probabilidad.
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aplicables a colectivos matematicos de la forma C = {Wl,wz,...,wn,...} (donde

W, eQ(n :1,2,...) ), a saber: 1) axioma de convergencia; 2) axioma de
aleatoriedad o de irregularidad (“Regellosigkeitsaxiom”).

El tratamiento de von Mises de la aleatoriedad constituye la parte mas
original, mas controvertida y mas interesante de su teoria. El principio
fundamental es que los elementos de los colectivos empiricos deben
satisfacer alguna ley de aleatoriedad (por ejemplo, la ley de los grandes
numeros).

Fry, T.C. (1928) y Cantelli, F.P. (1935) plantearon una objecién formal a
este principio, estableciendo que sé6lo una formulacion matematica precisa
(es decir, utilizando exclusivamente conceptos estrictamente matematicos)
del axioma de aleatoriedad podria garantizar la consistencia de ambos
axiomas y, en consecuencia, la consistencia de la teoria.

En base a los postulados de K. Goédel, la propuesta de Fry-Cantelli fue
completada formalmente por los aportes sucesivos de A. Wald, A. Church,
A. Turing, A.N. Kolmogorov, G. Chaitin y P. Martin-Lo6f, a partir de los
cuales se puede concluir en la indemostrabilidad de la aleatoriedad.

2. EL “ENTSCHEIDUNGSPROBLEM”

Las primeras ideas sobre complejidad (y, en consecuencia, sobre
aleatoriedad como complejidad méaxima) fueron propuestas originalmente
por G.W. Leibniz en su Discours de métaphysique (1686). En esta obra, en
lo que podria considerarse un cuestionamiento al principio deterministico
de la razon insuficiente* Leibniz plante6 la distincion entre fenémenos
formalizables, es decir, que pueden ser explicados por una ley que permite
descubrir sistemas de relacibn y construir modelos sobre su
comportamiento, y fenémenos irregulares. Establece, ademas, el principio
que una teoria debe ser mas simple que los datos que intenta explicars:

Como una aproximacion a la propuesta de Leibniz, en 1928 David Hilbert
y Wilhelm Ackermann, a partir de una posiciéon formalista, plantearon el
“Entscheidungsproblem” (o problema decisorio) que consistia en decidir si
era posible definir un sistema matematico formal, completo y consistente

4 Segun el cual, si algo es verdadero, debe serlo por alguna razon.
5 Ver Rosen, 1985; Bar-Hillel; Wagenaar, 1991.
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que permitiera determinar la veracidad o falsedad de cualquier
proposicién. Es decir, un sistema tal que, dado un problema perfectamente
definido, siempre fuera posible hallar un algoritmo capaz de resolverlo®

Hilbert estaba convencido que la matematica tradicional era logicamente
consistente, que incluia dos clases de “verdad”: una sintactica, inherente
exclusivamente a la forma; y otra semantica, inherente a los referentes
externos, y que la solucién a todas sus paradojas e inconsistencias
radicaba en “capturar” las verdades semanticas mediante reglas
sintacticas a partir de la creacién de una estructura puramente formal en
cuyo ambito se pudiera establecer la verdad de sus afirmaciones
matematicas’-

Las afirmaciones de un sistema formal son sucesiones finitas de simbolos
abstractos. El sistema esta compuesto por una axiomatica definida por un
conjunto finito de dichas sucesiones y un conjunto finito de reglas de
transformacion que permiten convertir una sucesion de simbolos en otra
distinta: dado un axioma, el proceso general consiste en aplicar una
sucesion finita de transformaciones que lo conviertan en una secuencia
finita de nuevas sucesiones en la cual cada sucesién es un axioma o es un
derivado de los axiomas anteriores. La sucesiéon final de dicha secuencia
constituye un teorema del sistema. La totalidad de los teoremas define un
conjunto de sucesiones demostrables del sistema.

La relacion entre este ambito puramente sintactico del sistema formal y el
ambito semantico de los objetos matematicos y sus propiedades se obtiene
a partir de la interpretacion de los elementos del sistema formal en
términos de los objetos y operaciones de una estructura matematica
asociada, es decir, a partir de la anexiéon de un significado semantico a la
estructura abstracta, puramente sintactica, de los simbolos y sucesiones
del sistema formal. De modo que los teoremas del sistema formal pueden
ser interpretados como afirmaciones verdaderas acerca de los objetos
matematicos asociados.

Se dice que un sistema es completo si cada verdad matematica puede ser
traducida en un teorema y viceversa. Por otra parte, si el sistema no

6 El concepto matematico riguroso de algoritmo como conjunto finito de reglas ordenadas que
se puede ejecutar en un numero determinado de pasos fue obtenido recién en la década de
1930 como culminacién de la investigaciones sobre los fundamentos de la l6gica matematica
(ver Knuth, 1985; Davies, 2000).

7 Este criterio constituye la esencia de la filosofia formalista.
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presenta afirmaciones contradictorias que puedan ser demostradas (por
ejemplo, que una afirmacién y su negacion puedan ambas ser traducidas
en teoremas), se dice que es consistente.

El planteo de Hilbert-Ackermann consideraba que el problema de la
consistencia de la matematica en su totalidad era reducible a la
determinacion de la consistencia de la aritmética. De modo que su
propuesta se limité a desarrollar una teoria de la aritmética basada en un
sistema formal completo, consistente, suficientemente potente como para
representar todas las afirmaciones que se pudieran hacer sobre los
numeros naturales y tal que las afirmaciones demostrables pudieran ser
demostrables en un numero finito de pasos. En este contexto, el
“Entscheidungsproblem” puede ser interpretado como el problema de
decidir si existe algtin procedimiento finito capaz de determinar la verdad o
falsedad de cualquier afirmacion aritmética. En otros términos, decidir si
la aritmética puede ser considerada un sistema que contiene un modelo de
si mismo, es decir si, de acuerdo con la nomenclatura de Rosen, R. (1985),
puede ser considerada un “sistema anticipatorio”.

3. EL TEOREMA DE INCOMPLETITUD

En 1931 Kurt Godel publicé su teorema de incompletitud en el que,
refutando la pretensiéon de Hilbert y Ackermann de hallar una teoria del
todo en la matematica y lesionando seriamente los postulados formalistas,
demostré que “todo sistema de primer orden consistente, que contenga los
teoremas de la aritmética y cuyo conjunto de axiomas sea recursivo es
incompleto” (como se vera mas adelante, la restriccion a un conjunto
recursivo de axiomas se justifica en la medida que suponer un conjunto
no-recursivo genera el problema de la imposibilidad de verificar si una
formula es o no un axioma y, por lo tanto, si una demostraciéon es o no
valida). En una generalizacién posterior Godel consideré la utilizacién de
sistemas inductivos mas potentes que la logica de primer orden y concluy6
que “no existe ningln sistema deductivo cuyo conjunto de axiomas sea
recursivo que contenga los teoremas de la aritmética y que ademas sea
consistente y completo”s:

8 En otros términos, el teorema de Godel postula que la aritmética no es completamente
formalizable, que el total de teoremas en la teoria de numeros es de cardinalidad mayor que
el conjunto de teoremas de una formalizacion; es decir que la aritmética no es sélo sintaxis
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El punto de partida del desarrollo que condujo a Godel a esta version
loégica formal de su teorema fue la paradoja de Epiménides que, en este
contexto puede ser expresada como “esta afirmaciéon es falsa”. La intencion
de Godel era hallar una forma de expresar afirmaciones de este tipo
(paradojicas autorreferenciales) en el ambito de la aritmética. Ahora bien,
dado que la afirmacion de Epiménides involucra la nocién de verdad (que,
de acuerdo con la demostraciéon de A. Tarski, no puede ser “capturada” en
el ambito de un sistema formal), la Uinica solucién posible para Godel
consistié en reemplazar la nocién (no formalizable) de verdad por la nocién
(formalizable) de “demostrabilidad” y transformar la paradoja en la
proposicién “esta afirmacion no es demostrable”. Obsérvese que, si la
afirmacién es demostrable, entonces es verdadera, es decir que debe ser
verdadera y es no-demostrable, de modo que la afirmacion y su negacion
son ambas demostrables, lo cual implica inconsistencia. Por otra parte, si
la afirmacion no es demostrable, entonces la afirmacién es verdadera, es
decir que es verdadera pero no-demostrable, lo cual implica que el sistema
formal es incompleto. Al generalizar este razonamiento, Gdédel concluyo6
que en todo sistema formal suficientemente potente como para contener
todas las afirmaciones acerca de los nUumeros naturales, existe una
afirmaciéon que es no-demostrable a partir de las reglas del sistema.
Disel6, ademas, las reglas necesarias para construir una afirmacion
aritmética traducible en la afirmacién metamatematica “la aritmética es
consistente” y demostré (en forma independiente de Tarski) que esta
afirmacién no es demostrable y, por lo tanto, que la consistencia de la
aritmética no puede ser establecida exclusivamente mediante argumentos
inherentes al sistema formal de la aritmética misma®-

4. LA TESIS DE CHURCH-TURING

Los resultados de Godel y la asimilacién formalista de la matematica a un
tipo de morfogénesis y su consecuente identificacién con un mecanismo de
generacion de nuevos comportamientos (teoremas) a partir de
comportamientos dados (axiomas) de acuerdo con reglas definidas dieron
origen a la teoria de la computabilidad fundamentalmente a partir de los
trabajos de Kleene, Church, Turing y Post.

sino que posee propiedades matematicas (ver Nagel y Newman, 1958; Hofstadter, 1979,
Shanker, edit., 1988; Rosen en Casti y Karlqvist ,1990.
9 Ver Feferman, edit., 1986.



8 Landro / Cuadernos del CIMBAGE N° 12 (2010) 1 - 21

El analisis de Church (1934, 1936% 1936b) se bas6é en la definicién de
funcion efectivamente computable (es decir, computable mediante un
algoritmo) como sin6nimo de funciéon definible y en el empleo del calculo
lambda (que consiste en una gramatica de términos vinculados por un
conjunto de reglas de transformacion, disenado para formalizar la
definicion de funcion, la nociéon de aplicacion de funciones y la propiedad
de recursividad). A partir de estas definiciones Church propuso su tesis
expresando que la clase de las funciones efectivamente computables
coincide con la clase de las funciones recursivas. En base a este postulado,
a la extrapolacion de la teoria de numeros y sus formalizaciones y a la
relacion entre un sistema material y sus modelos, concluyé que la
respuesta al “Entscheidungsproblem” era negativa, es decir que la
matematica no era un sistema anticipatoriol?-

El enfoque de Turing (1936) al tratamiento del problema de Hilbert
consistio en la utilizacion del concepto abstracto de maquina tedrica
(puramente sintactica) que permitia caracterizar, de un modo matematico,
el namero de funciones efectivamente computables!l: Una maquina de
Turing ( MT) consta de dos componentes: i) una cinta de dimensién

infinita dividida en celdas cada una de las cuales contiene uno de un
conjunto finito de simbolos y ii) un dispositivo lector que puede variar en

un conjunto finito de estados internos, E = {eo,el,...,en} , con un conjunto

de simbolos-“input”, X = {0,1} . Este dispositivo puede leer las celdas de la

cinta y escribir uno de los simbolos en cada una de ellas. El
comportamiento de la maquina estd controlado por un algoritmo
(programa) compuesto por un numero finito de instrucciones, de modo que
el comportamiento del dispositivo lector queda determinado por su estado
actual y por el resultado de la lectura de la celda. Turing construyoé,
ademas, un programa que podia simular la accién de otro programa que

10 Stephen Kleene arribé a la misma conclusion a partir del concepto de funcion recursiva
(ver Soare, 1996, Bennett, 1998).

11 Asi como Goédel reemplazé la nocion intuitiva de verdad por el concepto formalizable de
“demostrabilidad”, Turing reemplaz6 la nocién intuitiva de computabilidad efectiva por el
concepto de algoritmo.
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formaba parte su “input”, generando la denominada maquina universal (
MTU )12.

Como el numero de instrucciones que controla el comportamiento de la
maquina es finito, es posible definir una sucesion de todas las maquinas
de Turing, {MTUl, MTUZ,...}, de acuerdo con la medida creciente de su

conjunto de instrucciones (es decir, con el numero de simbolos
involucrados en su codificacion).

Sea una maquina de Turing en su estado inicial. De acuerdo con el
correspondiente conjunto de instrucciones, puede suceder que arribe a su

estado final e, y se detenga produciendo un “output” MTU(x), en

z= {0,1} (en este caso se dice que la computacién es convergente) o que

no se detenga nunca (se dice, entonces, que la computacién es divergente).
Luego, se puede concluir que una maquina de Turing define una funcion

parcial del conjunto de sucesiones finitas X = {0,1} .

Se dice que una funcion f(O):N — N es computable en el sentido de
Turing si existe una maquina de Turing tal que, para todo n = g(a)) en el
dominio de f (donde @ define un “input” en X = {0,1}) se detendra
produciendo un “output” MTU(w) tal que f(n)=g(MTU(w)). Asimismo, se

dice que un subconjunto A €N es recursivo si su funcién caracteristica

es computable en el sentido de Turing. Estos resultados se resumen en la
expresion “la clase de las funciones intuitivamente computables coincide
con la clase de las funciones computables en el sentido de Turing”,
conocida como la tesis de Turing.

A partir de este concepto y teniendo en cuenta que el conjunto de las
funciones computables en el sentido de Turing es un subconjunto finito
numerable del conjunto no-numerable de todas las funciones parciales

N >N, que existen funciones que no observan regularidades

12 De acuerdo con estas consideraciones, se puede concluir que una maquina de Turing no es
una maquina en el sentido estricto del término, sino que debe interpretarse como sinénimo
de programa o algoritmo (ver Herken, ed.,1988).
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computables y que el numero de funciones computables es
comparativamente muy pequeno, Turing concluyé que la respuesta al
“Entscheidungsproblem” era negativa. Demostro, ademas, que los
conceptos de funcién definible y de funcion computable en el sentido de
Turing eran equivalentes y, en consecuencia, que su tesis y la de Church
eran equivalentes.

Kleene, S. (1938), por su parte, demostré: i) que existen funciones
parcialmente computables generadas por algoritmos de duracién infinita y
ii) que en los sistemas deductivos cuyo sistema de axiomas es recursivo, la
condicién necesaria y suficiente para que una funcion aritmética (parcial)
sea computable es que sea recursiva.

Como corolario de estos teoremas se concluydo que toda funcion
computable (recursiva) es computable por una maquina de Turing. Este
resultado permite concluir que, de acuerdo con la tesis de Church-Turing,
todo problema irresoluble para una maquina de Turing sera irresoluble
para cualquier maquina algoritmica, lo cual implica reconocer que las
maquinas de Turing y los sistemas algoritmicos poseen la misma
capacidad computacional!s-

En términos de la teoria de la computabilidad un algoritmo puede ser
definido como un programa computable en una maquina de Turing y el
“Entscheidungsproblem”, como la posibilidad de hallar un proceso general
que permita decidir, en un numero finito de pasos, si una formula de la
légica de primer orden es o no un teorema.

Ahora bien, esta afirmaciéon de que los sistemas formales no contienen
modelos de si mismos expresada en la tesis de Church-Turing no ha
podido ser demostrada, de modo que, en realidad, la tesis deberia ser
considerada como una definiciéon y no como un teorema (ver Delahaye, J.P.
(1999)).

La demostracién de la falsedad de la tesis de Church-Turing (es decir, la
demostraciéon de la existencia de un sistema anticipatorio) implicaria la
aceptacion de la interpretacion reduccionista, el reconocimiento de que
todo sistema material es un mecanismo y que la explicacion de los
fenomenos consiste exclusivamente en la busqueda de una sintaxis.
Viceversa, la demostracién de su veracidad implicaria el rechazo de la

13 Debe tenerse en cuenta que los algoritmos son universales, es decir, invariantes con
respecto al lenguaje de programacion.
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interpretacién reduccionista, el reconocimiento de la existencia de
sistemas materiales complejos y la aceptacion de que la explicacion de los
fenémenos asume un aspecto semantico.

Debe tenerse en cuenta que, dada la naturaleza flexible de la sintaxis, no
hay forma de demostrar la verdad o falsedad de la tesis de Church-Turing
basandose en la evidencia (supéngase, por ejemplo, que se propusiera un
programa como capaz de generar todos los teoremas conocidos y de
construir la sintaxis necesaria en la teoria de numeros, la refutacion de
esta proposicion no podria ser obtenida hallando simplemente un teorema
que este programa no pudiera formalizar, dado que el programa siempre
podria ser extendido y, en consecuencia, la proposicion de su capacidad
para generar todos los teoremas podria ser renovada). Dado que la
categorizacion de un sistema como no-anticipatorio o complejo implica
afirmar que en el mismo existen mas relaciones que en cualquiera de sus
modelos sintacticos, la demostracién en base a la evidencia seria similar a
una demostraciéon sobre la existencia de un conjunto infinito en base a la
informacién que proporcionan los conjuntos finitos.

Obsérvese, por otra parte que, si bien la demostracion del teorema de
Godel no se basa en la evidencia, dado que considera proposiciones sobre
numeros a partir de numeros (es decir, que establece referentes numéricos
para dichas proposiciones y viceversa) y que, para algunos numeros (los
denominados numeros de Godel), crea un referente proposicional que
incorpora un ingrediente semantico, tampoco contribuye a la demostraciéon
de la tesis.

5. LA COMPLEJIDAD ALGORITMICA

A partir de esta conclusiéon y de acuerdo con los conceptos de la teoria de
la informaciéon ordinaria como cuantificadora de las nociones de
simplicidad y complejidad en funcién del nimero de “bits” necesario para
codificar la informacién y de la teoria de la informacion algoritmica como
medida del grado de complejidad algoritmica del conjunto de datos en
funciéon de la medida del menor programa necesario para generar el

“output” a)e{O,l} 14, la tesis de Church-Turing puede ser interpretada

14 Esta medida de complejidad, debida a Solomonoff (1964) anticip6é las propuestas de
Chaitin, (1975, 1987, 1990) y de Thom (1975) (en Guttinger y Eikemeier, eds., 1979, 1983).
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como un intento de demostrar si, dada una maquina de Turing, existe un
algoritmo que permita decidir si un programa se detendra o no (es decir,
si la computacién es o no convergente)!>-

De modo que, dada una maquina de Turing, MTU , la complejidad

algoritmica, K, (@), sera tal que:

) sino existe ningun programa
K wru (@)= P tal que MTU(P)=
min{P|:MTU(P)=w} en cualquier otro caso

donde P denota la medida del menor programa necesario en una MTU
para producir el “output” w e {0,1} (y detenerse). En el primer caso se dice

que el “output”@ es de alta complejidad (o caédtico o, en el limite,
aleatorio)!®, en el segundo se dice que es de baja complejidad.

Se demuestra que esta definicion es invariante respecto de la seleccion de
la maquina de Turing: dadas dos maquinas de Turing universales ( MTU y

MTU®), para todo we{0l}, se verifica que Ky (@)<K _ .(@)+c

MTU MTU * ?

donde ¢, . es una constante independiente de @.

Martin-Lo6f (1969) demostré que si f(O):N —> N es una funcién

computable tal que ZZ_f ™ = entonces, para toda sucesion binaria
n=l

X = (Xl, X2,X3,...) , se verifica que

15 Problema conocido como de la detencién de Turing.
16 Kolmogorov (1956) propuso considerar como aleatoria (o cadtica) o irreducible toda
sucesion de alta complejidad (ver Copeland, 1997).
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K(x(n))<n-f(n) para todo N . En particular, este teorema se cumple

para f(n): In (n) , lo que demuestra que para valores muy por debajo de

su propia medida, n-—In (n), una sucesion binaria se detendra

infinitamente a menudo y, en consecuencia, que existen relativamente
muy pocos “outputs” @ que sean de baja complejidad con respecto a los

de alta complejidad (aparentemente aleatorios).

Ahora bien, dada una maquina a la cual se le proporciona un “input” p

’

podria suceder que en primer término registrara este “input’” en su

totalidad para determinar su medida, |p| =N y, en segundo término,
comenzara la computaciéon sobre P “bit” a “bit”. En este caso la
complejidad de @ podria ser igual a n +1n (n), en vez de N . A fin de evitar

esta paradoja Chaitin, G. (1975) propuso reemplazar en la definiciéon de
Martin-Lo6f la condicion de maquina universal por la de maquina universal
de prefijo libre la cual, por construccion, es autolimitada. Esta maquina
leera la cinta del programa so6lo hacia la derecha, deteniéndose en el
ultimo “bit” de p .

En virtud de esta sustitucién postulé que la medida de la complejidad de
una sucesion finita @, respecto de la maquina de Turing universal de

prefijo libre MTU ™, puede ser definida como
C ()= min{| Pl:MTU*(P,A)= a)} y que, en consecuencia, se puede
concluir que una sucesion X = { X1, Xy ,} eX” es irreducible (o cadtica)

cuando satisface la desigualdad de Kraft-Chaitin, es decir cuando existe
una constante € tal que C(X(n)) 2n—-C para todo n, donde

X(n) = {Xl,xz,...,xn} (ver Rozenberg y Salomaa, 1994; Calude, 1994; Calude
y Grozea, 1996)17-

17 Es estos términos, el criterio de Leibniz podria ser expresado de la siguiente forma: si una
teoria es de la misma medida en “bits” que los datos que intenta explicar, entonces no sirve.
Por otra parte, debe tenerse en cuenta que, de acuerdo con el teorema de Waerden (en
Calude, 2000) segun el cual, dada una sucesion binaria, siempre es posible hallar una
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A partir de la desigualdad de Kraft-Chaitin y considerando la condicién de
von Mises-Wald-Church (segun la cual se podria considerar como aleatoria
toda sucesion que cumpliera simplemente con una ley de aleatoriedad, por
ejemplo la ley débil de los grandes numeros) como insuficiente, Ville (1939)
propuso una definicion de sucesion aleatoria “tipica” como aquella que
satisface todas las leyes de este tipo, mas precisamente como aquella que
satisface con probabilidad igual a uno todas las propiedades que ocurran

. . . . * .
en el conjunto de todas las sucesiones binarias2 . Pero, teniendo en

cuenta que no todas las sucesiones que no observan regularidades
computables cumplen con la ley de los grandes numeros, se puede
concluir que este criterio tampoco es adecuado para caracterizar la
aleatoriedad (ver Lambalgen, 1987; Chaitin, 1987, 1988).

Por su parte, basandose en su desigualdad, Martin-L6f (1969) definié una

medida de probabilidad £, sobre X, tal que se puede asegurar la

. e . . . *
condicion necesaria y suficiente para que un subconjunto N € X" sea -

nulo es que, para todo £>0 racional, exista una sucesiéon de “outputs”
{cq)cqa%} en {0,1} , tales que: i) N CU@ y ii)Z/%FwK)< & (donde
k=1 k>1

los,, = {X exix = cq(y} denotan los conjuntos que forman la cobertura

de un conjunto nulo en X"). Estableci6é, ademas, que un conjunto N es
efectivamente #-nulo si, para todo €>0 racional y para todo k >0, existe
un algoritmo que produce un “output” @, que satisface las condiciones
anteriores (la definicion de la medida efectiva f/-unitaria se obtiene como

complemento de la anterior). Se dice que una medida & es computable si,

para todo £>0 racional y todo “output” @ en {0,1} , existe una funcién

medida para la cual uno de los dos simbolos ocurrirda de acuerdo con una progresion
geomeétrica, asimilar el concepto de aleatoriedad al criterio Leibniziano de ausencia de una ley
que permita explicar su comportamiento (es decir, la ausencia absoluta de regularidades no-
triviales en su trayectoria) implicaria la imposibilidad de considerar una sucesién como
aleatoria.



Landro / Cuadernos del CIMBAGE N° 12 (2010) 1 - 21 15

computable de wuna maquina de Turing, F(g, a)), tal que

|F(g,a))—p(l"w)‘ <e.

A partir de estas definiciones y considerando como “tipicas” aquellas
sucesiones binarias que no presentan caracteristicas distintivas, Martin-
Lof (1969) demostr6 que, dada una medida de probabilidad, -

computable, la interseccion de los conjuntos de medida efectiva £ no es
vacia y es de medida efectiva /-unitaria. De modo que se puede concluir

que la identificacién de los conjuntos de las sucesiones aleatorias y de las
sucesiones (i-tipicas es consistente, es decir se puede asegurar que una

sucesion que pertenece a todos los conjuntos de medida efectiva z-
unitaria (para una medida computable) es aleatoria en el sentido de
Martin-Lof.

Como corolario de este teorema, se puede concluir que la condicion
necesaria y suficiente para que una sucesién X sea g -tipica y, por lo

tanto, irreducible o aleatoria en el sentido de Martin-Lo6f, es que p({x}) >0.

Un resultado fundamental completamente valido en el ambito de la
matematica clasica pero inaceptable desde un punto de vista
constructivista, segin el cual sbélo se puede asegurar que un objeto
matematico existe si es posible establecer algiin procedimiento para su
construccion.

En este sentido, la propuesta de Martin-L6f puede ser implementada en
términos de un test secuencial de aleatoriedad, consistente en una

sucesion recursivamente numerable de intervalos {I;}
"= tales que, para

cada m, se verifica que ;{Irﬂ)< 27" = £. La aplicacion de este test a una
sucesion x implica seleccionar un nivel de confiabilidad m (6 &) y verificar

si x el paraun m>1. Si se verifica esta condicién, se considera que, a

un nivel de confiabilildad m, x puede ser considerada no-aleatoria.

Viceversa, si a partir de cierto nivel de confiabilidad dicha condicién no se
verifica, se considera que x satisface la condicién de aleatoriedad. En

resumen, se dice que una sucesion puede ser considerada tipica,
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irreducible o aleatoria en el sentido de Martin.L6f si satisface todos los
tests de aleatoriedad secuenciales con un nivel de confiabilidad m (ver

Dellacherie, 1978).

Dado que no se han hallado contraejemplos, ésta, aunque inevitablemente
insuficiente, puede ser considerada como la definicion instrumental de
aleatoriedad mas apropiada en términos de inferencia inductiva.

6. EL NUMERO Q

Un ejemplo de sucesiéon aleatoria en el sentido de Martin-Lof es la que
integra el nimero €2 de Chaitin con respecto a una maquina de Turing

1
(ver Chaitin, 1966), definido como la suma infinita Q= z 77
{pez: MT(p,A)<oo}
sobre todos los “inputs” P €2 | sobre los cuales la maquina MTU converge

(cada “input” P para el cual la computacion MTU es convergente agrega

un 1 al P -ésimo “bit” del desarrollo binario de Q). Obviamente, como la
detencion de MTU(p) se verificara para un “input” dado, sera 2>0. Por
otra parte, de acuerdo con la desigualdad de Kraft-Chaitin, sera Q<1 vy,
como la detencion de MTU (p) no se verificara para todos los “inputs”, sera

Q2 <1 (ver Rozenberg y Salomaa, 1994).

Este numero  define la probabilidad de que una maquina de Turing, a la

cual se le ha proporcionado un “input” seleccionado al azar (es decir,
formado por una serie de “bits” tal que el valor de cada “bit” esta
determinado por el resultado a obtener al arrojar una moneda simétrica)
se detengallmo continua). De modo que €l calculo de los primeros N digitos de

QN) no puede ser calculado utilizando un programa de medida n <N ; en
otros términos, 2 es un objeto “algoritmicamente aleatorio” formado por
un numero infinito de “bits” irreducibles: dado un programa de medida

1 Debe tenerse en cuenta que, si bien el valor numérico de €2 depende de la selecciéon del

lenguaje de computacion, sus propiedades permanecen invariantes con respecto a distintos
lenguajes.
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n<oo, existe un numero infinito de bits que el programa no puede
computar. Si se tiene en cuenta que los infinitos bits de Q representan las

proposiciones matematicas logicamente irreducibles, queda demostrado
que, contrariamente a la proposicion de Hilbert, dado un sistema finito de
axiomas, existe un numero infinito de proposiciones verdaderas que son
indemostrablesZ.

Obviamente, si los N primeros digitos (es decir, el prefijo) de Q(n) son
conocidos, todos los problemas de detencién para programas codificables
en menos de N “bits” quedan resueltos. Luego, un prefijo de Q(n)
suficientemente grande, una formula f perteneciente a un sistema
axiomatico A y las maquinas de Turing MTU(A,f) y MTU(A,—J),

mediante la verificacion de todas las demostraciones posibles en el sistema
A, decidiran, respectivamente, si f o —f es o no un teorema, es decir, si

f es demostrable, no-demostrable o independiente de A . Ahora bien,

dado que la medida del prefijo es una funcién de la medida de la expresion
reducida de la correspondiente funcién computable de MTU(F) y de f y,

teniendo en cuenta que el tiempo de computacion, t(n), que requiere

hallar todos los programas de medida menor que n que convergen, crece a
mayor velocidad que cualquier funcién computable, el hecho de conocer

Q(n) no resulta de utilidad practica en la resolucion del problema de la

demostrabilidad.

7. DEMOSTRABILIDAD, ALEATORIEDAD Y CAOS

De los resultados obtenidos por Go&del, Church, Turing, Kolmogorov, Ville,
Chaitin y Martin-L6f se puede concluir que existe un abismo insuperable
entre la verdad y la “demostrabilidad” de una proposicién y, por lo tanto,

2 Chaitin, 1936: “El niimero €2 es irreducible. Para obtener sus primeros N ‘bits’ se necesita
una teoria de N ‘bits’, es decir una teoria de complejidad igual al fenémeno que se quiere

estudiar. Lo cual implica que el razonamiento no contribuye en nada a la explicacion del
: e
mismo”.
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que la aleatoriedad de una sucesién es indemostrable. Sin embargo, a
partir de la consideracion de procesos dinamicos cadticos es posible
generar un vinculo entre la nocion de complejidad de Chaitin y la tesis de
Church-Turing.

La caracteristica mas importante de un sistema dinamico es su conjunto
atractor, es decir, el subconjunto de puntos de su espacio de estados en el
cual la trayectoria evoluciona cuando t — . La dinamica del sistema esta

condicionada por la naturaleza del conjunto atractor. Obviamente, es
posible que a partir de diferentes estados iniciales el sistema transcurra a
distintos atractores, pero a cada punto del espacio de estados le
corresponde un unico atractor que condicionara la dinamica del sistema.
Los sistemas dinamicos clasicos obedecen a dos tipos alternativos de
atractores: puntuales o ciclos limite (el primero esta definido por un punto
fijo del espacio de estados, el segundo esta definido por una curva cerrada
de modo que, cuando la trayectoria del sistema ingresa en el atractor,
permanece orbitando de acuerdo con dicha curva). Estos dos atractores
clasicos pueden ser, a su vez, estables o inestables segin que, cuando un
punto del atractor experimente una perturbacion infinitesimal hacia un
punto externo al atractor, la trayectoria a partir del punto perturbado
retorne hacia el atractor o sea repelida por éste.

Existen otros dos tipos de atractores: el atractor extrafno o caético, formado
por la combinacién de 6rbitas periédicas inestables y orbitas no-
peridédicas, y el atractor quasi- periodico, que constituye el vinculo entre el
ciclo limite y las trayectorias cadticas y que esta formado por la
combinacién de ciclos limite que se intersectan frecuentemente.

Segun se concluyé de las consideraciones sobre la complejidad, existen
sucesiones computables de complejidad arbitrariamente grande. En
términos de la teoria de atractores, el teorema de Chaitin demuestra que,
en un conjunto infinito de sucesiones binarias computables, siempre es
posible hallar una sucesién cuyo atractor es caético. Por su parte, el
teorema de Levin-Schnorr-Chaitin demuestra que, en particular, la
condiciéon necesaria y suficiente para que una sucesion binaria pueda ser
considerada aleatoria (tipica en el sentido de Martin-L6f) con respecto a la

1
distribucion b(n,E) es que sea caodtica con respecto a dicha distribucion.
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Luego, se puede concluir que la aceptacion de la existencia de atractores
caoticos y la interpretacion de la aleatoriedad como limite del grado de
complejidad de un atractor pueden ser considerados como los tunicos
argumentos capaces de reducir la distancia entre la afirmacién sobre la
aleatoriedad de una sucesiéon y su “demostrabilidad” y, en consecuencia,
de aproximar a una justificacion de la teoria de los colectivos de von Mises.

En una segunda parte de este trabajo se analizara la determinacién del
grado de complejidad compatible con los postulados del test secuencial de
aleatoriedad de Martin-Lo6f.
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