Programa Calculo numérico

1. EL PROBLEMA DE IDENTIFICACION (16 horas).

e INTERPOLACION. (10 horas).
e APROXIMACION DE FUNCIONES. (6 horas).

2. PROBLEMA DIRECTO. (4 horas).

e DIFERENCIACION NUMERICA. (2 horas).
e INTEGRACION NUMERICA. (2 horas).

3. PROBLEMA INVERSO. (20 horas).

e ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS. (4 horas).
ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES. (2 horas).
EL PROBLEMA INVERSO LINEAL. (6 horas).

EL PROBLEMA INVERSO NO LINEAL. (6 horas).

CALCULO DE VALORES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ. (2
horas)

Comentarios al programa.

La matemdética numérica o computacional estudia métodos para la resolucién numérica y
en general aproximada, de problemas propuestos matematicamente. De un modo general
se pueden distinguir dos aspectos distintos en la matematica numérica:

1. Metodologia, que construye algoritmos especificos para cada problema, discute su
efectividad y suministra las herramientas adecuadas para su tratamiento con el
ordenador.

2. Analisis, que estudia los principios matematicos que subyacen a los métodos, los
teoremas de convergencia, las mayoraciones de los errores.

En la mayoria de los cursos de iniciacion al cdlculo numérico, se insiste fundamentalmente
en la metodologia exponiendo al alumno a una avalancha de métodos que aparentemente
no tienen nada en comun. La realidad es otra. La matema&tica numérica esta fundamen-
tada en unos pocos principios basicos, de modo que en la base de muchos algoritmos,
aparentemente distintos, subyace el mismo principio. Entender ese principio ayuda a
aclarar las ideas, lo que influye beneficiosamente en la bisqueda y construccién de nuevos
métodos de resolucion de problemas. Trataremos de mantener el equilibrio entre ambos
aspectos:

1. Enunciaremos los teoremas mas importantes omitiendo su demostracion cuando
ésta sea excesivamente larga o técnica.

1



2. Analizaremos de modo especial algunos de los algoritmos més importantes y sumi-
nistraremos informacion sobre sus variantes y otros algoritmos menos importantes.

3. Propondremos problemas y ejercicios de aplicacion, principalmente aquellos que
hayan sido propuestos en exdmenes de la asignatura.

El alumno que haya seguido las clases de segundo dispone del lenguaje basico que u-
saremos en el desarrollo de esta asignatura. Aquellos conceptos de analisis funcional y
algebra lineal que sean indispensables en dicho desarrollo se suministraran en notas.

El programa de calculo numérico se desarrolla teniendo como motivo ordenador la si-
guiente clasificacion, muy amplia, de los problemas que se suelen encontrar en matematica
numeérica.

Clasificacion de los problemas en matematica numérica

Muchos de los problemas que surgen en matematica aplicada se pueden enunciar formal-
mente asi :

Resolver la ecuacion
f(z) =y (1)

donde x € E ey € F, con E y F espacios vectoriales reales o complejos, con estructura
topoldgica compatible en general, y f : E — F es un operador, lineal o no, cualquiera.

En el lenguaje de la ingenieria de sistemas z,y, f representan la entrada, la salida y el
sistema en si, respectivamente.

La observacién de la ecuacién [1] permite reconocer tres tipos de problemas distintos:

1. El problema directo. Dados f y x, hallar y. Se intenta determinar la salida de un
sistema dado, producida por una entrada conocida. Un ejemplo seria el célculo de
una integral definida.

2. El problema inverso. Dados f e y, hallar x. Se busca la entrada que genera
una salida conocida en un sistema dado. Ejemplos de problemas inversos son la
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales o no lineales, asi como la resolucion
de ecuaciones diferenciales tanto ordinarias como en derivadas parciales y la de
ecuaciones integrales.

3. El problema de identificacion. Dados x e y, hallar f. Se buscan las leyes que
gobiernan el sistema a partir del conocimiento de ciertas relaciones entre la en-
trada y la salida. En general, s6lo se conoce un nimero finito de parejas (z,,yn)
entrada-salida. En su forma mas simple el problema de identificaciéon es la teoria
de aproximacion de funciones. f es una funcién de una variable y se pide hallar la
o una funcién cuya gréfica pasa por o pasa cerca de un conjunto de puntos (x,, ¥y ).

Cada tipo de problemas plantea sus propias cuestiones especificas, genera sus propios
algoritmos e incluso el éxito en desarrollar una teoria general varia dependiendo de cual
de ellos consideremos.



Los problemas directos se tratan con relativa facilidad, su ejemplo mas importante, la
integracion numérica, es hoy un problema bien comprendido. Existen todavia problemas
abiertos y dificultades, pero el problema es conceptualmente simple con una teoria general
no muy complicada.

El problema inverso ocupa por su importancia un puesto central en analisis numérico.
El caso lineal se ha estudiado extensamente y posee una teoria general bien desarrollada.
El problema no lineal es méas dificil, y con un cuerpo de teoria menos sattisfactorio.

El problema de identificaciéon en su marco mas general es bastante dificil. Pretender
descifrar las leyes que gobiernan un proceso desconocido del conocimiento de un ntiimero
finito de observaciones es generalmente imposible si no se tiene ademaés algin tipo de
informacion de la estructura del proceso. El problema ya citado de la aproximacion
de un operador de una variable conociendo un nimero finito de parejas (x,,y,) carece
en general de solucion tinica salvo que restrinjamos la clase de las funciones admisibles
eligiendo una forma conveniente de f dependiente de ciertos parametros que se calculen
de modo que expliquen mejor las observaciones entrada-salida efectuadas.

El linde entre los problemas directo e inverso es difuso, en ciertos casos, el problema
inverso se puede transformar en un problema directo. Si f posee inversa conocida f~1,
pasarfamos de [1] a x = f~!(y), por ejemplo el problema de Cauchy:

dx
pri C(t)z, z(0)=1

se puede expresar mediante separacion de variables en la forma:

z(t) = e<f°t C(S)ds)

Para un matematico, el problema estaria resuelto aunque desde un punto de vista estric-
tamente numeérico, sea mas conveniente resolver el problema en su forma original.

Esta observaciéon es bastante general, la determinacion explicita de la inversa no ayuda
numéricamente aunque su conocimiento sea valioso por la informacién cualitativa que
puede suministrar sobre el comportamiento de la solucién que no se podria obtener de
ningin otro modo.

Puede parecer que la formulacién [1] es muy restrictiva porque a veces no sélo se tiene
una ecuacién que resolver sino que también hay condiciones adicionales, iniciales o de
contorno, que satisfacer, pero ello no es cierto. Usando el concepto de espacio producto
podemos incluir esas condiciones como veremos en el siguiente ejemplo:

dz
— = ((t <t<l1
), 0<i<
con la condicién inicial z(0) = «
. Sea F = (C[0,1] x IR . Definamos f : C'[0,1] — F poniendo
d
)= (% - <020
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el problema planteado se puede escribir en la forma

f(x) = (0, )

El analisis numérico de un problema es la aproximacion real al mismo. Todos los mode-
los exactos de la realidad duran muy poco, y hay que hacer aproximaciones con mayor o
menor éxito. Esta asignatura es muy importante, y hacerla bien os deja en una posicién
ventajosa para muchos retos futuros. Ejemplos abundantes encontraréis en la realizacion
de vuestro proyecto fin de carrera interpolando datos para hacer estimaciones razonables
de valores desconocidos, o integrando numéricamente curvas para sacar pares adrizantes,
o usando un paquete de célculo de estructuras por elementos finitos integrando las ecua-
ciones de la dindmica de medios continuos para chequear una parte delicada de la estruc-
tura, y muchas otras cosas que usais sin daros cuenta pero que estan escondidas en los
programas de arquitectura naval o de cad que uséis. En la vida profesional abordaréis
en algunos casos problemas similares. En otros jamés tendréis que escribir un nimero, y
en muchos, la teoria que recibis aqui tendréis que completarla.

En cuanto al engarce de esta asignatura con otras de cursos inferiores, pues la verdad es
que ha habido gente que sin tener todas las de primero aprobadas, ha conseguido apro-
barla. No es lo normal. Suele ser muy 1til el tener un buen nivel de algebra matricial y
analisis en espacios normados, asi como de ecuaciones diferenciales.

Me parece importante comentar a los alumnos que estan cursando de nuevo la asignatura,
que ésta cambia un poco cada ano, y que deben conseguir el material nuevo de este ano.
Caso de no hacerlo asi, es posible que en el examen se encuentren con un problema que
no tengan ni idea de como coger, como ya ha pasado muchas veces.

En cuanto a las tutorias, éstas seran los martes y miércoles de 17h30m a 20h30m. Se me
localiza en el canal (tlf. 3367156). Para cualquier duda, la direccién de correo electrénico
es asouto@etsin.upm.es .

Daremos una pequena bibliografia comentada que si fuese necesario completariamos en
cada tema. Agradeceria que me comentaséis si alguno de los libros que necesitéis no
estuviese en la biblioteca para pedirlo, y también si sabéis de otros libros interesantes
que puedan ser buenos como textos de apoyo en la asignatura. Asimismo, si tenéis algtin
comentario de cualquier tipo sobre estos libros, como por ejemplo su precio, o si estan
agotados, o lo que se os ocurra que pueda ser interesante, pues me lo contéis y lo escribiré
en el siguiente programa.
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Libro muy bueno, con muchos ejemplos. Trata muy bien la parte de ecuaciones diferen-
ciales. Clésico en la materia.
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Libro que ha servido de base para toda la parte de interpolacién y aproximacién. Es
un libro francamente bueno, con un nivel medio-alto, pero todo muy bien explicado sin
meterse en complicaciones. Algunos de los ejercicios propuestos en las hojas de apuntes
son ejercicios propuestos también en la parte final de los capitulos de este libro. Caro.
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obras publicas. Madrid 1994. ISBN/ISSN 84-7493-173-8.

No hay libros de problemas buenos. De los que conozco este es el mejor, aunque no cubre
toda la asignatura. Creo que lo venden en Caminos, y debe ser barato.

Sanchez, J.M. Algebra lineal numérica. Seccién de publicaciones ETSIN.

Texto usado en la parte de sistemas lineales, no lineales, y calculo de autovalores. Libro
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Descripcion detallada del curso

1 El problema de identificacién

1.1 Interpolacion.

El problema general de interpolacion. Interpolacién polinémica. Polinomio de interpo-
lacién de Lagrange. Polinomio de interpolacion de Hermite. Estudio del error en la
interpolacion polinémica. Interpolacién polindmica a trozos. Splines. B-splines. Inter-
polacion bidimensional.

1.2 Aproximacion de funciones

Teoremas de aproximacion de Weierstrass. El problema general de aproximacién. Aproxi-
macion en los espacios prehilbertianos. Polinomios ortogonales. Aproximacién trigonométrica.
Aproximacion por minimos cuadrados. Series de Fourier discretas. Aproximaciéon en la
norma del maximo (aproximacién uniforme).

2 El problema directo.

2.1 Integraciéon numérica.

Formulas de cuadratura de tipo interpolacién. Ejemplo fundamental: Las formulas de
Newton-Cotes. Evaluacion del error en el caso de las férmulas de Newton-Cotes. Al-
gunas férmulas de Newton-Cotes del tipo abierto. Métodos compuestos. Estudio de la
estabilidad y del error. Las férmulas de Gauss.

2.2 Diferenciaciéon numérica.

El caso general. Caso en que los puntos de interpolacién son equidistantes. Estabilidad.
Aproximacién de la derivada segunda.

3 El problema inverso.

3.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias

El problema de Cauchy. Métodos de un paso para las E.D.O. de primer orden. EI
método de Euler. Esquema general. Convergencia. Estabilidad. Consistencia. Er-
ror de discretizacion. Control del paso. Métodos de Runge-Kutta. Métodos de paso
multiple. Métodos de Adams-Bashforth. Métodos de Adams-Moulton. El método de
Milne-Simpson. Sistemas de e.d.o.s. Problemas de contorno en e.d.o.s.



3.2 Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

Método de las diferencias finitas.

3.3 El problema inverso no lineal.
Resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales.

Caso general. Introduccién. Método de biseccion. Método de la secante. Aproximaciones
sucesivas. Método de aproximaciones sucesivas (Iteracién del punto fijo). Teorema del
punto fijo de Banach. Estimacién ”a priori” y "a posteriori” del error. Analisis de la
convergencia. El método de Newton-Raphson. Convergencia del método de Newton.
Método de von Mises. Tests de parada de las iteraciones.

3.4 El problema inverso lineal.

Sensibilidad de la solucion de un sistema lineal. Numero de condicion.
Condicionamiento de un sistema lineal.

M¢étodos directos para la resolucion de sistemas lineales.

Eliminacién gaussiana. (Descomposiciéon PA = LU y A = LU). Eficacia del algoritmo.
Estrategia de pivotes. Coste numérico. Célculo de A~!. Método de Gauss-Jordan.
Factorizacién de las matrices simétricas (Descomposicion A = LD'L). Factorizacién de
Cholesky (Descomposicién A = L*L). Coste numérico del método de Cholesky. Casos
particulares importantes.

Meétodos iterativos para la resolucion de sistemas lineales.

Procedimiento general de construccién de métodos iterativos. Métodos de Jacobi, Gauss-
Seidel y de relajacién. Conclusiones de convergencia. Métodos iterativos por bloques y
puntuales. Problemas iterativos para ecuaciones no lineales. Extensién al problema
inverso no lineal de los Métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y de relajacion.

3.5 Calculo de los valores y vectores propios de una matriz

Introduccion. Métodos de la potencia.



NORMAS EXAMEN CALCULO NUMERICO

Con estas normas lo tnico que se pretende es que los medios de los que dispongais a la
hora de realizar los ejercicios sean iguales para todos, y que al mismo tiempo no tengais
que hacer un esfuerzo de memorizacion de contenidos que a estas alturas consideramos
estéril. Es por eso que no permitimos apuntes personales, porque después hay lios con que
si esto es un ejemplo, no un problema, con que si estas férmulas me las dio mi abuelito que
sabia mucho de esto,.... El que pone el examen, decide los problemas teniendo en cuenta
el material del que el estudiante dispone, y consideramos que un planteamiento razonable
pasa por disponer del material trabajado en clase, y nada més. Se han ensayado ya varias
posibilidades, y se ha llegado a la conclusién de que para esta asignatura, esta posibilidad
es la menos mala.

1. El material que se permite usar durante el examen es:

e El libro de J.M. Sanchez, Algebra lineal numérica. Seccion de publicaciones
ETSIN.

e Parte tedrica de las entregas de fotocopias que se hacen en clase.

e (Calculadora que puede ser programable o no.
2. No se permitira :

e Tener ningtn tipo de problema resuelto.
e Tener apuntes personales.

e Ordenadores personales.

3. El alumno traera como identificacién su carnet de identidad.



