4. PROCESSZORSZAM MINIMALIZALASA

Ebben a fejezetben egy olyan titemezési feladatot targyalunk, amelyben a taszkok hatdridére
val6 végrehajtdsdhoz sziikséges processzorok szamanak minimalizalasa a cél.

A feladat a kovetkez6: m = (o, 7, 1), p = {P}, P = {P1, Pp,...}, 7 = (T,t,d), u =
Nproe, @ processzorok azonosak, a taszkok megszakithatatlanok, a hatdridSk szigordak és
d=(1,1,...), a végrehajtdsi id6kre pedig teljesil 0 <, < 1 (i=1, 2,...,n).

Ebben az anyagban technikai okok miatt a feladatot olyan memériakezelési feladatként
targyaljuk, amelyben ismert méretii fdjlokat kell elhelyezni adott méretti lemezeken és a cél
a felhasznalt lemezek szdmanak minimalizdldsa.

Adott a fijlok n szdma, valamint az elhelyezendd fajlok méretét tartalmazd t =
(t1,t2, ..., 1,) vektor, melynek elemeire teljesiil 0 < ; < 1 (i = 1,2,...,n). A fijlokat

ugy kell elhelyezni a lemezeken, hogy nem szabad ket részekre bontani és figyelembe kell
venni, hogy a lemezek kapacitdsa egységnyi.

4.1. Kézelité algoritmusok
Az adott feladat NP-teljes. A gyakorlatban ezért kiilonbozé kozelitd algoritmusokat hasz-

nalnak.
Ezeknek az algoritmusoknak a bemend adatai: a fijlok n szdma €s a fajlméretek t =

(t1,t2,...,t,) vektora. A kimend adatok pedig a sziikséges lemezek szdma (lemezszdm) és a
lemezek h = {hy, ho, ..., h,) szintvektora.

A szerepl pszeudokédokban a kimend adatokat nem adjuk meg paraméterként. Ezek
a kédok nem csak a sziikséges lemezek szamdt, hanem az egyes lemezek telitettségét is
megadjik.

4.1.1. Linedris algoritmus (LF)

A linedris algoritmus (Linear Fit) szerint az F; fajlt az L; lemezen helyezziik el. LF pszeu-
dokddja a kovetkezd.
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LE(n, t)

1 fori—1lton

2 do A[i] « 1[i]
3 lemezszdm < n

4 return lemezszdm

Ennek az algoritmusnak mind a helyigénye, mind pedig a futdsi ideje ®(n). Ha azonban

a méretek beolvasdsit és a szintek nyomtatdsat az 1-2. sorokban 1év6 ciklusban oldjuk meg,
akkor a helyigény O(1)-re csokkenthetd.

4.1.2. Egyszer{i algoritmus (NF)

Az egyszer( algoritmus (Next Fit) addig rakja a fajlokat a soron kovetkez$ lemezre, amig
lehet. Pszeudokddja a kovetkezd.

NE(n, t)

1 A[1] « £[1]

2 lemezszdm « 1

3 fori—2ton

4 do if h[lemezszam] + t[i] < 1

5 then h[lemezszdm] <« h[lemezszdm] + t[i]
6 else lemezszdm « lemezszdam + 1

7 h[lemezszam] « t[i]

8 return lemezszdm

Ennek a algoritmusnak mind a helyfoglaldsa, mind pedig a futési ideje ®(n). Ha a futasi
id&k beolvasdsat és a szintek kivitelét a 3—7. sorokban 1év§ ciklusban oldjuk meg, akkor a
helyfoglalds ®(1)-re cstkkenthetd, a futdsi id6 azonban Q(n).

4.1.3. Mohé algoritmus (FF)

A moh¢ algoritmus (First Fit) a fijlokat rendre az elss olyan lemezen helyezi el, amelyikre
raférnek.

FF(n, t)

1 lemezszdm « 1
2 fori—1ton
3 do h[i] < O
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4 fori— lton

5 dok « 1

6 while ¢[i] + h[k] > 1

7 dok —k+1

8 hlk] « hlk] + #[i]

9 if k > lemezszdm
10 then lemezszdm « lemezszdm + 1

11 return lemezszdm

Ennek az algoritmusnak a helyigénye ®(n), idSigénye pedig O(n*). Ha péld4ul minden
fajlméret 1, akkor az algoritmus futdsi ideje @(n?).

4.1.4. Gazdaségos algoritmus (BF)

A gazdasagos algoritmus (Best Fit) a fdjlokat rendre a legelsé olyan lemezre rakja, ahol a
lehetd legkisebb szabad kapacitds marad.

BF(n, t)

1 lemezszdm « 1
2 fori—1lton
do h[i] < O
4 fori— 1ton

5 do szabad — 1.0
6 ind < 0
7
8

W

for k < 1 to lemezszdm
do if hlk] +t[i] < 1és 1 — hlk] — t[i] < szabad

9 then ind <« k

10 szabad « 1 — h[k] — t[i]

11 if ind > 0

12 then hlind] < hlind] + 1[i]

13 elselemezszdm «— lemezszdm + 1
14 hllemezszdm] « t[i]

15 return lemezszdm

Ennek az algoritmusnak a helyigénye ®@(n), futdsi ideje pedig O(n?).

4.1.5. Pérosité algoritmus (PF)

A pérosité algoritmus (Pairwise Fit) a méretvektor elsé €s utolsé elemébdl rendre part ké-
pez, és a két fajlt — a két méret 0sszegének megfelelben — egy, illetve két lemezre rakja.

A pszeudokddban két segédvaltozé van: bind az aktudlis par els6 elemének indexe, eind
pedig az aktudlis par masodik elemének indexe.
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PF(n, t)

1 lemezszdm « 0O
2 bind — 1

3 eind «n

4 while eind > bind
5 do if eind — bind > 1

6 then if [bind] + tleind] > 1

7 then lemezszdm «— lemezszdm + 2

8 h[lemezszam + 1] « t[bind]
10 h[lemezszdm] « t[eind]
11 else lemezszdm « lemezszdm + 1
12 h[lemezszdm] < t[bind] + t[eind]
13 if eind = bind
14 then lemezszdm «— lemezszdm + 1
15 h[lemezszdam] < t[eind]
16 bind < bind + 1
17 eind « eind — 1

18 return lemezszdm

Ennek az algoritmusnak a helyigénye ®(n), futasi ideje ®(n). Ha azonban a fdjlméretek
beolvasdsat és a lemezszintek kivitelét online médon megoldjuk, a helyigény csak O(1).

4.1.6. Rendez8 egyszerii algoritmus (NFD)

~~~~~~

sorrendbe rendezik a taszkokat (a rendezés eredménye az s vektor), majd a masodik részben
a rendezett taszkokat iitemezik.

A rendez§ egyszer(i algoritmus (Next Fit Decreasing) a rendezés utdn az egyszer(i al-
goritmus (NF) szerint dolgozik. Igy mind helyigénye, mind pedig id6igénye az alkalmazott
rendezd algoritmus és NF megfeleld igényeibdl tevédik Gssze.

4.1.7. Rendez8 mohé algoritmus (FFD)

A rendez moh¢ algoritmus (First Fit Decreasing) a rendezés utdn a mohé algoritmus (FF)
szerint dolgozik, igy helyigénye @(n), id6igénye pedig O(n?).

4.1.8. Rendez8 gazdasdagos algoritmus (BFD)

A rendezd gazdasdgos algoritmus (Best Fit Decreasing) a rendezés utdn a gazdasdgos algo-
ritmus (BF) szerint dolgozik, igy helyigénye @(n), idGigénye pedig O(n?).

4.1.9. Rendezd pdérosité algoritmus (PFD)

A rendezd pérositd algoritmus (Pairwise Fit Decreasing) a rendezés utdn rendre parokat
képez a legelsé és legutolsé taszkokbdl, majd azokat lehetSleg egy processzorra (ha a vég-
rehajtasi id6k Gsszege nem nagyobb egynél) iitemezi. Ha ez nem lehetséges, akkor az adott
part két processzorra iitemezi.
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4.1.10. Rendez8 gyors algoritmus (QFD)

A rendez$ gyors algoritmus (Quick Fit Decreasing) a rendezés utdn rendre a legelsd f4jlt
a soron kovetkezd Uires lemezre teszi, majd ehhez a fdjlhoz mindaddig hozzateszi a lehetd
legnagyobb fajlt (ezeket rendre a rendezett méretsorozat végétdl kezdi keresni), amig ez
lehetséges.

A pszeudokddban haszndlt munkavéltozok: bind az elsd vizsgdlando fdjl indexe, eind
pedig az utolsé vizsgdlandd f4jl indexe.

QFD(n, t)
bind « 1

eind <« n
lemezszdm < O
while eind > bind
do lemezszdm «— lemezszdm + 1
hllemezszdm] < t[bind)]
bind « bind + 1
while eind > bind és h[lemezszdm] + s[eind] < 1
do ind « eind
while ind > bind és h[lemezszam] + t[ind — 1] < 1
do ind « ind - 1
hllemezszdm] < hllemezszdm] + t[ind]
if eind > ind
then for i « ind to eind — 1
do f[i] « t[i + 1]
eind « eind — 1
return lemezszdm
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Ennek a programnak a helyigénye O(n), futdsideje kedvezdtlen esetben @(n?), a gya-
korlatban azonban — egyenletes eloszldst végrehajtdsi idok esetén — koriilbeliil @(n lgn).

4.2. Optimdlis algoritmusok

4.2.1. Egyszer( hatvany tipusi optimdlis algoritmus (SP)

Ez az algoritmus a fijlokat rendre — egymdstdl fliggetleniil — n lemez mindegyikére elhe-
lyezi, {gy n" elhelyezést dllit el6, majd ezek kozil kivalaszt egy optimdlisat. Mivel ez az
algoritmus minden elhelyezést eldallit (feltéve, hogy két elhelyezést azonosnak tekintiink,
ha minden lemezhez ugyanazokat a fijlokat rendelik), {gy biztosan megtaldlja az egyik op-
timdlis elhelyezést.

4.2.2. Faktoridlis tipusd optimdlis algoritmus (FACT)

Ez az algoritmus rendre elddllitja a fajlok permutdcioit (ezek szdma n!), majd az {gy kapott
listdkat helyezi el a NF segitségével.
Az algoritmus optimalitdsa gy 14thaté be. Tekintsiink egy tetszSleges féjlrendszert és
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annak egy S opr(7) optimélis elhelyezését. S opr(r) alapjan dllitsuk eld a fijlok egy P per-
muticidjat agy, hogy rendre felsoroljuk a Py, P»,. .., Popr(7) lemezekre elhelyezett f4jlo-
kat. Ha a P permutéciét az NF algoritmussal helyezziik el, akkor vagy Sopr-hoz jutunk,
vagy egy masik optimdlis elhelyezéshez (bizonyos taszkok esetleg eggyel kisebb index{i
processzorra keriilnek).

4.2.3. Gyors hatvanytipusi optimélis algoritmus (QP)

Ez az algoritmus (Quick Power) azzal prébalja SP id6igényét csokkenteni, hogy a , nagy”
fdjlokat (melyek mérete nagyobb, mint 0.5) eleve kiilon lemezre helyezi, €s csak a tobbi f4;jl
(a, kicsi” fajlokat) prébélja mind az n lemezre elhelyezni. Tgy n” helyett csak n¥ elhelyezést
allit el6, ahol K a kicsi fajlok szdma.

4.2.4. Gazdaségos hatvdnytipusi optimdlis algoritmus (EP)

Ez az algoritmus (Economic Power) azt is figyelembe veszi (amellett, hogy két nagy féjl
nem fér el egymds mellett), hogy két kis f4jl mindig elfér egy lemezen. Ezért a nagy féjlok
szdmat N-nel, a kicsikét K-val jelolve legfeljebb N + | (K + 1)/2] lemezre van sziiksége. {gy
el8szor a nagy lemezeket titemezziik kiilon lemezekre, majd a kicsiket a fenti szdmu lemez
mindegyikére. Ha példaul N = K = n/2, akkor ezek szerint csak (0.751)%>" elhelyezést kell
elGallitanunk.

4.3. Listardvidités (SL)

Bizonyos feltételek mellett igaz, hogy a t lista felbonthaté gy t; €s t, listikra, hogy
OPT(t;) + OPT(t,) < OPT(t) (ilyen esetekben sziikségképpen az egyenldség teljesiil). En-
nek elénye, hogy a rovidebb listdkat rendszerint révidebb 8sszid6 alatt tudjuk optimélisan
elhelyezni, mint az eredeti listat.

Tegylik fel példdul, hogy #; + t; = 1. Ekkor legyen t; = (#;,¢;) és t, = t\ t;. Ekkor
OPT(t;) = 1 és OPT(ty) = OPT(t) — 1. Tekintsiik ugyanis egy optimdlis elhelyezés esetén
azt a két lemezt, amelyekre a t; lista elemei keriiltek. Mivel mellettiik legfeljebb 1—1;, illetve
1 — 1, Osszegll fajlok lehetnek, igy azok helyfoglaldsainak sszege legfeljebb 2 — (¢ + 1),
azaz 1. A listdt egyszerre mindkét végén vizsgdlva O(n) 1d6 alatt kivdlaszthatjuk azokat a
f4jlparokat, melyekre a végrehajtdsi id6k dsszege 1. Ezutdn rendezziik a ¢t listat. Legyen a
rendezett lista s. Ha példaul s; + 5, > 1, akkor az elsé f4jl minden elhelyezésben kiilon
lemezre kertl, és igy t; = (1) és t, = (2,13, ..., 1,) j6 valasztas.

Ha a rendezett listdra s; + 5, < 1, de s1 + 5,1 + 5, > 1, akkor legyen s; a legnagyobb
olyan listaclem, amelyet s;-hez adva nem 1épjiik tdl az egyet.

Ekkor t; = (11, ¢)) és tp = t\ t; valasztds mellett a t; lista két elemmel révidebb, mint a
t lista volt.

Az utébbi két miivelettel gyakran 1ényegesen lerdvidithetek a listdk (szerencsés eset-
ben tgy, hogy mindkét listdra konnyen megkaphatjuk az optimadlis processzorszamot).

A rovidités utdn megmaradoé listat — példdul a kordbbi algoritmusok valamelyikével —
természetesen még fel kell dolgozni.
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4.4. Becslések (ULE)

A fels6 és alsé becslésekre (Upper and Lower Estimations) tdmaszkodd algoritmusok a
kovetkezdképpen mlikddnek. Valamelyik kézelitd algoritmussal eldallitjak az OPT(t) egy
A(t) fels6 becslését, majd alulrdl is megbecsiilik OPT(t) értékét. Erre alkalmasak példaul
az elhelyezések azon tulajdonsdgai, hogy két nagy fdjl nem helyezhetd azonos lemezre,
és hogy a méretek Osszege egyik lemezen sem lehet 1-nél tobb. Ezért mind a nagy féjlok
szama, mind pedig a fijlméretek Osszege, igy ezek MAX(t) maximuma is alsé becslést
ad. Ha A(t) = MAX(t), akkor az A algoritmus optimélis titemezést allitott eld. Ellenkezd

esetben példdul valamelyik id6igényes optimumkeresd algoritmussal folytathatjuk.

4.5. Algoritmusok pdaronkénti 8sszehasonlitdsa

Ha egy iitemezési (vagy mads) probléma megolddsira tobb algoritmust ismerlink, ak-
kor az algoritmusok Osszehasonlitdsanak egyik egyszeri mddja annak vizsgdlata, hogy
megadhatdk-e a szerepld paraméterek értékei ugy, hogy a kivélasztott teljesitménymérték
értéke az egyik algoritmus esetén kedvezdbb legyen, mint a mdsik algoritmus esetén.

A most vizsgdlt elhelyezési probléma esetén a t méretvektorhoz az A, illetve B algo-
ritmus 4ltal rendelt lemezszamot A(t)-vel, illetve B(t)-vel jelolve azt vizsgaljuk, vannak-e
olyan t,, illetve t, vektorok, melyekre A(t;) < B(ty), illetve A(t;) > B(t;). Ezt a kérdést
most az eldbb definidlt tiz kozelitd és az optimadlis algoritmusra vizsgdljuk meg.

Az optimadlis algoritmusok definici6jabdl adddik, hogy minden t-re és minden A algo-
ritmusra OPT(t) < A(t).

A tovédbbiakban a példavektorok elemei huszadok lesznek.

Tekintsiik a kévetkezd nyolc listat:

t; = (12/20,6/20,8/20, 14/20),
t2 = (8/20,6/20,6/20,8/20,6/20,6/20),

t3 = (15/20, 8/20,8/20,3/20,2/20,2/20,2/20),

ts = (14/20,8/20,7/20,3/20,2/20,2/20,2/20,2/20),
ts = (10/20,8/20, 10/20, 6/20, 6,/20),

te = (12/20, 12/20, 8/20, 8/20),

t; = (8/20,8/20, 12/20, 12/20).

ts = (14,12,8, 10).

Ezeknek a listdknak az elhelyezési eredményeit a'4.1. dbran foglaltuk Gssze.

A 4.1l abra mutatja, hogy az elsé listdhoz LF 4, mig a tobbi algoritmus ennél kevesebb
lemezt igényel. Tovabba azt is mutatja t; lista sora, hogy FFD, BFD, PFD, QFD és OPT
kevesebb lemezt igényel, mint NF, FF, BE, PF és NFD.

Természetes, hogy nincs olyan lista, amelyre barmelyik algoritmus kevesebb lemezt
haszndlna fel, mint OPT.

Az is kozvetleniil adédik, hogy nincs olyan lista, melyhez az LF kevesebb lemezt hasz-
ndlna fel, mint a tobbi tiz algoritmus koziil barmelyik.

Ezeket a megdllapitdsokat mutatja a 4.2. dbra. Az dbrdn a f64tléban 1évE X szimbé-
lumok azt jelzik, hogy az egyes algoritmusokat 6nmagukkal nem hasonlitjuk 6ssze. Az
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IF | NF | FF | BF | PF | NED | FED | BFD | PFD | QED | OPT
| 4| 3|3 ]| 3|3 3 2 2 2 2 2
L] 6| 2 | 2] 23 3 3 3 3 3 2
| 7| 3| 2] 3] 4 3 2 3 4 2 2
| 8| 3|3 ]| 2| 4 3 3 2 4 3 2
| 5| 3| 3| 3|3 2 2 2 3 2 2
| 4| 3| 2122 3 2 2 2 2 2
| 4| 3| 3| 3| 2 3 2 2 2 2 2

4.1. abra. Lemezszdmok osszefoglaldsa.

LF | NF | FF | BF | PF | NFD

FFD | BFD | PED | QFD | OPT
LF X 1 1 1 1 1 1

1

1

1

1

1

X

Ry [ e Sy ey
Ry (Y [ Sy ey
—| =] =] =] =] -
[y (Y [ Sy e

FFD | -
BFD | - X
PFD | - X
QrD | - X
OPT | — | = | = | = [ < Z Z Z Z Z X

4.2. abra. Algoritmusok pdronkénti 6sszehasonlitdsa.

e

elsS oszlopban 1év6 nagykotdjelek azt jelzik, hogy a sornak megfeleld algoritmushoz nincs
olyan lista, melyet az algoritmus tobb lemez felhaszndldsdval dolgozna fel, mint az oszlop-
nak megfelel$ algoritmus, azaz LF.

Az utols6 sorban 1év6 nagykotdjelek pedig azt mutatjak, hogy nincs olyan lista, mely-
hez az optimdlis algoritmus t&bb lemezt igényelne, mint barmelyik masik vizsgalt algorit-
mus.

Végiil az egyesek azt jelzik, hogy a t; listdhoz az dbra adott mez&je sordnak megfeleld
algoritmus tobb lemezt haszndl fel, mint a mez8 oszlopdnak megfelels algoritmus.

Ha tovabb folytatjuk a'4.2. dbra lemezszdmainak elemzését, a 4.2. abrat a 4.3 dbrava
egészithetjiik ki.

Mivel az elsé sort és az els6 oszlopot mdr kitoltottiik, az LF algoritmussal nem foglal-
kozunk t&bbet.

A t, listéhoz NF, FF, BF és OPT 2 lemezt haszndl, mig a tdbbi 6 algoritmus hér-
mat. Ezért a , gy6ztesek” oszlopainak és a ,,vesztesek” sorainak metszéspontjaiba ketteseket
irunk (a PF és OPT, valamint az NFD és OPT metszéspontjdban azonban a mar ott 1évé
egyest nem frjuk feliil, gy 4 X 6 —2 = 22 mez&be keriil kettes). Mivel OPT sorat és oszlopat
kitoltottiik, ezért a pont tovabbi részében nem foglalkozunk vele.

A harmadik lista hitrdnyos PF és PFD szdmdra, ezért a soraikban 1év§ iires mez8kbe
harmasokat {runk. Ez a lista arra is példa, hogy NF rosszabb lehet, mint FF, BF rosszabb
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lehet FF-nél, BFD az FFD-nél és a QFD-nél.

A negyedik listdt csak BF és BFD tudja optimdlisan — azaz két lemez felhaszndldsdval
— feldolgozni. Ezért a két algoritmus oszlopaban a még tires mez&kbe négyest {rhatunk.

Az 6todik listdhoz NFD, FFD, BFD és QFD csak két, mig NF, FF, BF, PF és PFD harom
lemezt haszndl. Ezért a megfelelé mez8kbe 6t6s kertilhet.

A tg lista ,,vesztesei” NF €s NFD — ezért a soraikban még iiresen 4ll¢6 mez&kbe hatost
frunk.

A t7 lista feldolgozdsat PF jobban végzi, mint FF.

A tg lista bizonyitja, hogy a PF lehet jobb, mint a PFD.

Tovabbi mezdk kitoltését segiti a kovetkezd

4.1. tétel. Ha t € D, akkor
FE(t) < NE(t) .

Bizonyitas. A lista hossza szerinti indukciét alkalmazunk.

Legyent = (t1,12,...,ty) és b = (t1,t2,..., 1) (i = 1,2,...,n). Legyen NF(t;) = N; és
FE(t;) = F;, tovdbba legyen n; az utolso lemez szintje NF szerint, azaz a legnagyobb indexd,
nem {res lemezre tett dllomanyok hosszainak 6sszege akkor, amikor NF éppen feldolgozta
t;-t. Hasonl6képpen legyen f; az utolsé lemez szintje FF szerint.

A kovetkez§ invaridns tulajdonsdg teljesiilését bizonyitjuk minden i-re: vagy F; < N;,
vagy F; = N; és f; < m;.

Hai = 1, akkor F; = N; és fi = ny = t1, azaz az invaridns tulajdonsdg mésodik ré-
sze teljesiil. Tegyiik fel, hogy a tulajdonsag teljesiil az 1 < i < n értékre. Ha most a #;4;
elhelyezése eldtt az invaridns tulajdonsdg els része teljesiilt, akkor vagy érvényes marad az
F; < N; egyenl6tlenség, vagy pedig a lemezszdmok egyenldk lesznek és f; < n; fog fenn-
allni. Ha most a ;1 elhelyezése el6tt a lemezszdmok egyenlSk voltak, akkor az elhelyezés
utdn vagy FF lemezszdma kisebb lesz, vagy pedig egyenld lemezszdm mellett FF utolsé
lemezének szintje legfeljebb akkora lesz, mint NF utolsé lemezének szintje. [ ]

Hasonl¢ dllitas bizonyithaté az NF-BF, NFD-FFD és NFD-BFD algoritmusparokra.
Indukcidval beldthatd, hogy FFD és QFD minden listdra ugyanannyi lemezt igényelnek.
Az eddigi megdllapitasokat a 4.3 dbran Ssszesitjiik.

4.6. Kézelité algoritmusok hibdja

Két algoritmus (A és B) relativ hatékonysdgat gyakran jellemzik a kivalasztott hatékonysagi
mérték értékeinek hdnyadosdval, jelen esetben az A(t)/B(t) relativ lemezszdmmal. Ennek
a hdnyadosnak a felhaszndldsdval kiilonbozé jellemz8k definidlhaték. Ezeket két csoportba
szokas sorolni: egyik csoportba a legrosszabb, mig a masikba az dtlagos esetet jellemzd
mennyiségek kertilnek.

Ttt csak a legrosszabb esettel foglalkozunk (az dtlagos eset vizsgdlata rendszerint Iénye-
gesen nehezebb).

Legyen D, (n = 1,2,...) azon val6s listdk halmaza, amelyek n elemet tartalmaznak, és
legyen D az Gsszes val6s lista halmaza, azaz

D=U%D,.
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4.3. abra. Algoritmusok paronkénti 6sszehasonlitdsdnak eredményei.

Legyen Ay, az dllomdnyelhelyezd, (azaz a minden t € D listdhoz egy nemnegativ valés
szdmot hozzdrendeld, €s igy a D — R leképezést megvaldsitd) algoritmusok halmaza.

Legyen A,y a minden listdhoz az optimdlis lemezszdmot rendeld algoritmusok hal-
maza, és OPT ennek a halmaznak egy eleme (azaz egy olyan algoritmus, amely minden
t € D listdhoz megadja a listdhoz tartozé fajlok elhelyezéséhez sziikséges és elégséges le-
mezek szamat).

Legyen A, azon A € A, algoritmusok halmaza, amelyekre A(t) > OPT(t) minden
t € D listara, és van olyan t € D lista, amelyre A(t) > OPT(t). Legyen Ap,., azon E € Ay,
algoritmusok halmaza, amelyekre E(t) < OPT(t) minden t € D listdra, és van olyan t € D
lista, amelyre E(t) < OPT(t).

Legyen F, azon val6s listdk halmaza, amelyekre OPT(t) = n, azaz F,, = {t|t € D és
OPT(t) =n} (n = 1,2,...). A tovabbiakban csak A, -beli algoritmusokat fogunk vizsgélni.
Az A és B algoritmusok (A, B € A) Rap, hibafliggvényét, Rs p hibdjit (abszolut hibdjat)
€s Ry - aszimptotikus hibdjat a kdvetkez6képpen definidljuk:

R A(t)
sup —— ,
Y0
A(t)

R =sup —— ,
AP B
RA,B,oo = lim SU,pRA’B’,, .

n—oo

Ezek a mennyiségek fGleg akkor érdekesek, ha B € A,,. Ilyenkor az egyszerliség
kedvéért a jelolésekbdl elhagyjuk a B-t, és az A € A, illetve az E € A algoritmusok
hibafiiggvényérdl, hibajarol és aszimptotikus hib4jardl beszéliink.

Az NF fijlelhelyezd algoritmus jellemz8 adatai ismertek.

4.2. tétel. Ha t € F,,, akkor
n = OPT(t) < NF(t) <20PT({t) -1 =2n—-1. 4.1
Tovdbbd, ha k € Z, akkor léteznek olyan wy, és vy listdk, melyekre

k = OPT(u;) = NF(uy) 4.2)
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k = OPT(vy) és NF(vg) = 2k — 1 . 4.3)

Bizonyitas. a) Az alsé korlat természetes: kozelit6 algoritmus nem lehet jobb, mint az opti-
malis.

b) A fels6 korlat belatdsdhoz el6szor tegylik fel, hogy NEXT(t) paros, azaz 2k alaku.
A NF 4ltal elheyezett fijlok esetén a lemezeken paronként nagyobb a fdjlok hosszdnak
Osszege, mint 1. Ezért a NF 2k lemezre mindig ugy helyez fdjlokat, hogy hosszaik osszege
nagyobb, mint k, ezért NF(t) > 20PT(t) ellentmonddsra vezetne

Legyen most NE(t) = 2k + 1. Ekkor az el6z6ek szerint a hosszak §sszege nagyobb, mint
k, ezért OPT(t) > k + 1, ami elég a kivant egyenlStlenséghez.

c¢) Ha az u, lista k darab egyest tartalmaz, akkor ezt a listit mind NF, mind pedig OPT
k lemezre helyezi el.

d) A v, lista legyen 2k — 1 olyan lista dsszeldncoltja, melyekben két elem van: elSbb
1/2, azutdn pedig (1/2)/(2k — 1). Ezt a listdt NF 2k — 1 lemezre helyezi el, mig OPT csak k
lemezt hasznal fel. [ ]

Ebbdl az allitdsbdl adodik a NF fajlelhelyezd algoritmus hibaftiggvénye, abszolit hibdja
és aszimptotikus hib4ja.

4.3. kovetkezmény. Ha n € Z, akkor

1
RNF,n =2-- s (44)
n
tovdbbd

Rnp = Rnpeo =2 “.5)

Megmutatjuk, hogy a FF fijlelhelyezd algoritmus legrosszabb esetben is kevesebb f4;lt
igényel, mint az optimalis érté€k 1.75-sz6rbse. A bizonyitas alapja a kovetkezd, d.n. telitett-
ségi lemma.

4.4. lemma. Legyen k pozitiv egész. Ha FF k + 1 lemez mindegyikén legaldbb k fdjlt helyez
el, akkor az ezeken a lemezeken elhelyezett fdjlok hosszdnak dsszege nagyobb, mint k.

Ennél valamivel er&sebb 4llitast bizonyitunk be.

4.5. lemma. Legyenek k, i1, i, ... ixy1 = b pozitiv egészek, melyekre iy < i, < ... <i <b.
Ha a FF algoritmus az L, lemezen legalabb k fdjlt helyez el, akkor az Li,, L;,, ..., Li, Ly
lemezeken elhelyezett fdjlok méretének osszege nagyobb, mint k.

Erdemes megjegyezni, hogy a telitettségi lemma tigy is megfogalmazhatd, hogy a lem-
maban szerepld lemezeken az atlagos telitettség nagyobb, mint k/(k + 1).
Bizonyitas. Legyen a legnagyobb index(, azaz az L, lemezen elhelyezett legkisebb fdjl
mérete a. Ekkor az a méretl f4j1 nem fért rd a kisebb index{i lemezekre, ezért azok szintje
nagyobb, mint 1 — a. A legnagyobb indexii f4jl szintje viszont legaldbb ka, igy a szintek
Osszege valéban nagyobb, mint k(1 — a) + ka = k. [ ]
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4.6. tétel. Ha t € F,, akkor
FE(t) < 1.750PT(t) . (4.6)

Bizonyitas. A bizonyitds alapja, hogy a telitettségi lemma szerint az egy f4jlt tartalmaz6
lemezek 4tlagos szintje egykettednél, a két fjlt tartalmazd lemezek pedig dtlagosan kéthar-
madndl nagyobb mértékben telitettek. A fdjlok hosszdnak Osszege legyen H, OPT(t) = p,
FE(t) = f és NF(t) = e.

a) Ha p < 3, akkor az el6z8 két tétel szerint teljesiil az dllitas:

f<e<2p-1, %))

ahonnan mar adddik a kivant egyenlStlenség.

b) Ha p > 3, akkor feltessziik, hogy FF ¢ lemezre egy, a tobbi f — ¢ lemezre pedig
legaldbb két f4jlt tett. A fajlok hosszainak (és egytttal a lemezek szintjeinek) dsszege legyen
H, ekkor p > H.

bl)Ha g =0, akkor p > H > 2/3f, ahonnan f < 3/2p.

b2) Ha g = 1, akkor p > 2(f — 1)/3, ahonnan

3 7 1 7 4-p
= l=-p-- l=- 4,
f<gp+l=qp-qp+l=1p+— (4.8)
Mivel p > 4, ebbdl a kivantndl is erdsebb egyenl&tlenség adddik.
b3)Hag > 2¢és f — g <2, akkor ¢ < p miatt
7 3 8 7 8-3p
< 2< 2=—=p—— - = — s 4.9
fsq+2=sp+2=p-gp+y= p+— 4.9)
ahonnan a kivantnal kedvez6bb egyenlbtlenség adddik.
b4) Végiilhag > 2és f — g > 3, akkor
9 20-9_2,. ¢
1 =—f_1 4.10
P>5+—3 3f G’ (4.10)
ahonnan p > ¢ miatt
2f p
=2 4.11
P>3 "% “.11)
és igy
73 7
<-p==-p. 4,12
f<gpy=7p (4.12)
]

Az FF és BF fijlelhelyezé algoritmus legrosszabb esetére vonatkozik a kovetkezé alli-
tds.

4.7. tétel. Ha t € F,, akkor

OPT(t) < FF(t), BE(t) < 1.70PT(t) + 2 . 4.13)
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Tovdbbd, ha k € Z, akkor léteznek olyan wy, és vy listdk, melyekre
k = OPT(u,) = FF(u,) = BF(uy) (4.14)

valamint
k = OPT(v;) és FE(v;) = BE(v;) = [ 1.7k] . (4.15)

Ebbdl az 4llitdsbdl adédik FF és BE aszimptotikus hibdja, valamint hibafiiggvényliik jo
becslése.

4.8. kovetkezmény. Ha n € Z, akkor

1.7n 1.7n+ 1
LL7n] < Ry, Rrn < H7n+ 11 " 1, (4.16)
tovdbbd
Rrr0 = Rppeo = 1.7 . 4.17)
Az FF algoritmusra (4.13)-ndl kisebb felsé korlat is ismert.
4.9. tétel. Ha t € F,,, akkor
FF < 1.70PT(t) + 1 . (4.18)

Ha n oszthat6 tizzel, akkor az (4.15) egyenl&tlenségben FE-re vonatkozé tényleges érték
és a (4.18)-ban FF-re vonatkoz6 felsd korldtok megegyeznek, azaz tizzel oszthatd n esetén
az FE(t)/(t) és BF(t)/OPT(t) hanyadosok szuprémuma 1,7.

Mit mondhatunk FF abszolut hibdjar6l?
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