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摘 要 合成理论地震图对震源和地下结构的研究而言是一

项重要的基础工作． 一直以来，诸多地震学领域的先驱们都致

力于合成理论地震图的方法发展与改进，是一个愈久弥新的研

究课题． 同时，经过很多非常有影响力的地震学家的发展，合成

理论地震图的方法种类变得多种多样． 本文全面而深入地总结

合成理论地震图的不同理论、不同方法所具有的优势与不足，

并讨论各种理论地震图计算方法的研究进展． 以期为理论地震

图计算方法的发展以及在实际应用中选择合适的方法提供有

价值的参考． 经过对比研究，我们得到以下三点认识: ( 1 ) 在解

析类方法中，波数积分法在使用上不区分局部或全球尺度、计

算精确且为全波形模拟，因此适用性更为广泛; ( 2) 在数值类方

法中，谱元法在适用性和计算效率上是一种最受欢迎且最精确

的计算方法; ( 3) 根据不同的需求采用不同方法相结合的混合

计算方法是较好的选择．
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Abstract The synthetic seismogram calculation is a very important
basic work for seismic source research and Earth’ structure
inversion． For a long time，many pioneers of seismology have
devoted themselves to the development and improvement of the
synthetic seismograms calculation method． At the same time，after
the development by many very influential seismologists，there are
various synthesizing-seismogram methods． This article comprehensively
and deeply summarizes the advantages and disadvantages of different
theories and methods，and discusses the development of various
theoretical seismogram calculation methods， which provides a
valuable reference for the development and application of theoretical
seismogram calculation methods． Through comparative study，we
obtained the following three understandings: ( 1 ) for analytical
methods，the wavenumber integration method is more widely used，
due to the advantages of undistinguishing between local and global
dimension，accurate calculation and full waveform simulation． ( 2 )
Among numerical methods，spectral element method is one of the
most popular and accurate calculation methods in terms of
applicability and calculation efficiency． ( 3 ) According to different
requirements，the hybrid calculation method combining different
methods is a better choice．
Keywords Synthetic seismogram; Wave equation; Analytical
solution; Numerical solution

0 引 言

理论地震图的计算是震源物理和地下结构研究的重要

基础． 在震源机制解和破裂过程等震源研究中，需首先合成

理论地震图，再将理论地震图与观测波形匹配，这一过程通

常称为波形拟合． 因此合成理论地震图的误差与精度直接关

系到震源参数反演的误差与精度． 而在利用接收函数反演地

下几何结构等研究中，理论地震图的计算也直接影响到反演

计算的精度与结果的解释( Monteiller et al． ，2013) ． 因此，理

论地震图计算方法一直是地震学领域里的重要基础研究，并
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且前人基于不同理论发展了多种理论地震图合成方法． 理论

地震图合成方法包含两类( 温联星和姚振兴，1994) : 一类可

称为解析类方法，即通过求解弹性波波动方程，得到波动方

程的解析解; 另一类可称为数值方法，即对波动方程直接进

行离散化模拟地震波． 一般而言，解析类方法发展较早，其理

论较为成熟，特点是计算速度快、精度高，占用计算机内存

小． 而近些年来随着计算机科学的迅速发展，数值类方法也

得到快速发展，并朝着快速计算，高频地震波形模拟等方向

迈进． 根据不同的理论基础，不同的理论地震图合成方法具

有其自身的优势与不足，只有全面而深入的分析各类方法的

特点，才能有利于进一步发展理论地震图合成方法并在实际

应用中选择最为有效的方法． 本文的主要目的是通过总结现

有的各种理论地震图合成理论与方法，分析各种方法的优势

与劣势，并讨论各种理论地震图计算方法的进展，以期为理

论地震图计算方法的发展与应用提供有价值的参考．

1 解析类方法

理论地震图合成的解析类方法可根据解析变换的种类

分为两类( 李旭和陈运泰，1996 ) ． 一类是基于 Laplace 变换

的 Cagniard-de Hoop 方法，即广义射线法( Helmberger，1968，

1974) ． 另一类是基于 Fourier 变换的波数积分法 ( Haskell，
1953; Kennett and Kerry，1979; Bouchon，1981) ．
1． 1 广义射线类

1． 1． 1 广义射线法

广义射线法的基本理论是在水平均匀层状介质假设基

础上，由 Cagniard-de Hoop 方法建立( Gilbert and Helmberger，
1972; Helmberger，1974) ． 其中，广义射线理论对波动方程进

行了高频近似假设，所以是一种渐进射线理论． 在这一近似

下，该方法的解与射线的物理本质有了更加直接的联系． 同

时，在这一假设下，理论地震图计算比精确解计算更加快速

( Drijkoningen，1991) ． 然而，该方法仅适用于在水平分层或

近似水平分层介质模型情况下，计算远场的某些中低频特定

震相． 当计算层数较多或者计算近场高频信号时，由于存在

转换波和多次反射、折射波，计算量将大大增加，使得合成具

有全响应的理论地震图比较困难．
1． 1． 2 反射率法

与广义射线法在数学上等价的一种方法称为反射率法

( Fuchs and Müller，1971) ． 但是与广义射线法不同的是反射

率法包含了不同方面的近似，从而有不同的特点． 其中，由于

广义射线法不能计算包含所有多次反射波的理论地震图，因

此在实际应用中受到一定的限制． 在利用波形信息研究地球

内部精细结构时，考虑层内多次波是十分必要的． 对于远震，

震源区与接收区的速度结构一般不同，反射率法不再适用这

种情况，于是前人扩展了经典的反射率法，使之适用于简单

横向非均匀介质( 王椿镛，1982; Kind，1985) ． 为了适用于

震源区和接收区速度结构不同的情况，同时又能自动包含指

定介质层内的混响，反射率法得到了进一步扩展( 刘启元和

范会吉，1992) ．
1． 1． 3 广义射线的不同近似

( 1) WKBJ 近似是基于一维动态问题( 时间依赖) 的薛定

谔方程( 即，抛物线波动方程) 解的一种近似． 广义射线理论

在应用到非均匀介质时会受到频带限制，因此为了拓宽合成

理论地震 图 的 频 带，将 WKBJ 近 似 引 入 广 义 射 线 理 论 的

Cagniard-de Hoop 解法，将该方法称为 WKBJ 方法( Chapman，

1974，1976) ． WKBJ 方法采用指数函数表达波传播，避免了

长周期地震信号的计算限制． 但是当垂直向传递系数为零

时，WKBJ 方法将失效( Verweij and de，1990) ．
( 2) Kirchhoff-Helmholtz( KH) 积分方法( Frazer and Sen，

1985) 是一种很好的计算横向非均匀介质合成理论地震图的

方法． 传统的广义射线方法在介质非均匀性远大于地震波波

长时有较好的效果，但当存在奇点的时候，广义射线理论失

效． 为了解决奇点问题，发展了 KH 积分方法． KH 积分方法

将反射界面上每个点都看成一个点源，每个点源对地震波振

幅均有贡献，于是将反射界面上每个点的贡献相加就得到了

理论地震图． 经过测试，KH 积分方法能模拟强烈非均匀介质

中的反射波震相，在计算复杂界面反射波时具有很高的效率

( 李红光和吴庆举，2008) ．
( 3) 为了在非均匀介质中求解时间调和的高频理论地

震图，前人引入高斯束方法( Červen，1983) ． 该方法基于一

系列高斯束拟合高频波场，高斯束仅集中于射线附近，而集

中在射线附近的射线由薛定谔方程解给出． 薛定谔方程的解

随距射线的平方距离增加呈指数衰减，即垂直于射线的振幅

剖面呈钟形，因此该方法称为高斯束法． 该方法分为三个变

种，包 括 谱 方 法 ( spectral method ) 、卷 积 法 ( convolutory
method) 、波包法( wave-packet method) ． 以波包法为例，该方

法的原理是: 将地震波场分解为一系列由震源向任意方向且

沿射线传出的波包． 当遇到绕射体、散射体或反射折射时，波

包改变传播特性． 任一点的理论地震图可由邻近点接收到的

波包求和获得．
( 4) Maslov 渐进理论( Chapman and Drummond，1982) 的

引入也是为了解决广义射线方法计算理论地震图中的奇点

问题． 该方法结合了渐进射线理论和变换理论，兼具二者对

奇点简洁性和一般性的处理方式，用于计算体波信号．
( 5) 与高斯束理论近似，固定高斯渐进理论( Chai et al． ，

2017) 是一种基于波阵面近似表达，通过严格数学推导的波动方

程解． 固 定 高 斯 渐 进 理 论 ( Frozen Gaussian Approximation，

FGA) 的核心在于将地震波场沿射线路径分解为固定宽度的

高斯函数． 与高斯束渐进的不同之处在于，FGA 采用固定高

斯函数不需调整高斯函数的宽度参数，即可有效提高地震波

场在遇到散射情况时的精度． FGA 也不需对波算子采用相干

态变换( coherent state transform) ，因而避免了复杂的程函方

程运算． 在 3D 高频地震波模拟问题中，激增的计算量和存储

需求是其面临的巨大挑战，引入固定高斯渐进理论可有效降

低地震波模拟中遇到的上述问题( 图 1) ．
1． 2 波数积分类

波数积分法基于 Fourier 变换求解波动方程，该类方法

可较为快速地合成多层介质下具有全响应的理论地震图． 且

该类方法对近场和远场未加严格限制，因此在近场和远场情

况下该类方法均可应用于理论地震图合成计算． 但该类方法

存在共性问题是往往难以用于合成包含高频成分的理论地

震图．
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图 1 基于 Marmousi 模型的波场快照( 据 Chai et al． ，2017)
左侧为 FGA 模拟结果，右侧为 SPECFEM3D 模拟结果，由上至下为 0． 1 s，0． 2 s，0． 3 s 的结果．

Fig． 1 Wavefield snapshots of Marmousi model( modified from Chai et al． ，2017)
Left column: FGA solutions; right column: SPECFEM3D solutions． Top to bottom row: at 0． 1 s，0． 2 s，0． 3 s．

1． 2． 1 传输矩阵法( FK)

由于在分层介质中，每一层介质的质点速度、界面上的

法向应力和剪切应力满足连续性边界条件，从而上下层介质

的质点速度和应力满足递推关系，对于层状均匀介质，地震

波通 过 该 介 质 系 统 可 通 过 传 输 矩 阵 合 成 理 论 地 震 图

( Thomson，1950) ． 该方法在频率-波数域求解波动方程的数

值解，因此也称为 FK 方法． 之后，该方法被应用于多层固体

介 质 的 Ｒayleigh 波 和 Love 波 相 速 度、群 速 度 的 计 算

( Haskell，1953，1964) ． 由此，传输矩阵法在理论地震图合成

中的 应 用 得 以 广 泛 地 发 展 ( Herrmann，1979; Wang and
Herrmann，1980; Zhu and Ｒivera，2002) ．
1． 2． 2 广义反透系数矩阵方法

广义反透系数矩阵方法( Kennett and Kerry，1979) 是将

传输矩阵法( Haskell，1953，1964) 分成反射和透射系数矩阵

的一种表达方式． 该方法由平面内 P-SV 波的广义反透系数

矩阵来计算波数积分中的被积函数 F( k，ω，z) ，经波数积分
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得到单频响应的频率域解． 计算波数积分的方式有很多，既

可以在有限波数域内进行，也可以在半无限波数域内将 F
( k，ω，z) 展成 1 /k 的多项式来计算波数积分( 刘鹏程和姚振

兴，1994) ． 由于简单的矩阵技术存在精度丢失问题，反透系

数矩阵能够更为简洁地表达地震波波场，并避免了精度丢失

的问题( Wang，1999) ．
1． 2． 3 离散波数积分法

弹性分层介质的格林函数可由关于频率和水平波数的

双重积分来表达，而波数积分可由离散求和近似替代，由此

提出离散波数积分法求解格林函数( Bouchon，1981 ) ． 当获

得介质格林函数后，通过与震源时间函数褶积合成理论地震

图． 我们由波动方程的离散波数解析理论了解其细节． 无限

大均匀介质中的线源能量辐射可表达为柱面波，或与柱面波

等价的均匀和非均匀平面波的连续叠加． 在 x-z 平面内，位移

或应力有公式( 1) :

F( x，z; ω) = eiωt∫
∞

－∞
f( k，z) e－ikxdk ， ( 1)

其中，积分变量 k 是水平波数． 假设存在沿 x 轴的无限长线

源，可将积分表达改写为求和:

G( x，z; ω) = ∫
∞

－∞
f( k，z) e－ikx∑

∞

m = －∞
eikmLdk ， ( 2)

L 为线源的等间隔长度．
( 2) 式的离散形式可改写为:

G( x，z; ω) = 2π
L ∑

∞

n = －∞
f( kn，z) e－iknx， ( 3)

其中，kn =
2π
L n． 在级数收敛的情况下，( 3) 式可近似表达为:

G( x，z; ω) = 2π
L∑

N

n = －N
f( kn，z) e－iknx ． ( 4)

为了实现求和假设引入复频率 ω = ωＲ － iωI，于是脉冲

响应 g( x，z; t) 可由( 5) 式表达:

g( x，z; t) = e －ωIt∫
∞

－∞
G( x，z; ω) eiωＲtdωＲ， ( 5)

于是可通过 FFT 计算( 5) 式的积分获得理论地震图．
方程由( 1) 改写为( 4 ) 将极大降低计算量． 由( 5 ) 式可

知，在任一时窗下，波数积分可由离散求和精确表达． 通过将

特殊点源周围的一系列有限周期源叠加，实现方程离散化．
选定线源间隔长度 L 取决于点源响应的时长和水平波数的

离散化程度． 离散波数法的优势在于用很小的运算量就可精

确计算较为完备的理论地震图．

2 数值类方法

在非均匀介质模型中，现在广泛采用并迅速发展起来的

方法是数值类方法． 这类方法对波动方程直接进行离散化，

其优点是方法简便，无需在数学上采取很复杂的变换，对边

界条件的处理相对比较灵活，可以得到确定时刻的波场． 但

是这种方法所能计算的频率与时间、空间步长的关系紧密，

当计算高频成分时将大大增加格点数目，从而导致计算倍

增． 随着计算机科学的飞速发展，一些常规的计算已经可以

满足，但从时效性和经济性角度看，仍有进一步发展的空间．
弹性波动方程的数值解也可分为强解形式和弱解形式两类．
强解形式通常采用波动方程的微分形式，需要满足位移和应

力连续的边界条件． 而弱解形式采用积分形式，仅需满足自

由边界条件即可．
2． 1 强解形式

2． 1． 1 有限差分法( Finite Difference Method，FDM)

有限差分方法属于微分的波动方程“强”条件解，即使

用相邻网格点间的差分近似表达位移偏导数，因此很难满足

精确边界条件( Alterman and Karal，1968) ． 耦合了时间和空

间一阶偏导数的有限差分本构关系写为方程( 6) 和( 7) :

ρtv = ( !·T + f) ， ( 6)

tT = c: !v ， ( 7)

其中，v = tu，u 为位移，v 为具有 3 个速度分量的向量，T 为

3 阶应力张量． 方程( 6) 和( 7) 中的空间微分算子在介质内部

能够用差分算子离散，而在介质边界由于不存在相邻网格与

之差分，难以精确处理自由边界条件( 图 2) ． 因此，有限差分

方法很难精确模拟自由边界附近的面波． 有限差分法的主要

优势是实现简单、计算高效． 但在全球尺度下，要设计一个包

含较大数量的网格模型绝非易事，相对恒定不变的介质条件

也很不常见．
2． 1． 2 低秩近似法( Low-Ｒank Approximation，LＲA)

理论上地震波传播的问题可通过分析近似的数值解，以

减少混合域的空间波数算子． LＲA 即是通过低秩分解近似空

间波数矩阵实现地震波传播运算的一种方法( Fomel et al． ，

2013) ． 低秩近似意味着仅需较少的波数数量，可有效提高各

向异性介质下地震波传播模拟的计算效率． 只要介质的速度

连续，LＲA 可用于声波方程和弹性地震波等不同类型的地震

波模拟． 因此，LＲA 主要用于地震勘探领域的地震波模拟．
2． 1． 3 伪谱法( Pseudospectral Method，PSM)

伪谱法( Furumura et al． ，1998) 是将地震波场的空间偏

导数采用正余弦( Fourier 变换) 、切比雪夫多项式等类型的

球谐基函数展开，进行波场模拟的一种数值方法． PSM 在进

行球谐展开时同样基于波动方程数值解的“强”形式，因此

同样存在难于满足精确处理自由边界条件的缺陷． PSM 的思

路源自于更加精确的空间偏导数算子，并有效应用于部分地

幔内传播的波场( Furumura et al． ，1999 ) ，因此具有一定的

适用性． PSM 可根据球谐展开的类型进一步分为傅里叶基函

数型、切比雪夫基函数型和傅里叶与切比雪夫混合型． 傅里

叶基函数是周期性函数，通常适用于周期性边界条件，自由

边界为非周期性条件，因此不适用于自由边界条件． 切比雪

夫型为非周期性基函数，不但适用于自由边界条件，而且适

用于非均匀空间网格点( 图 3，图 4 ) ． 由于 PSM 基于球谐基

函数，因此其主要优势是对光滑的均匀或非均匀介质均有很

高的精度． 但其不足之处在于: ( 1 ) 对全球结构很难设计高

效快速的数学变换; ( 2) 当介质存在不连续界面时其适用性

受到一定限制; ( 3) 同样缺乏对面波信号的合成( 由于难以

精确处理自由边界条件) ．
2． 2 弱解形式

2． 2． 1 Ｒayleigh-Ｒitz 方法

Ｒayleigh-Ｒitz 方法的思想是将未知位移场 s 展开为一系

列已知的基函数 sk ( Dahlen and Tromp，1998) :

s = ∑
k
qksk， ( 8)

0081



2021，36( 5) 陈俊磊，等: 合成理论地震图方法综述 ( www． progeophys． cn)

图 2 ( a) 轴对称 2D 有限差分网格; ( b) 两种维度下的格点示意图( 据 Thomas et al． ，2000)

Fig． 2 ( a) Two-dimensional finite difference grid used in the axisymmetric simulations;
( b) The grid points with two kinds of domains( modified from Thomas et al． ，2000)

图 3 基于切比雪夫多项式的伪谱法

3D 网格( 据 Igel，1999)

Fig． 3 Physical domain for a 3D pseudospectral simulation
based upon Chebyshev polynomials( modified from Igel，1999)

该方法通过确定展开系数 qk，在展开的过程中需要选择合适

的基函数． Ｒayleigh-Ｒitz 方法在频率域，有弱解形式的运动

方程:

－ ω2∫V ρw·sd3x = － ∫V !w: Td3x + M: !w( xs ) S( ω) ，

( 9)

将( 8) 代入( 9 ) ，并选择测试向量 w = s'k，可获得矩阵形式

( 10) :

∑
k

( Vk'k － ω2Tk'k ) qk ( ω) = Sk' ( ω) ， ( 10)

其中，Vk'k = ∫Ω !sk' : c: !skd
3x 为势能矩阵，Tk'k = ∫Ω ρsk'·

skd
3x 为运动学矩阵，Sk' ( ω) =M: !sk' ( xs ) S( ω) 为震源项，sk

为基函数，c 为弹性张量，x 为笛卡尔坐标． 耦合模式法和直

接解法是由该表达式选用不同的基函数形成的两种方法．
( 1) 耦合模式法( Coupled-Mode Method，CMM)

在 CMM 中，方程( 10) 的基函数 sk 为球对称地球模型的

特征函数． 该特征函数在径向上依赖于球对称地球模型的径

向结构，在横向上依赖于球谐性质． CMM 主要存在两个问

题:①CMM 的基函数是球对称模型，但一般而言，地球模型

是椭球模型，且具有地形和海洋覆盖; ②在耦合计算时将涉

及不能并行计算的矩阵运算，当合成地震图的频带越宽时，

矩阵-向量运算的次数就会快速增长，计算量将会倍增． 由于

上述两个原因，除非要计算非常长周期的理论地震图，否则

一般不再选用该方法．
( 2) 直接解法( Direct Solution Method，DSM)

DSM 最初应用于强地动地震学的反演问题中( Hara et
al． ，1993) ． 之后，考虑自由边界条件后将其引入到全球尺度

的理论地震图合成( Geller and Ohminato，1994 ) ． DSM 在弱

解形式下，选用低阶的样条或者解析函数多项式作为基函数

sk 计算理论地震图及其偏导数． 与射线方法仅能计算直达 P
和 S 波不同( Zhan et al． ，2012) ，DSM 方法是一种精确计算

全波形理论地震图的方法( Wu et al． ，2018) ． 但是当存在强

烈横向非均匀介质时需要较宽的子波频带，因此该方法在数

学上将变得比较繁琐． 同时，该方法在处理地壳厚度有变化

时也比较困难，因为直接解法在处理边界起伏情况时将处理

较大的数学矩阵，于是限制了长周期地震信号的模拟．
2． 2． 2 有限元法( Finite Element Method，FEM)

在 FEM( Hughes，1987) 中，根据需求按四面体、六面体、
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图 4 根据图 2 网格模型获得的波场快照( 据 Igel，1999)
( a) 南北分量速度场快照; ( b) 东西分量速度场快照; ( c) 速度场切向分量沿经线切片;

( d) 速度场径向分量沿经线切片． 红色代表正的速度值，蓝色代表负的速度值．

Fig． 4 Pseudospectral snapshots of model Fig． 2( modified from Igel，1999)
( a) North-south components of the velocity field; ( b) East-west components of the velocity field; ( c) Snapshots of the transverse

component velocity field in longitude; ( d) Snapshots of the radial component velocity field in longitude．
Ｒed and blue colors denote positive and negative velocities，respectively．

椎体等形状分割为大量的有限元． 通过变换，将有限元 Ω 从

笛卡尔坐标 x 投影到参考坐标 ξ:

x( ξ) = ∑
na

a = 1
Na ( ξ) xa， ( 11)

控制点 xa 定义了有限元的几何形态，形函数 Na 控制映射和

插值． 以六面体为例，六面体中的基函数采用 1 阶或 2 阶拉

格朗日多项式． n 阶的拉格朗日多项式由 n + 1 个控制点定

义，若 － 1≤ξα≤1，α = 0，…，n，则:

α ( ξ) =
( ξ － ξ0 )…( ξ － ξα －1 ) ( ξ － ξα +1 )…( ξ － ξn )

( ξα － ξ0 )…( ξα － ξα －1 ) ( ξα － ξα +1 )…( ξα － ξn )
．

( 12)

在( 12) 的定义下，拉格朗日多项式在任意控制点有 α
( ξβ ) = δαβ，即为 0 或者 1，其中 δ 为狄拉克函数． 于是位移场
s 或者测试向量 w 可展开为具有 na 个节点的形函数 Na 的函

数:

f( x( ξ) ) = ∑
na

a = 1
faNa ( ξ) ， ( 13)

fa 表示函数 f 在节点 xa 的值． 由弱形式的位移场 s 或者测试

向量 w 的梯度，定义梯度函数:

!f = ∑
3

i = 1
xii f = ∑

3

i = 1
xi∑

na

a = 1
fa［ξNa ( ξ) ( iξ) +

ηNa ( ξ) ( iη) + ζNa ( ξ) ( iζ) ］， ( 14)

其中，xi ( i = 1，2，3) 表示 x、y 和 z 沿梯度增加方向的单位向

量，i ( i = 1，2，3) 表示沿 x、y 和 z 的偏导数．
FEM 梯度的精度受控于形函数多项式的阶数． 如果基

函数为低阶多项式则偏导数的精度将会降低． FEM 弱解形

式在数学上是对有限元的积分，利用高斯求积公式有限元 Ω
的积分表示为:

∫Ω f( x) d3x = ∑
n

α = 0
∑

n

β = 0
∑

n

γ = 0
ωαωβωγ × f( ξα，ηβ，ζγ )

ζ( ξα，ηβ，ζγ ) ， ( 15)

其中，ωα ( α = 0，…，n) 表示高斯正交的 n + 1 权重，( n + 1 ) 3

的点( ξα，ηβ，ζγ ) 表示相应的高斯积分点，ζ 表示雅克比映

射． 为了实现有限元函数积分与偏导，转置后的雅克比矩阵

值被存储于每个有限元的高斯积分点内． 若要实现 FEM 的

并行计算，需将每个有限元分开，每个并行计算的处理器对
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图 5 由上到下分别是谱元法、DGM 有限元和 HGM 有限元波场模拟快照，其中左边是垂直分量，

右边为水平分量( 据 Vamaraju et al． ，2020)

Fig． 5 Snapshots from top to bottom denote wave field of SEM，DGM-FEM，HGM-FEM，vertical component
( left-hand panel) and horizontal component( right-hand panel) ( modified from Vamaraju et al． ，2020)

应一个有限元，在划分有限元时需要耗费大量计算节点进行

额外的逻辑运算． 所以 FEM 不适用于大规模的全球正演计

算，一般仅用于小区域下的波场模拟( 图 5) ．
2． 2． 3 边界元法( Boundary Elements Methods，BEM)

BEM 也叫边界积分法，该方法将散射波场用地表的一

个半解析积分表达，其中积分项中的格林函数一般在频率波

数域中计算( Banerjee and Butterfield，1981 ) ． BEM 的理论基

础是边界积分方程理论，作为一种计算方法，它是继有限元

数值解法之后发展起来的一种新型数值计算方法( 符力耘和

牟永光，1994) ． 该方法只需在区域边界上划分单元，计算精

度高，适用于无限域问题，不必在无穷远边界划分单元，可快

速模拟 3D 地震波场( Bouchon et al． ，2007) ． BEM 具有不涉

及体积离散仅需边界离散、精确描述不规则界面、自动满足

无界域远场辐射条件等优点( 侯爵等，2014) ． 但同时也存在

不适用于地表速度变化较大情况的缺点( 何彦锋等，2013) ．
2． 2． 4 谱元法( Spectral Element Method，SEM)

SEM( Komatitsch et al． ，2002) 在理论上与 FEM 相同，只

是选取的积分节点和求积公式不同，被称为高阶的有限元

法，既适用于 2D 或 3D 模型正演计算，又适用于局部、区域

和全球尺度，因此是适用性很好的一种理论地震图正演方

法． 与 FEM 一样，SEM 首先需将模型分为许多不重叠的单

元，但 SEM 通常采用六面体划分方式，也有四面体的网格，

但是其阶数仅到 4 阶． 网格单元的划分可采用解析映射，全

球尺度的网格模型将球体映射为立方体，称为立方球( 图
6) ． 对于六面体单元，一般采用低阶拉格朗日多项式映射网

格单元并建立形函数． 剖分好网格模型后，确定基函数以表

达未知位移场 s 或者测试向量 w． 在 FEM 中，几何性质和矢

量场均采用低阶多项式的形函数． 与 FEM 最大的不同之处

在于，在 SEM 中有限元的几何性质由低阶拉格朗日多项式

定义，但位移场和测试向量由高阶拉格朗日多项式来定义，

并且插值节点为 Gauss-Lobatto 积分节点． 由于插值节点与积

分节点重合，可以获得对角的质量矩阵，避免了有限元法在

每个时间步长求解线性代数方程组，从而可以显式递推，显

著提高计算效率． 经典的六面体 SEM 一般采用 4 ～ 10 阶拉

格朗日多项式作为内插函数．
SEM 在处理流体与固体边界时采用区域分解的方式，于

是可以在内核、地幔、地壳以弹性波动方程求解，而在流体性

质的外核采用声波方程求解． 在流体-固体边界，例如 ICB 和
CMB，利用位移的切向和垂向分量连续性条件，可以实现固-
液耦合的地震波传播问题． SEM 广泛用于常规的理论地震波
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图 6 地幔谱元法网格示意图( 据 Komatitsch and Tromp，2002)
( a) 立方球模型; ( b) 上地幔耦合处网格连接细节．

Fig． 6 Example of spectral element mesh in the mantle( modified from Komatitsch and Tromp，2002)
( a) The model of cubed sphere; ( b) Close-up of the mesh doublings in the upper mantle．

场模拟，并且能获得震相全面、频带较宽的理论地震图( 图

7) ．

3 混合类方法

混合类方法是通过在解析类之间、数值类之间、解析类

与数值类之间，根据不同的研究需求选用不同方法组合而

成． 混合类方法一般兼具不同方法的优点，具有取长补短、灵
活多样的特点． 因此混合类方法一直以来得到了很多探索和

发展，并在一些领域取得良好效果．
3． 1 解析类之间的混合

由于解析类方法发展较早，因此解析类之间的混合方法

的提出也较早． 下面我们以广义反射系数法与离散波数法的

混合方法( Yao and Harkrider，1983) 为例简要介绍解析类之

间的混合方法．
在地震震源过程反演中，近场地震断层不能作为点源处

理，而需划分为很多个断层元，为了能快速地同时给出每个

断层元的理论地震图，发展了将广义反透系数法与离散波数

法相结合的方法( 姚振兴和郑天愉，1984) ． 该方法采用广义

反透射系数矩阵( Kennett and Kerry，1979) 来计算波数积分

中的被 积 函 数． 同 时，该 方 法 结 合 利 用 离 散 波 数 方 法
( Bouchon，1981) 计算波数积分，并使用了复数频率． 在实际

问题中，六级以上大地震的震源面积通常为数百至上千平方

公里，而研究非均匀断层扩展过程及其辐射波形的高频特性

时，则需要对断层面作更细的划分，这均要求计算大量的点

源格林函数． 该方法充分整合了广义反透射系数矩阵法和离

散波数法的优势，相比于整合前的两种方法极大地提高了计

算效率． 同时，该方法在处理同一介质层内的不同深度处的

点源时，可以进行更为简便的处理．

3． 2 解析类与数值类混合
3． 2． 1 常规解析类与数值类混合法

在强地面运动学、工程地震学的研究中研究场地响应问

题时，常遇到均匀上地壳之上覆盖一层很小的非均匀薄层这

一情况． 为了体现局部场地的影响，一般要细分时间和空间

步长，为了降低计算量前人提出了广义射线和有限差分混合

方法( 温联星和姚振兴，1994 ) ． 之后，广义射线和有限差分

混合方法被用于各向异性介质下的波形模拟，并与 SKS 各向

异性分析结果相结合，展示出该混合方法对水平变化的各向

异性介质具有较高的敏感性( Zhao et al． ，2008; 图 8) ．
在横向不均匀介质中，例如在俯冲板片的洋壳与沉积层

间，其产生的地震会对远震体波记录造成很大影响． 为了克

服这种近源结构的影响，前人提出一种 FK 与有限差分混合

的方法( Okamoto，1993，1994) 计算理论地震图． 该方法利用
3D 方法模拟，但设定的分层模型为 2D，比较适用于这种横

向变化剧烈的介质模型．
除以上两种解析类与数值类的混合方法外还有很多其

他类似的混合方法，例如: 广义射线与谱元法混合( Meng et
al． ，2012; Zhan et al． ，2012) ．
3． 2． 2 简正振型求和法( Normal-Mode Summation Method，

NMSM)

基于地球简正振型求和表达位错点源的位移场的方法

称为 NMSM( Yang et al． ，2010 ) ． NMSM 是在横向均匀介质

条件下的一种半解析半数值方法． 其理论是将波动方程分解

为两部分: 第一部分为水平偏微分方程，其解析解为水平分

层模型 或 球 对 称 模 型 下 的 矢 量 表 面 谐 波 ( Vector Surface
Harmonics) ; 第二部分为垂直向常微分方程，通过简正振型

叠加法进行数值求解． 简正振型与一系列单频周期性运动模
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图 7 3D SEM 和 1D PＲEM 合成理论地震图与观测数据比较( 黑线) 实例( 据 Komatitsch et al． ，2002)

Fig． 7 Comparison of 3D SEM and 1D PＲEM synthetic seismograms with recording
seismograms ( black) ( modified from Komatitsch et al． ，2002)

式有关，因此简正振型通常可参照自由振荡处理． 空间下的

振荡模式及其频率称为特征函数和特征向量，二者均有物理

含义． 因此在数学上，特征函数是均匀介质波动方程的基本

解，即地震波的位移可由一组线性简正振型特征函数叠加进

行表达． 对于球状地球模型，球状振型可表达 P-SV 波，环状

振型可表达 SH 波． 对于 1D 水平地球模型，NMSM 可实现计

算精度和计算效率的有效折中．
3． 3 数值类之间的混合

现在随着地下结构反演获得的速度模型越来越精细化，

很多重点区域的精细 3D 速度模型已经建立起来． 在诸如地

震破裂过程远震数据和近场强地动数据联合反演的实际应

用中，我们既需要计算远场格林函数，又需要精确计算近场

格林函数． 因此利用 SEM 采用区域精细 3D 速度模型计算近

场精细格林函数，同时利用 DSM 采用远场 1D 速度模型计算

远场精确格林函数的数值混合方法得到发展和应用( Wu et
al． ，2018) ． 按照当前计算机的计算能力，已可满足数值类混

合方法快速计算的需求． 并且获得的理论地震图具有很高精

度，在实际应用中具有很好的效果( 图 9) ． 但是，该方法也具

有一定的局限性，如传播路径上存在不可忽视的异常体时，

这些异常必然会引入到精细 3D 模型的区域理论地震图中
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图 8 ( a) 采用的 PＲEM 模型和台站( 三角形和正方形) ; ( b) 水平速度波形对比，

粗线为广义射线模拟结果，细线为混合法模拟结果，震源深度 131 km
Fig． 8 ( a) PＲEM used for the calculations in which the Earth flattening approximation is applied; the triangles and

squares mark the receivers; ( b) Comparison of horizontal velocities obtained by the generalized ray theory
( heavy traces) and the hybrid method ( light traces) with a source depth of 131 km
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图 9 DSM( 蓝色) 与 DSM + SEM( 红色) 合成理论地震图比较( 据 Wu et al． ，2018)
( a) 射线路径示意图; ( b) 不同时窗内的理论地震图对比; ( c) Ｒayleigh 波计算结果对比; ( d) Love 计算结果对比．

Fig． 9 The comparison of DSM ( blue) with DSM + SEM ( red) synthetic seismograms( modified from Wu et al． ，2018)
( a) Global ray path; ( b) Comparison of DSM and DSM + SEM results of different time windows;

( c) and ( d) Ｒesults comparison of Ｒayleigh and Love wave．

( 桑莹泉等，2021) ．

4 总结与讨论

通过对理论地震图正演计算方法的系统总结，本文获得

以下几点认识:

( 1) 解析类方法发展较早、较成熟，与其他解析类方法

相比，波数积分方法在使用上不区分局部或全球尺度、计算

精确且为全波形模拟，因此适用性更为广泛．
( 2) 在数值类方法中，CMM、DSM、SEM 适用于全球尺度

的 3D 模型理论地震图正演计算，CMM 和 DSM 在处理边界

问题时存在大型矩阵向量计算，在适用性和计算效率上 SEM
是一种最受欢迎且最精确的数值正演计算方法，并能适用于

强烈非均匀介质．
( 3) 根据不同的需求采用不同方法相结合的混合计算
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方法是较好的选择． 采用混合方式不但可以提高计算效率，

而且可以根据不同的应用需求灵活选择不同方法加以组合．
但是一般而言混合类方法往往是理论和计算的折中，我们不

能忽略混合这一方式可能带来的某些缺陷．

致 谢 感谢审稿专家提出的修改意见和编辑部的大力

支持!
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