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1. Alecke tartalma

Sziikséges ismeretek

O A differencidlhanyados szemléletes fogalma. Pillanatnyi sebesség, pélya érintdje, folya-
matok valtozasi sebessége. Egyéb szemléletes példak

O A derivalt definicidja, derivalt fliggvény

O Fiiggvény érint6 egyenese. A differencidlhat6sag és a féloldali differencidlhat6séag, szem-
1éltetés a féloldali érintékkel.

O Elemi fiiggvények derivaltjai, mtveleti szabdlyok, ldncszabdly.

O Fiiggvény és inverzének derivéltja, szemléltetés a megfelel6 pontbeli érinték szimmetri-
djaval (meredekségével).

Jo6 tanacsok az Olvasonak

e Itt olvashatja el a lecke feldolgozasa el6tt a szerzo tanacsait.

* Ennekaleckének a feldolgozdsahoz mar sziikséges tudni a 7. olvasoélec-
kében feldolgozott anyagot. Ezért érdemes azon végig menni miel6tt az
olvasé nekildt ennek a leckének.

A gyakorlati OL fokusza

 Fiiggvények differencidlhdnyadosa adott pontban, fiiggvény grafikonjanak érintdje.
 Féloldali differencidlhdnyados egy adott pontban, féloldali érinto.
 Elemi fliggvények derivalasi szabdlyainak alkalmazdsa.

Az OL attanulmdényozaséval az olvasé elérheti, hogy

\

meg tudja allapitani differencidlhdnyados létezését egy adott pontban;

v/ meg tudja allapitani, hogy egy adott pontjdban a fiiggvény grafikonjdhoz
huzhat6ak-e érint6, illetve félérintok;

«\

fel tudja irni fliggvény grafikonja adott pontbeli érint6jének egyenletét;

v/ a derivalasi szabalyok alkalmazdsaval megéllapitsa kiilonféle fiiggvények derivalt-
jat.



https://drive.google.com/file/d/1txt01A0k6b0QNuJrbYEmYzRn0wsWpgYC/view?usp=sharing

Az OL attanulméanyozasanak idéigénye

A feladatok és szamitdsok dttanulményozdsanak és az ellen6rzé kérdések megvala-
szolasanak ideje: kb. 40 perc.

* A sziikséges idébe nem szamitottuk bele az el6ismeretként nélkii6lozhetetlen meg-
el6z0 olvasoleckék tartamanak rovid atismétlését.

» Természetesen sziikséges lehet megszakitani az elére haladast, és az el6adds
Olvas6-, valamint Vided6leckéjébe, hasonloképpen a Gyakorlatéba is beletekinteni
magyarazatért, fogalmak pontos meghatdrozasaért, irinymutatésért, és ez tovabbi
egyéni iddsziikségletet jelent.

* A tudés elmélyitését szolgdld kittizott gyakorlatok elvégzése szintén tovabbi id6-
sziikséglettel jar.

2. Kidolgozott mintafeladatok

2.1. Mintafeladat.

4x%—x

A differencidlhdnyados definici6ja alapjén 4llapitsa meg az f : x — fiiggvény xo = 2

pontbeli differencidlhdnyadosanak értékét!
Megoldds a4, oldalon

2.2. Mintafeladat.

Hatdarozza meg a kovetkez6 fliggvények derivaltjat!
@ fix—4x’-5x°+3, (b) fix— (x*+1)e"

Megoldds a4, oldalon

2.3. Mintafeladat.

Ii Hatéarozza meg a kovetkez6 fiiggvény derivaltjat!

1—-x
x—Iny/ ——.
! 1+x

Megoldds az[5 oldalon

2.4. Mintafeladat.

|i Hatéarozza meg a kovetkezd fliiggvény derivaltjat!
x+1
X — arctg——.
f 87

Megoldds a6, oldalon




2.5. Mintafeladat.

.’térozza meg az y = xInx + 1 egyenletti gorbéhez az egységnyi ordinatédju pontjaban hiz-
at6 érint6jének egyenletét!
Megoldds a8 oldalon

2.6. Mintafeladat.

apitsa meg, hogy az f : x — |/x — 1| fiiggvény differencidlhat6-e az x = 1 helyen! Vizsgélja
meg a pontbeli félérintdket a fliggvény grafikonjahoz!

4

Megoldds a[9 oldalon

2.1. Mintamegoldasok

| 2.1} Mintafeladat megoldasa (3} o.)

x°—x

4
|-'differenciélhényados definici6ja alapjan éllapitsa meg az f: x —

cialhdnyadosdnak értékét!

Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

. Fliggvény differencidlhdnyadosa egy pontjdban.
-'2. Fliggvény hatarértékének fogalma.

figgvény x( = 2 pontbeli differen-

x) — f(x
Képezni kell az % (x # Xxo), vagyis ese-
— Xo
tiinkben az otolelutese .
‘DCfT—x _ # # os2tamnt kell (X-2)-uel .
— 2 7% i Veepaziunk FOLINOM -
os2tast!
ugynevezett differenciahanyados hatarértéket: 7 4 M Ny oo\ oy, T
gyn b (X ﬁﬂx_q_).(x .‘L)_xﬁ;
2_x_14 (x-2)|x+1
X 4 7
lim—3—4 = lim—() =lim (x+ —)
x—2 x-=2 x—2 x—2 x—2 4
7.1
T4 4

.

| 2.2| Mintafeladat megoldasa (3} o.)

-,!érozza meg a kovetkez6 fliggvények derivaltjat!
(@ f:x—4x°-5x°+3, (b) f:x— X% +1)e~




= Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?
‘—,

' Fiiggvény derivaltjanak fogalma.
. Hatvényfiiggvény derivaltja. Az f : x — x" derivéltja: (x")' = n-x""1.
3. Exponencidlis fiiggvény derivéltja. Az f : x — e* derivéltja: (e*)' = e*.
4. Fluggvények 0sszegének, szorzatanak, illetve hanyadosanak derivaltja.

Az (a) feladat megolddsa
A levezetés sordn a bal oldalon bekeretezett szabalyok alkalmazasat 1épésenként jeleztiik.

[0] konstons figgueny denvaltja

(=0 () (ux=5¢+5) = (443 HE+(3)

&ngve:hkj 520mMs20v05aNnak Aeriud“ﬁa m” JI]H @”

) (
(2 fexy) = ot § (x) (oem) L) Gy o
(2) fugguengek s'o'le-sz‘cgéncff denualip L’fx" EZEIX
(§0y+q0x)) = §)+GK)

= d -
hotuangtiiggeng denwd lja 12x2 ~ 10X
() = k™ (0 poait eqgse) floxy = 424 -10x

A (b) feladat megolddsa sordn tovabbi szabdlyokat haszndlunk: a fiiggvények szorzatéra és
a természetes alapu exponencidlis fiiggvény derivaltjara vonatkozodakat.

G fugguenyek szorzotaval derivaft(a ((xE41) e’) E (S’:@l et 4+ (44 3(5:)[
(§0x)900) = § *)9x) +§00 3 ) @ (| @
(e e al(;.Pl‘..\ a.:poneﬂ&&lis (:nguéhg denue qu Lx+0
(eX) = e = x-eX +(xKe)er
= (XLpax+0)el = (x+1yel

.ﬂrozza meg a kovetkez6 fliggvény derivaltjat!

fix—In
Mit kell tudni a feladat megoldasahoz?

' Fliggvény derivéltjdnak fogalma.

2. Azln:x— /X fiiggvény derivéltja.
3. AzIn: x — Inx fliggvény derivéltja.
4. Flggvények hdnyadosanak derivaltja.
5. Osszetett fiiggvény derivaltja.

A feladat megoldésa




‘=El a feladat megfogalmazdsnadl az f fiiggvény értelmezési tartoményédra nem szerepelt
t
-

Otés, ugy értjiik, hogy a lehet6 legb6vebb halmazon értelmezziik.

Kiilon szorgalmi feladatként javasolt az f legb6vebb értelmezési tartomédnydnak meg-
hatarozasa.

A derivéltfliggvény megaddésat is tgy értjiik, hogy azon a lehetd legbévebb halmazon kell
megadni, amelyen az létezik.

3 A levezetés sordn a bal oldalon beke-
ve k hanyedosti gk der( [.[- a
Mé ™ S )0 Pxﬁg@qq,(x) v retezett szabalyok alkalmazasat 1épé-
B (qc*)) (g0 senként jeleztiik.
5) owmzetett %uﬁguem def‘»”ﬁj Amikor 0Osszetett fliggvényt deriva-
(g@ux\) £ (g (<)) g'cx) lunk, akkor a kiils§ fiiggvény de-
g4o k{wa rjue ny dercvaltja rivéltfliggvényének argumentuméban
(x) =4 1= 1"—& a belso fiiggvény teljes egészében sze-
Un - Mgmﬂ denuc tja repel.
(enx)=% A hasznélt szabdlyokat most is jelez-
X . . ’
tlik az alkalmazds helyén.

(1= (XY =~ (A= (1)
(14x )

(4—XS:-: —4 ” () =4
(] [ (+][c]
(XY= (A-%) _ —2
Cagxy (4+X)z

A (b) feladat megolddsa sordan tovabbi szabdlyokat haszndlunk: a fiiggvények szorzatara és
a természetes alapu exponencidlis fiiggvény derivaltjdra vonatkozo6akat.

%wﬁauemﬁek szorzotanale o{eraH-iQ (U( +1)e ) (X -H)G +U<q'+ﬂ(e')

(«Ecx\%(x)) £'0)g0) +§06)-§'(X) “ i ?.-="-lH
(2] € alaplh exponenciclis Liggueny denve Hja x40 eX

(e) =ef = ax-ef +(xFene”

= (xLpax+)et= (xea)e

0zza meg a kovetkezd fliggvény derivaltjat!

x+1
. X — arctg ——.
f 81




‘. Mit kell tudni a feladat megoldasdahoz?

' A szinusz-, a koszinusz- és a tangensfiiggvény derivaltja.
-'2 Fiiggvény inverzének derivaltja.

A feladat megoldésa
A levezetés sordn egy Ujabb szabdlyt kell alkalmaznunk, ez egy inverzzel rendelkezd fiigg-
vénynek és inverzének derivéltjara vonatkozik.

Fliggvény inverzének derivaltja

Ha az f(x) fiiggvény inverze a g fiiggvény, vagyis g(f(x))) = x, akkor

g(f)= -

"(x)

A derivaland¢ fliggvényt szemiigyre véve megdllapithatjuk, hogy fiiggvények kompozicidja.

§ X > orctyg 5—% cquss:ze‘rswalc:c«ué@{

X~

¥ r.E"....;. ﬁtﬁ. N asctq ’-;—'% Vagys: = £(x): (goh)(x) = C}(h(x\)
—— S

] n
2 <hi) 43 =ontg2

Ki kell szamitanunk az egyes tényezdk derivaltjait, amelyek maguk is kiilon kalkulaciét igé-
nyelnek.

Llx): K= (X“) Q) (o) O A KAV (A ot

Cx—1)% @ (e (x-4)*

kel a t%.-s&u—az=t%, J"-..gaueng denalfja
SLng— ‘.‘3W\.OD~C_,wL 'Id Ob q‘Lé_-{-%m
tq? b%% (Cpgta’ s’wsl%/ COS %
L 4

Felhoszncljuale :

%:%Hné_zw-c'lqz o t%:%b-»z.—-‘ct&'\& {uﬁcauleuli inverze .

n___A
A+ 1t A+2®

\ ' A4
Ca,(%\! %(_'Z:)": OJC'b‘a )= @H s b({{:

A kapott eredményeket figyelembe véve elvégezhetjiik a derivalast:




\ -2
(x) = g'(=) k(x) —_— —
£'(x) — AV 4+(&+4) e | 4)+(x+4)"

7 1

_— -

Ttz XA

| 2.5} Mintafeladat megoldasa (4} o.)

|
F’érozza meg az y = xInx + 1 egyenlet(i gorbéhez az egységnyi ordinatdji pontjaban hizhaté érintéjének
- gyenletét!

Mit kell tudni a feladat megoldasdahoz?

'. Pont abszcisszdja és ordinétéja.

.'2. A természetes alapu logaritmusfiiggvény.

3. Adifferencidlhdnyados szemléletes jelentése: az adott pontbeli érint6 meredek-
sége.

4. Egyenes irdnytényezds (irdnytangenses) egyenlete.

A feladat megoldésat 1épésekre bontjuk.
(1) Agorbét megado f: x— xInx+1 fliggvény értelmezési tartomdanya:

Df={x>0}
(2) Abban a pontban keressiik az érint6t, amelyben a mésodik koordindta 1, vagyis
xlnx+1=y=1.
(3) Melyik ez a pont? Amelynek x koordinatdja kielégiti a fenti egyenletet. Ebbdl

xlnx+1=1
xlnx=0.

Ebbdl x = 0 vagy In x = 0 kovetkezik. Mivel x ¢ Dy, csak a mdsodik eset johet sz6ba:
Inx=0 = x=1.

A keresett pont tehat az E(1;1) pont.

(4) A gorbe az f fliggvény grafikonja. Az f az értelmezési tartomédnyén derivédlhato, és deri-
valtja:

1
f'x)=(xInx+1)=(xInx)’ +0=1-Inx+x-—=Inx+1.
X
(5) Az x =1 pontbeli differencidlhdnyados a derivaltfiiggvény e pontbeli értéke:
ff)=In1+1=0+1=1.

(6) Ismerjiik tehét a pontot: E(1;1); a meredekséget: m = 1. Az irdnytényez6s ("meredeksé-
ges") egyenlet: y = m(x — xp) + )o. Ide behelyettesitve a keresett egyenlet:

y=1-(x-1)+1,

vagyis a megoldas: y = x.




I»iA megoldast az alabbi dbra szemlélteti.

\.

10

firz—zlnz+1

[_ Mintafeladat megoldésa (4} o.)

|i[\llapitsa meg, hogy az f : x — |/x — 1] fiiggvény differencidlhat6-e az x = 1 helyen! Vizsgélja meg a pontbeli

félérintdket a fiiggvény grafikonjahoz!

Mit kell tudni a feladat megoldasdahoz?

' 1. A féloldali differencidlhdnyados fogalma egy fiiggvény adott pontjaban.
2. A féloldali differencidlhanyadosok és a fiiggvény grafikonjdnak félérintdi egy
adott pontjiban.

—

A feladat megolddasat 1épésekre bontjuk.

(1) Az f fiiggvény ET-a: D¢ = R-, a nemnegativ valés szimok halmaza. Ezért f értelmez-

ve van az xy = 1 hely egy (a, b) kornyezetében, ahol a < xy < b; esetiinkben pl. a (0, 2)

intervallumon.

fgy vannak olyan jobbrdl, illetve balrél zart (0, 1], illetve [1,2) intervallumok, ahol f ér-

telmezve van.

(3) Az f egy Osszetett fliiggvény, melyben abszolut érték szerepel. Ezért tudnunk kell, hogy
az a kifejezés, amelynek abszoltt értékét kell venni, mikor = 0.

2)

VX-120eVx=1o (x=1, vagy x < -1,

de a mésodik lehet6ség szerinti x-ek nincsenek az ET-ban.
(4) A fentire tekintettel a fiiggvényiink

_Jvx-1,
f(x)—{_ﬁﬁ’

hax=1,
hax=<1.




I
Ij(S) Vizsgéljuk meg az els6 esetnek megfeleld fiiggvény x = 1 pontbeli differencidlhdnyado-
sanak a létezését! Ez a probléma nem mads, mint az f fiiggvény bal oldali differenciél-
hédnyadosédnak létezése. Minthogy ismert a f(x) = v/x — 1 fiiggvény derivaltja, tudjuk,

hogy
1 1
lim (—vVx+1)=(-f)'()=———+0=——.
xl»nll’(\/} ) =(=H'Q) 2\/T+ 5

A mésodik esetbeli fliggvény vizsgalataval a jobb oldali differencidlhdnyadost kapjuk.

_ . 1 1
)}g{g(ﬁ D=f')= 2\/T+0_ >
(6) Abal és ajobb oldali differencidlhdnyadosok az x = 1 helyen kiilonb6znek, ezért a fiigg-
vénynek e helyen nem létezik a differencidlhanyadosa.
(7) Hatarozzuk meg a bal oldali félérint6t! Kezd6pontja az (1, (1)), vagyis az (1,0) pont.
Meredeksége — %
Igy egyenlete:

S N O B B
y=73 27 2 1

(8) Hatdrozzuk meg a jobb oldali félérint6ét! Kezd6pontja most is az (1, f(1)), vagyis az (1,0)
pont. Meredeksége %
Igy egyenlete:

= (x-1)+0 Lol (x=1)
= =X [(x=1).
y 2 2 2
A megoldést az alabbi dbra szemlélteti.

y

(1;0)

3. Ellenorzo kérdések az olvasoleckéhez

Ellenorzo kérdések

' 2 Egy fliggvényrdl tudjuk, hogy invertdlhat6, és l1étezik a derivaltja. Igaz-e, hogy

- ha a fiiggvény derivdltja egy pontban pozitiv, akkor minden pontban pozitiv?

- ha a fiiggvény derivaltja egy pontban negativ, akkor sehol sem pozitiv?

10



»

- ha a fiiggvény derivéltja mindentitt pozitiv, akkor inverzének derivéltja minden
pontban negativ?

? Van-e olyan fiiggvény, amelynek féloldali derivaltjai egy pontban megegyeznek, de a

fiiggvény mégsem derivalhat6 abban a pontban?

? Miaz x — e* fliggvény inverzének derivaltja?

? Miaz x — e* fliggvény derivaltjanak inverze?

4. Onallé munkdra kit{izott gyakorlatok

. A differencidlhdanyados definici6ja alapjan 4allapitsa meg az f : x —

x2—x

4

fiiggvény
Xo = 3 pontbeli differencidlhdnyadosdnak értékét!

. Adifferencidlhanyados definici6ja alapjan hatarozzuk meg az f : x — x? fiiggvény gra-

fikonjdhoz az xy = 1 abszcisszdju pontban hiizott érintd egyenes egyenletét!

. A definici6 segitségével dontse el, hogy differencidlhat6ak-e az aldbbi fliggvények a

megadott xo helyen! Hatdrozza meg a differencidlhdnyadost, ha l1étezik!

(@ f:x—5x°+2x—1 x0=2, (b) f:x—x|x| x9=0, (c) f:x—x|x| x¢=0.

. Hatdrozza meg az alabbi fliggvények derivaltjat!

1
(@ f:x— (><2+—2
X

1
Inx, (b) f:x~>tg(2+g), (c) f:x— v/sin(x2extl),

2x3 + 3x2

Vit

(d) f:x-—»25in%—3cosx, (e) fix— () f:x— e*arcsinx.

. Allapitsa meg, hogy differencidlhaté-e a kovetkezd fiiggvény az adott x, helyen!

arctgx, hax<0,
5 X0 = 0.
x’+x, hax>0,

f:x»—»f(x):{

. Hatdrozza meg az alabbi fiiggvény x( = 3 pontbeli féloldali differencidlhdnyadosait, és

irja fel a féloldali érint6k egyenletét!

fix— )sin(%x” Xo=3

5. Ajanlott irodalom

8N =

Reimann Istvan: Matematika, Typotex

Obddovics J. Gyula: Matematika, Scolar

Szab6 Tamas: Kalkulus I. példatar informatikusoknak, POLYGON
Fiilop Vanda: Kalkulus I. példatar, POLYGON
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