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1.  A termodinamika alapjainak áttekintése, fundamentális egyenletek. 

A termodinamikai entrópia fogalma: 
δQ = TdS, ahol Q a hő (azaz két különböző hőmérsékletű 
rendszer közötti spontán energiacsere), dS pedig az 
entrópiaváltozás. 

 dS =
δQ
T
ffffffff, ahol dS az entrópia teljes megváltozása, T lehet T1 

vagy T2 és δQ még mindig a hő, az energiacsere speciális módja (mint pl. a 
mechanikai munka). 
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szakaszon történő hőcsere az ott aktuális hőmérséklettel. 
A fentiek alapján: az entrópia állapotjelző (a rendszer egészének 
állapotáról árul el információt).  
Állapotjelzők:  

extenzív (összeadódik): n, belső energia, V, S 
intenzív (kiegyenlítődik): p, T, µ 

A sűrűség jellegű mennyiségek (pl.: 
E
n
fffffff) nem törekednek kiegyenlítődésre. 

A Termodinamika első főtétele:  dU = δQ – δW + µdN  (egy komponensű elegyre)  
A Termodinamika második főtétele: δQ = TdS δW = pdV 
Fundamentális egyenlet az előző kettőből:  dU = TdS – pdV + µdN 
 

Termodinamikai Potenciálok: Alapvető skalár potenciálok, természetes 
változóikban állandó rendszer esetén minimumra törekszenek, azaz egyensúlyban 
minimálisak. U, F, H, G négy termodinamikai potenciál: 
(A természetes változók szerinti deriváltakból a rendszert jellemző többi termodinamikai 
mennyiség származtatható. Ez más változó kombinációkra nem igaz.) 
A szabad energia definíciója: F =  U - TS   
Az entalpia definíciója: H = U + pV  
A szabad entalpia definíciója:    G = U + pV – TS = H - TS 
  
A belső energiára vonatkozó fundamentális egyenletből Legendre 
transzformációval további  
Fundamentális egyenletek kaphatóak: 
 dF = -SdT – pdV + µdN   
 dH = TdS + Vdp + µdN 
 dG = - SdT + Vdp + µdN 
 
Pl. S(T, N, V, U (belső E)) meghatározása: egyszerű, egykomponensű rendszer 
esetén ez túlhatározott, mert csak 3 független állapotjelzőnk van, ugyanis ilyen 
rendszer esetén a szabadsági fokok (a függetlenül megadható állapotjelzők) száma: 
fmakroszkopikus=3 (ebből legalább egy legyen extenzív!) 
 

Fundamentális egyenletnek azt nevezzük, ami három extenzívtől függ, 
pl: S(N, U, V). Fundamentális egyenletből a makroszkopikus rendszerre vonatkozó 
információk mind kinyerhetőek (ha ezt tudjuk, a rendszer egész termodinamikáját 
ismerjük). 
S(T, p, µ)→nem jó, mert három intenzívtől függ (amik függenek a rendszer 
méretétől), S viszont nem függ a rendszer méretétől. Másik magyarázat: µ(T, p). 
A fundamentális egyenlet (S(U, V, N)) differenciális alakja: 
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Többkomponensű gáz esetén a fundamentális egyenlet: S(U, V, N1, N2, …, Nk) 
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Termodinamikai potenciálok kapcsolata a statisztikai tárgyalás módokkal: 
Különböző tárgyalásmódokban a rendszer jellemzőiből más-más 
termodinamikai potenciálra kapunk fundamentális egyenletet. 

 
Egyéb tárgyalásmódok: 

Más változók állandónak tartásával más potenciálok lesznek alapvetőek: T és p esetén G-re 
lehet képletet kapni, ez a p-T tárgyalásmód, illetve S és p állandósága esetén H-ra. 

 
2. Spontán lezajló (irreverzibilis) folyamatok jellemzése különböző 
környezetekben (zárt rendszer, rögzített hőmérsékletű, illetve rögzített 
hőmérsékletű és nyomású rendszer). 

Az entrópia teljes egyenlete: 

 dS =
δQ
T
ffffffff

+ dSspontán +
δW irreverzibilis

T
ffffffffffffffffffffffffffffffffffahol dSspontán 8>0   

Zárt rendszer: 
elvesszük a falat, a gáz kitölti a másik térrészt is, ekkor: Q=0, W=0, ∆S>0!! 
A lényeg, hogy a rendszer önmagával legyen egyensúlyban. A fenti egy spontán 

irreverzibilis folyamat (kvázisztatikus rendszer folyamat). Egy ilyen során az 
entrópia keletkezik. Tehát az entrópia nem marad meg, de csak keletkezni szeret. 

Spontán S termelődés: ha zárt rsz. nincs egyensúlyban, akkor S nőni fog. 
Pl. Gay-Lussac: vákuummal szembeni tágulás: Ω(E,V,N)→V nő→ Ω nő→ S nő 
Pl2. Eltérő hőmérsékletű tarályok: Eössz=E1+E2;  Ω(E1)=Ω1(E1)Ω2(Eö-E1) → 
 → Ω eléri a max értékét → S spontán nő (ln kell, hogy extenzív legyen Ω) 

 

3. Mikroállapotok fogalma, Boltzmann entrópia definíciója. 

V, N, E fixen van tartva, a vizsgált rendszer izolált. Ezek miatt, valamint a 
Termodin. 2. Főtétele miatt, az entrópia nem csökkenhet, egyensúlyban tehát az 
Entrópia maximális, konstans. Mivel E rögzített, a rendszer csak azokat az 
állapotokat veheti fel, amikhez elegendő energiája van, de azokat egyenlő 
valószínűséggel (ez posztulátum).  
Mivel az extenzív állapotjelzők (V, N) rögzítettek és az entrópia is állandó, ezért a 
Belső energia(U) a tárgyalásmódhoz tartozó potenciál. Mivel azonban csak S-et 
ismerjük, ezért U-t csak az S(E) függvény invertálósából kaphatjuk meg. 
 

Független kvantumoszcillátorok rendszere (szigetelő kristályok rendszere)→egyensúlyi helyzet 
körül rezegnek a kristályrács pontjai (Einstein-modell). Itt azt használjuk ki, hogy az atomok 
csak bizonyos környezetben rezeghetnek. (Szilárd anyag: az atomok diffúzióval nem 
barangolják be a teljes rendelkezésre álló teret.) 
 

Lehet klasszikus (magas hőn jó közelítés) vagy kvantumos a tárgyalás. Termo-
dinamikát szeretnénk származtatni a mikroszkopikus tulajdonságokból. 

�  Mikroszkopikus állapot (m) kvantumosan: hullám fv.t megadó kvantum 
számokkal 

�  Klasszikusan: ált koordinátákkal → hely és imp.ból: kontinuum halmaz → 
m={q1,…,qf,p1,…,pf} → fázis tér 

h élű cellákra bontás → Azért h, hogy a kvantummech. határeseteként előálljon a 
klasszikus, és az entrópiában a szabad konstans eltűnjön. (termodin. III. főtétele miatt) 
H(q1,…,qf,p1,…,pf)=E → fázistérben E hiperfelület (teljes tér dimenziója-1) 

Γ(E) →adott hiperfelületen belüli fázistér (E-nél kisebb energia); 
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(multiplicitás helyett Ω;  termodinamikai határesetben δE kiesik) 
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  (csak mozgási E) 

Boltzmann-féle entrópia definíció: S = k A ln Ω E
` a

 
klasszikusan: Ω E,δE
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Ebből ∀ termodin. mennyiség elvileg kiszámolható. 
Termodin. határeset: N → ∞ (de az arányok állandók). 
 
4. Alkalmazás: Einstein független oszcillátor modellje.  
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(A felcserélés nem számít, ezért kell osztani;  -1 elhagyható az NA miatt) 
Stirling formula: ln N! = N(lnN − 1) 

Termodinamikai limeszt véve (N → ∞, de az arányok állandóak), behelyettesítés 

az entrópia definíciójába: S = k ln N + M
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És ezt vártuk magas hőmérsékleten is klasszikus rszből… 
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 Ha n=NA, akkor moláris C (NA·k=R) 
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Doulong-Petit szabály: Cm=3R → nem más, mint az ekvipartíció tétel alkalmazása
 
5. Mikroállapotok eloszlása, egyenlő valószínüségek elve. 

1 mikroállapot m kvantumszámokkal jellemezhető 
Adott állapotban való tartózkodás valószínűsége egy időpillanatban:
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Posztulátumok, zárt rsz-re (µ kanonikus rsz): Pm= állandó = 
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A kanonikus rsz. 1 mikroállapotához a hőtartály sok mikroállapota tartozik. 
Azonos energiához azonos valószínűségek tartozik: Em=Em’ [P

Pm~Ω’(E0-Em) Q
Taylor

 lnPm=konst.+lnΩ’(E0-Em)  ≈
E 0 >>E mfffffff  konst’  �@

 Pmffff~e
@

Em

kT
ffffffff

  (arányosság a normálásból);     

 
6. A klasszikus statisztikus fizika alapjai: a fázistér használata, a fáziscellák 
bevezetése, és egyértelmű megválasztásuk a kvantum statisztikus fizika 
határeseteként. 
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7. A kanonikus leírás mód. 

Hőtartállyal kapcsolatban álló rsz. (N,T,V rögzített, E ingadozik)
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Fundamentális egyenletek: dU = TdS – pdV + µdN 
Szabad energia: F = U – TS: dF = -SdT – pdV + µdN 
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U(S) → F(T) hőtartállyal kapcsolatban álló rsz.elnél 
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8. Az entrópia általános definíciója és pozitivitása. Magyarázat a klasszikus 
statisztikus fizikai entrópia esetleges negatív voltára. 
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pillanatban: 
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A klasszikus statisztikus fizika alapjai: a fázistér használata, a fáziscellák 
 megválasztásuk a kvantum statisztikus fizika 

T,V rögzített, E ingadozik) 
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Az entrópia általános definíciója (klasszikusan) 

Magyarázat a klasszikus 
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A fentiek alapján tehát S legáltalánosabb definíciója (akármilyen rendszerre igaz, 
nem csak kanonikusra): 
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Ez mikrokanonikus rendszernél: 
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(ii) Mivel  0 ≤ P mffff≤ 1Q S8 ≥ 0Q  ahol ez mégsem lesz igaz, ott a 

mikroállapotok diszkrét voltát valahogy elveszítjük.
Pm a termodinamikai mennyiségek időátlaga (egy rendszer állapotingadozásainak 
időátlaga). Általában: termodinamikai sokaság def.

Ugyanazt a rendszert sokszor lemásolom és 
ugyanahhoz a hőtartályhoz kapcsolom t 
időpillanatban. 
 

Ergodikus hipotézis: időátlagos és sokaság változattal ugyanaz jön ki.
Ez nem mindig igaz (pl. a rendszer nem minden mikroállapotát járja be, vagy: 

forrásban lévő víz→nem mindegy, hogy egy id
átlagolva, vagy időátlagolva nézem. 

 
9. A kanonikus tárgyalásmód alkalmazásai: (i) Einstein
egyatomos ideális gáz. (iii) Független rotátorok rendszere, kétatomos ideális 
gáz. (iv) Paramágnesség elmélete. (v) Az ekvipartíció tétel általános 
bizonyítása. 
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LJ

  

 

U =@
∂ln Z

∂β
fffffffffffffff

=@ N
∂lnζ

∂β
fffffffffffff

= N ln 2+ sh
β-ω

2
fffffffffffffF G

= N

U = E0

e
β-ω

2
fffffffffffffffffff

+ e
@ β-ω

2
fffffffffffffffffffffffffff

e
β-ω

2
fffffffffffffffffff
@ e

@ β-ω

2
fffffffffffffffffffffffffff

ffffffffffffffffffffffffffffffff
= E0 1 +

2e
@ β-ω

2
fffffffffffffffffffffffffff

e
β-ω

2
fffffffffffffffffff
@ e

@ β-ω

2
fffffffffffffffffffffffffff

ffffffffffffffffffffffffffffffffH
LJ

I
MK= E0

Ugyanezt kaptuk a mikrokanonikus eloszlásra is. A fenti jól mutatja, hogy a 
különböző tárgyalások termodinamikai limeszben egyenérték

 U T
` a

t
T>>TE

N
kT
2
fffffffff2 = NkT Q  A 2-es szorzó a kinetikus+”rugó” energiát jelöli. Ez 

csak magas hőmérsékleten igaz (ha klasszikusból kezdjük, minden T
Klasszikus egyatomos ideális gáz: 

 H =X
i = 1

N pi
2

2m
ffffffffff

   

 

ζ =
1

h
3
fffffffZ d

3
qZ d

3
pe@

βp2

2m
fffffffff

=
V

h
3
fffffffZ
@1

1 Z
@1

1 Z
@1

1

dp
x

dp

=
V

h
3
fffffff Z

@1

1

dp e@
β

2m
ffffffff

p2

H
LJ

I
MK

3

=
V

h
3
fffffff2πmkT
` a3

2
fff
=

V

λT
3
fffffff~β

Ahol:  λTa
h

2πmkTpwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwffffffffffffffffffffffffffffff
Q  termikus hullámhossz (gyakorlatilag arányos a 

deBroglie hullámhosszal). Klasszikus közelítésnél:  

hőmérséklet és ritka gáz esetén (jobb oldal a részecskék átlagos távolságát adja).

A fentiek alapján tehát S legáltalánosabb definíciója (akármilyen rendszerre igaz, 

1
Ω
fffff

= k lnΩ   

ahol ez mégsem lesz igaz, ott a 

mikroállapotok diszkrét voltát valahogy elveszítjük. 
átlaga (egy rendszer állapotingadozásainak 

namikai sokaság def.: 

és sokaság változattal ugyanaz jön ki. 
Ez nem mindig igaz (pl. a rendszer nem minden mikroállapotát járja be, vagy: 

nem mindegy, hogy egy időpillanatban sokszor, majd 

tárgyalásmód alkalmazásai: (i) Einstein-modell, (ii) Klasszikus 
egyatomos ideális gáz. (iii) Független rotátorok rendszere, kétatomos ideális 
gáz. (iv) Paramágnesség elmélete. (v) Az ekvipartíció tétel általános 

N: ahány tagú a rendszer.  

 

ζ
N

  

e@β-ωnQ végtelen mértani sor:   

NkT ln 2 sh
β-ω

2
fffffffffffffF G

=
  

th
β-ω

2
fffffffffffff-ω

2
fffffffff
@

1
kT
ffffffffff gI

K=

-ω

kT
fffffffffffffe β-ω

2
fffffffffffffffffff

+ e
@ β-ω

2
fffffffffffffffffffffffffff

e
β-ω

2
fffffffffffffffffff
@ e

@ β-ω

2
fffffffffffffffffffffffffff

ffffffffffffffffffffffffffffffffIMK=

-ωfffffffffffffff

ωfffffffffff
fffffffffIMK= Nk ln

1
1@ e@β-ω

ffffffffffffffffffffffffff
+

2β-ω

2
fffffffffffffffffffff

eβ-ω@ 1
fffffffffffffffffffff

H
LJ

I
MK

= S

N
ch

β-ω

2
ffffffffffffffff

sh
β-ω

2
fffffffffffffffffffffffffffffffffffff-ω

2
fffffffff
QN

-ω

2
fffffffff

= E0

0 1 +
2

eβ-ω@ 1
fffffffffffffffffffffF G

= U T
` a

  

Ugyanezt kaptuk a mikrokanonikus eloszlásra is. A fenti jól mutatja, hogy a 
 tárgyalások termodinamikai limeszben egyenértékűek. 

es szorzó a kinetikus+”rugó” energiát jelöli. Ez 

mérsékleten igaz (ha klasszikusból kezdjük, minden T-re ez jön ki). 

p
y

dp
z

e@
β

2m
ffffffff

px
2 + py

2 + pz
2

b c

=

β
@

3
2
fff   

ssz (gyakorlatilag arányos a 

Broglie hullámhosszal). Klasszikus közelítésnél:  λT <<
V
N
ffffff g1

3
fff
Q  nagy 

mérséklet és ritka gáz esetén (jobb oldal a részecskék átlagos távolságát adja). 
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 U =@
∂lnζ

N

∂β
fffffffffffffffff

=@ N
∂lnζ

∂β
fffffffffffff

= N
3
2
ffff1

β
ffff

=
3
2
ffffNkT  (itt csak a kinetikus van, 

oszcillátornál 6/2 NkT=3NkT). 
 

F =@ kT ln Z =@ NkT lnζ =@ NkT ln
V

h
3
fffffff2πmkT
` a3

2
ffff g

= + NkT ln
h

3

2πmkT
` a3

2
fffffff

fffffffffffffffffffffffffffffff
@

@NkT ln V = F T ,N,V
b c

Q így a szabadenergia nem lesz extenzív

  
De a szabadenergiának N-ben és V-ben is homogénnek kell lennie. 
Gibbs módosítása (az azonos részecskék megkülönböztethetetlensége miatt):  

Z =
1

N!
fffffff

ζ
N
Q  a belső energiát ez a változás nem befolyásolja. 

 F = NkT ln
h

3

2πmkT
` a3

2
fffffff

fffffffffffffffffffffffffffffff
@NkT ln

V
N
ffffff g
@NkT = N f T,

N
V
ffffff g

  

 S =
∂F
∂T
fffffffff

= Nk @ ln
h

3

2πmkT
` a3

2
fffffff

fffffffffffffffffffffffffffffff
+

3
2
ffff

+ 1 + ln
V
N
ffffff gH

LJ

I
MK= Ns T ,

N
V
ffffff g

  

Ha  λT <<
N
V
ffffff g1

3
fff
vagy

N
V
ffffffff

λT
3
fffffff>>1Q akkor jó a klasszikus közelítés  

 p =@
∂F
∂V
ffffffffff g

N,T

=
NkT

V
ffffffffffffff
Q pV = NkT   

Magas hőmérsékleten a Fermi-  és a Bose-gáz hasonlóan viselkedik, alacsony 
hőmérsékleten viszont kettéágazik az entrópiagörbe. 

 µ =
∂F
∂N
ffffffffff g

V,T

= kT
3
2
ffffln h

3

2πmkT
fffffffffffffffffffffff

+ ln
N
V
ffffff gH

J
I
K= µ

N
V
fffff,Tf g

  

 µ =

kT ln p + kT @ ln kT +
3
2
ffffln h

3

2πmkT
fffffffffffffffffffffffF G

= kT ln p + kT φ T
` a

kT lnλT
3

+ ln
N
V
fffffF G

= kT ln
λT

3

V N*
ffffffffffffffh

lj

i
mk= kT ln

N
ζ
fffff

X̂
^̂̂̂
^̂̂̂
^̂\
^̂̂̂
^̂̂̂
^̂̂Z

  

S, µ abszolút határozott a QM alapján, a klasszikus termodinamikában van bennük 
egy határozatlan konstans. 

 e
µ

kT
fffffff

=
λT

3

V N*
ffffffffffffff<<1 e

µ

kT
fffffff

=
N
ζ
fffff

  

 
 
Kétatomos gázok: 

Rotátor: szimmetrikus, θ-val jellemezhető.  Eforg =
1

2θ
ffffffffL2

, ahol θ a rotátor 

tehetetlenségi nyomatéka, L pedig az impulzusnyomaték (perdület). 
Kvantumosan:  

L
2^

Y lm = -
2
+ + + 1
` a

Y lmQ+ = 0,1, …2 N, m =@ +, … , + +Q 2+ + 1 db érték
` a

 m: az impulzusnyomaték egy komponensének sajátértéke. 

 Lz
^

Y lm = -m Y lmQ  a legnagyobb m esetén is szöget zár be az x-tengellyel. 
Egyrészecske állapotösszeg kiszámítása: 
 

ζ =X
+ = 0

1 X
m =@+

+

e
@

1

kT
fffffff1

2θ

ffffff
-

2
+ + + 1
` a

=X
+ = 0

1

2+ + 1
` a

e@
T f

T
fffffff
+ + + 1
` a

=X
+ = 0

1

2+ + 1
` a

e@
T f

T
fffffff
+ + + 1
` a

, ahol

-
2

2θk
ffffffffffff
a T f forgási höm

b c   

Nem geometriai sor, analitikusan nem lehet kiszámolni, csak programokkal. Innen 
két eset: 

(i)  
T f

T
fffffff>>1 : ζ = 1 + 3e@2

T f

T
fffffff

csak+ = 0 és + = 1@ et nézzük
` a

  

(ii)  
T f

T
fffffff<<1 : xa

T f

T
fffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww+Q ∆x =

T f

T
fffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww<< 1  

 ζ =
T
T f

fffffffvuut
wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwX

x

∆x 2
T
T f

fffffffvuut
wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

x + 1

h
lj

i
mke

@x2 @
T f

T
fffffff T

T f

fffffffvuutwwwwwwwwwwwwwwwwwww
és

T f

T
fffffff T

T f

fffffffvuut
wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

=
T f

T
fffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww  

 

ζ =
T
T f

fffffffvuut
wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww Z

0

1

dx 2
T
T f

fffffffvuut
wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

x + 1

h
lj

i
mke

@x2@ T f

T
fffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwx
(
z~~~ |~~~xkicsi

=

= 2
T
T f

fffffffZ
0

1

dx e@x2 x +
T
T f

fffffffvuut
wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww Z

0

1

dxe
@x2ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

{~~~~~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~~~~~y
elhanyagolható

=
T
T F

fffffff
Q ζ

klassz
=

T
T f

fffffff
=

1
βkT f

fffffffffffffff  

 
 
 
 

Belső energia: 

 U =@
∂ln Z

∂β
fffffffffffffff

=@N
∂lnζ

klassz

∂β
ffffffffffffffffffffffff

= N
1
β
ffff

= NkT  (fázistérben két kvadratikus tag – két 

ált. koord. – ezért nem a szokásos f/2 NkT) 
Kétatomos molekulákból álló ideális gáz: (ide viszont tényleg kéne ábra) 
A: egyik atom, B: másik atom, TK: tömegközéppont. 
(pillanatnyi forgástengellyel és pillanatnyi ω-val) 

 E =
p

TK
2

2 m A + m B

b cfffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
+ Eforg   

 

Eforg =
1
2
ffffm A +A ω

b c2

+ m B +B ω
b c2F G

=
1
2
ffffm A r A

2 sin
2

α + m B r B
2 sin

2
α

B C
=

=
1
2
ffff

ω 2 sin
2

α m A r A
2 + m B r B

2{~~~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~~~y
θ

F G
=

1
2θ
ffffffff θωsinα{~~~ }~~~y

L

d e2

=
1

2θ
ffffffffL2

  

A fenti levezetés akkor igaz, ha a tömegközéppont a 
forgáspont és a θ a tömegközépponton átmenő, a molekula 
tengelyére merőleges tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomaték. 

L = θωQLfff= θeeeωffff= θ

ωx

ωy

0

h
lj

i
mkQLfff= θωx ,θωy ,0

b c
, L

2
= θ

2 ωx
2 + ωy

2{~~~~ }~~~~y
ω2 sin

2
α

h
j

i
k

θeee= θ
θ

0

H
LJ

I
MKQ tehetetlenségi nyomaték tenzor tengely irányú komponens 0

b c
  

(Diagonális, ha szimmetrikus, mindig lesznek egymásra merőleges 
sajátvektorai→ezeket kiválasztva főtengelytrafózhatjuk.) 

 Z =
1

N!
fffffff

ζ
N
Q ζ = ζ

TK
ζ

forg
:

ζ
TK

=
V

h
3
fffffff2π m A + m B

b c
kT

D E3
2
fff

ζ
forg

= ζ
rot
a e@βf forg T

` a

X̂
^̂̂̂
\̂
^̂̂̂
^̂Z

  

 

U =@
∂ln Z

∂β
fffffffffffffff

=@ N
∂lnζ

∂β
fffffffffffff

=@ N
∂ln ζ

TK
+ ζ

forg

b c

∂β
fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

=
3
2
ffffNkT + N

∂

∂β
ffffffff

β f T
` aB C

=

=
3
2
ffffNkT + N f T

` a
+ β

∂f T
` a

∂β
ffffffffffffffffffH

J
I
K Q β =

1
kT
fffffffff
Q ∂β =@

1

kT
2

ffffffffffffdT

  

 U =
3
2
ffffNkT + N f T

` a
@ Tf . T

` aB C
  

 CV =
∂U
∂T
ffffffffff g

V

=
3
2
ffffNk + N f . @ f . @ Tf .

@ A
=

3
2
ffffNk@ NTF . T

` a
z~~~~~~ |~~~~~~xa forgás járuléka

  

Paramágnesség elmélete (független, lokalizált mágneses momentumok külső 
mágneses térben): 
A mágneses momentum a spin és a pályán keringés miatt mindig kapcsolatban áll 
az impulzusmomentummal. 

J: atom teljes perdülete, L: pályamomentum, S: spin,µ
fff

~- J
fff
Q  me. nélküli. 

 µfff= γ- JffQ- Jff:  impulzusmomentum,  γ =@µ
B

g:  giromágneses faktor,  

g = 1 +
J J + 1
` a

@ S S@ 1
` a

@ L L + 1
` a

2J J + 1
` afffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff:  Landée-féle állandó (atom állapotáról 

infó),  µ B
=

e-
2m e

fffffffffffff:  Bohr-magneton. Egy atomra:  E =@µfffBfff= gµ
b
- JffBfff= gµ

B
BJz   

Emffff=X
i = 1

N

gµ
B
-BJzi , ahol Jz =@ J, … , + J:  2J+1 állapot, ezek megadása a 

mikroállapotok megadása. 

 

Z = ζ
N
Q ζ = X

J z =@ J

+ J

e@βgµB J z = X
J z =@J

+ J

e @x
` aJ z

= eJx
e@x 2J + 1

` a
@ 1

e@x@ 1
ffffffffffffffffffffffffffffffffff

=

e@x J + 1
` a
@ eJx

e@x

ffffffffffffffffffffffffffffffffffff
@ 1 =

e
@x J +

1

2
fffffffd e

@ e
x J +

1

2
fffffffd e

e@
x
2
fffffff
@ e

x
2
fffffff

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
=

sh J +
1
2
fffffd e

x

sh
1
2
fffffx

ffffffffffffffffffffffffffffffffffff   

 F =@ NkT lnζ = F T ,N,B
b c

Q  B intenzív, a mágnesezettség az extenzív. 

 

mágnesezett ség:@
∂F
∂B
fffffffff g

N,T

= kT
∂ln Z

∂B
fffffffffffffff

= kT
1
Z
ffffX

mffff
e
@βX

i = 1

N

@µ
fff

i B
ffff

=

kT+ X
m
fffff

e
βBX

i
µiz

Z
ffffffffffffffffffff

β*X
i = 1

N

µ iz

h
j

i
k

  

Az első tag egy adott mikroállapot valószínűségét adja, a második pedig a 
mikroállapottól függ. 

A fenti levezetés folytatva: = X
i = 1

N

µ iz

ffffffffffffffffffff
a VΜ, ahol M a mágnesezettség   

 

VM = kT N
∂

∂β
fffffffflnζ = NkT

∂lnζ

∂x
fffffffffffffdx

dB
ffffffff

=

NkT
gµ

B

kT
fffffffffffcth J +

1
2
fffff g

x

h
j

i
k J +

1
2
fffff g
@

1
2
ffffcth

x
2
ffffd e

H
LJ

I
MK
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Telítettségi mágnesezettség (ha minden momentum egy irányban áll): 
 

VM = Ngµ
B

J
2J + 1

2J
ffffffffffffffffffcth

2J + 1
2J
ffffffffffffffffffJx

f g
@

1
2J
fffffffcth

1
2J
fffffffJx

f g

{~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~y
Brillouin @ függvényaBJ Jx

` a

H
LLLJ

I
MMMKQNgµ

B
J = VMtelítetségi

  

 BJ y
` a

=

1
3
ffff2J + 1

2J
ffffffffffffffffff2J + 1

2J
ffffffffffffffffffy@ 1

3
ffff1

2J
fffffff1

2J
fffffffy + … =

=
1
3
ffffy

4J
2
fffffffff 2J + 1

` a2
@ 1

b c
=

1
3
ffffJ + 1

J
ffffffffffffffy : yQ 0

2J + 1
2
ffffffffffffffffffJ@ 1

2J
fffffff

= 1 : yQ1

X̂
^̂̂̂
^̂̂̂
^̂̂̂
\
^̂̂̂
^̂̂̂
^̂̂̂
Ẑ

  

 M = Mtelítettségi + BJ J
gµ

B

kT
fffffffffffBf g

  

Mágneses szuszceptibilitás:  µ 0
M = χB : BQ0   

 M =
N
V
ffffff g

gµ B J
1
3
ffffJ + 1

J
ffffffffffffffJ gµ

B

kT
fffffffffffBQ paramágneses anyagokra jellemzö   

 χ = µ
0

N
V
ffffff g

gµ
B

b c2 J + 1
3
ffffffffffffff1

kT
fffffffffJ = µ

0

C
T
fffff

, ahol C a Curie-állanód, és a  χ~
1
T
fffff
Q  

Curie-törvény 
 

Az ekvipartíció tétel általános bizonyítása: 
Szabadsági fok: az energiában kvadratikus tag. 

 E = H q
1
… q

f
,p

1
… p

f

b c
= aq

i
2 + H .  Ilyen alakú legyen a Hamilton-fv., H’ nem 

függ qi-től. 

Ekkor:  aq
i

fffffffff
=

1
2
ffffkT   

Bizonyítás:  

aq
i

fffffffff
=

Z…Z dp
1
… dp

f
dq

1
… dq

f
aq

i
2 e@βH …̀a

Z…Z dp
1
… dp

f
dq

1
… dq

f
e@βH …̀a

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
Q szeparálható: e@βaqi

2

e@βH …̀a
  

qi szerint kiintegrálva:  

Z…Z dp
1
… dp

f
dq

1
… dq

f
aq

i
2 e@βH …̀a

Z…Z dp
1
… dp

f
dq

1
… dq

f
e@βH …̀a

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffZ dq
i
aq

i
2 e@βaqi

2

Z dq
i
e@βaqi

2

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
  

És tudjuk, hogy:  Z
@1

1

dq
i
e@βaqi

2

=
π

aβ
ffffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww  

Így:  aq
i
2
ffffffffff

= ∂β ln
π

aβ
ffffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww= ∂β

1
2
ffffln

π

a
ffff
@ lnβ

F G
=

1
2β
ffffffff

=
1
2
ffffkT

  
(q.e.d.) 

pl.: - H=U=3NkT → Cm=3N – Dulong-Petit szabály 

 - 2 atomos molekula: U =
1
2
ffffkT 3 + 2

` a
+

kT
2
fffffffff

 

(3 térbeli + 2 forgási irány + 1 rezgés)  

  - n atomos molekula: U =
1
2
ffffkT 3 + 3

` a
+ 3n@ 6
` a

kT
 

(3 térbeli + 3 forgás irány + 3n-6 rezgés)  
  (Vigyázat! Kivéve, ha lineáris molekula, ekkor csak 2 forgási szabadsági foka van!) 

 
10. Azonos, független és megkülönböztethető objektumok statisztikája: 
Maxwell-Boltzmann eloszlás.(Például: atomok energiaszintjeinek 
betöltöttsége.)  
(1. tételből fundamentális egyenletek, és ezekből:) 

µ =
∂F
∂N
fffffffff

=@ kT
∂

∂N
fffffffffln z =

@ kT
∂

∂N
ffffffffflnζ

N
=@ kT lnζ Einstein oszc

@ kT
∂

∂N
fffffffffln 1

N!
fffffff

ζ
N

f g
=

Stirling
klassz id gáz
b c

X̂
^̂̂̂
^̂\
^̂̂̂
^̂̂Z

  

 =@ kT
∂

∂N
fffffffffN lnζ@N lnN@ 1

` aB C
=@ kT lnζ@ lnN@ 1 + 1

b c
=@ kT ln

ζ

N
fffff   

 e
µ

kT
fffffff

=

1
ζ
ffff
Q Einstein oszc

N
ζ
fffff
Q klassz id gáz

X̂
^̂̂̂
^̂\
^̂̂̂
^̂̂Z

Ŷ
^̂̂̂
^̂]
^̂̂̂
^̂̂[
[ Ns

ffffffff
=

Ne
@

1

kT
fffffff

ε s @µ
` a

Q Einstein oszc

e
@

1

kT
fffffff

εs @µ
` a

Q klassz id gáz

X̂
^̂\
^̂̂Z

  

 

 

 

 

 

 

 

 

11. Betöltésiszám reprezentáció. Ennek segítségével az azonos, független és 
megkülönböztethető részecskékből álló rendszerek (Einstein-modell, 
klasszikus ideális gáz) kanonikus állapotösszegének reprodukálása. 

Kcsh. mentes rsz.ek: a rsz H 
operátora előáll az egyrészecske H 
operátorok összegeként. 

  H
^

=X
i = 1

N

H
^

i
  

- Fermi-Dirac: antiszimmetrikus hullámfüggvény [ Ψ(… � …) = −Ψ(…) ] 
- Bose-Eistein: szimmetrikus hullámfüggvény 
- Maxwell-Boltzmann: „klasszikus” � szorzat hullámfv. (nem szimm.1/N! kell) 

Ψ x1 … xN

` a
=Y

i = 1

N

Ψ ni x i

` a
 

Ált. ha megkülönböztethetőek, akkor nem kell az 1/N! 
z=ζN → magas hőmérsékleten, és klasszikus megkülönböztethető rsz.eknél MB. A 
hullámfüggvény szorzat alakba írható, nincs kölcsönhatás! 
Mikroállapotok → m : {Ns} (+) számozás – megadja, mennyi részecske van a 

sorszámozott Energia állapotokban (1részecske állapotok: s) 

 ({Ns} – betöltési konfiguráció); X
s

Ns = N- rögzített; X
s

εs Ns = Emffff   

tetszőleges mennyiség átlaga: X
mffff A =X

N s
P Q

N!
N1 ! A… ANn !
fffffffffffffffffffffffffffffffffffffA   

 z =X
mffff

e@βEmfffffff=X
N s
P Q

N!
N1 ! AN2 ! …
fffffffffffffffffffffffffffffffffffe@βX

s
ε sNs

{~~~~~~~~~~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~~~~~~~~~~y
Y

s
e@ βε s

b cNs

a
= e@βε 0 + e@βε 1 + …{~~~~~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~~~~~y

1 részecske állapotösszeg

F GN

= ζ
N

  

 z =
ζ

N
@ Einstein oszc .

1
N!
fffffff

ζ
N
@ klassz . id . gáz

X̂
^̂\
^̂̂Z

  

Termodin- mennyiségek Ns

ffffffff
-ből!  Ns

ffffffff
=

1
z
ffffX

mffff
Ns e

@βX
s

ε sNs =@
1
β
ffff∂

∂εs

fffffffffln z   

MB:  Ns

ffffffff
=@

1
β
ffff∂

∂εs

fffffffffln 1
N!
fffffff

ζ
N

=@
1
β
ffffN 1

ζ
ffff∂

∂εs

fffffffffe@βε 0 + … + e@βε s

B C
=   

 @
1
β
ffffN 1

ζ
ffffe@βε s @ β

b c
=

N
ζ
fffffe ε s

kT
fffffff

eeeeeeeeeeeeeeee → MB eloszlás (tetszőleges monohullámfv.re) 

 
12. Az egyrészecske állapotok átlagos betöltöttsége ez utóbbi rendszerek 
esetén: Maxwell-Boltzmann statisztika. Alkalmazás: Maxwell-féle sebesség-
eloszlás. 

(10-es tétellel lehet tulajdonképp kezdeni) 

fM(p)dp:[p,p+dp] → molekulák átlagos száma az adott intervallumban 

 f M p
` a

= Const 4πp2 dpe
@β

p2

2m
ffffffff

 

N = Z
0

1

dp f M p
` a

= C Z
0

1

dp 4πp 2 e
@

p2

2mkT
fffffffffffffff

=

GaussZF G

C 2πmkT
` a3

2
fff
[ C =

N

2πmkT
` a 3

2
fffffff

fffffffffffffffffffffffffffffff  
�   f M p

` a
= N

4π

2πmkT
` a 3

2
fffffff

fffffffffffffffffffffffffffffffe@ p2

2mkT
fffffffffffffff

p 2  → deriválás (szélső érték keresés): 

 2pe…@ p2
p

mkT
fffffffffffffffe… : = 0 [ pb 2

= 2mkT[pb = 2mkTpwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww[ vc =
2kT

m
fffffffffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww  

 |p|
n
ffffffffff

=
2
πpwwwwwwwwwwwwwwfffffffffff2mkT
` an

2
fff
Γ

n + 3
2
fffffffffffffffff g

[
n = 1

|p|
fffffff

=
2
πpwwwwwwwwwwwwwwfffffffffff2mkT
` a1

2
fff

és |v|
fffffff

=
8kT
πm
fffffffffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww 

Az eloszlás maximuma: ....................... vc =
2kT

m
fffffffffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww  

Sebesség szórás négyzete:   .................. σ2 = v 2
fffffff
@v
ffff

2
= vc 2 3

2
ffff
@

4
π
fffff g

  

Kinetikus energia várható éréke:   ........ E
fffff

=
3
2
ffffkT   

Kinetikus energia szórása:  ................... σE =
3
2
ffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwkT   

Ha nem szimmetrikus a függvény, akkor vc ≠ v
ffff

  
 

vc ~
kT
m
fffffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww ^ ∆v~

kT
m
fffffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww[  ugyanakkora nagyságrendűek 

Nem igaz, hogy minden atomnak uakkor a sebessége: 

Ns

ffffffff
=

N
ζ
fffffe@ p2

2mkT
fffffffffffffff

=
N
V
fffff h

3

2πmkT
` a3

2
fffffff

fffffffffffffffffffffffffffffffe@ p2

2mkT
fffffffffffffff

λ =
h

2πmkTpwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwffffffffffffffffffffffffffffff
Q termikus hullámh .

h
j

i
k 

 n rff, pfffb c
d

3
r d

3
p = Ns

ffffffffd3
r d

3
p

h
3

fffffffffffffffffffffffff
=

N
V
fffff 1

2πmkT
` a 3

2
fffffff

fffffffffffffffffffffffffffffffe@ p2

2mkT
fffffffffffffff

d
3

r d
3

p    

f M p
` a

= Z d
3

r
w
V

A n rff, pfffb c
4πp 2 ; (n→ „a klasszikus, cellás leírása Ns-nak”) 
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13. A betöltésiszám reprezentáció kanonikus alkalmazásának nehézségei 
azonos, független és megkülönböztethetetlen részecskékből álló rendszerek 
esetén. A Fermi ill. Bose típusú ideális gázok mikroállapotainak a jellemzése a 
hullámfüggvények szintjén. 

H
^

=X
i = 1

N

H
^

i pl . : H2
^

=@
-

2

2m
ffffffffff

∆ r 2fffff+ U r 2fffffb cf g
    

Hullámfv. szimmatriák: - Bose típusú: egész spinű részecskék → szimmetrikus Ψ 
két részecske felcserélésére (pl. He4, fonon) 

 - Fermi típusú: feles spinű részecskék → antiszimm. Ψ 
Ideális Bode gáz: 

Pl.: N=3 eset:   

Ψ r 1fffff, r 2fffff, r 3fffffb c
= Ψ 0 r 1fffffb c

Ψ 0 r 2fffffb c
Ψ 1 r 3fffffb c

+

+ Ψ 0 r 1fffffb c
Ψ 0 r 3fffffb c

Ψ 1 r 2fffffb c
+

+ Ψ 0 r 2fffffb c
Ψ 0 r 3fffffb c

Ψ 1 r 1fffffb c
  

  �  Megkülönböztethetetlen részecskék, nem lehet őket megszámozni! 
  �  Ideális gáz, mert egyrészecske hullámfüggvényekből van összerakva. 
 
Betöltésiszám reprezentáció: {Ns}:{2,1,0,…}≡ m X

s

Ns = N ;   X
s

εs Ns = Emffff  
1 állapot energiája: (ezt nem befolyásolja aszimmatrizálás)

H
^

Ψ = X
i

H
^

i

f g
Ψ =X

i

Hi Ψ 001 + Ψ 001 + Ψ 001

b c
=X 2ε0 + ε1{~~~~ }~~~~y

Emfffffff

f g
Ψ i   

Állapotösszeg: z =X
mffff

e
@

1

kT
fffffffX

s
N s ε s

=X
N s
P Q

e
@

1

kT
fffffffX

s
N s ε s

 → baj: nem lehet ζN alakba írni 

 → Nincs meg a szükséges kombinatorikai faktor 
 → A statisztika (Fermi-Bose) effektív kölcsönhatást eredményez 
 
Ideális Fermi gáz: 1 vagy 0 golyó → Pauli-elv! (különben uaz a problléma lenne) 
Kölcsönhatás mentes rendszer hullámfüggvénye: (Slater-det) 

Ψ r 1fffff, r 2fffff, r 3fffffb c
=

Ψ 0 r 1fffffb c
Ψ 0 r 2fffffb c

Ψ 0 r 3fffffb c

Ψ 1 r 1fffffb c
Ψ 1 r 2fffffb c

Ψ 1 r 3fffffb c

Ψ 2 r 1fffffb c
Ψ 2 r 2fffffb c

Ψ 2 r 3fffffb c

LLLLLLLLLLLLL

MMMMMMMMMMMMM

 

Pauli-elv nélkül a det 2 sora megegyezne, és 0 lenne a hullámfüggvény 
 
Gyakról: 

εs =
h

2

8mL
2

fffffffffffffffffk
2

+ l
2

+ m 2
b c

  

Egyrészecseke állapotösszeg:  

ζ =X
s

e@βε s = X
k,l,m
R S

e
@

1
kT
fffffff h

2

8mL2
fffffffffffffff

k
2

+ l
2

+ m2
b c

= … = L
3 2πmkT
` a3

2
fffffff

h
3

fffffffffffffffffffffffffffffff
   

L: a vizsgált kocka alakú tér élhossza  

ζ =X
s

e@βε s =
lim A

termodin A Z
0

1

dεV
2π

h
3
ffffffff2m
` a3

2
fff

εpwwwwwwwwwwe@βε =
x =

ε

kT
fffffff

V
2π

h
3
ffffffff2mkT
` a3

2
fff Z

0

1

dx xpwwwwwwwwwwwwwwe@x =

= V
2πmkT
` a3

2
fffffff

h
3

fffffffffffffffffffffffffffffff
= ζ

 

 
14.  A nagykaonikus tárgyalás általános jellemzői 

Nagykanonikus rendszer (sokaság): E és N is fluktuálhat, V, T, µ van rögzítve. 
Mikroállapotok valószínűsége: 

 Pmffff~e
@

1

kT
fffffff

Emfffff@µN
b c

Q Pmffff= 1

Zc
ffffffe@ 1

kT
fffffff

Emfffff@µN
b c X

mffff
Pmffff= 1  

 Zc =X
N = 0

1 X
mffff

e
@

1
kT
fffffff

E mfffff@µN
b c

=X
N = 0

1

e
1

kT
fffffff

µ
d eNX

mffff
e
@

1
kT
fffffff

E mfffffQX
mffff

e
@

1
kT
fffffff

E mfffff= Z T ,V,N
b c

  

 ahol Z a kanonikus állapotösszeg. 
Bevezetjük a nagykanonikus potenciált (ezek a Legendre-trafó definiáló egyenletei is): 

 

φ V,T ,µ
b c

= F@ µN

∂F
∂µ
ffffffffff g

V,T

= µ

X̂
^̂̂̂
\̂
^̂̂̂
^̂Z

  ;  Inverz Legendre-trafó:  

F = φ + µN

N =@
∂φ

∂µ
ffffffffff g

V,T

X̂
^̂̂̂
\
^̂̂̂
Ẑ

  

És:  

dφ = dF@ d µN
b c

=@ SdT @ pdV + µdN@ µdN@ Ndµ =@ SdT @ pdV@ Ndµ   

Ezek alapján:  @
∂φ

∂T
ffffffffff g

V,µ

= S, @
∂φ

∂V
ffffffffff g

T,µ

= p, @
∂φ

∂µ
ffffffffff g

T,V

= N   

Φ extenzív, p is: arányosak: Φ=-pV (ez az 1ik Euler összefüggés, de nem fundamentális) 
(((Gibbs-féle szabadenergia: G=µN.))) 
 
 
 
Entrópia származtatása (az általános képlet alapján):  

 

S =@ kX
mffff

Pmffffln Pmffff=@ kX
mffff

e@
1

kT
fffffffffffff Emfffff@µN
b c

Zc
fffffffffffffffffffffffffffffffffln e@

1
kT
fffffffffffff E mfffff@µN
b c

Zc
fffffffffffffffffffffffffffffffff

=

= k ln ZcX
mffff

Pmffff@X
mffff

Pmffff@ 1
kT
fffffffffEmffff@ µN
b cF G

k = k ln Zc +
1
T
fffffE
fffff
@ µ N

fffffB C
= S

  

@ kT ln Zc =@TS + E
fffff
@ µ N

fffff
= φ  Ez már fundamentális! 

 
15. A Fermi-Dirac és a Bose-Einstein statisztikák származtatása a 
nagykanonikus leírásban. 
Elsődleges mennyiség kiszámítása: 

 X
mffff

… =

X
N 0 = 0

1 X
N 1 = 0

1

… X
N s = 0

1

… Fermi

X
N 0 = 0

1 X
N 1 = 0

1

… X
N s = 0

1

… Bose

X̂
^̂̂̂
^̂̂\
^̂̂̂
^̂̂̂
Z

  

 
N
fffff

s =@ kT
∂ln Zc

∂εs

ffffffffffffffffff
=@ kT

1

Zc
ffffffX

mffff
∂

∂εs

fffffffffe@ 1

kT
fffffffX

s
N s ε s @µ
` a

=@ kT
1

Zc
ffffff
@

1
kT
fffffffffNs e… =

=X
mffff

Ns Pmffff= N
fffff

s

  

 Zc =

X
N 0 = 0

1

… e
@

1

kT
fffffffX

s .
N s . ε s . @µ

` a

Fermi

X
N 0 = 0

1

… e
@

1

kT
fffffffX

s .
N s . ε s . @µ

` a

Bose

X̂
^̂̂̂
^̂̂̂
\
^̂̂̂
^̂̂̂
Ẑ

  

Írjuk át produktummá:  Zc =

Y
s

1 + e
@

1

kT
fffffff

εs @µ
` aD E

Fermi

Y
s

1

1@ e@
1

kT
fffffffffffff

ε s @µ
` a

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffH
J

I
KBose

X̂
^̂̂̂
^̂̂̂
\
^̂̂̂
^̂̂̂
Ẑ

  

 ln Zc =FX
s

ln 1F e@β εs @µ
` aB C

   

(F ésG jelölések: a felső mindig FD, az alsó BE statisztikát jelent) 

 

N
fffff

s =@ kT
∂

∂εs

fffffffffln Zc =@ kT F
∂

∂εs

fffffffffln 1F e@β ε s @µ
` aB CV W

=

@ kT F F
` a

e
@

1

kT
fffffff

ε s @µ
` ad e @

1
kT
ffffffffffff

1F e@
1

kT
fffffffffffff

ε s @µ
` a

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
=

e@
1

kT
fffffffffffff

ε s @µ
` a

1F e@
1

kT
fffffffffffff

ε s @µ
` a

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
=

1

e
1

kT
fffffffffffff

ε s @µ
` a

F 1

ffffffffffffffffffffffffffffffffff
= N
fffff

s

  

Továbbra is a + a Fermi, a – a Bose-gázra vonatkozik. 

 Zc 8ig e@… , N
fffff

s 8ig e+…   

MB-re az  N
fffff

s = e
@

1

kT
fffffff

ε s @µ
` a

. 
 
16. A termodinamikai mennyiségek számolása az egyrészecske állapotok 
eloszlás-függvénye alapján. Az egyrészecske állapotsűrűség-függvény 
meghatározása 

U = E
fffff

=XN
fffff

s εs  és  N
fffff

=X
s

N
fffff

sQN
fffff

s :betöltöttségi szinte, s: egyrészecske-

állapotok. Az eloszlásfv-ek elektronra és fotonra ugyanúgy néznek ki, csak az 
egyrészecske-állapotösszeg különbözik. 

 Ns =
e
@

1

kT
fffffff

εs @µ
` a

1

e@
1

kT
fffffffffffff

ε s @µ
` a

F 1

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffff +Q FD
@Q BE

V

X̂
^̂̂̂
\
^̂̂̂
Ẑ

     ;        
N
fffff

V,T ,µ
b c

Q µ
N
fffff
V
ffffff,Tf g

U T ,N,µ
b c

QU T ,N,V
b c   

 p
N
V
fffff,Tf g

Q  állapotegyenlet. 

 @ pV = φ =@ kT ln Zc =G kTX
s

ln 1F e
@

1

kT
fffffff

ε s @µ
` aD E

, p(T,µ)-be behelyettesítjuk 

a µ(N/V, T) kifejezést: p(N/V,T)�állapotegyenlet. 
Állapotsűrűség-fv.: hány állapot van p és p+dp között? 
Azon s részecskeállapotok, melyekhez tartozó impulzus abszolút értéke p és p+dp 
közé esik: 

Γ p
` a

h
3

fffffffffffffff
=

V
4π

3
fffffffffffp 3

h
3

fffffffffffffffffffffff< p : Ezek a p-nél viszont ez csak nulla spinű részecskékre igaz. 

Spindegeneráció: g=(2s+1). A jó képlet: 

 ρb p
` a

dp = g
V4π

h
3

fffffffffffffp 2 dp   

(ρb : impulzustérbeli állapotsűrűség). Ez mindenre igaz (fotongáz, nemrel. eset stb.) 

 ε =

p 2

2m
ffffffffff: nemrelat iviszt ikus eset

cp : ultrarelat iviszt ikus esetQ dε = cdp

X̂
^̂\
^̂̂Z

  



6/8 

 

 

ρb p
` a

dp = ρ ε
` a

dε

relat iviszt ikus eset :

ρ ε
` a

=
1
m
ffffffpdpQ g

V4π

h
3
fffffffffffffmdε 2mpwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww εpwwwwwwwwww= gV

2π

h
3
ffffffff2m
` a3

2
fff

εpwwwwwwwwwwdεQ

ρ ε
` a

= gV
2π

h
3
ffffffff2m
` a3

2
fff

εpwwwwwwwwww
nemrelativisztikus eset :

ρ ε
` a

=
gV4π

h
3

ffffffffffffffffε2 dε

c3

fffffffffffff
Q ρ ε

` a
= gV

4π

hc
` a3
fffffffffffffff

ε2

  

A fenti utolsó képlet fotongázra érvényes, de nagysebességű részecskékre 
közelítőleg alkalmazható. 

Tétel: ρ ε
` a

~ ε+ Q pV =
1

1 + +
fffffffffffffffU   

 
17. Összefüggés (statisztikától független) a pV és U között. 

ρ(ε) ~ εℓ akkor lehet, ha E és p között is hatvány összefüggés van. 

ρ ε
` a

~ε+ l nem feltét lenül egész!
b c

Q pV =
1
+ + 1
fffffffffffffffU   

 tétel:
+ = 2: pV =

1
3
ffffU rel A eset

` a

+ =
1
2
ffff:pV =

2
3
ffffU nemrel A eset

` a

X̂
^̂̂̂
\̂
^̂̂̂
^̂Z

  

A nemrelativisztikus eset általánosan igaz alacsony (nulla) hőmérsékletre. 
Klasszikus ideális gáznál az ekvipartíció alapján is belátható: 

 pV = NkT és U =
3
2
ffffNkT   

Alacsony hőmérsékleten nincs ekvipartíció, ideális gázokra ez mégis igaz. 
Bizonyítás: 

 

ρ ε
` a

~ε+Q ερ ε
` aB C.

= εcε+
B C.

= 1 A c A ε+ + ε A c A ε+ @1 + = 1 + +
` a

cε+Q

ρ ε
` a

=
ερ ε
` aB C.

+ + 1
fffffffffffffffffffffff   

 

@ pV = φ =G kTX
s

ln 1F e@β ε s @µ
` aB C

ebböl:XQZ ρ ε
` a

dε…

Z f . g = fg
B C

0

1

@Z fg.
  

 
pV
kT
fffffffff

=F Z
0

1

dερ ε
` a

ln 1F e@β ε s @µ
` aB C

=F
1
+ + 1
fffffffffffffffZ

0

1

dε ερ ε
` aB C.

ln 1F e@β ε s @µ
` aB C

  

 ερ ε
` a

ln …
B C

0

1

= 0 mindkét határon
` a

  

 

pV
kT
fffffffff

=
1
+ + 1
fffffffffffffff

β Z
0

1

dε A ε Aρ ε
` a e@β ε s @µ

` a

1F e@β ε s @µ
` a

ffffffffffffffffffffffffffffffffffff
=

1
+ + 1
fffffffffffffff

β Z
0

1

dερ ε
` a

ε
1

eβ ε s @µ
` a

F 1
fffffffffffffffffffffffffffffff

=

= β
1
+ + 1
fffffffffffffffX

s

εs N
fffff

s =
β

+ + 1
fffffffffffffffU

  

 
18. Degenerált Fermi ideális gáz. A Fermi-energia fogalma. 

A fémekben az elektronok Fermi-rendszernek tekinthetők (1/2 spin�FD statisztika). 
Tekinthetjük-e ideális gáznak? (Taszítják egymást, de a pozitív háttér leárnyékolja 
a Coulomb-kcsh-t - nem teljesen, de rövid lesz a hatótávolsága, illetve ha elég 
sűrűn vannak, teljesen elhanyagolható.) A Coulomb-taszítást az elektron Bohr-
sugarával kell összemérni, ha nagyjából megegyeznek, jó a közelítés. De! Nem 
klasszikus közelítés (hanem kvantumos), mert ha az lenne, az elektronok is 
adnának járulékot pl. a hőkapacitáshoz. 
T=0, kölcsönhatásmentes elektrongáz (szobahőmérsékleten az elektrongáz kb. 0oK-
os az elektron kis tömege miatt): 

 f FD ε
` a

= N
fffff

s =
1

e
1

kT
fffffffffffff

ε s @µ
` a

+ 1

ffffffffffffffffffffffffffffffffff
=

0 : ε >µ

1
2
ffff:ε = µ

1 : ε < µ

X̂
^̂̂̂
\̂
^̂̂̂
^̂Z

  

µ T ,
N
fffff
V
fffffff g
Qµ

0
T = 0,

N
fffff
V
fffffff g
a EF : 

a kémiai potenciál nulla hőmérsékleten: Fermi-nívó ill. Fermi-energia. 
µ=ε-nál és T=0-nál EF. Csak az εi < EF állapotok vannak betöltve. 

 N
fffff

=X
s

N
fffff

s = Z
0

1

dερ ε
` a

f FD ε
` a

=
ha T = 0 Z

0

EF

dερ ε
` a
A 1 = 2V

2π

h
3
ffffffff2m
` a3

2
fffZ

0

EF

dε εpwwwwwwwwww  

 Z
0

EF

dε εpwwwwwwwwww=
2
3
ffffEF

3
2
fff
QN
fffff

=
8π

3
ffffffffV

h
3
fffffff2m
` a3

2
fff
EF

3
2
fff
  

 EF

3
2
fff
=

N
fffff
V
fffffff g

3
8π
ffffffff h

3

2m
` a 3

2
fffffff

fffffffffffffffffff
Q EF =

3
8π
fffffffff g2

3
fff

h
2

2m
ffffffffffN

fffff
V
fffffff g2

3
fff
: Ez minden ½-ed spinűre 

érvényes (pl. H3 gázra – ha lenne, de olyan nincs.) 

Elektronok a fémben: degenerált Fermi-gáz. (az e−oknak a szobahő alacsony) 

 kT Fa EF kF =
2mEF

-
2

fffffffffffffffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww:  TF: Fermi-hőmérséklet, kF: Fermi-hullámszám. 

 ε =
p 2

2m
ffffffffff p = -kT λ =

h
p
ffff, p =

h
p
ffff

= -kQ EF =
-

2
k

2

2m
fffffffffffffff

  

 kT <<EFT T <<T F   

Degenerált Fermi-gáz abban az esetben, ha:  

T kicsi

N
fffff
V
ffffffnagy

X̂
^̂\
^̂̂Z

  

Fermi-hőmérséklet fémekben lévő elektronokra: 

 T F =
3

8π
fffffffff g2

3
fff

h
2

2mk
ffffffffffffffN

V
ffffff g2

3
fff

m =
3,0 AU = 5,1 A10

@20
kg: He

3

9,1 A10
@31

kg : elektron

X̂
\
Ẑ   

 
N
V
fffff

=
6.10

23

1 dm
3

fffffffffffffffffff
= 6.10

26
m@3Q jobb becslés:

N
V
fffff

= 10
28
@10

29
m@3   

 TF =
5,53 KQHe

3

2,57 A10
3

KQ elektron

X̂
\
Ẑ

 

 
19. Szilárdtestek sávos elektronszerkezete. Sajátvezetésű félvezetők vizsgálata. 

A háttér leírása alapján: 

- Homogén pozitív háttér:  T = Z dε ρ ε
` a

f FD ε
` a

 

f FD ε
` a

=
1

e@β ε @µ
` a

+ 1
fffffffffffffffffffffffffffffffff

; közelítés: 
N
V
fffff
Q1 ;

V
N
ffffff g1

3
fff
<< r Bohr  

A háttér leárnyékolja a Coulomb-taszítást → Szabad e−felhő 
- Inhomogén háttér: (kristály)rácspontokba rendeződés → periodikus háttér 
�  Szilárd test e− elmélete 

Ha az utolsó sáv be van töltve, akkor nem vezető, 
és ha EGap >> kT, akkor szigetelő is. 

- Vezetési sáv: az utolsó, nem teljesen betöltött sáv 
- Vegyérték sáv: az utolsó betöltött sáv 
 

Sajátvezetésű félvezető: 
EGap ≈ kT; µ0=EF a Gap közepén 

 T = 0: N
fffff

=X
j

1 

T > 0:

N
fffff

=X
s

Ns

ffffffff
=X

j

1

eβ ε j@µ
b c

+ 1

fffffffffffffffffffffffffffffffff
+X

i

1
eβ ε i@µ
` a

+ 1
fffffffffffffffffffffffffffffff

= N
fffffX

j

1

eβ ε j@µ
b c

+ 1

fffffffffffffffffffffffffffffffff
@ 1

H
J

I
K+X

i

…

(A szumma előtti v és a belüli −1 a T = 0 eset miatt kiejtik egymást) 

Az 1. szumma átalakítása:  
1

eβ ε j@µ
b c

+ 1

fffffffffffffffffffffffffffffffff
@ 1

H
J

I
K=@

eβ ε j @µ
b c

eβ ε j@µ
b c

+ 1

fffffffffffffffffffffffffffffffff
=

@ 1

e@β ε j@µ
b c

+ 1

ffffffffffffffffffffffffffffffffffff  
N
fffff

- nel egyszerűsítve, és átrendezve: X
j

1

e
@β ε j@µ
b c

+ 1

ffffffffffffffffffffffffffffffffffff
{~~~~~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~~~~~y
= N h

ffffffff
lyukak száma
b c

= X
i

1
e@β ε i@µ

` a
+ 1

ffffffffffffffffffffffffffffffffff
{~~~~~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~~~~~y
= N e

ffffffff
elektronok száma
` a

  

Ellentétes ε és µ előjel az elektronokhoz képest. 

εi = E0 + EG +
p2

2m e

fffffffffffff; ε j = E0@
p 2

2m h

fffffffffffff, ahol m-ek effektív tömegek, és nem feltétlen 

egyenlőek!  Elektronok száma: 

 Ne

ffffffff
= Z

E 0 + EG

1

dε ρ e ε
` a 1

e
β E 0 + E G +

p 2

2me

fffffffffffffffffff
@µ

f g

+ 1

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff,ahol

ρ
e

ε
` a

= 2
2π

h
3
ffffffff2m e

b c3
2
fff

ε@ E0@ EG
qwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwV  

Alacsony hőmérsékleten +1 elhanyagolható az exp mellett! Így: 

 
Ne

ffffffff
V
fffffffff

≈
4π

h
3
ffffffff Z

E0 + EG

1

2m e

b c3
2
fff
e
@β E0 + EG +

p2

2m e

fffffffffff
@µ

h
j

i
k

A ε@ E0@ EG{~~~~~~~~ }~~~~~~~~y
ε / = p2 2me

*

vuut
wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

dε =   

 

=
4π

h
3
ffffffff2m e

b c3
2
fff Z

0

1

dε/ ε/qwwwwwwwwwwwwwwwwwwe
@β ε / + E0 + EG@µ
b c

=
4π

h
3
ffffffff2m e

b c3
2
fff
e
@β E0 + EG@µ
b c Z

0

1

dε/ ε/qwwwwwwwwwwwwwwwwwwe
@β ε /
b c

=

  

 
4π

h
3
ffffffff2m e

b c3
2
fff
e@β E0 + EG@µ

b c

kT
` a3

2
fff π

2
ffffswwwwwwwwwwwwwwwwwwww=

2

h
3
fffffff2m e πkT
b c3

2
fff
e@β E0 + EG@µ

b c

=
Ne

ffffffff
V
fffffffff  

Lyukak száma hasonlóan: 

Nh

ffffffff
= Z

E0

1

dε ρh ε
` a 1

eβ µ@ε
` a

+ 1
ffffffffffffffffffffffffffffff

=@ 2V
2π

h
3
ffffffff2m h

b c3
2
fff Z

E0

1

dε E0@ ε{~ }~y
ax

swwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwe
@β µ @ ε

rE 0 @xd e

=  
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 = @ 2V
2π

h
3
ffffffff2m h

b c3
2
fffH

J
I
K Z

0

1

dx xpwwwwwwwwwwwwwwe@β µ@E0

b c

e@βx = …@ Ae@β µ@E0

b c Z
0

1

dx xpwwwwwwwwwwwwwwe@βx

{~~~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~~~y
kT
` a 3

2
fffff πpwwwwwww

2
fffffffff

=   

 = V
2

-
3
fffffff2πm h kT
b c3

2
fff
e@β µ@E0

b c

= Nh

ffffffff
= Ne

ffffffff
[  egyszerűsítések után: 

 m
h

3
2
fff
e@β µ@E 0

b c

= m e

3
2
fff
e@β E 0@µ + EG

b c

[ eβEG = e2β µ@E 0

b c m e

m h

ffffffffff g3
2
fff
[  logaritmizálás után: 

 βEG = 2β µ@ E0

b c
+

3
2
ffffln m e

m h

fffffffff
[ µ@ E0 =

1
2
ffffEG{~ }~y

EF@E0

@
3
4
ffffkT ln

m e

m h

fffffffff
  

20. A fotongáz statisztikus fizikája.  

Fotont keltő és elnyelő fal T hőmérsékleten (sugároz) 

 ε = cp – ultrarelativisztikus eset → ρ ε
` a

=N V
4π

h
3

c3

ffffffffffffff
ε2 , ahol N  a 

degeneráció: 2s+1 (s=1 esetén 3 lenne, de a mozgás és a spin nem 
függetlenek, és 1 nem tud megvalósulni, szóval N 2-vel lesz egyenlő!) 

Állapotegyenlet: pV =
1
3
ffffU    

A fotonokat nem lehet bezárni, mert kölcsönhatnak a fallal – és 0 foton se lehet 
benn, ha T hőmérsékletű a fal → mindig kialakul vmi átlagos 
fotonszám a hőmérséklettől függően (spontán). 

Egyensúlyban az átlagos fotonszám N
fffffb c

 fluktuál. 

 
∂F
∂N
ffffffffff g

V,T

= µ = 0[ N
fffff

meghatározható ;     E eloszlása → 

 d N
fffff

= ρ ε
` a

dε A ε A
1

eβε@ 1
fffffffffffffffffff (Bose-Einstein stat.) 

 U = Z
0

1

dε ρ ε
` a

ε
1

eβε@ 1
fffffffffffffffffff

=
fentröl

ρ ε
` a

V
8π

hc
` a3
fffffffffffffffZ

0

1

dε ε2 1
eβε@ 1
fffffffffffffffffff

=
βε = x

 

= kT
` a4

V
8π

hc
` a3
fffffffffffffff Z

0

1

dx
x 3

ex@ 1
fffffffffffffffff

{~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~y
π4

15
.

~ VT
4   → Stefan-Boltzmann törv. (feketetest sug.)  

Fotongáz nyomása: pV =
1
3
ffffU Q p ~ T

4
  

Adiabatikus folyamat: F: @ p =
∂F
∂V
ffffffffff g

T

[ F =@ pV  

S =@
∂F
∂T
fffffffff

=
∂pV
∂T
fffffffffffff~ VT

3
[ S = áll Q VT

3
= áll Q Vp

3
4
fff
= áll Q pV

4
3
fff
= áll   

   Adiabata � 
 

  p ~
1

V
κ
ffffffff; de κ ≠

Cp

CV

ffffffff
 

21. Bose tipusú ideális gáz, Bose-Einstein kondenzáció. 

A foton gáz Bose rendszer (Spec eset)! (Ide jöhet a 20. tétel is?!) 
 
µ ≤ 0 lehet csak, különben ha pozitív lenne, akkor az alapállapotban ahol εs =0 ott a 
betöltési szám Ns negatív lenne. Ennek megfelelően jön a görbe (T,µ) −∞-ből. Így 
a fázisátalakulás pillanatában (TC-nél) µ = 0 (és minden kisebb hőmérsékletre is). 
Tehát µ –folytonos, µ’-nek ugrása van. [T = ∞ → µ = −∞; T = [0,TC] → µ = 0] 

 
TC→Bose kondenzációs hőmérséklet, magas 

hőmérsékleten T
@

3
2
fff
-es klasszikus közelítés. 

λT =
h

2πmkTpwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwfffffffffffffffffffffffffffffffffff

λT
3 ~ T

@
3
2
fffffff

  

Fermi eloszlás esetén: µ(T→0) = EF > 0 
Bose kondenzáció: 
Bose gázban TC –nál a 0 energiájú állapot betöltöttsége ∞ (valójában 
makroszkopikusan betöltött lesz az egyrészecske állapot) 
(ε=0 és u=0; N→ ∞ betöltöttség) 
 

ε = 0 esetben NA nagyságrendű betöltöttség: N
fffff

s = 0 = α AN T CQ 0 ; α :0Q 1
b c

  

Állapotegyenlet (újra): pV =F kTX
s

ln 1 F e@β ε s @µ
` a

{~~~~~~~ }~~~~~~~y
x

D E
  

felhasználjuk ln sorfejtését: ln 1 + x
b c

≈x@
1
2
fffff

x2   

pV
kT
fffffffff

=F X
s

e@β ε s @µ
` a

G
1
2
ffffX

s

e@2β ε s @µ
` a

+ …

V W
[
ε = 0 pV

kT
fffffffff

=
V

λT
3
fffffffeβµG

1
2
ffff V

λT
3

2
3
2
fffffff

fffffffffffffffe2βµ + … =  

 =
V

λT
3
fffffff λT

3 N
V
fffff
F 2

@
3
2
fff

λT
3 N

V
ffffff g2

{~~~~~~~~~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~~~~~~~~~y
1 . közelítés eβµ@ re

G
1
2
ffff2@ 3

2
fff

{~~ }~~y
2
@

5

2
fffff

λT
3 N

V
ffffff g2

{~~~~~ }~~~~~y
csak ez a vezetö tag kell

+ …

X̂
^̂̂\
^̂̂̂
Z

Ŷ
^̂̂]
^̂̂̂
[

=   

 = N 1F 2
@

5
2
fff

λT
3 N

V
ffffff g

+ …

H
J

I
K=

pV
kT
fffffffff  ebből, és hogy  

p
kT
fffffffff

=
N
V
fffff1 + B2 T

` aN
V
fffff

+ …

V W
: 

B2 T
` a

=F 2
@

5
2
fff
λT

3
 

Belső energia (statisztikától függetlenül): 

 U =
3
2
ffffpV = NkT 1 + 2

@
5
2
fff
λT

3 N
V
ffffff g

+ …

H
J

I
K; Nincs kölcsönhatás 

Egyrészecske energiák: ε =
p 2

2m
ffffffffff; εfoton = cp   

Fajhő: 

C =
∂U
∂T
ffffffffff g

V,N

=
3
2
ffffNk +

3
2
ffffNkT A F 2

@
5
2
fffd e
A @

3
2
fffff g

λT
3

T
fffffff

=
3
2
ffffNk 1G 2

@
7
2
fff
λT

3 N
V
ffffff g

+ …

H
J

I
K

  λT
3

~ T
@

3
2
fff
;

d
dT
ffffffff

λT
3

=@
3
2
ffffλT

3

T
fffffff

  

 
 
 
 
 
22. Viriál sorfejtés: (i) Párkölcsönhatás figyelembe vétele klasszikus ritka 
gázokban. (ii) Kvantumkorrekciók 

Klasszikusan számított „kicsit” sűrű gáz: 

 H =X
i = 1

N p
i
2

2m
ffffffffff

+ εi

F G
+ U r 1fffff, … r Nffffffb c
{~~~~~~~~~~ }~~~~~~~~~~y

kcsh . i tag

 , ahol εi a belső gerjesztettség 

A közelítő analitikus megoldásokat lehet használni: 
Ritka gázokra: gyenge kcsh., azon konfigurációk, ahol kevés a kcsh. járuléka 
Szilárd, amorf anyagok (Umin körüli kis fluktuációk): erős kcsh., de kis hőm. 

 

Kanonikus tárgyalás, állapotösszeg: 

 z =
1

N!
fffffff

ζ
/ N Z…Z
{~ }~y

Ndb

d
3

r 1
3 … d

3
r N

3 e@βU   ;  az impulzus kiintegrálható: 

ζ
/
=

1

h
3
fffffffZ dp

3
e@β

p2

2m
ffffffff

e@β f T
` a

=
2πmkT
` a3

2
fffffff

h
3

fffffffffffffffffffffffffffffffe@βf T
` a

, ahol f(T) a gerjesztettség.  

 z =
1

N!
fffffff

ζ
N

zn =
1

N!
fffffff

ζ
N Z…Z
{~ }~y

N db

d
3

r 1
3 … d

3
rN

3 e@βU  

(ez klasszikus, kvantum folyadékban pl. nem jó – nehéz számolni) 
 

Modellezzük/közelítsük a kcsh.t (U): (nem ideális, de ritka gázokra) 
- Az állapot egyenletet akarjuk megkapni - 

 p =@
∂F
∂V
ffffffffff g

T,N

= kT
∂ln z
∂V
ffffffffffffffff g

T,N

= kT
∂ln z n

∂V
fffffffffffffffff   (csak zn-ben van V függés, ζ-ban nincs)  

TFH.: a kcsh. csak párkölcsönhatásokból áll!  U
fffff

=X
i < j

N

uij Q uij = r iffff@ r jfffffLLL
MMM

d e
  

(uij izotróp – csak atácolságtól függ, de még így is nehéz számolni) 
Potenciál modellje: 

1. Lenard-Jones kcsh. 

U r
` a

= U0

r
r 0

ffffff g@12

@ 2
r
r 0

ffffff g@6
h
lj

i
mk 

1. tag: erős taszítás kis távolságon (e−felhők miatt) 
2. tag: gyenge vonzás az indukált dipólok miatt 
 

2. Merev gömb modell 
pl.: s = 6 

 
 
 

Potenciális energia (NEM belső energia!): 

U
fffff

= Z…Z
{~ }~y

N db

d
3

r 1
3 … d

3
r N

3 U r 1fffff, … , r Nffffffb c e@βU

zn

fffffffffffff
{~ }~y

P N r1ffff, … , rNfffffb c

=@
∂

∂β
ffffffffln z n , ahol 

PN r 1fffff, … , r Nffffffb c
 a koordináta konfiguráció valószínűsége. 

 U =X
mffff

Emffffe
@βEmfffffff

z
fffffffffffffff analógia → integrálva:  ln z n =@ Z

0

β

dβ
/
U
fffff

β
/

b c
+ konst   

a konstans kiszámolható: N ln V   (β’ = 0-nál zn=VN → ln zn = N ln V) 
 

U
fffff

=X
i < j

N

uij

ffffffff
=

N N@ 1
` a

2
fffffffffffffffffffffffffffffuffff ≈

lim

termodin N
2

2
ffffffffuffff 
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 u
ffff

= Z…Z d
3

r 1 … d
3

rN u r 1fffff@ r 2fffffLLL
MMM

d e
Pn r 1fffff, … , rNffffffb c

 ; Pn-nél vannak a részecskék 

csatolva. 
Ideális gázra minden i-re j-re, ahol i≠j, ott uij

ffffffff
= 0  így U

fffff
= 0  is. 

Ritka gáz: az átlagos távolság >> r0. 
 

Időnkénti kcsh.: 2 részecske „ütközések” (a többes ütközéseket elhanyagoljuk): 

 u
ffff

=

Z d
3

r 1Z d
3

r 2 u r 1fffff@ r 2fffffLLL
MMM

d e
e@βu12

Z d
3

r 1Z d
3

r 2 e@βu12

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
=

rffa r2ffff@ r1ffff Z d
3

r 1Z d
3

r u r
` a

e@βu r
` a

Z d
3

r 1Z d
3

r e@βu r
` a

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
=   

ez utóbbi már elvégezhető és V-t ad eredményül (az r1-es integrálok elhagyhatók) 
 

Z d
3

r u r
` a

e@βu r
` a

Z d
3

r e@βu r
` a

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
=@

∂

∂β
ffffffffln Z d

3
r e@βu r

` a
=

beszúrva

0@ t
@

∂

∂β
ffffffffln Z d

3
r e@βu r

` a
@ 1

b c
+ 1

D E
=  

A ”+1” integrálva V, ha r >> r0 (I csak r0 körül ≠ 0 → I ~ r0
3 << V sorfejtés), 

az integrál többi tagja adja I-t. 

 =@
∂

∂β
ffffffffln V 1 +

I
V
fffffF G

h
j

i
k=@

∂

∂β
ffffffffln 1 +

I
V
fffffF G

≈@
∂

∂β
ffffffffI

V
fffff     (V nem függ β-tól) 

Visszaírva: U
fffff

=@
1
2
ffffN2 1

V
fffff∂

∂β
ffffffffI β

b c
   - visszatérünk ln zn-re: 

ln z n =@ Z
0

β

dβ
/
U
fffff

β
/

b c
+ N lnV =

1
2
ffffN2

V
ffffffffI β

b c
@ I 0

` a
{ }y

= 0

F G
+ N lnV =  

= N lnV{~ }~y
ideális gáz

+
1
2
ffffN2

VI
ffffffff

β
b c

{~~~~~~ }~~~~~~y
korrekció

[ p = kT
N
V
fffff
@

1
2
ffffN2

V
2
ffffffffI β

b c
H
J

I
K

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff 

Módosított állapotegyenlet: 
p

kT
fffffffff

=
N
V
fffff1@ 1

2
ffffN

V
fffffI β
b cF G

 

Ez az eljárás folytatható perturbatív sorfejtéssel (Viriál sorfejtés): 

p
kT
fffffffff

=
N
V
fffff

+ B2 T
` a N

V
ffffff g2

+ B3 T
` a N

V
ffffff g3

+ …  

Ahol B2(T) most: 

B2 T
` a

=@
1
2
ffffI β
b c

=@
1
2
ffffZ d

3
r @ e@βu r

` a
@ 1

B C
=@ 2π Z

0

1

dr r 2 e@βu r
` a
@ 1

b c
  

Klasszikus ideális gázok + Kvantum korrekciók: (22. tétel; AT ~ r0 (nem klassz.)) 
 

Viriál sorfejtés: 
p

kT
fffffffff

=
N
V
ffffff g

1 + B2 T
` a N

V
ffffff g

+ …

H
J

I
K   (kis eltérés MB statisztikától),  

ahol B2 kvantumkorrekciós viriál tag; B2(T) ~ λT
3   (λT

3 deBroglie hullámhossz). A 

sorfejtésben λT
3 N

V
ffffff g

<< 1  

Klasszikus ideális 1 atomos gáz: eβµ =
N
ζ
fffff

=
N
V
fffff

λT
3

<< 1 [ β µ
LL MM>>1 és µ < 0  

(F ésG jelölések: a felső mindig FD, az alsó BE statisztikát jelent) 

 Ns

ffffffff
=

1
eβ ε s @µ
` a

F 1
fffffffffffffffffffffffffffffff

=
kiemelése

exp . e@β ε s @µ
` a

1F e@β ε s @µ
` a

{~~~~ }~~~~y
kicsi Q sorfejtés

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
= e@β ε s @µ

` a
{~~~~ }~~~~y

N s

ffffffffMB

1G e@β ε s @µ
` a

+ …
B C

  

Állapotegyenlet: pV =F kTX
s

ln 1F e@β ε s @µ
` aB C

  

(nagykanonikusan: (16. tétel) pV =@ Φ = kT ln zb = … )  
�  ki kell ejteni µ-t, mert nem mérhető (kell még egy összefüggés) 

 µQN áll: N
fffff

=X
s

Ns

ffffffff
 ;  klasszikusan: N

fffffMB

= N
fffff

klassz V,µ,T
b c

= V
eβµ

λT
3
ffffffff  

N
fffff

=X
s

Ns

ffffffff
= X

s
e@β ε s @µ

` a

{~~~~~~~~ }~~~~~~~~y
N
ffff

klassz

GX
s

e@2β ε s @µ
` a

{~~~~~ }~~~~~y
N
ffff

klassz
2

=N
ffff

kl N,µ,
T
2
ffffd e

+ … ;      N
fffff

kl V,µ,
T
2
ffffff g

=
Ve

2βµ

λT
3

2
` a 3

2
fffffff

fffffffffffffffffff  

Tehát a 2. tag T/2 helyettesítéssel uaz, mint a klasszikus.   λT
3

~T
3
2
fff
[ λT

2
ffff3

~
T
2
ffffff g@ 3

2
fff
  

 N
fffff

= V =
eβµ

λT
3
ffffffff
G 2

@
3
2
fffe2βµ

λT
3
ffffffffff

+ …→ invertálni kell  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

0. közelítés: eβµ =
λT

3
N

V
fffffffffffff  µ =µ 0 Fµ 1 + …Q

b
elég a vezeőrendű tag µ 0

` a
 

1. közelítés:  eβµ =
λT

3
N

V
fffffffffffff
F 2

@
3
2
fff
e2βµ{~~~~ }~~~~y

1 . redü korrekciós tag

kicsi
` a

= λT
3 N

V
fffff
F 2

@
3
2
fff

λT
3 N

V
ffffff g2

{~~~~~ }~~~~~y
eβµ0

b c2

szubszcesszív
approximáció

=  

 = λT
3 N

V
ffffff g

1F 2
@

3
2
fff

λT
3 N

V
ffffff gH

J
I
K ez adja az 1. korrekciót a kvantumos tárgyalásban 

(már ez megkülönbözteti FD stat.ot BE stat.tól.). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


