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线性空间的极大子空间
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摘　要: 引进了线性空间的极大子空间的概念, 主要得出了 3 个结论: (1) 线性空间V 的子空间M

是极大子空间当且仅当M 是一维子空间的余子空间。 (2)线性空间的任意子空间都可表示为一些极大

子空间的交。 (3)在满足子空间降链条件的线性空间中, 每个子空间可表示为有限个极大子空间的交。
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Abstract: By giving the m axm in sub space of linear space and ob ta in ing the fo llow som e resu lts:

( 1) Sub space M be m axm in sub space if and on ly if M be com p lem en ted sub space of one dim en sion

sub space; (2) Every sub space in linear space can be w rit ten as in tersect ion of som e m axm in sub spaces;

(3) In the linear space w ith descending chain condit ion of sub spaces, every sub space can be w rit ten as

fin ite in tersect ion of m axm in sub spaces.
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　　 在线性空间的研究中关于有限维线性空间

的结论较多, 但对一般线性空间几乎没有结论。本

文通过引进极大子空间的概念, 给出一般线性空

间的一些性质。

定义　设V 是数域F 上的线性空间,M 是V

的子空间, 且M ≠V , 如果对V 的任意子空间W ,

只要W Β M , 就有W = M 或W = V , 那么就称M

是V 的极大子空间。

例 1　向量空间V 3 中的任一平面是V 3 中的

极大子空间。

例 2　M n (F ) 中, 令M ij = {A ∈M n (F ) ûA

的第 i行第 j 列元素为0}, 那么M ij 是M n (F ) 的极

大子空间。

关于极大子空间的结构, 可得到如下结论:

定理 1　设V 是数域 F 上的线性空间, 子空

间M 是V 的极大子空间当且仅当M 是 1 维子空

间的余子空间。

证明　“] ”设M 是V 的极大子空间, 取Α∈
V - M , 则 Α≠ 0, 令L (Α) = {aΑûa ∈ F }, 显然

d imL (Α) = 1. 下面证明M 是L (Α) 的余子空间:

首先, 对任意 Ν∈L (Α) ∩M , 可设 Ν= a0Α(a0 ∈

F ) , 那么 a0 = 0 (否则, 如果 a0 ≠ 0, 那么 Α= Εöa0

∈M , 与Α| M 矛盾) , 所以Ν= aΑ= 0, 可见M ∩

L (Α) = {0}. 其次, 由于Α| M , Α∈M + L (Α) , 所

以M + L (Α) 真包含M , 但M 在V 中极大, 所以,

M + L (Α) = V . 可见V = M Ý L (Α) , 即M 是

L (Α) 的余子空间。

“α ”设M 是1维子空间L (Α) 的余子空间,W

是真包含M 的任意子空间, 取Α1 ∈W 且Α1 | M ,

由V = L (Α) + M 可设 Α1 = aΑ+ Β(a ∈ F , Β∈
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M ) , 由于 Α1 | M , 所以 a ≠ 0, 于是 Α= Α1öa -

Βöa. 由于 Α1 ∈W , Β∈M Α W , 所以Α∈W , 于是

L (Α) Α W 。又由于M < W , 且L (Α) Ý M 是包含

L (Α) 和M 的最小子空间[ 2 ] , 所以L (Α) Ý M Α W ,

由已知L (Α) Ý M = V , 所以W = V 。可见M 必是

V 的极大子空间。

特别是有限维线性空间的极大子空间的结构

更加明确。

推论1. 1　设V 是数域F 上的n 维线性空间,

子空间M 是极大子空间当且仅当dimM = n - 1.

证明　“] ”设M 是V 的极大子空间, 由定理

1, 存在 1 维空间W , 使V = W Ý M , 由维数定理,

d imM = dimV - d imW = n - 1.

“α ”设 dinM = n - 1, 设W 是M 的余子空

间, 则 dimW = dimV - d imM = n - (n - 1) =

1, 显然M 也是W 的余子空间, 由定理 1知M 是极

大子空间。

定理 2　设V 是数域 F 上的线性空间,W 是

V 的任意子空间且W ≠V , Α是V 中不属于W 的

任一向量, 则存在极大子空间M , 使 Α| M Β W 。

证明　设A = {H ûH 是V 的子空间且Α|
H Β W }。由于W ∈A , 显然A ≠ Á . 设 B 是

A 的任意链, 令K = U
H ∈B

H . 容易验证K ∈A 且

K 是B 的上界, 由 zo rn 引理[ 1 ] 知, A 中必有极大

元, 设M Α为之, 下面证明M Α在V 中极大: 设W 是

包含M Α的任意子空间。如果 Α| W , 则W ∈A ,

由M Α的极大性知M Α= M ; 如果Α∈W , 则由Α生
成的子空间L (Α) = {aΑûa ∈F } Α W , 所以M Α+

L (Α) Α W 。下面只需证明M Α + L (Α) = V . 假设

M Α + L (Α) ≠V , 则存在 Ν0 ∈V 且 Ν0 | M Α +

L (Α). 令M ′Α= M Α+ L (Ν0) , 那么Α| M ′Α(否则如

果 Α∈M ′Α, 可设 Α= Ν+ a0Ν0 (a0 ∈ F , Ν∈M Α) ,

由于 Α| M Α, 于是 a0 ≠ 0, 故Ν0 = -
a
a0

Ν+
1
a0

Α∈

M Α + L (Α) , 矛盾)。所以M ′Α∈A , 但显然M ′Α真

包含M Α, 这与M Α在A 中极大矛盾。可见M Α +

L (Α) = V , 即可得到W = V . 综上所述,M Α是V 的

极大子空间。

在 n 维线性空间中, 任一子空间可表示为若

干个n - 1维子空间的交[ 2 ] , 由推论 1. 1知, n 维线

性空间中的 n - 1 维子空间等价于极大子空间,

所以, n 维线性空间的任意子空间可表示为若干

极大空间的交。下面的定理 3 将把该结论推广到

一般线性空间中。

定理 3　设V 是数域 F 上的线性空间, 则V

的任意子空间都可表示为一些极大子空间的交。

证明　设W 是V 的任意子空间, 如果W =

V , 可认为W 是 0 个极大子空间的交。下设W ≠

V , 设 Α是W c (即为V - W ) 的任意向量, 由定理

2, 存在极大空间M Α且满足 Α| M Α Β W 。令W 1

= ∩
Α∈W c

M Α, 下证W 1 = W 。一方面, Π Α∈W ,W Α

M Α, 于是W Α ∩
Α∈W c

M Α = W 1, 即W Α W 1。另一方

面, Π Α∈W c, Α | M Α, 即 Α∈M c
Α Α ∪

Α∈W c
M c

Α =

( ∩
Α∈W c

M Α) c = W c
1, 即W c Α W c

1, 于是W 1 Α W , 所以

W = W 1 = ∩
Α∈W c

M Α.

推论 3. 1　线性空间的任意子空间都可表示

为一些 1 维空间的余子空间之交。

推论 3. 1 可由定理 1 和定理 3 直接得出。

推论 3. 2　线性空间的子空间是极大子空间

当且仅当它不能表示为其它一些子空间之交。

证明 　 设W 是线性空间V 的子空间, 如果

W 可表示为其它一些子空间的交, 显然W 不是极

大子空间, 反过来, 如果W 不是极大子空间, 则由

定理 3 知W 可表示为其它一些子空间的交。

推论 3. 3　线性空间的所有极大子空间的交

为零子空间。

证明　设W 0 是V 的所有极大子空间之交,

显然{0} Α W 0; 另一方面, 由定理3知, {0}也可表

示为一些极大子空间的交, 所以W 0 Α {0}, 于是

W 0 = {0}.

线性空间V 满足子空间降链条件, 是指对V

的任一子空间链W 1 Β W 2 Β ⋯, 存在正整数n , 使

得当 i ≥ n 时,W i = W n.

定理 4　设V 是满足子空间降链条件的线性

空间, 那么V 的每个子空间都可表示为有限个极

大子空间的交。

证明　假设存在V 的子空间W 0 不能表示成

有限个极大子空间的交, 显然W 0 ≠V , 取 Α1 ∈V

- W 0, 由定理 2 知, 存在极大子空间M 1 满足Α1 |
M 1 Β W 0, 由假设可得M 1 Í W 0, 令A 1 = M 1, 取Α2

∈A 1 - M 0, 再由定理2知, 存在极大子空间M 2 满

足Α2 | M 2 Β W 0, 令A 2 = A 1 ∩M 2, 显然A 1 Í A 2,

且由假设知A 2 Í W 0, 由于W 2 不是有限个极大子

空间的交, 故以上步骤可以无限重复下去, 便得到

一个严格无限降链A 1 Í A 2 Í ⋯⋯, 这与V 满足

子空间的降链条件矛盾, 所以每个子空间都能表
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示为有限个极大子空间的交。

定理 5　同构映射把极大子空间变为极大子

空间。

证明　设 f : V 1 →V 2 是同构映射,M 1 是V 1

的极大子空间, 显然 f (M 1) 是V 2 的子空间, 下证

f (M 1) 是V 2 的极大子空间: 设W 2 是V 2 的包含

f (M 1) 的任意子空间, 即W 2 Β f (M 1) , 由于 f 为

同构映谢, 于是 f - 1 (W 2) Β M 1, 但M 1 是V 1 的极

大子空间, 且 f - 1 (W 2) 是包含M 1 的子空间, 所以

f - 1 (W 2) = M 1 或者 f - 1 (W 2) = V 1, 于是W 2 =

f (M 1) 或W 2 = f (V 1) = V 2, 这说明 f (M 1) 是V 2

的极大子空间。
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证明 　 由 (14) 和 (15) 知 (4) 在满足上述条

件之一时只有一个奇点, 该奇点要么是中心要么

是鞍点, 因此 (4) 没有同宿轨线. 于是由定理 1 知

(1) 没有孤立波。

3　 孤立波的解析表达式.
以下我们取积分常数 g = 0.

当 c > 0, b > 0, a > 0 即 (a , b) ∈A 1 时, 由定

理 2 知 (4) 有 2 条同宿轨线连接鞍点 (0, 0) , 在 (Υ,

y ) 平面上同宿轨线具有表达式

y 2 =
1
∆ Υ2 (c -

a
10

Υ3 -
ab
28

Υ6) (16)

从 Υ′(Ν) = y , 沿同宿轨线积分得 (1) 的 2 个

孤立波解。一个是

u (x , t) =
2a1

Β1co shΑ1 (x - ct) - b1

1ö3

(17)

另一个是　u (x , t) =

2a1

Β1
0co shΑ1 (x - ct) - b1

1ö3

(18)

其中 Α1 = 3
c
∆ , a1 =

28c
ab

, b1 = -
14
5b

,

Β1 =
b1Λ1 + 2a1

Λ1
(19)

Λ1 = -
7
5b

+
49

25b2 +
28c
ab

(20)

Λ2 = -
7
5b

-
49

25b2 +
28c
ab

, Β0
1 = b1 +

2a1

Λ2
(21)

当 c > 0, -
7a

100c
< b < 0, a > 0 即

(a , b) ∈A 2 时, 由定理 2知 (4) 有一条同宿轨线连

接鞍点 (0, 0) , 在 (Υ, y ) 平面上同宿轨线具有表达

式是 (16)。同上, 可得 (1) 的一个孤立波解是

(18)。当 c = 0, b > 0, a > 0 即 (a , b) ∈C 1 时, 由

定理 2 知 (4) 有一条同宿轨线连接鞍点 (0, 0) , 在

(Υ, y ) 平面上同宿轨线具有表达式

y 2 = -
a
∆ Υ5 ( 1

10
-

b
28

Υ3) (22)

从 Υ′(Ν) = y , 沿同宿轨线积分得 (1) 的一个孤立

波解

u (x , t) = -
280

100b + 63ax 2

ö∆

1ö3

(23)

当 c > 0, b = 0, a > 0, 即 (a , b) ∈ I 1 时, 由定

理 2 知 (4) 有一条同宿轨线连接鞍点 (0, 0) , 在 (Υ,

y ) 平面上同宿轨线具有表达式

y 2 =
1
∆ Υ2 (c -

a
10

Υ3) (24)

从 Υ′(Ν) = y , 沿同宿轨线积分得 (1) 的一个

孤立波解

u (x , t) = 20c
2a

sech 2 3 cö∆(x - ct)
2

1ö3

(25)
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