
1. Bevezetés

A GPS-technika szerepe a magasságmeghatá-
rozásban lényegesen növekedni fog már a közeli
jövõben is. A GPS-mérésekbõl ellipszoid feletti
magasságokat, illetve ellipszoidi magasságkü-
lönbségeket nyerünk, amelyeknek a földmérés és
a mérnökgeodézia területén szükséges geodéziai
magassági értékekké történõ átszámítása alapvetõ
fontosságú. A megfelelõ magassági mérõszám al-
kalmazása gondos körültekintést igényel, amelyre
már az 1990-es évek elején felhívtuk a figyelmet
[1-3].

Ismeretes, hogy hazánkban eddig négy alka-
lommal fejlesztettek ki országos felsõrendû szin-
tezési hálózatot. A legutóbbi hálózatunk (Egysé-
ges Országos Magassági Alapponthálózat = 
EOMA) újramérése is már idõszerûvé vált. Az
egyes országos szintezési hálózatok alappontjai
magassági értékének megadására különbözõ ma-
gassági mérõszámokat alkalmaztak. Ezért mind
gyakorlati, mind tudományos szempontból indo-
kolt az, hogy tanulmányunkban foglalkozzunk a
különbözõ magassági mérõszámokkal és hatá-
rozzuk meg eltéréseik számértékét Magyaror-
szág területén, továbbá átfogóan elemezzük az
eltérések mértékét a GPS-technikával történõ,
szélsõ pontosságú magasságmeghatározás szem-
pontjából.

2. Magassági rendszerek és vonatkozási 
alapfelületek

Jelenleg két alapvetõen eltérõ magassági rend-
szert használunk a gyakorlatban, amelyek közel
azonos pontossági szinten valósíthatók meg.

2.1. Nehézségi erõtérrel összefüggõ magassági
mérõszámok

A nehézségi erõtérhez kapcsolódó magassági
rendszer ismeretesen a szintezési vonal mentén
végzett szabatos geometriai szintezésen és a hoz-
zákapcsolódó gravimetriai méréseken alapszik.
Ezekbõl a mérésekbõl feltevésmentesen ún.
geopotenciális számok származtathatók, amelyek
a geoidhoz, mint magassági alapszintfelülethez
viszonyított potenciálkülönbségek. 

Valamely P földfelszíni pont geopotenciális ér-
tékén [4] (1. ábra) a P ponton átmenõ szintfelület-
nek valamely kiválasztott 0 kezdõponton átmenõ
alapszintfelülethez (a geoidhoz) viszonyított po-
tenciálkülönbségét értjük, és KP-vel jelöljük. Le-
gyen a geoid potenciálja Wo, akkor a geoid és a P
pont magasságkülönbsége jellemezhetõ a 

(1)
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fajlagos (1 kg tömegre vonatkoztatott) munkával
[4], ahol a WP a P ponton áthaladó szintfelület po-
tenciálja, g a nehézségi térerõsség függvényalakja
és dm az elemi magasságkülönbség. Az (1)-ben
szereplõ vonalintegrál értéke közvetlenül nem ha-
tározható meg, mert a g függvényalakja nem is-

mert. A KP geopotenciális értéket azonban gya-
korlatilag a szintezési szakaszokra vonatkozó 
gi∆mi szorzatoknak a két végpont közötti összeg-
zésével tudjuk számszerûen és feltevésmentesen
elõállítani.
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1. ábra Különbözõ magasságfogalmak

A geopotenciális érték nem metrikus magasság,
dimenziója a fajlagos munkával egyezik meg.
Geodéziában használatos mértékegysége a geopo-
tenciális egység (geopotential unit = GPU).
1 GPU = 10 m2/s2 (amely 1 kgal x m egységnek
felel meg).

Valamely szintezési vonal két végpontján (P és
B) átmenõ szintfelület potenciálkülönbségét 
(∆K=∆W=WP –WB) az (1)-nek megfelelõen a kö-
vetkezõ kifejezés adja meg:

(2)

Az EOMA elsõrendû szintezési hálózatában a
mintegy 750 graviméteres méréssel is rendelkezõ

alappont között kiszámítottuk a ∆K geopotenciális
mérõszám-különbségeket [5]. Ezeket az értékeket
hozzáadva a Nadap fõalappont geopotenciális ér-
tékéhez, megkaptuk az összes többi pont geopo-
tenciális értékét.

Valamely P pont ortométeres magasságán a P
ponton átmenõ szintfelület és a magassági alap-
szintfelület (geoid) távolságát értjük a P pont füg-
gõvonalán mérve, a valódi nehézségi erõtérben:

(3)

ahol     a nehézségi gyorsulás átlagértéke a geoid
és a földfelszín között a P pont függõvonalán ért-
ve. A      nem mérhetõ közvetlenül, hanem csak bi-

∑ ∆=∆
�

�

�� ��� �
��

�
�

�

∑ ∆==
�

��

��

�	

� ��
��

�



��
�

��
�



zonyos feltételezésekkel (különbözõ modellek
alapján) számítható ki. Az ortométeres magasság
általában jól használható, több ország is alkalmaz-
za. Hátránya, hogy nem feltevésmentes, és hogy
az azonos ortométeres magasságú pontok általá-
ban nem azonos szintfelületen fekszenek.

Ez utóbbi hátrányon úgy lehet segíteni, ha a P
pont geopotenciális értékét valamely megállapo-
dásszerûen rögzített normál nehézségi erõ érték-
kel osztjuk el. Így a KP értékkel arányos nagysá-
gú, de hosszúság jellegû magassági mérõszámra
jutunk, amelyet dinamikai magasságnak neve-
zünk:

(4)

A képletben γ45° a 45° földrajzi szélességre vonat-
kozó normál nehézségi térerõsség, amelyet vala-
mely nemzetközileg elfogadott normálképlettel
határozhatunk meg. Rédey [6,7] a ϕ = 90° helyen
(az északi sarkon) a valódi nehézségi térerõsség 
H / 2 magasságra vonatkozó értékének használatát
javasolta (azaz a Föld forgástengelyét ajánlotta
vonatkozási függõlegesként).

Mivel a valódi nehézségi erõtérben értelmezett
ortométeres magasság csak feltételezésekkel hatá-
rozható meg, ezért ezen hátrány kiküszöbölése
céljából vezették be a normálmagasság fogalmát.
A normálmagasság a P pont geoidhoz viszonyí-
tott W0 - WP valódi potenciálkülönbségének a nor-
mál nehézségi erõtérben megfelelõ QOQ (1. ábra)
függõleges távolság a vonatkozási szintellipszoid
felett:

(5)

A nevezõben szereplõ      átlagos normál nehéz-
ségi térerõsség értéket úgy kapjuk, hogy a felvett
normál nehézségi térerõsség képletbõl a szintel-
lipszoid felületére kiszámítható értéket a tiszta
magassági hatással az ellipszoid fölé           ma-
gasságra átszámítjuk. A normálmagasság az
U=U0=W0 potenciálértékû szintellipszoid Q0
pontja és a telluroid Q pontja közötti távolságot
jelenti a normál függõvonal mentén „mérve“. A
normálmagasság tehát a mérési eredményekbõl
feltevésmentesen, tetszõleges pontossággal szá-
mítható. Értéke közel áll az ortométeres magas-
sághoz, földi viszonylatban az eltérés maximuma

2 méter (a Himalájában). Egyetlen hátránya, hogy
az azonos szintfelületen lévõ pontok normálma-
gassága csak akkor azonos, ha azonos szélességen
fekszenek.

Mint láttuk, valamely középtengerszint magas-
ságában haladó szintfelületnek, a geoidnak alap-
vetõ fontosságú szerepe van a magasságmeghatá-
rozásban. Magassági alapszintfelületként szolgál
a geopotenciális értékek számításához, amelyek-
bõl az elõbbiekben említett magassági mérõszá-
mokat származtatjuk. Közülük a gyakorlatban
leginkább az ortométeres magasságot és a normál-
magasságot használják. Amennyiben a Hn normál-
magasságot tekintjük a P pont magassági értéké-
nek, akkor a vonatkozási felületül a geoid helyett
a kvázigeoidot kell alapul választanunk. Ezzel
szemben, ha a Ho ortométeres magasságot tekint-
jük a P pont magassági értékének, akkor a geoid a
vonatkozási alapfelületünk.

2.2 Ellipszoidi magassági rendszer

Az ún. ellipszoidi magassági rendszert a kor-
szerû mûholdas technikák (pl. korábban a dopple-
res, jelenleg pedig a GPS-szel történõ helymegha-
tározás) méréseibõl nyert magassági adatok való-
sítják meg. Meghatározásaink eredményei a föld-
felszíni pontok geocentrikus térbeli derékszögû
koordinátái, melyek alapján ellipszoidi földrajzi
koordináták (így ellipszoid feletti magasságok)
számíthatók. Ez a magassági rendszer csak geo-
metriai értelemben adott, amelyet a nehézségi erõ-
tér helyi vagy regionális idõbeli változásai nem
befolyásolnak.

Az ortométeres vagy normálmagasság, ill. ma-
gasságkülönbség és a GPS-technika alkalmazásá-
val történõ magasságmeghatározás alapösszefüg-
gései a következõk (1. ábra):
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2. ábra Bouguer-féle nehézségi rendellenességek; 
-31,8 mGal-tól 25,2 mGal-ig (izovonalköz 10 mGal).



(6a)

(6b)

illetve

(7a)

(7b)

Mivel a h ellipszoid feletti magasságok, illetve
∆h ellipszoid feletti magasságkülönbségek a nagy
pontosságú GPS-mérések feldolgozásából ismer-
tek, ezért az alapprobléma a kapcsolódó N geoid-
undulációk és a ζ magassági anomáliák, illetve a
∆N geoidunduláció-különbségek és a ∆ζ magas-
sági anomália-különbségek számítása a szükséges
pontosággal.

3. A magassági mérõszámok eltérésének 
értékei Magyarországon 

Az 1. ábra alapján a következõ kapcsolat állít-
ható fel az ortométeres és a normálmagasság, il-
letve a geoidunduláció és a magassági anomália
között [8(325-328.old.)]:

(8)

(9)

A (9) szerint az N geoidunduláció és a ζ magas-
sági anomália közötti különbség a Hn normálma-
gasság és a Hο ortométeres magasság közötti δH
különbséggel egyezik meg. Mivel a ζ a kvázi-
geoid undulációja, ezért a δH különbség a geoid
és a kvázigeoid közötti távolság értékét adja meg.
A [8] 327. oldalán kimutatják, hogy 

(10)

ahol ∆gB a Bouguer-féle nehézségi rendellenes-
ség. Az (N-ζ) különbség számszerû becslésére a
[8] a következõ összefüggést adja meg:

(11)

amelyben, ha ∆gB -t [Gal]-egységben és a Ho-t
[km]-egységben adjuk meg, akkor az (N-ζ) kü-
lönbséget méterben kapjuk meg. A (9) értelmében
a (11) összefüggés használható a normálmagasság
és az ortométeres magasság közötti különbségek
számítására is.

A geoid és a kvázigeoid magyarországi felület-
darabja, illetve a normálmagasságok és az or-
tométeres magasságok közötti különbség szám-
szerû meghatározásával már a [9] keretében fog-
lalkoztunk. Vizsgálatainkhoz a (11) képlet alapján
azokat az adatokat használtuk fel, amelyeket az
európai geoidfelület meghatározásához küldtünk
ki a Hannoveri Egyetemre [10]. A Bouguer-
anomáliák és a szükséges magassági adatok mind-
két halmaza 13089 db 1,5' x 2,5'-es méretû 
(2,7 km x 3 km) rácsháló sarokpontjaira interpo-
lált értékeket tartalmaznak (2. ábra).

A normálmagasságok és az ortométeres magas-
ságok közötti eltérések (11) alapján meghatározott
számszerû értékei Magyarországon +7,4 mm és 
-17,4 mm között változnak. A meghatározott δH
értékek izovonalas ábrázolását a 3. ábrán mutatjuk
be. Jól látható a topográfiával az összhang. Ma-
gyarország legnagyobb részén a δH korrekció ér-
téke kisebb mint egy cm. Ezért a δH értéke a GPS-
technikával történõ magasságmeghatározásban (a
(6a) és a (7a) képletek alkalmazásában) elhanya-
golható. Azonban néhány térségben a δH korrek-
ció értéke már 1-2 cm között van, amely már nem
hanyagolható el, különösen a (6b) és a (7b) képle-
tek alkalmazásakor a ∆Ho (illetve a ∆Hn) magas-
ságkülönbségek meghatározásában. Ez a körül-
mény fontos lehet az EOMA I. rendû szintezési
vonalai újraméréseinek feldolgozásakor (4. ábra)
[11]. 

Megjegyezzük, hogy a (9) és a (11) képlet al-
kalmazásával az ortométeres magasságok (illetve
geoidundulációk) normálmagassági értékekké (il-
letve magasságianomália-értékekké) számíthatók
át. Ezt a gyakorlatot követték a [12]-ben is. A δH
értékek meghatározására a [13] nem a (11) köze-
lítõ megoldást használta, hanem az ún. közvetlen
eljárást, amelynek során meghatározták a geoid és
a kvázigeoid ausztriai felületdarabját, és képezték
ezek eltéréseit. Hasznos lenne ezen az úton is
meghatározni a δH értékeket hazánk területére is,
mert ezzel a geoid-, illetve a kvázigeoid-
meghatározás Magyarországon alkalmazott mód-
szereinek (szoftverek, adatbázisok, redukciós el-
járások stb.) [11,14] független ellenõrzését lehet-
ne biztosítani.
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A normálmagasság és a dinamikai magasság
közötti eltérés számszerû értékeinek megállapítá-
sára az EOMA I. rendû szintezési vonalainak
mintegy 750 alappontjára vonatkozó geopoten-
ciális értéket használtuk fel [5, 15]. A (4) és az (5)
képlet alkalmazásához a megfelelõ normál nehéz-
ségi gyorsulás értéket a GRS80 jelû normálképlet
alkalmazásával számítottuk [16]:

γ = 9,780327 (1+0,0053024 sin2 ϕ – 0,0000058
sin2 2ϕ) m/s2, (12)

ahol ϕ a kérdéses szintezési alappont ellipszoidi
földrajzi szélessége. A (12) a GRS80 jelû szintel-
lipszoid felszínén írja le a normál nehézségi tér-
erõsség eloszlását.

Az 5. ábra a normálmagasság és a ϕ = 45° föld-
rajzi szélességre vonatkozó γ45° normál nehézségi
térerõsség alapján számított dinamikai magasság el-
téréseit mutatja izovonalas ábrázolásban. Jól látható
az ábrán, hogy az eltérések -1 cm és -9 cm között vál-
toznak.

4. Összefoglalás

Tanulmányunkban áttekintettük a geodéziai gya-
korlatban alkalmazott magassági rendszereket, és
meghatároztuk a nehézségi erõtérrel összefüggõ
magassági mérõszámok eltérésének értékeit Ma-
gyarországon. A normálmagasság és az ortométeres
magasság közötti eltérések értékét (3. ábra) több
mint 13 000 pontban (2,7 km x 3 km rácsháló sarok-
pontjaiban) a (11) közelítõ képlet alapján, a normál-
magasság és a dinamikai magasság eltéréseit (5. áb-
ra) pedig az EOMA I. rendû szintezési vonalainak
mintegy 750 alappontjában az ismert geopotenciális
értékek alapján határoztuk meg.

Mivel a geometriai szintezés és a gravimetriai
mérések alapján származtatott geopotenciális ér-
tékek, valamint a GPS-mérésekbõl nyerhetõ ma-
gassági értékek vonatkozásában hasonló mértékû

9

3. ábra Normál- és ortométeres magasságok eltérései (izovonalköz 2 mm).

4. ábra Az EOMA I. rendû szintezési vonalai
(vastag folytonos vonal). Az ábra tartalmazza 
a geoid felületdarabját is (izovonalköz 0,2 m).



pontosság érhetõ el, ezért a két egymástól eltérõ
mérési technika adatainak egyesítése és kölcsönös
ellenõrzése eredményesen alkalmazható nagy mé-
retû magassági ellenõrzõ hálózat létrehozása,
szélsõ pontosságú mérnökgeodéziai feladatok
megoldása, továbbá a geoid (illetve a kvázigeoid)
meghatározása céljából.
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Height systems and their relations
in Hungary 

Dr. J. Ádám – T. Tokos – Dr. Gy. Tóth
Summary

The role of GPS technique for the determination
of heights and height differences will increase in
Hungary in the near future, too. The conversion of
ellipsoidal heights (or height differences) from
GPS into useful geodetic heights (or height differ-
ences) is a question of primary importance. Three
types of heights are shortly reviewed. The differ-
ence between normal heights and orthometric
heights in Hungary (Fig. 3) was estimated by an
approximate formula given in [8] using a data set
of interpolated 1,5'x 2,5' gridded Bouguer anom-
alies and elevations. The difference between nor-
mal and dynamic heights (Fig. 5) was computed at
about 750 banch marks of the first order leveling
lines (EOMA) of Hungary.
The results obtained are discussed from the point
of view of the precision GPS heighting.
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5. ábra Normál- és dinamikai magasságok
eltérései (izovonalköz 10 mm).


