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第一章 矢量分析

主 要 内 容

梯度、散度、旋度、亥姆霍兹定理

1-4.   标量场的方向导数与梯度

1-5.   矢量场的通量与散度

1-6.   矢量场的环量与旋度

1-7. 无散场和无旋场

1-8. 格林定理

1-9.   矢量场的惟一性定理

1-10. 亥姆赫兹定理

1-11. 正交曲面坐标系
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1-4. 标量场的方向导数和梯度
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y

x

标量场：场量是标量 矢量场：场量是矢量

标量场（）和矢量场（A）

y

x

标量场与矢量场的本质区别？

标量场中每一点的场量只有大小，没有方向；

矢量场中每一点的场量既有大小，又有方向。
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温度场

密度场pm2.5

最常见的标量场有密度场，温

度场，电势场，浓度场等等
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最常见的矢量场有电磁场、引

力场、风场、水流场等等
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1-4. 标量场的方向导数与梯度

标量场在某点的方向导

数表示标量场自该点沿某一

方向上的变化率。

Δ 0

( ) ( )
lim

Δl
P

P P

l l

  


 




标量场 在 P 点沿 l 方向上的方向导数 定义为
Pl



P

l

lΔ P 
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标量场的方向导数是标量，梯度是矢量。

标量场某点梯度的大小等于该点的最大方向导数，某点

梯度的方向为该点具有最大方向导数的方向。

标量场Φ在某点的梯度记为gradΦ，grad 是英文字 gradient  

的缩写。

max

d
grad

dl

    
 

el 取不同方向时，方向导数不同，当el与梯度的方向一致时，方向导数最大。

方向导数方向导数
dl

d
grad l


 e

梯度的方向
grad

标量场的变化方向

le

1-4. 标量场的方向导数与梯度
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1-4. 梯度和方向导数的形象理解

梯度的方向与等值面
（线）垂直，且指向
标量场增大的方向
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zyx
grad zy 











 eeex

在直角坐标系中，标量场  的梯度可表示为

zyx zyx 










 eee

若引入算符，在直角坐标系中该算符 可表示为

grad则梯度可以表示为

1-4. 标量场的方向导数与梯度

星际穿越 美丽心灵
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P(x, y, z)r'
r – r'

P'(x ', y ', z ')例 计算 及 。







R

1








R

1

这里 ， 表示对 x, y, z 

运算， 表示对 运算zyx  ,,





0R   r r

1-4. 标量场的方向导数与梯度

zyx zyx eeer 

zyx zyx eeer 

解：

zyx zzyyxx eeeR )()()( 

2 2 2| | ( ) ( ) ( )R x x y y z z        R
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zyx zyx 










 eee

zyx zyx 
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P'(x ', y ', z ')

1 1 1 1
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' ' '
e e ex y zR x y R z Rx x y y z z
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（ ）
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1-4. 标量场的方向导数与梯度
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zyx zyx 
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1-4. 标量场的方向导数与梯度
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13

关于算符关于算符（矢量微分算符）的说明：矢量微分算符）的说明：

仅对直角坐标系而言是仅对直角坐标系而言是算符算符，对圆柱坐标系和球坐标系而言只是，对圆柱坐标系和球坐标系而言只是记号记号。。

直角坐标系：直角坐标系：

zyx zy 










 eeex

圆柱坐标系：圆柱坐标系：

奇异点：奇异点：r = 0
zrr zr 










 eee


1

球坐标系：球坐标系：

奇异点：奇异点： 0

sin 0

r





  











sin
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rrrr eee

1-4. 标量场的方向导数与梯度
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方向导数是一个标量，梯度是一个矢量。

两者满足关系：

  ll

 
  


e

问题：常标量场的梯度是多少？

1-4. 标量场的方向导数与梯度
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1-4. 梯度和方向导数的形象理解

梯度的方向与等值面
（线）垂直，且指向
标量场增大的方向
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1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理
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矢量 A 沿某一有向曲面 S 的面积分称为矢量 A 通过

该有向曲面 S 的通量，以标量  表示，即

 
S 

d  SA

通量可为正、负、或零。

当矢量穿出某个闭合面时，认为该闭

合面中存在产生该矢量场的源；当矢量进

入这个闭合面时，认为该闭合面中存在汇

聚该矢量场的洞（或汇）。

源源

A en

dS = endS

1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理
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闭合的有向曲面的方向通常规定为闭合面的外法线

方向。

当闭合面中有源时，矢量通过该闭合面的通量一定

为正；反之，当闭合面中有洞时，矢量通过该闭合面的

通量一定为负。

前述的源称为正源，而洞称为负源。

S  
S 

d  SA

问题：当闭合曲面之中既有正源，又有负源，通

过该闭合曲面的通量为正还是为负？

1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理
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已知真空中的电场强度 E 通过任一闭合曲面的

通量等于该闭合面包围的自由电荷的电量 q 与真空

介电常数  0 之比，即，

当闭合面中存在正电荷时，通量为正。当闭合

面中存在负电荷时，通量为负。在电荷不存在的无

源区中，穿过任一闭合面的通量为零。

 
S

q
  

0

d


SE ㊉㊀

1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理
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通量仅能表示闭合面中源的总量，它不能显示源

的分布特性。为此需要研究矢量场的散度。

当闭合面 S 向某点无限收缩时，矢量 A 通过该闭

合面 S 的通量与该闭合面包围的体积之比的极限称为

矢量场 A 在该点的散度，以 div A 表示，即

V
S

V Δ

d  
limdiv   

0Δ

 




SA
A

式中div 是英文字divergence 的缩写， V 为闭合

面 S 包围的体积。

1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理
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V
S

V Δ

d  
limdiv   

0Δ

 




SA
A

上式表明，散度是一个标量，它可理解为通过包

围单位体积闭合面的通量。

直角坐标系中散度可表示为

z

A

y

A

x

A zyx













Adiv

因此,散度可用算符  表示为

AA div

1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理
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散度定理

或者写为

从数学角度可以认为散度定理建立了面积分和体积分的

关系。从物理角度可以理解为散度定理建立了区域 V 中的场

和包围区域 V 的边界 S 上的场之间的关系。

因此，如果已知区域 V  中的场， 根据散度定理即可求

出边界 S 上的场。

散度定理建立了场与源之间的关系。

 
SV

V SAA dddiv

 
SV

V SAA dd

1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理
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1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理
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形象理解矢量场的通量、散度和散度定理

1. 假设水管中水分布均匀，水管
中和出水口后通过同样圆面积
S的通量那个大（S小于管截
面积）？

（A）水管中通量大
（B）出水后通量大
（C）一样大

2.  水管中水流场的某点散度与
出水后水流场某点的散度？

（A）水管中的散度大
（B）喷出后的散度大
（C）相等

（A）

（C）
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例 求空间任一点位置矢量 r 的散度 。

( ) ( 3)=x y z x y z

z x y z
x y z

x y z x y z

     
          

     
r e e e e e e

求得

zyx zyx eeer 已知解：

r

O

x

z

y
x

z

y

1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理
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　1

0

1

　1

0

1

　1

0

1

zyx zyx eeer 图示

问题：常矢量场的散度是多少？

1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理
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1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理

z

x

yr 
O

P(x, y, z)r'
r – r'

P'(x ', y ', z ')

例 计算 ，其中2 1

R
   
 

R  r r

zyx zzyyxx eeeR )()()( 

222 )()()( zzyyxxR 

解：当 时0R 

3

1

RR

R









2
3 3 3 3

1 1 ' ' '
= = =

x x y y z z

R R R x R y R x R

                                                

R
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1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理

     2 2 2

2
3 5 3 3

3 ' ' '1 3 3 3
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x x y y z z

R R R R R

           
 

 2
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1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理

当 时，被积函数出现奇点，上述计算结果无效。0=R

在数学上，遇到这种奇点的问题我们通常的处理方法

是以这个奇点为球心作一个无限小的圆球，再利用相关的

定理如散度定理将对球体积的积分变成对球表面的积分。

2 1 1
=

V V
dV dV

R R
        
    

3S
= dS

R

  
  nR e

 
SV

V SAA dd

1
S

= d
R

   
  S

3S
= d

R
   
  R

S

2

1
S

= dS
R

  
  2

1
4

S
= dS

R
  

3

1

RR

R
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1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理

当 时，0=R

21 1
1

4
=

-V
dV

R
       



当 时，0R 

21 1
0

4
=

-V
dV

R
       



 21 1

4
=

-
R

R



       

 2 1
4=- R

R
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zyx zyx 











 eee标量场的梯度

V
S

V Δ

d  
limdiv   

0Δ

 




SA
A

z

A

y

A

x

A zyx













 A

矢量场的散度

矢量场的旋度

zyx zyx 










 eee算子

1-5. 矢量场的通量、散度和散度定理

 
SV

V SAA dd
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1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理
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矢量场 A 沿一条闭合有向曲线 l 的线积分称为

矢量场 A 沿该曲线的环量，以  表示，即

若在闭合有向曲线 l 上，矢量场 A 的方向处处

与线元 dl 的方向保持一致，则环量  > 0；若处处

相反，则  < 0 。可见，环量可以用来描述矢量场

的旋涡特性。

d
l

   A l
l

1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理
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已知真空中磁通密度 B 沿任一闭合有向曲线 l 的环量等

于该闭合曲线包围的传导电流强度 I 与真空磁导率  0 的乘

积。即

式中电流 I 的正方向与 dl  的方向构成右旋关系。

0d
l

I  B l

环量可以表示产生具有旋涡特性的源的强度，但是环量

代表的是闭合曲线包围的总的源强度，它不能显示源的分布

特性。为此，需要研究矢量场的旋度。

⊙

I1


I2

1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理
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旋度是一个矢量。以符号 curl A 表示矢量 A 的旋
度，其方向是使矢量 A 具有最大环量强度的方向，
其大小等于对该矢量方向的最大环量强度

 max
n

Δ 0

 d
curl lim

Δ
l

S S




 A l
A e



式中 curl 是旋度的英文字，en 为最大环量强度的

方向上的单位矢量，S 为闭合曲线 l 包围的面积。

矢量场的旋度大小可以认为是包围单位面积的闭

合曲线上的最大环量。

en1
en2

en

1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理

与其所包围
面积的比值，即

36

直角坐标系中，旋度可用矩阵表示为

curl

x y z

x y z

x y z

A A A

  

  

e e e

A
或者 curl  A A

无论梯度、散度或旋度都是微分运算，它们表示

场在某点附近的变化特性。因此，梯度、散度及旋度

描述的是场的点特性或称为微分特性。

函数的连续性是可微的必要条件。因此在场量发

生不连续处，也就不存在前述的梯度、散度或旋度。

1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理
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旋度定理（斯托克斯定理）

从数学角度可以认为旋度定理建立了面积分和线积分的

关系。从物理角度可以理解为旋度定理建立了区域 S中的场

和包围区域 S 的边界 l 上的场之间的关系。因此，如果已知

区域 S 中的场，根据旋度定理即可求出边界 l 上的场。

  
( ) d d

S l
    A S A l

矢量的旋度在任意矢量的旋度在任意曲面曲面上的面上的面

积分等于该矢量沿积分等于该矢量沿包围包围该曲面的该曲面的闭闭

合曲线合曲线的总环量。的总环量。

面积分面积分 线积分线积分

曲面曲面
SS

闭合曲线闭合曲线CC

ld

Sdd neS 

1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理

38

旋度旋度可理解为在其方向上矢量场沿包围单位面积闭合曲线的可理解为在其方向上矢量场沿包围单位面积闭合曲线的环量环量最大。最大。

A
A

| 0 A | 0A 

1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理



39

生活中常见的涡旋现象

40

1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理

例例11--66--11：证明：证明 其中其中CC为常矢量，为常矢量，rr为位置矢量。为位置矢量。( ) 2= C r C

= x x y y z zC C C C e e e

= x y zx y z r e e e

x y z

x y zC C C

x y z

 
e e e

C r

( )=

x y z

y z z x x y

x y z

zC yC xC zC yC xC

  
 

  
  

e e e

C r

     y z x z x y x y zzC yC xC zC yC xC     e e e
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1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理

( )=

x y z

y z z x x y

x y z

zC yC xC zC yC xC

  
 

  
  

e e e

C r

xe 分量分量     2x y z x xyC xC xC zC C
y z

 
   

 

ye 分量分量

ze 分量分量

    2y z x y yzC yC yC xC C
z x

 
   

 

    2z x y z zxC zC zC yC C
x y

 
   

 

( ) 2= C r C
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1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理

例例11--66--22：试证任何矢量场：试证任何矢量场 AA 均满足下列等式均满足下列等式

  
( )d d

V s
V    A A S S

V

A ne

式中，式中，SS 为包围体积为包围体积 VV 的闭合表的闭合表

面。此式又称为面。此式又称为矢量旋度定理矢量旋度定理，或矢量，或矢量

斯托克斯定理。斯托克斯定理。

ACACCAAC  )(

证明：设 C 为任一常矢量，则 ( ) ( ) ( )       A B B A A B

P343
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1-6. 矢量场的环量、旋度和旋度定理

( )C    A C A

( ) C
S

d   A S

( )C
S

d   A S

( )C
V S

dV d      C A A S

( ) ( ) ( )       A B C C A B B C A

P343

( )C
V V

dV dV      A C A

对任意体积V 进行积分，可以得到

对等式左端采用散度定理

( ) ( )C C
V S

dV d     A A S

对等式左端采用散度定理

( ) ( )C C
V S

dV d     A A S

44

1-7. 无散场和无旋场
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散度处处为零的矢量场称为无散场。

恒等式： 0)(  A

1-7. 无散场和无旋场

旋度处处为零的矢量场称为无旋场。

在矢量场取任意体积V，对等式右边利用散度定理

1 2
1 2( ) ( ) ( )=

S S S
d d d         A S A S A S

对等式右边两项分别利用旋度定理

1
1( ) =

S l
d d   A S A l

2
2( ) =-

S l
d d   A S A l

( ) ( )
V S

d     A A S

S

S1

S2

e1n

e2n

l
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上式表明，任一矢量场 A 的旋度的散度一定等于

零 。因此，任一无散场可以表示为另一矢量场的旋度，

或者说，任何旋度场一定是无散场。

以后将会看到，以后将会看到，恒定磁场恒定磁场为无散场为无散场::

磁通密度磁通密度 矢量位矢量位

ABB  ,0

1-7. 无散场和无旋场

1 2
1 2( ) ( ) ( ) 0= =

S S S
d d d         A S A S A S

( ) ( ) 0=
V S

d     A A S

对任意体积都成立 ( ) 0=  A
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上式表明，任一标量场的梯度的旋度一定等于

零。因此，任一无旋场一定可以表示为一个标量场的

梯度，或者说，任何梯度场一定是无旋场。

0 )(又可证明

静电场为无旋场：静电场为无旋场：

电场强度电场强度 标量位标量位

 EE ,0

1-7. 无散场和无旋场
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Laplacian

标量场Φ的梯度的散度
2( )    

直角坐标系
2 2 2

2
2 2 2x y z

     
    

  

球坐标系
2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1
( ) (sin )

sin sin
r

r r r r r


    
     

    
    

奇异点： 0

sin 0

r






圆柱坐标系
2 2

2
2 2 2

1 1
( )

z


    
     

    
   

奇异点： 0 

标量Φ的拉普拉斯算符

1-7. 无散场和无旋场
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法国数学家、天文学家，法国
科学院院士。是天体力学的主
要奠基人、天体演化学的创立
者之一，他还是分析概率论的
创始人。

1784～1785年，他求得天体对
其外任一质点的引力分量可以
用一个势函数来表示，这个势
函数满足一个偏微分方程，即
著名的拉普拉斯方程

1-7. 无散场和无旋场
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矢量微分算符二阶运算的5种类型

无散场

无旋场

拉普拉斯算符

可以证明

仅在直角坐标系定义有运算规则，对于圆柱坐标
系和球坐标系，需要采用下式计算

恒等式

该式在研究波动方程时会经常用到

这两种运算通常一起用于矢量恒等式

0)(  A

( )   0

 2)(

?)(  A

?)(  A

AAA 2)()( 

)()(2 AAA 

A2
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1-8. 格林定理

52

格林定理建立了区域 V 中

的场与边界 S 上的场之间的

关系。

格林定理说明了两种标量场

或矢量场之间应该满足的关

系。

1-8. 格林定理
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使用格林定理的前提条件：

两个标量场 及或者矢量场PP和QQ在

区域 V 中具有连续的二阶偏导数。

S

V

, ne

标量第一格林定理

标量第二格林定理

矢量第一格林定理

矢量第二格林定理

 
SV

V
    

2 d)(d)( S

 2 2

    
( )d  d

V S
V                S

  
SV

V
    

d d])()[( SPQPQPQ

   
S

ddV SPQQPQPPQ
V

)]()([)]([)([

1-8. 格林定理
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格林定理

已知边界值 求场分布

S

V

PP, , QQ ne

是否唯一？

矢量场的惟
一性定理

1-8. 格林定理

散度和旋度定理
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1-9. 矢量场的唯一性定理

56

位于某一区域中的矢量场，当其散度、旋度以及边

界上场量的切向分量或法向分量给定后，则该区域中的

矢量场被惟一地确定，这就是矢量场的唯一性定理。

已知散度和旋度代表产生矢量场的源，可见惟一性

定理表明，矢量场被其源及边界条件共同决定的。

V

S
F(r)

nt or        

and       

& 

FF

FF 

1-9. 矢量场的唯一性定理
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惟一性定理 证明（反证法）

假设有两个矢量场满足惟一性定理给定

的条件，只要证明这两个矢量场相等即可。

设满足惟一性定理给定条件的两个矢量场为F1，F2

令 1 2  F F F 需证明  F 0

由于F1和F2具有相同的散度和旋度，因此，

1 2( ) 0       F F F

1 2( )    F F F 0

1-9. 矢量场的唯一性定理
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由差场δF的散度为零(无散场)可得
2 0  

标量场Ф满足拉普拉斯方程。

根据第一标量格林定理，并令Ψ = Φ ，可得

2( )d d
V S

V S
n


     

 

2( ) ( )
    

d d
V S

V         S

nn
e




)(

2
d d

V S
V S

n


  

 

可见，差场δF 是一个无散、无旋场，
可表示为另一个标量场Ф的梯度

  F

1 2( ) 0       F F F

1 2( )    F F F 0

1-9. 矢量场的唯一性定理
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( ) ( ) 0n n n
 

     


F e e

可得

由于上式中被积函数恒大于0，只能有

  F 0

2
0

V

dV 

由于F1和F2在边界上具有相同的法向分量，因此，

1 2( ) ( ) 0n n n nF F     F e F

2
d ( )d

V S
V S

n


  

 

（1）给定边界上矢量场的法向分量

1-9. 矢量场的唯一性定理
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（2）给定边界上矢量场的切向分量

( ) ( ) 0t t t
 

     


F e e

沿边界S上的切线方向没有变化，也就是说，在S上Φ 为常量。

根据散度定理，上式可变为

可得 因此   F 0
2
d 0

V
V 

2 0  

1 2( ) 0t t tF F    F e

2
d ( )d

V S
V S

n


  

 

右端 ( )d d ( ) d
S S S

S S
n n

 
      

      S

d
V S

V    
Ad A S

2( ) d ( )d d
S V V

V V              S

1-9. 矢量场的唯一性定理
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0 
 

A

A 0

根据矢量场的散度和旋度，可把矢量场分为如下四种类型根据矢量场的散度和旋度，可把矢量场分为如下四种类型

无散、无旋场无散、无旋场 有散、无旋场有散、无旋场 无散、有旋场无散、有旋场 有散、有旋场有散、有旋场

0 
 

A

A 0

0 
 

A

A 0

0 
 

A

A 0

1-9. 矢量场的唯一性定理
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（（11）无散、无旋场）无散、无旋场

该矢量场既无标量源，又无矢量源，仅该矢量场既无标量源，又无矢量源，仅

存在于局部的无源区域。存在于局部的无源区域。

例：无电荷区域的静电场例：无电荷区域的静电场

（（22）无散、有旋场）无散、有旋场
该矢量场只有矢量源。该矢量场只有矢量源。

例：恒定电流产生的磁场例：恒定电流产生的磁场

（（33）有散、无旋场）有散、无旋场
该矢量场只有标量源。该矢量场只有标量源。

例：电荷区域的静电场例：电荷区域的静电场

（（44）有散、有旋场）有散、有旋场

该矢量场同时具有标量源和矢量源，属该矢量场同时具有标量源和矢量源，属

于最一般的矢量场。于最一般的矢量场。

例：存在时变磁场的导电介质中电场。例：存在时变磁场的导电介质中电场。

0A

A = 0

 


0A

A = J

 


A

A = 0

 


A

A = J

 


1-9. 矢量场的唯一性定理
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若矢量场若矢量场 FF((rr)  )  在无限区域中在无限区域中处处处处是是

单值单值的，的， 且其导数且其导数连续有界连续有界，源分布在，源分布在有有

限区域限区域V V  中，则当矢量场的中，则当矢量场的散度及旋度散度及旋度

给定后，该矢量场给定后，该矢量场 FF((rr) ) 可以表示为可以表示为

)()()( rArrF  

V
V





  
d

)(

π4

1
)(

rr

rF
rA

 






V

Vd
)(

π4

1
)(

rr

rF
r式中式中

V '

z

x

y

r 

O

r'

r –
r'

F(r)

已知梯度场为无旋场，旋度场为无散场，因此，根据亥姆霍兹已知梯度场为无旋场，旋度场为无散场，因此，根据亥姆霍兹

定理，定理，任一矢量场任一矢量场均可表示为均可表示为一个无旋场一个无旋场与与一个无散场一个无散场之和。之和。

散度源散度源

旋度源旋度源

( ) ( )F r r 

( ) ( )F r J r 

1-10. 亥姆赫兹定理
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1-10. 亥姆赫兹定理

德国最大的科研机构
亥姆赫兹研究中心就是以
他的名字来命名的。
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1-11   正交曲面坐标系

直角坐标系(x, y , z)

z

x

y

z = z0

x = x0

y = y0P0

ze

xe
ye

O
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球坐标系(r, ,  )

re

e

e

r   

0   

0 2  
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圆柱坐标系(r,  , z)

0 r  

0 2  

z   
(r,  , z)

r


re

ze

e
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zz

ry

rx




sin

cos



















zz
x

y

yxr

arctan

22



坐标变量的转换

















cos

sinsin

cossin

rz

ry

rx





















x

y
z

yx

zyxr

arctan

arctan
22

222
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微分单元的表示

球坐标系   d sin d dd rrrr eeel 

  d dd d sin d d sind 2 rrrrrr eeeS 

 d d d sind 2 rrV 

圆柱坐标系 zrr zr dd dd eeel  

  d d d dd d d rrzrzr zr eeeS 

zrrV d d d d 

直角坐标系 zyx zyx dddd eeel 

yxzxzy zyx ddddd dd eeeS 

zyxV d d dd 
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第一章 矢量分析 小结

主 要 内 容

梯度、散度、旋度、亥姆霍兹定理

1-4.   标量场的方向导数与梯度

1-5.   矢量场的通量与散度

1-6.   矢量场的环量与旋度

1-7. 无散场和无旋场

1-8. 格林定理

1-9.   矢量场的惟一性定理

1-10. 亥姆赫兹定理

1-11. 正交曲面坐标系
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第一章 矢量分析 作业

11--11，，11--55，，11--1010，，11--2020，，11--2121
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2018年考题

B A 



