
Numerické metody
Josef Daněk
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Kapitola 7. Aproximace funkćı - I

Motivace

Při numerickém řešeńı úloh matematické analýzy často nahrazujeme danou funkci f , vystupuj́ıćı v řešené
matematické úloze, jinou funkćı ', která v nějakém vhodném smyslu napodobuje funkci f a snadno se p̌ritom
matematicky zpracovává či modeluje na poč́ıtači. Tuto funkci ' nazýváme aproximaćı funkce f .

Poznámka: Aproximaci funkce jsme již použ́ıvali u řešeńı nelineárńı rovnice. Nap̌ŕıklad u Newtonovy
metody jsme danou funkci f z řešené rovnice f(x) = 0 aproximovali lineárńı funkćı (tečnou ke grafu funkce
f); podobně tak tomu bylo u metody sečen.

Poznámka: Již pouhý výpočet funkčńıch hodnot některých základńıch funkćı (sinx, ex, lnx, : : : ) v
poč́ıtači či na kalkulačce se provád́ı užit́ım aproximace těchto funkćı. Tyto aproximace jsou ovšem zabudovány
do výpočetńıho systému a uživatel si často ani neuvědomuje, že ṕı̌se-li v programu nap̌r. y=sin(x), nahrazuje
výpočet hodnoty funkce sinx výpočtem hodnoty jistého polynomu.

Př́ıklady užit́ı:
� numerické metody pro výpočet určitého integrálu
� zpracováńı výsledk̊u mě̌reńı

Formulace (základńı aproximačńı úloha)

Je dána funkce f = f(x); x 2 ha; bi. Zvoĺıme (n+1) lineárně nezávislých funkćı '0; '1; : : : 'n a hledáme
funkci ' definovanou na ha; bi, kterou lze vyjáďrit ve tvaru lineárńı kombinace

'(x) = c0'0(x) + c1'1(x) + :::+ cn'n(x)

a která je v nějakém smyslu bĺızká funkci f .

• Tento typ aproximace se nazývá lineárńı aproximace

• Pokud za funkce 'i(x) voĺıme polynomy, mluv́ıme o polynomiálńı aproximaci

• Př́ıkladem nelineárńı aproximace je funkce '(x):

'(x) =
a0 + a1x+ :::+ amx

m

1 + b1x+ :::+ bnxn

V tomto p̌ŕıpadě mluv́ıme o racionálńı aproximaci



Numerické metody
Josef Daněk
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Př́ıstupy k aproximaci

Aproximace na okoĺı bodu - Použijeme, chceme-li aproximovat chováńı funkce v malém okoĺı bodu.
Př́ıkladem může být nap̌r. vyč́ısleńı hodnoty sin �

4
na kalkulačce.

Interpolace - Použijeme, chceme-li tabulkou danými body proložit polynom, tj. požadujeme-li, aby aproxi-
mace p̌resně procházela zadanými body.

L2-aproximace - Použijeme, hledáme-li funkčńı závislost mezi tabulkou danými body (źıskaných nap̌ŕıklad
mě̌reńım), kde nutně nevyžadujeme, aby aproximace danými body procházela. Důvodem můžou být
nap̌r. chyby, se kterými jsme hodnoty namě̌rili.

Věta (Weierstrassova)
Necht’ funkce f(x) je spojitá na ha; bi. Potom ke každému " > 0 existuje p̌rirozené č́ıslo n a polynom

pn(x) stupně nejvýše n tak, že

max
x 2 ha; bi

jf(x)� pn(x)j < "

Polynom pn(x) se nazývá nejlepš́ı aproximaćı spojité funkce f na ha; bi.

Aproximace na okoĺı bodu
– mluv́ıme o aproximaci Taylorovým polynomem
Předpokládáme, že daná funkce f má v daném bodě x0 a jeho okoĺı spojité derivace až do řádu n.
Podḿınky pro funkci, která co nejlépe napodobuje chováńı funkce f matematicky zaṕı̌seme takto:

'(j)(x0) = f (j)(x0); j = 0; 1; : : : ; n

(Hodnoty derivaćı funkćı f , ' v bodě x0 jsou stejné až do řádu n.)

Tuto podḿınku samožrejmě splňuje Taylor̊uv polynom

Tn(x) = f(x0) +
f 0(x0)

1!
(x� x0) +

f 00(x0)

2!
(x� x0)

2 + � � �+
f (n)(x0)

n!
(x� x0)

n

Pro chybu aproximace Taylorovým polynomem plat́ı

e(x) = f(x)� Tn(x) = f (n+1)(�)
(x� x0)

n+1

(n+ 1)!
; � 2 U(x0)

uḿıme-li odhadnout (n+1)-ńı derivaci funkce f na daném okoĺı bodu x0, můžeme provést následuj́ıćı odhad
chyby aproximace:

Plat́ı-li jf (n+1)(x)j �M 8x 2 U(x0), potom je(x)j �
M

(n+ 1)!
jx� x0j

n+1.
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Př́ıklad Stanovte odhad chyby aproximace Taylorovým polynomem 10. stupně funkce f(x) = ex v bodě
x0 = 0 na intervalu h�1; 1i.

f (j)(x) = ex; j = 0; 1; : : : ; f (j)(0) = 1; j = 0; 1; : : :

Tn(x) = 1 + x+
x2

2
+ :::+

x10

10!

e(x) = ex � T 10(x) =
e�

11!
x11 ) je(x)j �

e

11!
� 7:10�8

Př́ıklad Určete stupeň Taylorova polynomu funkce f(x) = sinx v bodě x0 = 0 tak, aby jeho chyba
na intervalu h��; �i byla nejvýše 10�5, resp. (10�12).

Pro chybu plat́ı

e(x) = f(x)� Tn(x) =
(x� x0)

n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(�) .

Zaj́ımá nás chyba na intervalu délky 2� ) odhad pro f (n+1)(x) je
��� f (n+1)(x)| {z }

(�)

��� � 1 8x 2

h��; �i
(�) bud’ � sinx nebo � cosx - tento odhad je vždy nejmenš́ı

možný
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����� xn+1

(n+ 1)!

����� � 10�5 8x 2 h��; �i

�n+1

(n+ 1)!
� 10�5 (resp. 10�12)

n
�n+1

(n+ 1)!

0 3.141592653589793
1 4.934802200544679
2 5.167712780049969
3 4.058712126416768
4 2.550164039877345
5 1.335262768854589
6 0.599264529320792
7 0.235330630358893
8 0.082145886611128
9 0.025806891390014

10 0.007370430945714
11 0.001929574309404
12 0.000466302805768
13 0.000104638104925
14 0.000021915353448
15 0.000004303069587 < 10�5

16 0.000000795205400
17 0.000000138789525
18 0.000000022948429
19 0.000000003604731
20 0.000000000539266
21 0.000000000077007
22 0.000000000010518
23 0.000000000001377
24 0.000000000000173 < 10�12

Jak vypadá Taylor̊uv polynom Tn(x)?

f(x) = sinx f(0) = 0

f 0(x) = cosx f 0(0) = 1

f 00(x) = � sinx f 00(0) = 0

f 000(x) = � cosx f 000(0) = �1

f (4)(x) = sinx f (4)(0) = 0
... ...

Tn(x) = f(x0)| {z }
!0

+ f 0(x0)| {z }
!1

(x� x0|{z}
!0

) +
1

2!
f 00(x0)| {z }
!0

(x� x0|{z}
!0

)2 + : : : +
1

n!
f (n)(x0)(x� x0|{z}

!0

)n
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T15(x) = x�
x3

3!
+
x5

5!
�
x7

7!
+
x9

9!
�
x11

11!
+
x13

13!
�
x15

15!

Má-li kalkulačka vypoč́ıtat nap̌r. sin 0;4 a má povolenou chybu 10�5, urč́ı sin 0;4
:
= T15(0;4) .

Pro dodržeńı chyby 10�12 stač́ı určit sin 0;4
:
= T24(0;4) , tj. p̌rič́ıst daľśı 4 členy.

Poznámka:
Stejný postup lze už́ıt i pro výpočet v bodech mimo interval h��; �i. Stač́ı využ́ıt periodičnosti funkce

sinx.

Aproximace interpolačńım polynomem

Aproximujeme funkci, která je dána svými hodnotami v n + 1 bodech xi, i = 0; 1; : : : ; n (body xi
nazýváme uzly interpolace), a požadujeme, aby aproximace (interpolačńım polynomem) procházela zadanými
body.

Aproximace nám potom poslouž́ı k źıskáńı p̌ribližné hodnoty zadané funkce v libovolném bodě intervalu
hx0; xni.

Interpolačńı podḿınky

Pn(xi) = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n

Chyba e(x) = f(x)� Pn(x) pak nabývá nulových hodnot v uzlech interpolace.
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Věta Interpolačńı úloha má jediné řešeńı, pokud jsou uzly x0, x1; : : : ; xn navzájem r̊uzné.

Důkaz: Interpolačńı polynom uvažujeme ve tvaru

Pn(x) =
nX
k=0

akx
k .

Dosazeńım do interpolačńıch podḿınek źıskáme soustavu (n+1) lineárńıch rovnic pro koeficienty a0; a1; : : : ; an.

nX
k=0

akx
k
i = f(xi) i = 0; 1; : : : ; n

Matice soustavy (Vandermondova matice):

V =

2
666664
1 x0 x20 : : : xn0
1 x1 x21 : : : xn1
... ... ... ...
1 xn x2n : : : xnn

3
777775

Soustava má právě jedno řešeńı, pokud detV 6= 0 .

Matici soustavy p̌revedeme na trojúhelńıkový tvar

• p̌ričteńım násobku řádku k jinému řádku se determinant nezměńı

• vynásob́ıme-li řádek č́ıslem �, pak je determinant � násobkem původńıho

Od 2. až (n+ 1)-ńıho řádku odečteme 1. řádek.

V �

2
666666666664

1 x0 x20 x30 : : : xn0

0 x1 � x0 x21 � x20 x31 � x30 : : : xn1 � xn0

0 x2 � x0 x22 � x20 x32 � x30 : : : xn2 � xn0

... ... ... ... ...

0 xn � x0 x2n � x20 x3n � x30 : : : xnn � xn0

3
777777777775

Vynormujeme – (j + 1)-ńı řádek vyděĺıme (xj � x0), j = 1; 2; : : : ; n.
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V �

2
666666666666666666664

1 x0 x20 x30 : : : xn0

0 1
x21 � x20
x1 � x0

x31 � x30
x1 � x0

: : :
xn1 � xn0
x1 � x0

0 1
x22 � x20
x2 � x0

x32 � x30
x2 � x0

: : :
xn2 � xn0
x2 � x0

... ... ... ... ...

0 1
x2n � x20
xn � x0

x3n � x30
xn � x0

: : :
xnn � xn0
xn � x0

3
777777777777777777775

od 3. až (n+ 1)-ńıho řádku odečteme 2. řádek

V �

2
6666666666666664

1 x0 x20 x30 : : : xn0

0 1 x1 + x0 x21 + x1x0 + x20 : : : : : :

0 0 x2 � x1 (�) : : : : : :

0 0 x3 � x1 (��) : : : : : :

... ... ...

0 0 xn � x1 : : : : : : : : :

3
7777777777777775

(�) =
x32 � x30
x2 � x0

�
x31 � x30
x1 � x0

= (x22+x2x0+x
2
0)�(x21+x1x0+x

2
0) = x22�x

2
1+x0(x2�x1) = (x2�x1)(x2+x1+x0)

(��) =
x33 � x30
x3 � x0

�
x31 � x30
x1 � x0

= (x23+x3x0+x
2
0)�(x21+x1x0+x

2
0) = x23�x

2
1+x0(x3�x1) = (x3�x1)(x3+x1+x0)

Vynormujeme – (j + 1)-ńı řádek vyděĺıme (xj � x1), j = 2; 3; : : : ; n.

V �

2
666666666666664

1 x0 x20 x30 : : : xn0

0 1 x1 + x0 x21 + x1x0 + x20 : : : : : :

0 0 1 x2 + x1 + x0 : : : : : :

0 0 1 x3 + x1 + x0 : : : : : :
... ... ...

0 0 1 xn + x1 + x0 : : : : : :

3
777777777777775

Źıskáme trojúhelńıkovou matici s jedničkami na diagonále, tj. výsledná matice má determinant roven 1.

Při úpravách jsme dělili (xj � xi), j > i

) detV =
nY
j>i

(xj � xi)

detV 6= 0 , xi 6= xj 8i 6= j

�
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Lagrange̊uv interpolačńı polynom

Označme si hledaný polynom n-tého stupně Ln(x).
V́ıme, že muśı být splněny interpolačńı podḿınky

Ln(xi) = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n:

Lagrange̊uv interpolačńı polynom hledáme ve tvaru

Ln(x) =
nX
i=0

f(xi) � li(x) ,

kde li(x) jsou polynomy n-tého stupně takové, že plat́ı

li(xj) = �ij =

(
1; i = j

0; i 6= j

(snadno se p̌resvědč́ıte, že dosad́ıte-li do p̌redpisu pro Ln(x) uzly interpolace, źıskáte zadané interpolačńı
podḿınky).

Konkretizujme nyńı d́ılč́ı polynomy li(x).
V́ıme, že li(x) má kǒreny x0; x1; xi�1; xi+1; : : : ; xn a nabývá hodnoty 1 v bodě xi.
Můžeme jej tedy zapsat ve tvaru

li(x) =
(x� x0)(x� x1) : : : (x� xi�1)(x� xi+1) : : : (x� xn)

(xi � x0)(xi � x1) : : : (xi � xi�1)(xi � xi+1) : : : (xi � xn)
.

Na obrázku je ukázán p̌ŕıklad d́ılč́ıho polynomu l3(x):
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Newton̊uv interpolačńı polynom

Označme si hledaný polynom n-tého stupně Nn(x).
Pro jeho odvozeńı použijeme jinou kontrukci. Polynom voĺıme ve tvaru

Nn(x) = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)(x� x1) + � � �+ an(x� x0)(x� x1) : : : (x� xn�1) .

Opět požadujeme splněńı interpolačńıch podḿınek

Nn(xi) = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n:

Poznámka: Výhodou volby tohoto zdánlivě složitého p̌redpisu je fakt, že p̌ridáme-li daľśı bod interpolace
[xn+1; f(xn+1)], nemuśıme celý výpočet opakovat, ale stač́ı dopoč́ıtat p̌ŕıslušný koeficient an+1 (ostatńı
koeficienty ai z̊ustávaj́ı beze změny). Při použit́ı Lagrangeova polynomu bychom museli celý výpočet provést
znovu.

Ukažme si, co dostaneme dosazováńım interpolačńıch podḿınek do p̌redpisu polynomu:

Nn(x0) = a0 = f(x0)

Nn(x1) = a0 + a1(x1 � x0) = f(x1) ) a1 =
f(x1)� f(x0)

x1 � x0

Nn(x2) = a0 + a1(x2 � x0) + a2(x2 � x0)(x2 � x1) = f(x2)

) a2 =
f(x2)� f(x0)� a1

x2�x1+x1�x0z }| {
(x2 � x0)

(x2 � x0)(x2 � x1)
=

=
f(x2)� f(x0)�

f(x1)� f(x0)

x1 � x0
(x2 � x1)�

f(x1)� f(x0)

x1 � x0
(x1 � x0)

(x2 � x0)(x2 � x1)
=

=
f(x2)� f(x1)�

f(x1)� f(x0)

x1 � x0
(x2 � x1)

(x2 � x0)(x2 � x1)

) a2 =

f(x2)� f(x1)

x2 � x1
�
f(x1)� f(x0)

x1 � x0

x2 � x0
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Poznámka:
Poč́ıtat koeficienty ai p̌ŕımo ze soustavy neńı praktické, budeme je poč́ıtat pomoćı tzv. poměrných

diferenćı.

Algoritmus (koeficienty Newtonova polynomu)

Pro i = 0; 1; : : : ; n

Ai0 = f(xi)

Pro k = 1; 2; : : : ; i

Aik =
Ai;k�1 �Ai�1;k�1

xi � xi�k

Výstup: ai = Aii

Schéma algoritmu

x0 f(x0) = A00 = a0

x1 f(x1) = A10 A11 = a1

x2 f(x2) = A20 A21 A22 = a2

... ... ... ... . . .

xn f(xn) = An0 An1 An2 . . . Ann = an

Poznámka: Vezmu-li z matice A pouze prvńıch M řádk̊u znamená to, že jsem sestavil Newtonův polynom
pro pouze prvńıch M zadaných tabulkových bodů.
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N0(x) = a0 procháźı bodem [x0; f(x0)]

N1(x) = a0 + a1(x� x0)

procháźı bodem [x0; f(x0)] a směrnici má takovou, aby procházel také bodem [x1; f(x1)]

N2(x) = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)(x� x1)

procháźı bodem [x0; f(x0)], dále jelikož plat́ı N2(x1) = N1(x1), procháźı i bodem [x1; f(x1)] a
nav́ıc

procháźı bodem [x2; f(x2)].

N2(x) =

N1(x)z }| {
a0|{z}
(�)

+ a1(x� x0)| {z }
(��)

+ a2(x� x0)(x� x1)| {z }
(� � �)

(�) procháźı [x0; f(x0)]
(��) p̌ridáme tento člen tak, aby se zachoval pr̊uchod [x0; f(x0)] (hodnota pro x = x0 je 0), a1 se

urč́ı
tak, aby procházel [x1; f(x1)]

(� � �) p̌ridáme tento člen tak, aby se zachoval pr̊uchod [x0; f(x0)] a [x1; f(x1)] (hodnota členu
pro

x = x0 a x = x1 je nulová), a2 se urč́ı tak, aby procházel bodem [x2; f(x2)]
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Co znamenaj́ı jednotlivá č́ısla v tabulce?

x0 f(x0) = A00

x1 f(x1) = A10 A11

x2 f(x2) = A20 A21 A22

... ... ... ...

xn f(xn) = An0 An1 An2

Věta Má-li funkce f , k ńıž p̌ŕısluš́ı data f(xi); i = 0; 1; : : : ; n, spojité derivace v nějakém intervalu ha; bi �
int (x0; x1; : : : ; xn) do řádu n a derivaci f (n+1)(x) v (a; b), potom 8x 2 ha; bi 9� = �(x) 2 (a; b) tak, že
pro chybu interpolačńıho polynomu Pn(x) plat́ı:

e(x) = f(x)� Pn(x) =
f (n+1)(�)

(n+ 1)!
(x� x0)(x� x1) : : : (x� xn)| {z }

polynom (n+ 1) stupně

~

(Důkaz pomoćı věty o sťredńı hodnotě, viz dále. )
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Odhad chyby interpolace

Uḿıme-li stanovit č́ıslo M takové, že 8x 2 ha; bi je
���f (n+1)(x)

��� �M , pak

je(x)j �
M

(n+ 1)!
jw(x)j �

M

(n+ 1)!
max
x2ha;bi

jw(x)j ,

kde jsme označili w(x) = (x� x0)(x� x1) : : : (x� xn).

) Pr̊uběh chyby nezáviśı jen na f (n+1)(x), ale i na w(x)!

Důkaz: Zvolme bod x 6= xi; i = 0; 1; : : : ; n libovolně. Definujme funkci

F (t) = f(t)� Pn(t)�
f(x)� Pn(x)

wn+1(x)
wn+1(t) . ~~

Tato funkce proměnné t má n+ 2 nulových bodů:

• xi, i = 0; 1; : : : ; n:

F (xi) = f(xi)� Pn(xi)| {z }
= 0

�
f(x)� Pn(x)

wn+1(x)
wn+1(xi)| {z }

= 0

= 0

• x:
F (x) = f(x)� Pn(x)�

f(x)� Pn(x)

wn+1(x)
wn+1(x) = 0

Použijeme-li (n+1)krát Rollovu větu zjist́ıme, že prvńı derivace F 0(t) má v (a; b) alespoň n+1 nulových
bodů.

Rollova věta: Necht’ f(x) je v ha; bi spojitá a má v (a; b) derivaci. Necht’ f(a) = f(b). Pak existuje
alespoň 1 bod c 2 (a; b) tak, že f 0(c) = 0.



Numerické metody
Josef Daněk
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Pokračujeme dál a aplikujeme nyńı Rollovu větu na funkci F 0(t) a zjist́ıme, že F 00(t) má v (a; b) alespoň
n nulových bodů, atd.

...

F (n+1)(t) má v (a; b) alespoň jeden nulový bod a ten označ́ıme � = �(x).

Vztah ~~ zderivujeme (n+ 1) krát podle t:

F (n+1)(t)| {z }
(�)

= f (n+1)(t) � P (n+1)
n (t)| {z }
=0 (��)

�
f(x)� Pn(x)

wn+1(x)
w

(n+1)
n+1 (t)| {z }

=(n+1)! (���)

(�) V́ıme, že existuje � tak, že F (n+1)(�) = 0
(��) Pn . . . polynom n-tého stupně
(���) wn+1(t) je polynom (n+ 1) stupně a u tn+1 je koeficient 1

0 = f (n+1)(�)�
f(x)� Pn(x)

wn+1(x)
(n+ 1)! ) f(x)� Pn(x) =

f (n+1)(�)

(n+ 1)!
wn+1(x)

�

• Pokud interpolujeme funkci zadanou v ekvidistantńıch uzlech, mohou ḿıt nep̌resnosti ve vstupńıch da-
tech silný vliv na hodnotu výsledku ! úloha je špatně podḿıněná

Poznámka: Špatná podḿıněnost plat́ı t́ım v́ıce i pro extrapolaci.
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• Dobrou strategíı je volit xi tak, aby byly rozloženy stejně jako kǒreny Čebyševových polynomů !
minimalizuje se tak hodnota max jw(x)j.

Definice (Čebyševova aproximace)

K dané spojité funkci f(x), x 2 ha; bi, chceme naj́ıt mezi všemi polynomy Pn(x) stupně nejvýše n takový
polynom P �

n(x), který splňuje:

max
x 2 ha; bi

jf(x)� P �
n(x)j = min

Pn(x)
max

x 2 ha; bi
jf(x)� Pn(x)j .

Poznámka:
Při volbě ekvidistantńıch uzl̊u byla úloha špatně podḿıněná.
Při vhodné volbě uzl̊u (kǒreny tzv. Čebyševových polynomů - viz dále ~) má interpolačńı proces pro

n ! 1 tu vlastnost, že interpolačńı polynomy konverguj́ı na ha; bi stejnoměrně k aproximované funkci
nap̌r. v p̌ŕıpadě, když existuje spojitá prvńı derivace f 0 na ha; bi.

Stejnoměrná konvergence funkce fn definované na ha; bi

• varianta 1: posloupnost ffng je na ha; bi stejnoměrně konvergentńı
, 8" > 0 9n0 2 N: stejné 8x 2 ha; bi tak, že

8n > n0 a 8x 2 ha; bi : jfn(x)� f(x)j < "

• varianta 2: posloupnost ffng je na ha; bi stejnoměrně konvergentńı
, lim

n!1
sup
x2ha;bi

jfn(x)� f(x)j = 0

Čebyševovy polynomy

T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn+1 = 2xTn(x)� Tn�1(x) �

Užijeme-li substituci x = cos�, � = arccosx a goniometrické vzorce, dostaneme

Tn(x) = cos (n arccosx) x 2 h�1; 1i |

Důkaz:
T0(x) = cos (0 arccosx) = 1 X

T1(x) = cos (1 arccosx) = x X

Tn = cos (n arccosx) : : : dosad́ıme do vztahu �
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cos ((n+ 1) arccosx| {z }
�

) = 2x cos (n arccosx)� cos ((n� 1) arccosx| {z }
�

)

Plat́ı:

cos�+ cos� = 2 cos
�+ �

2
cos

�� �

2
X

Kǒreny polynomů jsou
cos (n arccosx) = 0

n arccosxk =
�

2
+ k�; k 2 Z

arccosxk =
2k + 1

n
�
�

2

xk = cos

 
2k + 1

n
�
�

2

!
; k = 0; 1; : : : ; n� 1 ~

Poznámka: Pro obecný interval ha; bi použijeme transformaci

rk =
b� a

2
xk +

a+ b

2
:



Numerické metody
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Př́ıklad

Uvažujme funkci f(x) = ln(x+ 1) zadanou na intervalu h0; 5i.
Pro zvolený počet n uzlových bodů proved’te interpolaci zadané funkce pro uzlové body, které jsou

a) ekvidistantńı,
b) kǒreny Čebyševových polynomů.

Porovnejte chybu źıskaných interpolačńıch polynomů.

1) n = 2

2) n = 3
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3) n = 4

4) n = 5

5) n = 11
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6) n = 13

Následuj́ıćı obrázek ukazuje poměr maximové normy chyby interpolačńıho polynomu vypočteného pro
hodnoty v ekvidistantńıch uzlech ku maximové normě chyby interpolačńıho polynomu vypočteného pro hodnoty
v uzlech určených jakožto kǒreny Čebyševových polynomů.
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Poznámka:
Interpolačńı polynomy vyš̌śıch řádů neńı vhodné už́ıvat pro aproximaci hodnot funkce mimo interval obsa-

huj́ıćı uzly interpolace (tzv. extrapolaci), protože absolutńı hodnota polynomu nabývá velkých hodnot.

Poznámka:
Neńı obecně vhodné interpolovat polynomem funkci, která je dána velkým počtem svých hodnot. Stupeň

interpolačńıho polynomu by potom byl velký.
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KMA/NM
6.4.2o17

Poznámka:
Použijeme-li vhodně zvolené neekvidistantńı uzly, můžeme amplitudy chyby minimalizovat.
(Vhodnou volbou jsou uzly zvolené jako kǒreny tzv. Čebyševových polynomů.)

Poznámka:
Interpolace polynomem neńı obecně vhodná nap̌r. pro funkce, které maj́ı asymptotu.

Pokud chceme aproximovat funkci, která má asymptotu, je vhodné ḿısto lineárńı aproximace (polynomiálńı)
použ́ıt nelineárńı aproximaci

RM;N(x) =
PM(x)

QN(x)
=

p0 + p1x+ � � �+ pMx
M

1 + q1x+ � � �+ qNxN
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Poznámka:
Pokud máme daľśı informace nap̌r. o derivaci dané funkce v uzlových bodech, můžeme použ́ıt tzv. Her-

mitovu interpolaci.

Poznámka:
Všimněme si, že v konstrukci interpolačńıho polynomu nezálež́ı na pǒrad́ı zadaných tabulkových bodů.

V řadě p̌ŕıpadů poťrebujeme kromě ai vypoč́ıtat hodnotu polynomu v daném bodě �, tj.

Nn(�) = a0 + a1(�� x0) + a2(�� x0)(�� x1) + � � �+ an(�� x0)(�� x1) : : : (�� xn�1):

Při vhodném uzávorkováńı můžeme výpočet zefektivnit (zmenš́ıme počet operaćı sč́ıtáńı a násobeńı):

Nn(�) = a0 + (�� x0)
�
a1 + (�� x1)

h
a2 + (�� x2)[a3 + : : : [an]]

i�
:

Tento postup můžeme samožrejmě použ́ıt jen tehdy, když už známe koeficienty ai.

Chceme-li vypoč́ıtat pouze hodnotu polynomu Nn(�) v bodě � za co nejmenš́ıho počtu operaćı a ne-
poťrebujeme-li koeficienty ai, použijeme tzv. Neville̊uv algoritmus.

Princip je podobný jako v algoritmu pro určeńı koeficient̊u Newtonova polynomu.

Neville̊uv algoritmus

1. Pi;0 = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n

2. Pi;k = Pi;k�1 + (�� xi)
Pi;k�1 � Pi�1;k�1

xi � xi�k
;

3. Nn(�) = Pnn

Princip Nevilleova algoritmu je ukázán v následuj́ıćım p̌ŕıkladu.
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Př́ıklad Vypočtěte f(3:5), kde funkce f(x) je dána tabulkou:

xi 1 2 4 5
f(xi) 1 8 64 125

Řešeńı:
Uzly xi je výhodné uspǒrádat podle rostoućı vzdálenosti od bodu �, v němž chceme stanovit p̌ribližnou

hodnotu funce f(x). Podle rozd́ılu hodnot Pi;i a Pi�1;i�1 (i = 1; : : : ; n) lze rozhodnout o p̌redčasném ukončeńı
Nevilleova algoritmu, pop̌r. o vhodnosti interpolace pomoćı Nn(x).

�� xi xi f(xi)

-0,5 4 64

1,5 2 8 8+1,5 8� 64

2� 4

= 50

-1,5 5 125 125–1,5 125� 8

5� 2
66,5–1,5 66; 5� 50

5� 4

= 66,5 = 41,75

2,5 1 1 1+2,5 1� 125

1� 5
78,5+2,5 78; 5� 66; 5

1� 2
48,5+2,5 48; 5� 78; 5

1� 4

= 78,5 = 48,5 = 42,875

Z následuj́ıćıch obrázk̊u je patrný význam hodnot, které dostáváme na diagonále.
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Poznámka:
Vyjděme z p̌redpokladu, že máme p̌ribližně interpolovat hodnotu tabulkou dané funkce v libovolném bodě.

Pokud nutně netrváme na tom, že v tomto bodě chceme p̌resně určit hodnotu interpolačńıho polynomu
procházej́ıćımi všemi tabulkovými body, p̌ristupujeme k Nevilleovu algoritmu iteračně, tj. pokud bude rozd́ıl
po sobě jdoućıch diagonálńıch prvk̊u dostatečně malý, ukonč́ıme výpočet.

V tomto p̌ŕıpadě je ovšem rozumné sěradit uzlové body podle rostoućı vzdálenosti od zadaného bodu, ve
kterém interpolujeme hodnotu funkce.

V následuj́ıch p̌ŕıkladech jsou demonstrovány výsledky pro stejné zadáńı, ovšem p̌ri použit́ı r̊uzných sěrazeńı
uzlových bodů:

1) od nejbližš́ıho po nejvzdáleněǰśı,
2) od nejvzdáleněǰśıho po nejbližš́ı.

Př́ıklad 1 Interpolujte hodnotu zadané funkce f v bodě � = 3;6.

xi 1 2 3 4 5 6 7
f(xi) -5 14 19 16 12 14 35

Výsledky Nevilleova algoritmu, když uvažujeme uzly sěrazené podle vzdálenosti od � vzestupně:

výsledky źıskané v MATLABu

x(k) | f(k) | Aproximace f(alfa)
================================================

4.0000 | 16.0000
3.0000 | 19.0000 | 17.2000
5.0000 | 12.0000 | 16.9000 | 17.3200
2.0000 | 14.0000 | 12.9333 | 19.2800 | 17.7120
6.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 11.4400 | 17.7120 | 17.7120
1.0000 | -5.0000 | 4.8800 | 28.5920 | 17.4432 | 17.7926 | 17.7228
7.0000 | 35.0000 | 12.3333 | -13.0080 | 15.2800 | 18.9574 | 17.9674 | 17.6901
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Př́ıklad 2 Interpolujte hodnotu zadané funkce f v bodě � = 3;6.

xi 1 2 3 4 5 6 7
f(xi) -5 14 19 16 12 14 35

Výsledky Nevilleova algoritmu, když uvažujeme uzly sěrazené podle vzdálenosti od � sestupně:

výsledky źıskané v MATLABu

x(k) | f(k) | Aproximace f(alfa)
================================================

7.0000 | 35.0000
1.0000 | -5.0000 | 12.3333
6.0000 | 14.0000 | 4.8800 | -13.0080
2.0000 | 14.0000 | 14.0000 | 28.5920 | 15.2800
5.0000 | 12.0000 | 12.9333 | 11.4400 | 17.4432 | 18.9574
3.0000 | 19.0000 | 16.9000 | 19.2800 | 17.7120 | 17.7926 | 17.9674
4.0000 | 16.0000 | 17.2000 | 17.3200 | 17.7120 | 17.7120 | 17.7228 | 17.6901

Poznámka
Jak se dá interpretovat libovolná (tj. i nediagonálńı) hodnota v trojúhelńıkové matici, kterou źıskáváme

Nevilleovým algoritmem?
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Interpolace spline funkcemi

Nejjednoduš̌śı spline funkćı je tzv. lineárńı spline funkce; jde vlastně o lomenou čáru spojuj́ıćı zadané
interpolované body.

Máme dánu funkci f tabulkou hodnot fxi; fig i = 0; 1; : : : ; n.
Funkci s(x) definovanou na intervalu hx0; xni nazýváme lineárńı spline interpolaćı funkce f(x), má-li

následuj́ıćı vlastnosti:

(i) na každém intervalu hxi; xi+1i, i = 0; 1; : : : ; n� 1 je polynom prvńıho stupně, tj.

s(x) = si(x), x 2 hxi; xi+1i, kde si(x) = ai + bi(x� xi)

(ii) splňuje interpolačńı podḿınky s(xi) = f(xi), tj.

si(xi) = fi, i = 0; 1; : : : ; n� 1

sn�1(xn) = fn

(iii) je spojitá na hx0; xni, tj. i v uzlech xi

si(xi+1) = si+1(xi+1); i = 0; 1; : : : ; n� 2



Numerické metody
Josef Daněk
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Poznámka: Těmito požadavky je funkce s(x) určena jednoznačně.

(i) : : : hledáme 2n koeficient̊u ai a bi

(ii) p̌redstavuje (n+ 1) podḿınek

(iii) p̌redstavuje (n� 1) podḿınek

Plat́ı: si(x) = fi +
fi+1 � fi

hi
(x� xi), hi = xi+1 � xi; i = 0; 1; : : : ; n� 1

Pokud bychom chtěli, aby byla aproximace spline funkćı hladká, muśıme použ́ıt polynomy vyš̌śıho stupně než 1.
Nejv́ıce použ́ıvanou je tzv. kubická spline interpolace, která použ́ıvá polynomy 3 stupně.

Poznamenejme zde, že ostatńı volby stupně polynomů nep̌rináš́ı lepš́ı výsledky a výpočty jsou v p̌ŕıpadě
vyš̌śıch stupňů složitěǰśı.
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Kubická spline interpolace

Funkce f je dána tabulkou fxi; fig, i = 0; 1; : : : ; n

Funkci s(x) definovanou na intervalu hx0; xni nazýváme kubickou spline interpolaćı funkce f , má-li
následuj́ıćı vlastnosti:

(i) je na každém intervalu hxi; xi+1i, i = 0; 1; : : : ; n� 1 polynomem 3. stupně ve tvaru

si(x) = ai + bi(x� xi) +
ci

2
(x� xi)

2 +
di

6
(x� xi)

3

(ii) splňuje interpolačńı podḿınky s(xi) = f(xi), tj.

si(xi) = f(xi), i = 0; 1; : : : ; n� 1

sn�1(xn) = fn

(iii) je spojitá na hx0; xni, tj. v uzlech xi plat́ı

si(xi+1) = si+1(xi+1); i = 0; 1; : : : ; n� 2

(iv) má spojitou prvńı derivaci na hx0; xni

s0i(xi+1) = s0i+1(xi+1); i = 0; 1; : : : ; n� 2

(v) má spojitou druhou derivaci na hx0; xni

s00i (xi+1) = s00i+1(xi+1); i = 0; 1; : : : ; n� 2

Funkce s(x) neńı podḿınkami (ii) – (v) určena jednoznačně:

(ii) : : : (n+ 1) podḿınek
(iii) : : : (n� 1) podḿınek
(iv) : : : (n� 1) podḿınek
(v) : : : (n� 1) podḿınek
celkem : : : 4n� 2 podḿınek; (počet koeficient̊u je ale 4n)
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2 podḿınky je nutno dodat:

(A) p̌rirozené podḿınky
s00(x0) = s00(xn) = 0

(B) podḿınky periodicity (s periodou T = xn � x0)

s(x0) = s(xn) . . . splněna automaticky (f0 = fn)

s0(x0) = s0(xn), s00(x0) = s00(xn)

(C) podḿınky tečen
s0(x0) = y00; s0(xn) = y0n , kde y00; y0n jsou daná č́ısla

(D) viz MATLAB

Konstrukce kubické spline funkce
Funkci s(x) lze psát ve tvaru

s(x) = �0s0(x) + �1s1(x) + � � �+ �n�1sn�1(x)

kde �i = �i(x) jsou charakteristické funkce intervalu, tj.
�i = 1 na hxi; xi+1), �n�1 = 1 na hxn�1; xni
�i = 0 jinde

Snadno lze odvodit:

s(xi) = ai; s0(xi) = bi; s00(xi) = ci; s000(xi+) = di; s000(xi�) = di�1

Pomoćı těchto vztahů p̌reṕı̌seme podḿınky (ii) až (v) (označ́ıme hi = xi+1�xi; i = 0; 1; : : : ; n�1)

(ii) interpolačńı podḿınky
fi = ai; i = 0; 1; : : : ; n� 1

fn = an�1 + bn�1hn�1 +
cn�1

2
h2
n�1 +

dn�1

6
h3
n�1

(iii) spojitost

fi+1 = ai + bihi +
ci

2
h2
i +

di

6
h3
i ; i = 0; 1; : : : ; n� 2h

si+1(xi+1) = si(xi+1)
i

(iv) spojitost derivace

bi + cihi +
di

2
h2
i = bi+1; i = 0; 1; : : : ; n� 2h

s0i(xi+1) = s0i+1(xi+1)
i
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(v) spojitost 2. derivace
ci + dihi = ci+1; = 0; 1; : : : ; n� 2h

s00i (xi+1) = s00i+1(xi+1)
i

Z těchto podḿınek lze sestavit soustavu lineárńıch algebraických rovnic pro neznámé c0; : : : ; cn a jejich
prosťrednictv́ım vypoč́ıtat b0; : : : ; bn a d0; : : : ; dn. Po úpravách dostaneme:

�kck�1 + 2ck + �kck+1 = gk; k = 1; 2; : : : ; n� 1

kde

�k =
hk

hk + hk�1

�k = 1� �k

gk =
6

hk + hk�1

"
fk+1 � fk

hk
�
fk � fk�1

hk�1

#

Vztahy p̌redstavuj́ı soustavu n� 1 rovnic pro n+ 1 neznámých. Pro jednoznačnost je ťreba p̌ridat jednu
z podḿınek (A); (B); (C). Soustava bude ḿıt tvar:2

66666666664

2 �0
�1 2 �1

�2 2 �2
. . .

�n�1 2 �n�1
�n 2

3
77777777775

2
6666666664

c0
c1

cn

3
7777777775
=

2
6666666664

g0
g1

gn

3
7777777775

(�)

(�) . . . prvńı a posledńı řádek soustavy p̌redstavuje podḿınka (A) nebo (B),
. . . použit́ı podḿınky (C) znamená vyškrtnout 1. a posledńı řádek a sloupec

Poznámka:
Matice soustavy je ťŕıdiagonálńı a osťre diagonálně dominantńı (�k + �k = 1). ) je regulárńı ) 9!

řešeńı.
Soustavu řeš́ıme GEM pro ťŕıdiagonálńı matice.

Odvozeńı ťŕıdiagonálńı matice pro výpočet koeficient̊u ci

Druhá derivace s00i (x) = ci + di(x� xi) je lineárńı funkćı, tj. známe-li s00(xi) = ci, pak na hxi; xi+1i

můžeme psát

s00i (x) = ci
xi+1 � x

hi
+ ci+1

x� xi

hi
. ~

(Ově̌reńı: s00i (xi) = ci; s00i (xi+1) = ci+1; s00i (x) je lineárńı.)
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Integraćı ~ dostaneme

s0i(x) = �ci
(xi+1 � x)2

2hi
+ ci+1

(x� xi)
2

2hi
+ Ai ~~

si(x) = ci
(xi+1 � x)3

6hi
+ ci+1

(x� xi)
3

6hi
+ Ai(x� xi) +Bi

Z interpolačńıch podḿınek plyne (s(xi) = fi):

Bi = fi �
cih

2
i

6

Pro x = xi+1

fi+1 = ci+1
h2
i

6
+ Aihi + fi �

cih
2
i

6| {z }
Bi

) Ai =
fi+1 � fi

hi
�

(ci+1 � ci)hi
6

~~~

Ze spojitosti prvńı derivace s0i(x
�
i+1) = s0i+1(x

+
i+1); i = 0; 1; : : : ; n� 2 s užit́ım ~~ a ~~~ plyne

s0i(xi+1)z }| {
ci+1

hi

2
+
fi+1 � fi

hi
�

(ci+1 � ci)hi
6| {z }

Ai

= �ci+1
h2
i+1

2hi+1
+
fi+2 � fi+1

hi+1
�

(ci+2 � ci+1)hi+1

6| {z }
Ai+1| {z }

s0i+1(xi+1)
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ci
hi

6
+ ci+1

� hi
2
�
hi

6| {z }
=

hi

3

+
hi+1

2
�
hi+1

6| {z }
=

hi+1

3

�
+ ci+2

hi+1

6
=

fi+2 � fi+1

hi+1
�
fi+1 � fi

hi

Vynásob́ıme 6

hi + hi+1
a dostaneme

hi

hi + hi+1| {z }
= �i

ci + 2 ci+1 +
hi+1

hi + hi+1| {z }
= �i

ci+2 =
6

hi + hi+1

 
fi+2 � fi+1

hi+1
�

fi+1 � fi

hi

!
| {z }

= gi

Minimálńı vlastnost a odhad chyby

Označme S1(ha; bi) množinu funkćı f , které splňuj́ı podḿınky (ii) až (v) a podḿınku (A) a jsou nav́ıc
na ha; bi integrovatelné s kvadrátem. Mezi všemi funkcemi f 2 S1(ha; bi) právě p̌rirozený kubický spline
ud́ıĺı nejmenš́ı hodnotu integrálu

J(f) =

bZ
a

jf 00(x)j
2
dx .

J(f) . . . ḿıra celkové ǩrivosti ǩrivky y = f(x).

Věta
Necht’ funkce f má spojité derivace až do řádu 4 a má omezenou 4. derivaci pro x 2 ha; bi. Necht’ dále

plat́ı:
h

hi
� K; i = 0; 1; : : : ; n� 1; h = max

i
jxi+1 � xij

Když s(x) je spline interpolace funkce f v bodech xi a splňuje podḿınky s0(a) = f 0(a); s0(b) = f 0(b), potom
pro x 2 ha; bi plat́ı:

jf(x)� s(x)j � c1Kh4

jf 0(x)� s0(x)j � c2Kh3

jf 00(x)� s00(x)j � c3Kh2:



Numerické metody
Josef Daněk
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Př́ıklad

Určete kubický spline pro funkci zadanou tabulkou

xi 1 2 3 4 5 6 7

f(xi) 3 8 1 7 2 4 3
.

Použijte r̊uzné dodatečné podḿınky. Pro spline s podḿınkami tečen použijte f 0(1) = 0 a f 0(7) = 0.


