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Abstract

In this master thesis, automatic musical genre classification is addressed

under a multilinear perspective. Inspired by a model of auditory cor-

tical processing, multiscale temporal and spectro-temporal modulation

features are extracted. Recently, such temporal and spectro-temporal

modulation features have been successfully used in various content-based

audio classification tasks, but not yet in musical genre classification. E-

ach recording is represented by a N -order feature tensor generated by

the auditory model. Thus, each ensemble of recordings is represented

by a (N + 1)-order data tensor created by stacking the N -order feature

tensors associated to the recordings, where N = 2 or N = 3 according to

type o modulation features are used. To handle large data tensors and

derive compact feature vectors suitable for classification, two new Non-

negative Tensor Factorization Algorithms (NTF) are proposed, namely

the Projected Landweber -NTF and Coordinate Wise-NTF based on Le-

ast Squares Error (LSE) minimization by employing projected gradient

techniques. These algorithms guarantee that the limit point of the opti-

mization is a stationary point. Additionally, three other multilinear sub-

space analysis techniques are employed as multilinear feature extraction

techniques, namely a classical Non-Negative Tensor Factorization, the

High-Order Singular Value Decomposition (HOSVD), and the Multiline-

ar Principal Component Analysis (MPCA). Classification is performed

by a Support Vector Machine (SVM) and a Nearest Neighbour (NN)

classifier. Stratified cross-validation tests on two well known datasets,

namely the GTZAN dataset and the ISMIR 2004 GENRE one, demon-

strate the advantages of the proposed NTF algorithms among the other

multilinear subspace analysis methods. The effectiveness of the proposed

approach exceeds the accuracies achieved by the state-of-the-art music

genre classification algorithms and is near 83.%.
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membrane leakageG μhc(t)(.)� $ &��&������ 	��!E	��� ���������! �� 	?���

ycochlea(t, f) = s(t) ∗ hcochlea(t, f) F.�6G
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∂ycochlea

∂t
(t, f)) ∗ μhc(t) F.�.G
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��� ���!������ %�
����� ��
������� �������� Hrate �	 ��� ����&��� ���!����� *���������

��
������� �������� Hscale�

STRF+ = �{Hrate(t, ω, θ)Hscale(f,Ω, ϕ)} F.�=G

STRF− = �{H∗
rate(t, ω, θ)Hscale(f,Ω, ϕ)}. F.�BG

�http://cobweb.ecn.purdue.edu/ malcolm/interval/1998-010/
�http://www.isr.umd.edu/Labs/NSL/Software.htm
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���
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��������	�� hrate(.)� hscale(.) 
� 

�	� �
�	�
�� ��� %�
����� ��� *��������� ��
������� � 


����	�� ��� 
��E
���� �� ��� ����
�
	�&� ��	�'
�� ��!�	�� �	 ��� ����	����� ���!�����

hr(.) F&	��	�� ��!���
� ���� A��
�������G ��� hs(.) F���!����� A!���G ��� ��� �� ����	 

����+� Hilbert �	���%�������+� �
�� �� 	?���

hrate(t, ω, θ) = hr(t, ω) cos θ + h̃r(t, ω) sin θ F.�0G

hscale(f,Ω, ϕ) = hs(f,Ω) cosϕ+ h̃s(f,Ω) sinϕ. F.�1G

�
� �	 (̃.) ���'
��E	��� 
 �	���%��������� Hilbert� >� ��
������� �
����	�� ��� &��*
�	�� 

��� ����� ��� ��������� ω ��� Ω �
�
��E
���� �� 	?���

hr(t, ω) = ωhr(ωt) F.�:G

hs(f,Ω) = Ωhs(Ωf) F.�6/G

�
�

hr(t) = t3e−4t cos(2πt) F.�66G

hs(f) = (1− f 2)e−
f2

2 F.�6.G

7��	+� 
� ���������� ��������	�� Hrate ��� Hscale �
���
�� �� ��� hscale(.) ��� hrate(.)

�� 	?���

Hrate(t, ω, θ) = hrate(t, ω, θ) + jh̃rate(t, ω, θ) F.�6<G

Hscale(f,Ω, ϕ) = hscale(f,Ω, ϕ) + jh̃scale(f,Ω, ϕ). F.�68G

(
������ � *�������� %�
���� ������� 	��� &	&
���
� ����!�
� c �
� ��
�����
� *�
�
�

��� ��� *�����
��!*��� 	���&
� y(t, f) �� 	�����

rc+(t, f ;ωc,Ωc, θc, ϕc) = y(t, f) ∗ ∗t,fSTRF+(t, f, ωc,Ωc, θc, ϕc) F.�6=G

rc−(t, f, ωc,Ωc, θc, ϕc) = y(t, f) ∗ ∗t,fSTRF−(t, f, ωc,Ωc, θc, ϕc) F.�6BG
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����
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�
����� 
� �	����� [+] ��� 
� ���������[−] ����� rates ∈ {2, 4, 8, 16, 32}
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� �
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� Fcortical representationG �
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�
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��� ������������ Fjoint frequency representationG I6.8J�

9
���������!� � �� �
��
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�� ������ ����������� 	�+ �	 f �
&��+�	��� � ��
����� �� ������� D(��� ���
�
� �	 

���%��������� �
� �����
� s(t) �
���	� �� 	?�� � ��%��! �
�
��E	��� ��� �� �
��
�
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��%�
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 *�����
��!*��� � �
 ��
������ *�����
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���� P SP
s (t, f)� (� ���	%	�� ���� &	��	�
� �	���%��������� �%� FFourierG � �������
�
� �

������&�
� 	*����E	��� ��� �!�	 ���!�� ��
������� ��%������� ��
� !?
�� �
� %���
�� +��	

�� 	������	� � �� �
��
� ��%�
���� �����!����� �
� �����
� P JF
s (ω, f) F'�� �%���.�8G�

C� ��� &��*
�	���� ��
�! 
 �	���%��������� ��� �� �
��
� ��%�
����� ��!����� �
�	�

�� �
�
����	� �� ��� F.�60G &�� ��� ������?�� �� �
� ω ��� ��������	�� ���
���%��� 
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� �	���%�������
� Fourier �
� �����
� s(t)� ���� S(ω)� ��� �
� %�
���
� ��!���
�

��!����� w(t)� ���� W (ω) I6.8� 6.=J�

P JF
s (ω, f) = (W ∗(ω − f

2
)W (ω +

f

2
) ∗ω (S∗(ω − f

2
)S(ω +

f

2
) F.�60G
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��
� ��%�
����� �����!�������

D>��� � ��!���� 	*����E	��� �	 ��������� ����� �%� ���� 
������ � �
������� ���
� 
�

�� ��&	���
� ��
� �
�
�� �� �����
��	�
�� &�!*
�	� *������ 
�����	� ��� *��������

���
*
��	�� ��� 	��
&
 �
����
� ���
�� � �
� ����� ��� 	�&	%
����� �� 	���%
�� %������

���
*
��� ���!����� ��� ��� ��?������� ��� ���!��� �	 ��!�	��� (��
��
��� � %���� ���

*��������� ��!����� &�����*���� 
� 	����!*	��� �� �� �%��� F.�60G� &	� 	�&	������� ���

��� 	?����� %������������+� �������!���� &���� �%	� �
 �
'��� �	�
������� ��� ��!�	� %� 

�����������! ���������� 
�� �	�!��� &����!�	��� (���
� � %���� ��� ��!����� Fourier�

� !���� 
�
���
�*�� �	���%�������+� ��%������� �%� �	���%��������� �������
�
�� ���

�
� �
�
����� ��� ��%������� &�����*���� 
&��	� �	 ��� �	���%�������� �	 
�
���
�*�

61



7%��� .�B� Modulation Scale Analysis� �� �
 I6.=J�

�����	�����
 	��
� E+��� ��%������� ��� &�!����� ��� ��%������� &�����*����� �	�
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��!*��� �
� s(t)�

P SP
s (t, f) =

1

2π
|
∫
s(u)w(u− t)e−j2πfudu |2 F.�61G

(� ���	%	��� 	*����E	��� �	���%��������� ������&�
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6� (c · �+ d · 0) ∈ V
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i = 1, . . . , m ��� j = 1, . . . , n� 7��*��
��	 ��� ��� �� &��������� �� 	��
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��	 �� &��������� 	���� 1× n ����	��

����#'
��� �-�-�- #$��� A ������� m× n ����������' ����

A =
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⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn
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> %+�
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� &���
���	���� �� ��� �� ��
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� ���
���
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�!E	��� %+�
� ���

��������+� FI1 × I2 × . . .× IN G ������+�� ��� ���'
��E	��� �	 RI1×I2×...×IN � > ������
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�

����&���� %+�
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��� ��� aij1 = 1, aij2 = 2, aij3 =

3 (i, j = 1, 2, 3)( * A ����� ������� �� ���!
������  �����
�
������ �������&

A = [Aij1|Aij2|Aij1] �� Aij1 =

⎛
⎜⎜⎝

1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎞
⎟⎟⎠ Aij2 =

⎛
⎜⎜⎝

2 2 2

2 2 2

2 2 2

⎞
⎟⎟⎠ Aij3 =

⎛
⎜⎜⎝

3 3 3

3 3 3

3 3 3

⎞
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��E	���

�� ������ �������� �!?�� FP + QG� �����	��'����� �!?�� P ��� ����	��'����� �!?�� Q�

�� �� ��
�%	�� �
� α
j1j2...jQ

i1i2...iP
�	���%�����E
���� �	 α̃

j1j2...jQ

i1i2...iP
�	��'���
���� �� �
 �������

����	�������� x(p)
ip

��
 ������� ����	�������� x̃(p)
ip

��� p = 1, . . . , P ��� �� y(q)
jq

�	 ỹ(q)
jq

���

q = 1, . . . , Q �	 �
� ����
��
 �������

α̃
j1j2...jQ

i1i2...iP
= αs1s2...sQ

r1r2...rP

∂y
(1)
s1

∂ỹ
(1)
j1

∂y
(2)
s2

∂ỹ
(2)
j2

. . .
∂y

(Q)
sQ

∂ỹ
(Q)
jQ

∂x
(1)
i1

∂x̃
(1)
r1

∂x
(2)
i2

∂x̃
(2)
r2

. . .
∂x

(P )
iP

∂x̃
(P )
rP

. F<�:G

$ 	?����� F<�:G 	���� ������ �� +������ 	���� �������
� ���������

$�$ *��-#�� �# ,
����&�

A�� �������� 		�������� �!?�� ��� &����!�	�� 
��E
���� ��� 
� '������ �!?	�� ��� 
�� 

��������� !��	'���� 
� �
�	�
�� �	���	��� ��� '����+� �!?	�� ��� ��������� !��	'����

>� 
����
� &��
���� ��� ����&��
�� ��������� ��� �
*��+� �
�
�� �� 	*���
��
�� ��� �	

�������� �	 ���������� ������

.8



����� )������ �$*���

,�
���� �-�-�- F����5'�� ������ �G D(��� &�
 �������� A ∈ CI1×I2×...×IN ���

B ∈ C
I1×I2×...×IN � )
 !��
���! �
�� (A+ B) ∈ C

I1×I2×...×IN 	���� 
 �������� �	 ��
�%	���

(A+ B)i1i2...iN = ai1i2...iN + bi1i2...iN . F<�6/G

��!�
�� 
��E	��� ��� �
 '������ �����	�
 	��� ������� A �	 ��� ��������� ����	�! λ�


� &���
���	� ���� ������� �&��� �!?�� ��� &����!�	�� �	 �
� A�

,�
���� �-�-�- F1����
��� ���#������G ,	��
��	M ��������A(l) ∈ CI1×I2×...×IN �

l = 1, 2, . . . ,M � ��� M ����	��� λ1, λ2, . . . , λM ∈ R� > �������� B = λ1A(1) +λ2A(2) + . . .+

λMA(M) �%	� ��� �&�� �!?� ��� &����!�	�� �	 �
�� A(l) (l = 1, 2, . . . ,M)�

����
 	������� +��!��,�

,�
���� �-�-�- F	��'�
�� 1
���'��G D(��� �������� A ∈ CI1×I2×...×IM ��� B ∈
CJ1×J2×...×JN � )
 	���	���� �����	�
 �� �
� �
�� &	���	� im ��� in� �	 �
��� &�!�����

|Im| = |Jn| = p� 
��E	��� �� 〈A,B〉m,n ∈ CI1×I2×...×Im−1×Im+1×...IM×J1×J2×...×Jn−1×Jn+1×...×JN �

(〈A,B〉m,n)i1...im−1im+1...iM j1...jn−1jn+1...jN
=

p∑
k=1

ai1...im−1kim+1...iM bj1...jn−1kjn+1...jN
. F<�66G

(���� &������ �� 
����	� 	���	���� �����	�
 !�� �	 
��
�� &	���	�� (����� ����

	������ ����
� �������� �
 	���	���� �����	�
 
��E	��� ���
 ��!�	�� �	 ����	��'���
��

��� �����	��'���
�� &	���	�� #������!� 
� ����	��'����� ��� �����	��'����� ���	��*
���

�
� ������� �����
����+�
����� �	�+�
���� ��� ���
���� �!?� �
� ��������

7��� 	������ ������+� .�� �!?�� F����	�G� �
 	���	���� �����	�
 ��
���� �	 �
 ���� 

�	�
 ��!��� F>������ <�6�BG� )
 �
���	��� 	���� ���� �������� .�� �!?�� 
 

�
� 
��E	���

���� &�
 �� �
���� &����!�	�� ��� ��!����

D(��� �������� A,B ∈ R
2×2×2� ,	��
��	 ��� ai1i2i3 = 1, bj1j2j3 = 2 (1 � ix, jx � 2)

x = 1, 2, 3� C
�
��E
��	 �
 	���	���� �����	�
 ��� A,B �	 '!�� ��� �+�� &�!����� ��

�
����

(〈A,B〉1,1)i2i3j2j3 =

2∑
k=1

aki2i3bkj2j3 . F<�6.G

A�� �� �
�
���
��	 �� ��
�%	�� �
� ������� 〈A,B〉1,1 ∈ R2×2×2×2 %�����

�
��	 ��� F<�6.G�

�%� �
 ��
�%	�
 F6�6�6�6G� (〈A,B〉1,1)1111 = a111b111 + a211b211 = 2 + 2 = 4�

.=



,�
���� �-�-!- F	+�'�
�� 1
���'��G D(��� �������� A ∈ CI1×I2×...×IM ��� B ∈
CJ1×J2×...×JN � )
 	?��	���� �����	�
 A ⊗ B ∈ CI1×...×IM×J1×...×JN � ��� ������+� A ��� B
	���� 
 �������� �	 ��
�%	���

(A⊗ B)i1...iM j1...jN
= ai1...iM bj1...jN

. F<�6<G

D��� �
 	?��	���� �����	�
 &�
 ������+� F�
 

�
 ������!��� ���� '�'��
���*�� ��� ��

��������� �����	�
G �%	� �!?� M + N � ��� &����!�	�� I1 × . . . × IM × J1 × . . . × JN � 7���

	������ ��!��� F������+� �!?�� .G ��
� �&�
 &����������� %+�
� �
 	?��	���� �����	 

�
 
�
�!E	��� �����	�
 Kronecker� 7��� 	������ 	?��	���
� ���
���
� ����+� ������+��

�
���	� �������� �	 ����	��'���� �!?� ��� �	 �
 !��
���� ��� ����	��'����� �!?�� ���

&�
 ��� ������
�%� �
���	� �������� �	 �����	��'���� �!?� ��� �	 �
 !��
���� ��� �����	 

��'����� �!?�� ��� &�
�

D(��� ����	� A ∈ RI1×I2 &����!�	�� 2 × 2 �	 aij = 1 ��� B ∈ RI3×I4 �&��� &����!�	��

�	 bkl = 2� )
 	?��	���� �����	�
 ��� &�
 ��!��� 	���� �������� �	 ��
�%	���

(A⊗B)i1i2i3i4 = ai1i2bi3i4 . F<�68G

D��� �
 �
���
� 	?��	���� �����	�
 	���� �������� 8�� �!?�� &����!�	�� 2 × 2 × 2 × 2�

)
 ��
�%	�
 F6�6�6�6G �
� 	?��	���
� ���
���
� ��
���� �	� (A ⊗ B)1234 = 1 · 2 = 2� 7���

	������ 
� B ∈ RI1×I2� &���&� 
� ����	� A ��� B ����
�� ��
� �&�
 &����������� %+�
�

���	 �
 	?��	���� �
�� �����	�
 ��
���� �	 �
 �����	�
 Kronecker�

A⊗B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . F<�6=G

7D ����� ��� 	������ �
 �
���	��� 	���� ������ &����!�	�� 2 · 2× 2 · 2 = 4× 4�

����� ����(��'�� ��� �����#���� +��!����

,�
���� �-�-%- F����#
�"�� ��������G > �
��&���
� �������� I ∈ CI1×...×IN×J1×...×JN


��E	��� �� ��� 
���	��'���� �	���	��� �
� &���� �
� Kronecker ��� �%	� ��
�%	���

Ii1...iN j1...jN
= δj1...jN

i1...iN
=

N∏
k=1

δikjk
. F<�6BG

.B



#������!� 
 �
��&���
� �������� ������	�!E	��� �� �
 	?��	���� �����	�
 
��+� �
 

��&����� ��!��� 2� ��� 
��E	��� ��� !���	� �!?	�� ��� 		?��	���� ��
 	��	�
 ��!&	�����

����#'
��� �-�-�- * �
������
� ������� I ∈ CI1×I2×J1×J2 � �� ��
� ���&

Ii1i2j1j2 = δi1j1δi2j2. F<�60G

����� � �� ��� , ���� i1 = j1 ��� i2 = j2 ��� - ���
�( �� .����
��� ��� 
 I � ��

���������� 2 × 2 × 2 × 2' ���� ������� ��� , ��� ��
� ���& /,',',',0' /,'1','10' /1','1',0'

/1'1'1'10 ��� ������� ��� - ��� ��
� ��� /,',','10' /,','1',0' /,'1',',0' /1',',',0' /,'1'1'10'

/,'1'1',0' /,','1'10' /1'1',',0' /1'1'1',0' /1',','10' /1','1'10' ��� /1'1','10(

(	�&� �� ��
�%	�� �
� �
��&���
� ������� &	� 	?���+���� �� ����	������� 	��
�� '! 

���� 
 �
��&���
� �������� 
�
�!E	��� ��
��
����� FisotropicG� 7���	�������� ���� ��������

�
� 

�
� 
� ����� ��� ��
�%	��� �
� 	���� �����
���	� �	 ��� 	�����
*� �
� ��������
�

����	�������� 
�
�!E	��� ��
��
����� D>�
� 
� �������� ��&	����� �!?�� F'�����! �	����G

	���� ��
��
��
�� 	�+ &	� �!�%
�� ��
��
��! &���������� > �
��&���� ��
��
���� ���� 

���� &	��	��� �!?�� 	���� �
 &���� �
� Kronecker� > �
��&���� ��
��
���� �������� ������

�!?�� 	���� �
 ���!
�
 ��������.���� εijk�

εijk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 ��� i = j� � j = k� � k = i

1 ��� (i, j, k) ∈ {(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)}

−1 ��� (i, j, k) ∈ {(1, 3, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 3)}

F<�61G


 

�
� ���� '�'��
���*�� ���*��	��� �� ������� Levi-Civita�

����- �!��� � +��!���

,�
���� �-�-*- F������� �������G ,	��
��	 ������� A ∈ CI1×I2×...×IN � $ ����
��

FcontractionG �
� A �� �
� �
�� &	���	� ip ��� iq� �	 �
��� &�!����� u� 	���� 
 ��������

〈A〉p,q �!?	�� (N − 2)� �	 ��
�%	���

(〈A〉p,q)i1...ip−1ip+1...iq−1iq+1...iN =

u∑
k=1

ai1...ip−1kip+1...iq−1kiq+1...iN . F<�6:G

$ ����
�� 	��� ������� �	�+�	� ��� �!?� �
� ���! .� (���� 	���� &������ �� 
����	�

����
�� ��� 	������	�
�� �� . &	���	�� 7��� 	������ ��� ������� � ����
�� 	����

������
�%� �	 �
 �%�
� FtraceG �
� ������ 7��� 	������ ����
� �������� � ����
�� 
��E	���

��!�	�� �� �
� ���� ����	��'���� ��� ���� �����	��'���� &	�����

.0



�?�E	� �� ���	���	� � �%��� �
� 	���	���
� ���
���
�� �
� 	?��	���
� ���
���
� ��� ���

����
��� ������+�� )
 	?��	���� �����	�
 ��� ������+� A ���B ��� � ��
�
���� ����
��

�
� ���
���
� �� �
� &	&
���
�� &	���	�� &��	� �&�
 �
���	��� �	 �
 	���	���� �����	�


��� &�
 ������+� �� �
� �
�� �&�
�� &	���	��

,	��
��	 ������� A ∈ RI1×I2×I3×I4� �	 &����!�	�� 2× 2× 2× 2 ��� ����� ai1i2i3i4 = 1� $

����
�� �
� A �� �
� �
�� &	���	� i2, i3 	�����

(〈A〉2,3)i1,i4 =

2∑
k=1

ai1kki4 = ai111i4 + ai122i4 . F<�./G

D��� �
 �
���	��� 	���� 
 ������ A ∈ RI1×I4 �	 ��
�%	���

(〈A〉2,3)i1,i4 = A =

(
2 2

2 2

)
. F<�.6G

����. 	������� +��!��� �� �'����

,�
���� �-�-�- F1
���'�� ������� �' �"����G ,	��
��	 �������A ∈ C
I1×I2×...×IN

��� ����� B ∈ CJn×In� )
 �����	�
 �
� A 	� �
� B �� �
� ��� �
��� &�!����� In 
��E	���

���

A×n 4 = 〈A,4〉n,2. F<�..G

�
��+�� �
 �����	�
 ������� �	 ����� 
��E	��� �� �
 	���	���� �����	�� �
�� !�� �	

�
��
�� &	���	�� ��� ��!�	� ������� �!?	�� N �
� � &������� �
� n 
��
� &	���� �	�� 

'!��	��� �� In �	 Jn ��� �� ��
�%	�� �
� ���
���
� �
�
��E
���� �	 '!�� ��� ����!��

�%����

(A×n 4)i1...in−1jnin+1...iN =

In∑
k=1

ai1...k...iN bjnk. F<�.<G

#������
��	 ��� �
 �����	�
 ������� �	 ������ 
 �������� 
� �
���	� �%	� ��� �&�� �!?�

�	 �
� ��%��� �������� (A ×n 4) ∈ CI1×...×Jn×...×IN � ��! 
 n 
���� &	����� ����	� ��
�

��
 Jn�

�� �	����
��	 �
� ������� A ∈ CI1×I2×...×IN ��� ����	� B ∈ CJn×In � C ∈ CJm×Im ���

DKn×Jn ���	 
��E
���� &�
 �&�����	� 
� �*
�
�� �
 �����	�
 ������� �	 ����	��

(A×n 4)×m C = (A×m C)×n 4 = A×n 4×m C. F<�.8G

.1



�� �	����
��	 �
� ����� C ∈ CKn×Jn� ���	

(A×n 4)×n C = A×n (C ·B). F<�.=G

$ 	?����� F<�.8G 	���� � �
�	���������� �&������ �
� 
����������
� ������� �	 ����	��

)
 ���'
�
 · ���� F<�.=G 	�*�!E	� �
� 
����������� &�
 ��!���� ��� &����+���	 ��
�


����� F<�BG�

7��� 	������ ���
���
� < ��!���� ���� A ∈ CI1×I2 � B ∈ CI3×I1� ��� C ∈ CI4×I2�

�
 �����	�
 4 · � · CH �
�	� �� ���*	� ��� � ×1 4 ×2 C� 9���	��� �����! ��� 
 4


�������!E	��� �� �
� ��� I1 &�!������ 	�+ 
 C �� �
� ��� I2 &�!������ 7�
� N 

&�!����
 %+�
 
 ���!�� ���'
������ ���	� �
 ��'���� ��� ���'
����+� ��� �	���	����
��

��!���
*
�� ��!����

,	��
��	 ������� ������ �!?	�� A ∈ RI1×I2×I3 �	 &����!�	�� 2×2×2 ��� ����� ai1i2i3 = 1�

(���� �	��
��	 ����� B ∈ RI4×I1 &����!�	�� 2× 2�

B =

(
2 1

0 2

)
.

)
 �����	�
 A×1 B &��	��� �� ��� ����!�� �%����

(A×1 B)i4i2i3 =
2∑

k=1

aki2i3bi4k = a1i2i3bi4k + a2i2i3bi4k.

D��� �
 �����	�
 ����	� ��� 	?�� ������ (A×1 B)1i2i3 = 3� (A×1 B)2i2i3 = 2�

A×1 B =

(
3 3 2 2

3 3 2 2

)

�

����/ )�0�1�� 	�������

,�
���� �-�-7- F4�5��� 1
���'�� ������ �G ,	��
��	 ��������A,B ∈ CI1×I2×...×IN �

)
 '������ �����	�
 Fscalar productG ��� A ��� B 
��E	��� ���

〈A,B〉 =

I1∑
i1=1

I2∑
i2=1

. . .

IN∑
iN=1

ai1i2...iN b
∗
i1i2...iN

. F<�.BG

.:



D>�� *���	��� �� ��� F<�.BG� �
 '������ �����	�
 ������+� �
�	�	� �	���	��� �
�

	���	���
� ���
���
� &�
 &������!���� 
� 
������	 ��
� >����� <�6�<� D(����,4 ∈ CI1×I2

�������� &	��	��� �!?��� ���	 ��%�	� � ����
��� �&�������

〈�,4〉 =

I1∑
i1=1

I2∑
i2=1

ai1i2b
∗
i1i2

= tr(4H�). F<�.0G

�
� tr(·) ���'
��E	� �
 �%�
� 	��� ������ #������
��	 ��� �
 '������ �����	�
 &�
 ���� 

��+� ��
���� �	 �
 	���	���� �
�� �����	�
� �� �
� ��
�� �
�� F�
��
��G &	���	�� �	 '!��

�
� 
����� �
� '�����
� ���
���
�� �
�	� �� 
����	� ��� � �	���	��� ��� ������ Frobenius

��� ���������

,�
���� �-�-$- F3���� Frobenius ������ �G ,	��
��	 ������� A ∈ CI1×I2×...×IN �

$ ����� Frobenius �
� A 
��E	��� ���

‖A‖F =
√
〈A,A〉. F<�.1G

$ ����� Frobenius �
�	� �� %�����

���	� ��� &	����� ��� �� ������� �
� �	���
��

	��� �������� )
 �	��!���
 ��� ������ 	�*�!E	� ��� 	����	�� �
� ��������

����2 &0�31������� +��!��,�

> ����!�� 
������ ��� ��
�!���� 
�.
������ Fmutually orthogonalG ������+� �
�	�	�

�	���	��� �
� ������
�%
� 
����
� ��� &����������

,�
���� �-�-�8- F���
0�"� ,�5�� �
�
 ������&�G ,	��
��	 �������� A,B ∈
CI1×I2×···×IN � >� A,B 	���� ��
�'��� 
��
�+��
� FA⊥BG �� ��%�	��

〈A,B〉 = 0. F<�.:G

7��� ����%	��� �� 	�����*
�� ���
�	� ��� 
��
���������� ��� ��� ����	������� 
�!&�

������+�� �
�� ��
�����.�����
�� FdecomposedG ���������

,�
���� �-�-��- F�������'5'
�&��� ��������G ,	��
��	 �������A ∈ CI1×I2×···×IN �

> A 
�
�!E	��� �
����	�	��
�� �� �
�	� �� ������	� ���

A = a(1) ⊗ a(2) ⊗ · · · ⊗ a(N). F<�</G

�
� a(i)
C

Ii &��������� i = 1, 2, . . . , N ��� ⊗ ���'
��E	� �
 �����	�
 Kronecker�

</



����#'
��� �-�-�- )���
��� ������ A ∈ RI1×I2×I3 ' �� A = (A1ij|A2ij|A3ij)' ��
�&

A1ij =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ A2ij =

⎛
⎜⎜⎝
−1 0 1

0 0 0

−1 0 1

⎞
⎟⎟⎠ A3ij =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ .

> A 	���� �
����	��
�� ���+� �
�	� �� ���*	� �� �
 	?��	���� �����	�
 ���+� &���� 

��!���� a(1) = (1, 0, 1), a(2) = (0, 1, 0), a(3) = (−1, 0, 1) �� A = a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3)�

,�
���� �-�-��- F����� ,�5�� �
�
 ������&�G ,	��
��	 �������� A,B ∈
CI1×I2×···×IN 
� 

�
� �
�
�� �� �
����	�
�� �	 �����	�� Kronecker &������!��� F�
 

����	��
� ��������G� >� A,B 	���� ����� 
��
�+��
� Fcompletely orthogonalG ���

a(i)⊥b(i) ⇔ a(i) · b(i) = 0, i = 1, . . . , N. F<�<6G


��	 ���	�+�
��	 
�� A⊥cB�

,	��
��	 �
� ������� A �
� #���&	�����
� <�<�.� ���+� ��� �
� �
����	��
 �������

B ∈ RI1×I2×I3� > B �
������	��� ��� &���������� b(1) = (0, 1, 0), a(2) = (1, 0, 1), a(3) =

(0, 1, 0)� #������
��	 ��� a(1)⊥b(1), a(2)⊥b(2), a(3)⊥b(3)� D��� �
���	� �
 ��������� ��� 
�

A ��� B 	���� ����� 
��
�+��
��

,�
���� �-�-��- F2�(��� ,�5�� �
�
 ������&�G ,	��
��	 �������� A,B ∈ CI1×

×I2×···×IN 
� 

�
� �
�
�� �� �
����	�
�� �	 �����	�� Kronecker &������!���� >� A,B
	���� ��%��+� 
��
�+��
� Fstrongly orthogonalG� ���

a(i)⊥b(i) � a(i) = ±b(i), i = 1, . . . , N. F<�<.G


��	 ���	�+�
��	 
��� A⊥sB�

,	��
��	 �
� ������� A �
� #���&	�����
� <�<�.� ���+� ��� �
� �
����	��
 �������

B ∈ RI1×I2×I3� > B �%	� ��� '!�� �� &��������� b(1) = (0, 1, 0), b(2) = (0,−1, 0), b(3) =

(−1, 0, 1)� #������
��	 ��� a(1)⊥b(1), a(2) = −b(2), a(3) = b(3)� D��� �
���	� �
 ���������

��� 
� A ��� B 	���� ��%��+� 
��
�+��
��

�	 '!�� �
�� >����
�� <�<�6/ <�<�6<� �
���	� � ����!�� �&������ ��� &�
 �
����	 

��
�� �������� A,B ∈ CI1×I2×···×IN �

A⊥cB ⇒ A⊥sB ⇒ A⊥B. F<�<<G

> ����!�� 
������ 	����!*	� ��� ���
�� �
� �
 �������� 
� %�����

�	���� ��
�


����� 	��� 
��
�+��
� �������� 7	 ������
�%�� �	 �
� 
����� 	��� 
��
�+��
� �����

F�
� 

�
� ��� �� &��������� 
� �
� �����
�
�� 	���� 
��
�+��� ��! &�
G� � ������� 
�

%�����

�	���� 	���� 
� �
 �������� F���!�����
�%	�� �	 �
�� �
����	�G �� 	���� 
��
�+��
�

��! &�
�

<6



,�
���� �-�-�!- F)��6��������G > �
 �������� FsubtensorG Ain=λ ∈ CI1×···×In−1×

×In+1×···×IN 	��� ������� A ∈ CI1×I2×···×IN &���
���	���� �
� &	���� in ��
 �	 λ�

,�
���� �-�-�%- F9,��6,�5�� �
�� ��������G ,	��
��	 �������A ∈ CI1×I2×···×IN �

> A 	���� ��
 
��
�+��
� Fall-orthogonalG� �� ��� �!�	 λ, μ� �	 λ �= μ� ��%�	� ����

〈Ain=λ,Ain=μ〉 = 0. F<�<8G

7�
 IBBJ &��
���� 
� 
����
� ��� 
��
������ ������+�� ��E� �	 '������ �&������� �
���

(����� �
�	��
���� ��������
� ��� ��� 	��	�� 
�.
������ ��
���.���� ��������� &���&�

��� �����!����� 	��� ������� �� !��
���� 
��
������ ������+� F@�� (������ <�<�:G�

����4 ��$#�!3�� +��!���

#
��! �
'������ ���� ��!���� ������+� 	���� &������ �� 	����
�� �

�	�+���� �� ��
� 

%	�� ��� ������+� �	 ����	� ������
�%
� �	���
��� @������ ���
� 	���� ��� � �����!�����

	��� ������� �	 ���� ����� 	���� �
 �����
��� �� �
������������� ���! ��� &�������� 

�� !
2�� (����� 
���� ��+��	� �
����������
� ��� ����� ��!����� &	&
����� &	�

�
�����E
�� 
��&�!����	� &
���� #
���� �� ��� �&�����	� ��� 
����������� !��	'���

�%
�� ������
�%�	� ��
� &��&�!����
 %+�
 ��� ��������� !��	'��� �	�����
���� ��� 	�����

	��� �
'�����
� ��
� ��������� %+�
 �	 	����� 
��+� �
 �
'���!��� ��
� %+�
 ���

��!����

,�
���� �-�-�*- F��������� �������G ,	��
��	 ������� A ∈ CI1×I2×···×IN � )


��!����� �
� A �� �
� �
� n 
��� &	���� 	���� 
 ������ �(n) ∈ C
In×(In+1In+2...IN I1I2...In−1)�

)
 ��
�%	�
 ai1i2...iN �
� A '����	��� ���� in �	��! �
� �(n)� ��� ���� ������

(in+1 − 1)In+2In+3 . . . INI1I2 . . . In−1 + (in+2 − 1)In+3In+4 . . . INI1I2 . . . In−1 + . . .

+(iN − 1)I1I2 . . . In−1 + (i1 − 1)I2I3 . . . In−1 + (i2 − 1)I3I4 . . . In−1 + . . .+ in−1.

,	��
��	 �
� ������� A ∈ CI1×I2×I3� > A �%	� ����� aij1 = 1, aij2 = 2, aij3 = 3 (i, j =

1, 2, 3)�

)
 ��!����� A(1) �
� A 	���� ������ &����!�	�� I1 × I2I3 = 3× 3 · 3 = 3× 9�

A(1) =

⎛
⎜⎜⎝

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

⎞
⎟⎟⎠

<.



)
 ��!����� A(2) �
� A 	���� ������ &����!�	�� I2 × I3I1 = 3× 3 · 3 = 3× 9�

A(2) =

⎛
⎜⎜⎝

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

⎞
⎟⎟⎠

)
 ��!����� A(3) �
� A 	���� ������ &����!�	�� I3 × I1I2 = 3× 3 · 3 = 3× 9�

A(3) =

⎛
⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

⎞
⎟⎟⎠

��� 
�� %������ 	*���
�� �
� ���������
� ������� ������!��� ���� 	������ ��
����

.���� ������ Ftensor decompositionG� 7��� �
����	��� ���� �������� A ∈ C
I1×I2×···×IN

	���� &������ �� �
����	�	� ��
 �����	�
 	��� ������� B ∈ CJ1×J2×···×JN 	� N ����	��

A = B ×1 C(1) ×2 C(2) · · · ×N C(N) F<�<=G

�
� 
� ����	� C(i) ∈ CJi×Ii� �� 	�*����	� � �%��� F<�<=G �	 ��!����� ������� �� �
�

�
� n 
��� &	�����

�(n) = C(n) ·4(n) · [C(1) ⊗C(2) ⊗ · · · ⊗C(n−1) ⊗C(n+1) ⊗ · · · ⊗C(N)]T . F<�<BG

�
� ⊗ ���'
��E	� �
 �����	�
 Kronecker�

����5 )�0��� +��!���

7�
 	&�
 ��� ��������� !��	'���� 
 �����
'����� � ��+� '����� FrankG 	��� ����� � 

�
���� �	 �
� ������ ��� �������+� ��	?!������ �����+� � ����+� �
� ������ D(��� 	��� 

�������� 
������ �
� '���
� 	���� 
 ������� ��� �� ��&	���+� 
����+� ���+� F�&��E
��+�

���+�  singular valuesG �
� ������ 7�
 	&�
 ��� 
����������� !��	'���� � ���
�� �
�

'���
� �	���	�	���� ��!�
�� �	 �� �
�*� �
� �������� 7��� 	������ ����
� �������� �� 

�� ��� 	��
����+� 
� 	*����E
���� ���� ������	�� �
�� 
 '����� ��
���� �	 �
� ������

��� ����	��'���+� ��� �����	��'���+� &	���+�� 7��� 	������ ������� N 
���� �!?��

Fcomponent-free approachG� 
��E
���� 
���� &��*
�	����� ���
�	� ��� �
 '���� ��������

,�
���� �-�-��- F�������� ��� 4�5���G ,	��
��	 ������� A ∈ C
I1×I2×···×IN � ��


 A �
�	� �� ���*	� �� 	?��	���� �����	�
 N &������!��� F	���� �
����	��
�G� ���	 


'����� �
� ��
���� �	 6 FRank-1 tensorG�

<<



> ���!�� 
������ '����	��� �	 ������ ������
�%�� �	 �
� 
����� 	��� ����� �	 '����

6 ���� �������� !��	'��� &���&� �
� ����� 
� &���
���	���� �� �
 	?��	���� �����	�
 &�


&������!����

,�
���� �-�-�7- F4�5��� �������G ,	��
��	 ������� A ∈ CI1×I2×···×IN � D(��� ���


 A ����

�	� �� ��� �%����

A =

r∑
i=1

λi · U (i). F<�<0G

�
� λi > 0, i = 1, . . . , r ����	��� ��� U (i) ∈ CI1×I2×···×IN �������� �	 '���� 6� > '����� �
�

A� 
 

�
� ���'
��E	��� �	 rank(A) 	���� �
 	�!%���
 r ���� +��	 
 A �
�	� �� 	�*����	�

���*��� �	 ��� F<�<0G�

,�
���� �-�-�$- F,�5�� �
�� 4�5��� �������G ,	��
��	 ������� A ∈ CI1×I2×

×···×IN � D(��� A 
� ����

�	� �� �%��� F<�<0G� > 
��
�+��
� '����� Forthogonal rankG

�
� A� 
 

�
� ���'
��E	��� �	 rank⊥(A)� 	���� �
 	�!%���
 r ���� +��	 
 A �� ����

�	�

��� F<�<0G ��� �� ��%�	� U (i)⊥U (j), ∀i �= j� $ ���!�� �
����	�� 
�
�!E	��� 
��
�+���

�
����	�� '���
��

,�
���� �-�-�8- F2�(��� ,�5�� �
�� 4�5��� �������G ,	��
��	 ������� A ∈
CI1×I2×···×IN � D(��� A 
� ����

�	� ��� �%��� F<�<0G� > ��%��! 
��
�+��
� '����� Fstrong

orthogonal rankG �
� A� 
 

�
� ���'
��E	��� �	 rank⊥s(A)� 	���� �
 	�!%���
 r ���� +��	


 A �� ����

�	� ��� F<�<0G ��� �� ��%�	� U (i)⊥sU (j), ∀i �= j�

�?�E	� �� ���	���	� ��� ���� 	������ ������+� &	��	��� �!?��� � �
����	�� '���
��

� 
��
�+��� �
����	�� '���
� ��� � ��%��! 
��
�+��� �
����	�� '���
� �����E
���� �	

��� �
����	�� 
����+� ���+� �
� ����� IBBJ�

,�
���� �-�-��- F.
�������� n6����� .'"���G ,	��
��	 �������A ∈ CI1×I2×···×IN �

)� &��������� n 
��
� &	���� �
� A �%
�� &�!����� In ��� �
���
�� �%
���� 	�	��	�


�
� &	���� in F1 � in � InG ��� ����+���� �
�� ���
�
�� &	���	� ����	�
���

,�
���� �-�-��- Fn6����� 4�5��� �������G ,	��
��	 ������� A ∈ CI1×I2×···×IN �

> n 
���� '����� �
� A ���'
��E	��� �	 rankn(A) ��� 	���� � &�!����� �
� &����������
�

%+�
� 
� &���
���	���� �� �� &��������� n 
��
� &	���� �
� A�

> 
������ �
� &��������
� n 
��
� &	���� �
�	�	� �	���	��� ��� &������!��� �������

��� &������!��� ������ 	��� ������ ������
�%�� 
 n 
���� '����� ������� �
�	�	� �	���	� 

�� �
� �����
'���
�� 7��� 	������ �
� ������� ����� 
� n 
��
� '���
� &	� �����E
����

�	��?� �
�� ���������� ��� ���� 	������ 
� �����E
����� �!�%	� 	������ �� &��*��
��
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�� �
� '���� �
� �������� $ �%��� 
� ��%�	� �	��?� �
� '���
� ������� ��� �
� n 
��
�

'���
� ������� 	����� rankn(A) � rank(A)�

>� n 
��
� '���
� 	��� ������� �
�
�� �� �
�
����
�� 	��
�� %�����

�+���� �


������
�%
 ��!����� �
� ��������

rankn(A) = rank(�(n)). F<�<1G

$ 	��	�� �
� '���
� 	��� ������� 	���� 
�� �
 ����	�
 ��'���� �	 �%��� �	 ��� 	��	��

��� n 
��
� '���
�� ����� �	��	� �
� ������� ��� ��� n &�!����� 
������� > ���
������ �
�

'���
� 	��� I1×I2×· · ·×IN ������� 	���� ����� ��
���� ��'���� ���� '�'��
���*��� D(%
��

�
���	� �	%����� ��� ��� 	��	�� '���
� ������+� ����	�������� �!?�� ��� &����!�	�� F%�

��� �������� 2 × 2 × · · · × 2G� (����� �
&	����	��� ��� �
 ��'���� 	��	��� �
� '���
�

	��� ������� <�� �!?�� 	���� 	��	����� 
���
�������� )��
�� �
&	����	��� ��� � ���� �
�

'���
� �
� ������� 	?���!��� �� �
 	&�
 ��
 

�
 
��E	��� 
 ��������� �
��+�� 
 '�����

	��� ��������
� ������� 
� 
��E	��� ��
 	&�
 ��� ��������+� �����+� &	� �%	� �&�� ����

�	 �
� '���� �
� �&�
� ������� �� 
����	� ��
 ����&��� 	&�
� �	 ��� ���!�� ���������

*���	��� � &��*
�! ���� 	��	�� �
� '���
� 	��� ������� �	 �%��� �	 ��� 	��	�� �
� '���
�

	��� ������ �
� �%
�� �
���	� 
���� �	%����� ��� ��� 	��	�� ��� ��� � ��!���� 
����+�

���+�� � �
����	�� QR� � ���
�*� Gauss ����

,	��
��	 �
� ������� A ∈ CI1×I2×I3 �
� #���&	�����
� <�<�.� (*��
� A = a(1) ⊗ a(2) ⊗
a(3)� 
 '����� �
� A &	� �
�	� �� 	���� �	�����	�
� �� 6� ���*��� �	 ��� F<�<0G� (	�&�

�
*��+� 
 '����� 	��� ������� 	���� �	����� ������
�� 
 '����� �
� A ��
���� �	 6�

,	��
��	 �
� ������� A ∈ C
I1×I2×I3� > A �%	� ����� a11j = a22j = 1, a12j = a21j =

2 (j = 1, 2)�

)
 ��!����� A(1) �
� A 	���� 
 2× 2 �������

A(1) =

(
1 1 2 2

2 2 1 1

)

> 1 
���� '����� �
� A ��
���� �	 �
� '���� �
� A(1)� rank1(A) = 2� )
 ��!�����

A(2) �
� A 	���� 
 2× 4 �������

A(2) =

(
1 2 1 2

2 1 2 1

)

> 2 
���� '����� �
� A ��
���� �	 �
� '���� �
� A(2)� rank2(A) = 2� )
 ��!����� A(3)

�
� A 	���� 
 2× 2 �������

A(3) =

(
1 2 2 1

1 2 2 1

)

<=



> 3 
���� '����� �
� A ��
���� �	 �
� '���� �
� A(3)� rank3(A) = 1� ,� �
�
���
��	

�+�� �
� '���� �
� A� ��%�	� ��� A = a(1) ⊗ a(2) ⊗ (a(1) + a(3)) + a(3) ⊗ a(2) ⊗ (a(1) + a(3))�

�
� a(1) = (0 1)� a(2) = (2 1)� ��� a(3) = (1 0)� D���� 
 '����� �
� A &	� 	���� �	�����	�
�

�� .� (*N
�
� rank1(A) = rank2(A) = 2� 
 '����� �
� A ��
���� �	 .�

�����6 7#�"�!�������' +��!����

7�
 	&�
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Country/Western 0//

Baroque 0//

Classical 0//

Romantic 0//

Electronica 0//

Hip-Hop 0//
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HardRock/Metal 0//
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Hop, Indie Rock, Industrial, Instrumental Rock, Jazz, Latin, Metal, Modern Rock, Pop,

Pop Punk, Pop Rock, Power Pop, Progressive Rock, Punk, R&B, Rap, Reggae, Rock, Ska,

Spoken Word, Techno, Trance, World, WorldFusion� $ '!�� Garageband 
����+�	��� �	 ���

�	���%�� &�
 	��&�� 

� ��
 �+�
 	�	&
 �

�	��
����� �� 61 �
����! ��&� �� 

�� � 


�	�
����� �
 �
����! ���� �

�	������ �	 ��� &	��	�
 	�	&
� $ �	���%	�� ���
2�E	���

��
� #����� 8�<�

)
 ���
�
 &	&
����� &�����	��� ��� 	�	������
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� �
 ���� &	� �%	� %�� 
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���
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�	�	���� �� 
������� ����
�&��� ���
&	����� �� ��� AllMusic �	�� 
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*
��� �
��� 7	 �����	�� �	 ��� !��	� '!�	�� &	&
����� � '!�� USPOP2 &	� &�����	���

�	 �
�*� audio� > Dan Ellis &�����	� �� '!�� �� �
Q
�
������� Mel-scale Frequency

Cepstral Coefficients-MFCCs�

)� ����
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��	�
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���� ���

����
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��	� ��� ��� '!�� &	&
����� �
�
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�� ���� ���
�	��&�

��� USPOP��

�http://labrosa.ee.columbia.edu/projects/musicsim/uspop2002.html
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Rock Alternative pop, Pop, Pop rock�

Power pop,Alternative Rock, Indie Rock,

Hard Rock, Modern Rock,Rock

Progressive Rock Instrumental Rock, Progressive Rock

Folk/Country Acoustic, Folk, Folk Rock, Americana, Country

Punk Emo,Pop Punk, Punk

Heavy Metal Alternative Metal, Hardcore Metal, Metal

Funk Funk, Groove Rock, R& B

Jazz Jazz

Electronica Ambient, Electronica, Electronic,

Experimental Electronica,Experimental Rock

Latin Latin,World, World Fusion

Classical Classical

Techno Dance,Techno,Trance

Industrial Industrial

Blues Blues, Blues Rock

Reggae Reggae

Ska Ska

Comedy Comedy

Rap Hip-Hop, Rap

Spoken Word Spoken Word
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Blues 6./

Electronic 66<

Jazz <6:

Pop 66B

Rap/HipHop <//

Rock =/8

Folk/Country ...

Alternative 68=

Funk/Soul 80
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�!� FtimbreG
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�����	 {Ỹm = D̃m ×1 U(1)T ×2 U(2)T ×3 . . .×N U(N)T

� m = 1, 2, . . . ,M}
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�����	 ΨY0 =
∑M

m=1 ‖Ỹm‖2F .

• For k = 1 : K

For n = 1 : N
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&���������
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�%	� ����	� ��� V ��� H� �	 !��� ������ �!�	 &�!����� ���
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∑
i

wiαvij

(WH)ij∑
k wkα
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∑
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 I00J ���
����
�� ����
��

����� ��

�������+� ������+� %�����

�+���� ��� ���
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Di1i2...iN =
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uj
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2(i2) · · ·u

j
N(iN ), F=�6=G
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 i1 
��� ��
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uj
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uj
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ŨiZTZ
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j
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� �
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∏
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∏
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m up
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2 ⊗ · · · ⊗ uj
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2 ⊗ · · · ⊗ uj
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>��E
���� N ����	� Ui ∈ R
Ii×k
+ � i = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . k �	 ��� ����
��� &
�� Ui =

[u1
i | . . . |uk

i ]� �
� �
 &�!����� uj
i 	���� � j 
��� ����� �
� ����� Ui� � �����	��	���� ���!�����

����
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&������ �	 N ��������	�� ����
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ϕi(D(i),UiZ
T ) =

1

2
‖D(i) −UiZ

T‖2F , i = 1, 2, . . . , N. F=�<:G

Z = UN � . . .�Ui+1 �Ui−1 � . . .U1. F=�8/G

F=�86G
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