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Funciones de Sensibilidad

4.1. Introduccidn

El procedimiento de diseno de sistemas de control puede verse en si mismo
como un sistema realimentado. En él puede hablarse de una consigna, que son
los objetivos del control, un proceso, que es el propio problema de control y
un controlador, que es el ingeniero de control (ver fig. 4.1). Durante el disefio,
el ingeniero de control actia sobre el problema de control utilizando técnicas
de sintesis y lo mide o evaliia empleando técnicas de andlisis. Parece, por
tanto, claro que el éxito en el procedimiento de diseno no dependera solo de
técnicas de sintesis de sistemas de control, por muy sofisticadas que éstas
sean, sino también de un buen andlisis del problema.

En efecto, las técnicas de analisis son los 0jos del disenador y quienes, en
ultima instancia, le informan del desempeno del sistema a controlar, asi como
del grado de adecuacién a los objetivos planteados. Las técnicas de anélisis,
por tanto, deben aportar informacion sobre todos los objetivos a los que
aspira un sistema de control ya que, de lo contrario, el problema del diseno se
convierte en un problema no observable, comparable a resolver un problema
sin datos o a conducir a ciegas.
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Figura 4.1: Proceso de disenio de un sistema de control.

Como se vio en los temas T2 y T3, entre los principales objetivos del
control figuran la estabilidad del sistema, el seguimiento de referencias y la
robustez del mismo ante perturbaciones, ruido de medida e incertidumbres en
el modelo del proceso. Estas caracteristicas se ven reflejadas en un conjunto
de cuatro funciones de transferencia (seis, en arquitecturas de control de dos
grados de libertad) denominadas funciones de sensibilidad. Las funciones de
sensibilidad, analizadas en su conjunto, permiten evaluar un sistema de con-
trol en multiples aspectos —no sélo en cuanto al seguimiento de referencias—
y, por tanto, resultan indispensables en la fase de diseno.

Organizacién del tema El tema esta organizado como sigue. En la seccién
4.2, se define el concepto de sensibilidad, describiendo esquematicamente su
papel en el disenio de sistemas de control. A continuacién, en 4.3 se definen las




4.1 Introduccién

cuatro funciones de sensibilidad, destacando su relacién con las variables del
sistema de control. En la seccién 4.4 se muestra cémo la funcién de sensibili-
dad S(s) describe la capacidad de un sistema de permanecer inalterado ante
perturbaciones, mostrando también su interpretacion en frecuencia. En la
seccion 4.5 se describe en términos de las funciones de sensibilidad la capaci-
dad de un sistema para seguir de referencias; particularizando para frecuencia
w = 0 en sistemas con realimentacién unitaria se llega a la definicién clasi-
ca de error en régimen permanente. La accién de control es estudiada en la
seccién 4.6, también desde el enfoque de la sensibilidad; se intuye aqui cémo
mejoras espectaculares en la respuesta dinamica del sistema se traducen en
acciones de control que pueden resultar inadmisibles. En la seccién 4.7 se
expone un pequeno caso de estudio en el que se ilustran los conceptos an-
teriores para analizar el impacto en los distintos objetivos de control de las
tres acciones de control basicas: proporcional, integral y diferencial. En la
seccion 4.8 se describe la susceptibilidad del sistema realimentado ante cam-
bios en el proceso. Esta seccién comienza con el apartado 4.8.1 en el que se
parte de la definicion de sensibilidad para describir el efecto de la variacion
en el proceso sobre la respuesta en bucle cerrado. A continuacién, se des-
cribe la estrecha relacion existente entre las funciones de sensibilidad y la
estabilidad; se establece un vinculo geométrico entre la sensibilidad maxima
y la proximidad de la curva de Nyquist al punto —1 que conduce a definicio-
nes robustas los margenes de estabilidad clasicos; seguidamente se analiza,
también en términos de la sensibilidad, la relacién entre las variaciones del
proceso y la estabilidad, llegdndose sin dificultad a una cota que permite
evaluar de forma grafica y conservadora el impacto de estas variaciones sobre
la estabilidad del sistema. La seccién 4.9 concluye el tema, exponiendo —sin
demostrar— la integral de Bode y esbozando las principales limitaciones que
de ella se derivan en cuanto a lo que puede realizarse mediante el control.
Finalmente, en la seccién 4.10 se comentan las principales referencias para el
estudio de este tema.
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4.2. Sensibilidad
4.2.1. Definicion de sensibilidad

Segun el diccionario de la Real Academia Espanola, sensibilidad significa,
en su quinta acepcion:

5. Capacidad de respuesta a muy pequenas excitaciones, estimulos o cau-
sas.

Esta definicion se ajusta bastante bien a los sistemas de control, en los
que interesa el estudio de su capacidad de respuesta ante variaciones en la
referencia, perturbaciones, ruido de medida y variaciones en los parametros
del proceso, entre otros factores. De una manera mas formal, la sensibilidad se
define como la variacion relativa de la funcién de transferencia de un sistema
AG(s)/G(s) frente a variaciones relativas de uno o mas pardmetros Ag/q

AG(s)
¢_ o oo _9Gaq
S = fim, 579G (4.1)

Como se vera enseguida, el calculo de esta sensibilidad para describir multi-
ples aspectos del bucle de control se reduce a cuatro funciones de transfe-
rencia (seis, si hay prealimentacién) que condensan la informacién sobre la
sensibilidad del sistema, de ahi su nombre: funciones de sensibilidad.

4.2.2. Papel de la sensibilidad en el diseno

Uno de los principales objetivos de un sistema de control es la capacidad
para seguir referencias con precision y la capacidad de anular perturbacio-
nes en régimen permanente. Los errores en régimen permanente constituyen
un importante parametro de disenio en sistemas de control vinculado a la
capacidad de respuesta o sensibilidad del sistema ante estimulos dominados
por las bajas frecuencias. Por tanto, un diseno orientado a la consecucién de
errores aceptables en régimen permanente puede ser establecido en términos
del estudio de la sensibilidad del sistema a bajas frecuencias.

Otros factores que a menudo conciernen en el diseno de sistemas de con-
trol son la dindmica de las perturbaciones y el efecto del ruido, que a menudo
se halla dominado por energias en altas frecuencias. Un elemento especial-
mente sensible al ruido es el sensor; este elemento, en general, maneja senales
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y magnitudes fisicas de muy baja potencia, y tiene constantes de tiempo rapi-
das, siendo especialmente sensible a ruidos (de medida, interferencias, etc.)
que pasan a formar parte de la cadena de control, pudiendo afectar a la salida
o generar acciones de control inadmisibles. El estudio de estos efectos, por
tanto, debe tener en cuenta la sensibilidad del sistema a altas frecuencias.

La estabilidad del sistema estéd estrechamente relacionada con la ganancia
del sistema en determinados rangos de frecuencias, concretamente en aquéllos
en los que la fase del argumento de la funciéon de transferencia en bucle
abierto, L(jw), tiene valores proximos a 180°. En ocasiones, algunos sistemas
se comportan de forma distinta al modelo que se tiene de ellos, denominado
modelo nominal, pudiendo, por ejemplo exhibir mayores ganancias en estas
frecuencias, lo que puede derivar en inestabilidad o en un deterioro en la
respuesta dinamica. Un diseno adecuado requiere, por tanto, un estudio de
la respuesta del bucle en frecuencias en las que se sospecha que pueden existir
estos factores.

Todos estos aspectos se hacen patentes graficamente a través del estudio
de las funciones de sensibilidad que se veran a continuacién.
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4.3. Funciones de sensibilidad

Considérese el sistema de control de realimentacién unitaria! mostrado

en la figura 4.2.
di
L.

@O ¢ PO o

Figura 4.2: Sistema de control con realimentacién unitaria.

El sistema se compone de dos bloques: el proceso, G, y el controlador,
C. La variable r es la referencia o consigna, e representa la senal de error,
en base a la cual actia el controlador, u es la accion de control, con la que
el controlador actia sobre el proceso, e y es la salida del proceso. Asimis-
mo, existen tres perturbaciones en el sistema, la perturbacion de entrada o
de carga, d;, que representa las perturbaciones que actian a la entrada del
proceso, la perturbacion de salida, d,, v €l ruido de medida, n, que representa
las diferencias entre el valor real de la salida, v, y el valor proporcionado por
el sensor. Este esquema, aunque simple, captura la esencia y puede ser facil-
mente modificado si se conoce con precision cémo las perturbaciones afectan
al sistema.

Aplicando el principio de superposicién y algo de algebra de bloques en
la figura 4.2 es posible extraer las siguientes relaciones:

'El sistema mostrado en la figura 4.2 representa una arquitectura de control con un
grado de libertad para la que se definen cuatro funciones de sensibilidad. En algunos
textos, como (Astrom, 2003), se realiza el andlisis para arquitecturas con dos grados de
libertad, dotadas de un bloque de prealimentacién, F', que dan lugar a otras dos funciones
de sensibilidad. Por simplicidad, y dado que las cuatro primeras condensan la esencia del
sistema, veremos aqui solamente la arquitectura de 1 grado de libertad. Las arquitecturas
de dos grados de libertad se describiran, no obstante, en el tema T9.
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GC G 1 GC

y = % D, D, — N (42

ractt1iracP tirac? " 11qo (4.2)
C GC C C

- 1+G(JR_1+G0Di_1+GCDO_1+G(JN (4.3)

Donde se ha eliminado la variable s de Laplace por simplicidad. Obser-
vando estas expresiones, cabe hacer algunas observaciones. En primer lugar,
varias de las funciones de transferencia se repiten, por lo que todas las rela-
ciones pueden expresarse empleando sélo cuatro funciones de transferencia,
que por su importancia —especialmente las dos primeras— tienen sus propios
nombres:

S(s) = 1560100 «— funcion de sensibilidad

T(s) = . fg)(so)(é(s) — funcién de sensibilidad complementaria

Si(s) = % « funcién de sensibilidad de perturbacion
C

Su(s) = O «— funcién de sensibilidad de control

Las funciones de sensibilidad condensan la informacion esencial sobre el
desempeno del sistema, incluyendo seguimiento de referencias, efecto de las
perturbaciones en cualquier punto y dinamica la accién de control, todo ello
tanto desde el punto de vista estatico (bajas frecuencias) como desde el punto
de vista dindmico (altas frecuencias).

Interesa notar que estas funciones estan algebraicamente relacionadas

S(s)+T(s) =1

es decir, éstas no pueden ser moldeadas de forma arbitraria mediante la elec-
cién de un controlador C(s), lo que demuestra que el diseno de sistemas de



12

Funciones de Sensibilidad

control tiene sus limitaciones, requiriendo a menudo soluciones de compro-
miso entre distintos objetivos, en los que el disenador debe ponderar los mas
importantes en funcién del contexto.

A continuacién se vera cémo las funciones de sensibilidad se relacionan
con los principales objetivos del control, permitiendo al ingeniero evaluar un
sistema desde una perspectiva global.
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4.4. Rechazo a perturbaciones

Una de las propiedades esenciales de la realimentacion es la capacidad
de responder ante perturbaciones en el sistema, atenuando su efecto en la
variable de salida. Para analizar el efecto con claridad, puede compararse
el desempeno de los sistemas en bucle abierto y en bucle cerrado ante una
perturbacién para una referencia nula?, tal y como se ilustra en la figura 4.3:

di
r=0% e u L' X <
— C —>+@—> G v 4

(a) Perturbacién en bucle abierto

d

I

r=0"'::Z e c —U'+Cl+ G

1
»
|

(b) Perturbacién en bucle cerrado
Figura 4.3:
La salida en el sistema en bucle abierto sera
Yoo = G(8)D;(s) + Dy(s) (4.4)

En el sistema en bucle cerrado sera

2Recuérdese que el principio de superposicién nos permite separar el efecto de la per-
turbacidn del efecto de la referencia

r _ .r=0 r
ypert - ypert + ypert:O
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G(s)D;(s) + D,(s)

e = T G0 (s)

= 5(s) [G(s) Di(s) + Do(s)] (4.5)

siendo S(s) una de las cuatro funciones denominada funcion de sensibili-
dad. Comparando las expresiones (4.4) y (4.5) se obtiene la siguiente relacién
entre las respuestas ante perturbaciones en bucle abierto y en bucle cerrado:

Yie = S(8)Yha, (para r = 0) (4.6)

La funcién de sensibilidad S(s) describe, por tanto, la atenuacién del
impacto de las perturbaciones que se obtiene mediante la realimentacion. Es
evidente, entonces, a partir de las ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.6), que para un
mayor rechazo a perturbaciones sera deseable un valor bajo de la funcién de
sensibilidad.

Visualizacion de la funcién de sensibilidad. La representacion frecuencial
de la funcién de sensibilidad nos permite evaluar de un vistazo la mejora en
el rechazo de perturbaciones que se obtiene mediante la realimentacion. En
la figura 4.4 se muestra el diagrama de Bode de la funcién de sensibilidad
para un sistema de control dado por el proceso

4
(s+D7(s+2)

G(s) =
y el controlador de tipo PI
ki
C(S):/{?p—}—; kpzl,ki:(),g

con realimentaciéon unitaria. La frecuencia més baja a la que la funcién de
sensibilidad tiene una magnitud mayor que 1 se denomina frecuencia de cruce
de sensibilidad, y en este caso es w.s = 0,86rads/s (denotada por “007). La
realimentacién produce, por tanto, una atenuacion significativa por debajo
de estas frecuencias, llegando a anularlas en régimen permanente (w = 0). A
partir de esa frecuencia las perturbaciones son amplificadas hasta un maximo
dado por la sensibilidad maxima, M, = 1,85 (5,35dB), que se produce a una
frecuencia w,,s = 1,36 rads/s (denotada en la figura por “o”).
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Figura 4.4: Curva de modulos, de la funcién de sensibilidad para un control
de tipo PL.
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4.5. Seguimiento de referencias

Dinamica. En ausencia de perturbaciones, la dinamica de la respuesta del
sistema ante una referencia R(s) viene dada por la denominada funcion de
sensibilidad complementaria,

o) = _CEIGE)
14+ C(s)G(s)

Esta funcién describe la respuesta del sistema entre la referencia, r(t), y la
salida, y(t), conociéndose también como la funcién de transferencia en bucle
cerrado. Puede comprobarse facilmente que

T(s) + S(s) = 1

Esta relacién constituye una de las limitaciones que se plantean en control,
que refleja la imposibilidad de moldear arbitraria e independientemente la
dindmica del sistema y su capacidad de respuesta ante perturbaciones.

Error de seguimiento. Las funciones de sensibilidad permiten también de-
terminar el error en el seguimiento de referencias. En efecto, expresando el

error® en términos de las funciones de sensibilidad se obtiene,

e(s) = R(s)—=Y(s) =

ele. e 1 ele.

= B (1+GCR+1+GCDi+1+GCDO_1+GCN)
ele. G 1 Go

= (1_1+GC)R_ vaci T irac? tiyae

= S(s)R—S;(s)D; — S(s)D, + T(s)N
quedando,
e(s) = S(s)R(s) — Si(s)Di(s) — S(s)Dy(s) +T(s)N(s) (4.7)

nuevi xpresion muestra com uncion de sensibilida S
De nuevo, esta expresi estra cémo la d bilidad, S
juega un papel esencial en el efecto de las perturbaciones de salida asi como

3Por simplicidad, se ha considerado aqui realimentacién unitaria, definiendo el error
como la diferencia entre la referencia y el valor de la salida e(t) = r(t) — y(t). Por su-
puesto, este error puede definirse de otras formas. En caso de realimentaciéon no unitaria,
por ejemplo, resulta més adecuado £(t) = ﬁr(t) — y(t), dando lugar a formulaciones
ligeramente diferentes pero analogas en la esencia y que conducen a conclusiones similares.
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de la propia referencia sobre error, mientras que la funcién de sensibilidad de
perturbacion, S;(s), describe el efecto de las perturbaciones de carga. El efecto
en el bucle del ruido en el sensor, por el contrario, depende de la funcién de
sensibilidad complementaria, T(s).

El error de posicién en régimen permanente para un sistema con reali-
mentacién unitaria puede derivarse como un caso particular de la expresion
(4.7). En efecto, en ausencia de perturbaciones, dicha expresién se reduce a

E(s) = S(s)R(s) (4.8)

Particularizando para el régimen permanente ante una referencia de tipo
escalon unitario se llega a la expresion clésica del error de posicion para
sistemas con realimentaciéon unitaria:

R D 1 1
o = ill%s'gs(s)_HC(o)G(o)_1+Kp_5<0) (4.9)
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4.6. Accion de control

La accién de control, dada por la expresién (4.3), puede ser expresada en
términos de las funciones de sensibilidad,

U = Su(s)[R(s) = Do(s) = N(s)] = T'(s)Di(s) (4.10)

De esta expresién se comprueba que la funcion de sensibilidad de control,
S.(s), describe el comportamiento de la accién de control en funcién de la
referencia, r(t), la perturbacion de salida, d,(t) y el ruido en el sensor, n(t),
e, indirectamente, en términos de la perturbacién de carga, d;(t), ya que
T'(s) = G(s)Su(s). La funcién de sensibilidad de control se relaciona con las
demas sensibilidades como:

Su(s) = (7;8 — C(5)S(s) (4.11)

de aqui se desprenden diversas consecuencias:

» La visualizacién de |S,(jw)| nos permite determinar la intensidad de la
accion de control para perturbaciones o referencias a distintas frecuen-
cias.

» El incremento en ganancia de un sistema obtenido a través de la re-
alimentacion lo es a costa de la accién de control. Tipicamente, por
ejemplo, incrementar el ancho de banda de un sistema mediante reali-
mentacion trae aparejada una accién de control elevada en el rango de
frecuencias amplificadas, al verse incrementada la magnitud

. T(jw)
S.(Jw)| = ' : 4.12
5.9 = | g (412
Ejemplo. Supdngase el el siguiente sistema y controlador PID
2 2 1
G(s) = C(s)=100. 2= 2% (4.13)

(s+1)(s+2) s+10 s

En la figura 4.5 se muestran, en su parte superior, las funciones de trans-
ferencia en bucle cerrado del sistema original y del sistema compensado y en
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la parte inferior, la curva de médulos de la funcién de sensibilidad de control
Su(jw).

50 R R R

=50

— 6]
= = |T(jw)| L

_100—2 -1 0 T 2
10 10 10 10 10

60 R R R

40

20

Figura 4.5:

En la parte superior, contrastando |G(jw)| con |T'(jw)|, puede apreciarse
claramente como el controlador produce un incremento de algo mas de una
década en el ancho de banda, que pasa desde 1 rad/s hasta unos 15 rads/s. En
la parte inferior, observando |S,(jw)| se comprueba como el controlador debe
generar acciones de control muy elevadas a partir de 1 rad/s para producir
el incremento en el ancho de banda.
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4.7.

Analisis de las acciones P, PIl, PD.

En el siguiente ejemplo se analizan las tres acciones tipicas de control
(P, PI, PD) mediante las funciones de sensibilidad. Supdngase el siguiente
sistema de control consistente en un proceso, G(s), un controlador C(s) y
realimentacion unitaria:

2 k;

m, C(S) = kp + + k’dS

G(s) =

S

Para este sistema de control se analizaran los siguientes controladores:

Tipo de control | Pardmetros {ky, ki, kq}
proporcional (P): {1,0,0}
proporcional-integral (PI): {1,1,5,0}
proporcional-diferencial (PD): {1,0,1}

En las figuras 4.6 y 4.7 se muestran las 4 funciones de sensibilidad, S(s),

T(s),

Su(s), S;(s) representadas en frecuencia y en el tiempo (respuesta al

escalén), respectivamente, para los tres tipos de control. De ellas se pueden
extraer las siguientes conclusiones:

Observando la funcién de sensibilidad, S(s), la accién PI es la que
proporciona una mejor atenuacién de perturbaciones dominadas por
las bajas frecuencias, anulando completamente las permanentes (w =
0). Las acciones P y PD proporcionan también una cierta atenuacion
a bajas frecuencias, que llega a ser de unos —6dB (0,5) en régimen
permanente. Esta atenuacion tiene lugar a lo largo de un rango de
frecuencias mayor en el PD, lo que refleja un mejor comportamiento de
ésta para perturbaciones rapidas.

Respecto a las perturbaciones de carga (las producidas a la entrada del
proceso), la funcién S;(s) muestra también un mejor comportamiento
del regulador PI a bajas frecuencias y del PD a altas frecuencias.

En cuanto al seguimiento de referencias, la funcién 7'(s) muestra cla-
ramente los anchos de banda de los tres sistemas. La accion PD, de
caracter anticipativo, proporciona el mayor ancho de banda y, por tan-
to, el mejor seguimiento dinamico de las perturbaciones. La accion PI
tiene el ancho de banda mas pequeno y, por tanto, sera la mas lenta.
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= La accién de control puede apreciarse a través de S,(s). En el rango
de bajas frecuencias (desde 0 hasta 1 rad/s aprox.) el regulador PI da
lugar a la mayor acciéon de control, necesaria para conseguir errores
bajos en dicho rango *. Por el contrario, la el regulador PD da lugar a
las mayores acciones de control para frecuencias altas, también como
contrapartida al mayor ancho de banda proporcionado

S T
20r|— P 20({—P
- Pl - Pl
PD PD
101 101
—~ - - —~
7
s By g
S —————— ’\,‘ S
é‘ -10¢ P - é‘
< P <
-20f P
R
R
’/
=30} #°
”
107" 10° 10" 10" 10° 10"
w (rads/s) w (rads/s)
S S
u 1
07| — P 20f|— P
- Pl - Pl
PD PD
10t 10t
—~ ‘¢""v’\ > S —
% O b st ot oot - ’//—-..___ %
=T S D S ———— sl °
2 2
3 10 =
£ £
< <
-20
-30
10" 10° 10" 10" 10° 10"
w (rads/s) w (rads/s)

Figura 4.6: Funciones de sensibilidad para acciones P, PI y PD Representa-
cioén frecuencial (Bode).

Finalmente, en la figura 4.7 se muestra una representacion alternativa de
las funciones de sensibilidad, mediante su respuesta al escaléon unitario, que

4Puede apreciarse también que el regulador PI proporciona una accién de control maxi-
ma en el rango de frecuencias en torno a w ~ 1 rad/s, consecuencia de su pobre estabilidad
relativa. Este aspecto se estudiard con més detalle para este mismo ejemplo a continuacién.
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aporta conclusiones similares desde el punto de vista temporal.
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Figura 4.7: Funciones de sensibilidad para acciones P, PI y PD. Representa-
cién temporal (respuesta al escalén).
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4.8. Robustez

Hasta este punto se ha visto cémo las llamadas funciones de sensibilidad
permiten describir al sistema en cuanto al rechazo a perturbaciones, la accion
de control y el seguimiento de referencias. La definicion de sensibilidad dada
en la seccién 4.2 hacia referencia al efecto de las variaciones del proceso sobre
el sistema de control. Como su nombre indica, estas funciones también des-
criben el efecto de las variaciones o incertidumbres en el modelo del proceso
sobre la dindamica y estabilidad del sistema de control.

4.8.1. Incertidumbre en el modelo

Una de las propiedades fundamentales de la realimentacién es la de dotar
de robustez al sistema ante variaciones en la dindamica proceso. El efecto de
estas variaciones también puede ser expresado en términos de las funciones
de sensibilidad. En efecto, en ausencia de perturbaciones,

Y __GC
R 1+GC

Ahora bien, el proceso G puede sufrir variaciones en su dinamica debidas a
efectos externos o bien debidas a errores en el modelado. El impacto relativo
en la respuesta debido a una pequena variacién dG en el proceso puede
evaluarse, de acuerdo con la definicién de sensibilidad dada en (4.1), segin

T (4.14)

dr
= dT G
rT_ T _ 7 &
Sa = % CT (4.15)
derivando se tiene
g_ C B GC —SZ
dG ~ (1+GC)?2  (1+GCO)(1+GO)G G
con lo cual
ST_dlogT_dTG_ (4.16)

G_dlogG_@?—

La ecuacién (4.16) es la razén por la que S(s) recibe el nombre de fun-
cion de sensibilidad, e indica que la alteracion relativa en la respuesta en
bucle cerrado sera pequena para aquéllas frecuencias en las que la funcién de
sensibilidad es pequena y viceversa.
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4.8.2. Estabilidad en términos de sensibilidad

Aunque las principales herramientas para el andlisis de la estabilidad en
bucle cerrado (ej. criterio de Nyquist) se basan en la funcién de transferencia
en bucle abierto, L(s) = C(s)G(s), la estabilidad puede ser también inter-
pretada en términos de las funciones de sensibilidad, pudiendo derivarse una
serie de conclusiones que aportan enfoques alternativos de gran utilidad para
el diseno. En la figura 4.8 se muestra la curva de Nyquist

L(jw) = G(jw)C(jw)

de un sistema de control. En ella puede comprobarse que el vector que une
el punto —1 con el punto L(jw) es la inversa de la sensibilidad,

1
S(jw)

La funcién de sensibilidad, por tanto, aporta una ttil interpretaciéon so-
bre la estabilidad del sistema realimentado. A partir de la figura 4.8 puede
comprobarse que la distancia minima de la curva de Nyquist al punto —1 se
corresponde con la inversa de la sensibilidad maxima, definiéndose la sensi-
bilidad maxima, My, y su inversa a como

1+ L(jw) =

1
M,

M, = mf)ix |1S(jw)l, a= (4.17)

El enfoque de la sensibilidad méxima, aporta una definicién méas precisa
de la estabilidad que la del margen de ganancia y el margen de fase, permi-
tiendo establecer versiones mas conservadoras de los méargenes de ganancia
y fase. En efecto, denotando oy y ao, respectivamente, las distancias desde
el punto —1 hasta los puntos de frecuencias w.s y wey en la curva de Nyquist
pueden calcularse, por geometria, a partir de la figura 4.8 los margenes de
ganancia y fase como

1
1—&1

MG = : MF = 2 arcsin % (4.18)

Dado que « es siempre menor que «; y que oo, dicho valor puede ser utilizado
Y
para definir versiones conservadoras o robustas de los margenes

< MG,  MF* =2 arcsin% < MF (4.19)
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Figura 4.8: Interpretacién de la estabilidad a partir de la curva de Nyquist
en términos de la sensibilidad.
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Ejemplo. Para el mismo sistema controladores del ejemplo de la seccién
4.7 resulta ilustrativo comparar las funciones de sensibilidad para las tres
acciones de control, P, PI, PD:

M
AN
\IA
_10 - \l .
"I
{7
_15 o < -
\I
\I
q
-20 \I\ —_— P
, : : : =PI
PD
=25 7 0 1 2 3
10 10 10 10 10

Figura 4.9:

Inspeccionando las figuras, pueden apreciarse de un vistazo los valores
de las sensibilidades maximas, M. El mayor valor de M, se produce para
el regulador PI, que resulta ser el mas oscilatorio, mientras que el valor més
pequeno de M, que asegura una mayor estabilidad, se da para el regulador
PD. En términos de margenes de estabilidad, en la tabla adjunta se muestran
los méargenes de ganancia y fase clasicos, MG y MF, junto con sus versiones
robustas, MG* y MF*, evaluados segun la redefinicién (4.19), asi como con
los valores de M y a:

Controlador | MG~ MF |  MG* MF*| M, (dB) M, a
P oo dB 180,0° [ 20,23 dB 53,6° | 0.89 111 0.90
PI codB  49,8°| 9,75dB 394° | 342 148 0.67
PD codB 180,0°| oo dB 60,0°| 0.00  1.00 1.00

donde se puede comprobar que los margenes robustos MG* y MF* per-
miten distinguir cualitativamente entre los tres reguladores, mientras que los
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margenes clasicos no aportan informacién que permita diferenciar las accio-
nes P y PD.

4.8.3. Estabilidad ante variaciones en el proceso.

Las funciones de sensibilidad también dan informacién acerca de las va-
riaciones permisibles en la dinamica de un proceso. Supéngase la siguiente
variacién en el proceso

G =G+ AG = G(1+6G)

donde a la magnitud AG se la conoce como incertidumbre aditiva, y a la
magnitud 6G = AG/G se la conoce como incertidumbre multiplicativa. Tras
esta variacion, la nueva funcién de transferencia de bucle sera

L'=CG =C(G+AG) =L+ CAG

Esto significa que la nueva curva de Nyquist, L'(jw) serd igual a la curva
original L(jw) mds una variacién igual a CAG, que puede producirse en
cualquier direccion. Esta idea se muestra en la figura 4.10:

2 2
Im Im

15 15

1F 1

0.5 0.5

Re Re

-2r L)
(perturbada)

‘ ‘ 3 ‘ ‘ ‘
1 2 -2 1 2

(a) Nocién geométrica de la estabilidad ante (b) Curvas L(jw) y L'(jw). Esta tultima
variaciones en el proceso. siempre cae dentro de la envolvente descrita

por los circulos de radio |CAG].

Figura 4.10:
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Cuando G es perturbado hacia G’, la curva de Nyquist, L'(jw), se mueve
dentro de la envolvente descrita por los circulos de radio CAG. Para que el
sistema sea estable, por tanto, ninguna de las nuevas ubicaciones de L'(jw)
debe rodear el punto —1, debiendo cumplirse Vw

|ICAG| < |1+ L]
Dividiendo por |CG| en ambos miembros se llega facilmente a,

AG)_ 1
[T

Finalmente, expresandolo en términos del error multiplicativo queda

0G| < l—;,, o bien, [6G||T| < 1 (4.20)

La inversa de la funcién de sensibilidad complementaria, por tanto, define
una medida de la robustez del sistema ante errores de modelado o variacio-
nes en el proceso. Siempre que la incertidumbre multiplicativa del modelo,
0G, permanezca por debajo de 1/|T| el sistema tiene garantizada su esta-
bilidad. La expresién (4.20) forma parte del llamado teorema de estabilidad
robusta, cuya formulacion precisa puede consultarse en una de las referencias
propuestas para este tema (Goodwin et al., 2001).

A partir de (4.20) puede verse que las variaciones en el proceso pueden ser
grandes para aquellas frecuencias en las que 1" es pequena, mientras que para
frecuencias en las que T' es grande las variaciones admisibles son menores.
Una cota conservadora de las maximas variaciones permisibles en el proceso
viene dada por

AG 1
donde
C(jw)G(jw)

M; = max |T(jw)| = méx (4.22)

1+ C(jw)G(jw)
El valor de M, viene dado por el diseno del controlador. Por ejemplo, si
M; = 2, son admisibles variaciones puras del 50 % en la ganancia o variaciones
puras en la fase de 30°.
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Ejemplo. Supdngase un proceso

2
G =
() (5+02)(s+1)(s+3)
realimentado unitariamente con un controlador PI
k;
C(s) =k, + —, donde k, = 0,5, k; = 0,25
s

El sistema en bucle cerrado resultante da lugar a M, = 1,93 a una fre-
cuencia wy,s = 0,51 rads/s y M; = 1,69 a una frecuencia w,,; = 0,41 rads/s

TGl

10

-40- H H H H H HE |
10 10

30 -

— |aG| .
ma; -

- - a6l .

20

10

0

-10— L
10 10

Figura 4.11: Arriba, la funcién de sensibilidad complementaria. Abajo, valo-
res maximos admisibles de las incertidumbres aditiva y multiplicativa.

En la figura 4.11 se muestra la curva de moédulos de la funcién de sensi-
bilidad complementaria, |T'(jw)| y las curvas de médulos |G(jw)|/|T (jw)| v
1/|T(jw)|, correspondientes a los valores maximos de las incertidumbres adi-
tiva, AG, y multiplicativa, G = AG/G respectivamente. La figura muestra
que:

= Se permiten grandes incertidumbres o variaciones en el modelo del pro-
ceso para frecuencias bajas, en las que T'(0) = 1.
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» El error relativo més pequeno AG /G permisible ocurre a wy,,; = 0,41 rads/s.

» Para w = 1, se tiene |T'(jw)| = 0,32 lo que significa que para que el
sistema sea estable las variaciones admisibles en el proceso son

|AG| <2,72dB = 1,36 (4.23)

|AG/G| < 10dB = 3,16 (4.24)

» Para w = 2, se tiene |T'(jw)| = —23,51dB = 0,07 lo que significa que

para que el sistema sea estable las variaciones admisibles en el proceso

son
|AG| < 5,515dB = 1,8 (4.25)
|IAG/G| <23,5dB = 15 (4.26)

Esta situacién (Astrom, 2003) es tipica en muchos procesos. En las in-
mediaciones de la frecuencia de cruce de ganancia solo se permiten incer-
tidumbres moderadas, mientras que a frecuencias superiores e inferiores se
permiten variaciones mayores en el proceso sin alterar significativamente su
estabilidad y dindamica.

Esta idea, por ejemplo, tiene interés a la hora de elegir un captador para
un diseno basado inicialmente en realimentacion ideal. La dindmica del cap-
tador debe ser suficientemente rapida como para que las variaciones de fase
y modulo que éste introduce en el sistema se produzcan en zonas de poca
sensibilidad a las incertidumbres del proceso.

Otra consecuencia de esto es aplicable a la hora de modelar un sistema.
Un modelo sencillo, que describa adecuadamente la dindmica del proceso
en torno a la frecuencia de cruce de ganancia es, a menudo, suficiente para
el diseno. Una excepcion a esto, no obstante se produce en sistema en los
que existen resonancias que pueden producir variaciones que inestabilicen el
sistema.

Ejemplo. Supdngase® un proceso de funcién de transferencia nominal G,,(s)

para el cual se ha disenado un controlador C'(s) tal que

0,5 Go(s)C(s) 0,5

s(s+1)2 ols) = 14+ Go(s)C(s) s3+2s2+5+0,5

Go(s)C(s) =

SEjemplo adaptado de (Goodwin et al., 2001), pp. 147 y ss. En el ejemplo original se
analiza un retardo puro empleando el mismo procedimiento, que el alumno puede consultar
para contrastar.
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Para su implementacion se desea conocer el efecto que introduce en la
estabilidad del sistema realimentado la dindamica de un captador de ganancia
unitaria y constante de tiempo 7

1

H.(s) = e

De acuerdo con el teorema (4.20) se tiene

1
0G| < —
7|
o bien,

6G||T| < 1

Con vistas al estudio de la estabilidad, la dinamica del captador puede aco-
plarse a la del sistema considerandolo como una variacién multiplicativa de
su dinamica.

1 TS
14+ 7s C1l47s

Evaluando [0G(jw)||T(jw)| para 7 = {0,5,1,---,3} y representando esta
magnitud en frecuencia se obtiene la figura 4.12, de la que se deduce clara-
mente que captadores con constantes de tiempo 7 > 2,2 segundos pueden
causar inestabilidad. Notese, no obstante, que la limitaciéon obtenida tiene
un caracter conservador, dejando algo de margen a la estabilidad, ya que la
ecuacion 4.20 define una condicion suficiente. Los valores de los margenes de
fase clasicos para los valores de 7 son

T (05 1,0 15 20 25 30
MF 32,9° 245° 187° 147° 11,9° 9,8°
MG (dB) | 7,04 5,00 388 3,17 268 232
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Figura 4.12: Representacion frecuencial de [0G (jw)||T (jw)| para diversos va-
lores de la constante de tiempo, 7, del captador.
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4.9. Limitaciones en el Control: Integral de Bode

Parece légico, a la vista de lo expuesto hasta aqui, que los procedimientos
de diseno de sistemas de control estaran orientados a moldear las funciones de
sensibilidad de forma que el sistema disenado cumpla los requisitos exigidos
en cuanto a estabilidad, rechazo a perturbaciones, etc.

En la realidad, sin embargo, nos encontramos con limitaciones tecnologi-
cas que pueden hacer inviable el control. Uno de los ejemplos mas tipicos se
encuentra cuando intentamos situar en equilibrio vertical una vara. En es-
te ejercicio de control nos encontramos con diversas limitaciones tales como
el tiempo de reaccién humano (tiempo muerto de varias decenas de milise-
gundos) y el ancho de banda disponible del actuador (la velocidad a la que
nuestra mano puede moverse). Si la vara es muy corta, el sistema se vuelve
literalmente imposible de controlar, y la razén para ello no estd necesaria-
mente en el regulador (nuestro cerebro), sino en una imposibilidad manifiesta
(matemaética) de controlar motivada por las restricciones anteriores.

Una cuantificacion en el dominio de la frecuencia de esta dificultad del
control viene dada por las integrales de Bode®, validas asumiendo tan sélo
que tanto el controlador como la planta tienen anchos de banda limitados:
Para sistemas estables:

/0 T log|S(jw)ldw = 0 (4.27)

Para sistemas inestables (con polos p; en el semiplano derecho):

/ Tlog|SGw)lde = 73 Re(p) (4.28)

0 p,eCt

Estas integrales indican, simplemente, que el area del logaritmo de la
funcién de sensibilidad es constante: cero, si el sistema es estable, y un valor
positivo si el sistema tiene polos inestables. Esto supone una seria limitacion
en el control, puesto que indica que la funciéon de sensibilidad no puede ser
moldeada de forma arbitraria.

En efecto, en control interesa habitualmente mantener la sensibilidad
|S(jw)| en valores bajos, lo que supone, como se ha visto hasta aqui, ma-
yor robustez, insensibilidad ante perturbaciones y estabilidad relativa.

6Puede consultarse la demostracién de estas integrales, basada en la teorfa de residuos,
en (Astroém, 2003)
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Las integrales 4.27 y 4.28 indican, precisamente, que si disminuimos la
sensibilidad en una zona de frecuencias, necesariamente ha de aumentar a
otras frecuencias para mantener el area constante, lo que trae como conse-
cuencia vulnerabilidad del sistema ante otros tipos de perturbaciones asi co-
mo deterioro de la inestabilidad relativa y, en general, pérdida de robustez
ante incertidumbres en el modelo. Este fenémeno se conoce como el efecto
cama de agua y supone una de las fundamentales limitaciones del control.

Figura 4.13: Problematica del efecto cama de agua en el diseno de sistemas
de control.

Finalmente, si existe algin tipo de restriccién especifico en cuanto al
ancho de banda del controlador, del actuador o del sistema por ejemplo, si
asumimos

[CUw) =0 para > wna

el problema se agrava dado que

1
S(jw) = T70= 1 para w > Wpaa

con lo que no se podra utilizar més que un limitado rango de frecuencias para
“depositar” el area sobrante, con el consiguiente incremento de la sensibilidad
maxima obtenida.
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ISGe)i~1]

Figura 4.14: Efecto de la limitaciéon del ancho de banda sobre el resultado

del diseno.

Ejemplo. Supodngase el sistema dado por

y los controladores

Las funciones de sensibilidad S, =
tran en la figura adjunta

10
20
s+2)

1

1+G(s)Ck(s)

para k = {1,2,3} se mues-



36

Funciones de Sensibilidad
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Figura 4.15: Funciones de sensibilidad S;(s), S2(s), S3(s), para los controla-
dores Cy(s), Cs(s), Cs(s)

Las funciones de sensibilidad muestran cémo en los reguladores propor-
cionales, C5(s), con mayor ganancia que C'(s), permite una sensibilidad mas
baja en continua y a frecuencias bajas, dando lugar a un menor error en
régimen permanente. Dado que el sistema G(s) es estable (no tiene polos
en el semiplano positivo) la integral de Bode (4.27) indica que el area por
debajo de 0 ha de igualar al area que esta por encima, lo que ejerce una
presion al alza de las sensibilidades en frecuencias mas altas trayendo como
contrapartida mayor inestabilidad y sensibilidad a frecuencias més altas pa-
ra Cy(s). En el caso del regulador con accién integral, C5(s), que consigue
incluso anular el error en régimen permanente (S3(0) = 0) el problema se
agrava, debiendo ubicar mayor area encima de la linea de 0dB, dando lugar
a una mayor inestabilidad.

Los valores de maxima sensibilidad y los mérgenes (clésicos y robustos)

obtenidos son:
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Ch Cy Cs
S 511dB 7.38dB 9,65 dB
MG (dB) codB  ocodB oo dB
MG* (dB) 7,03 dB 4,84 dB 346 dB
MF (%) 38,0°  27.4° 20,0
MF* (°) 3220 2470 18,9

Lo que hace patente el precio a pagar por la mejora obtenida en el com-
portamiento a bajas frecuencias.
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4.10. Comentarios a la bibliografia

Principales referencias. Los conceptos tratados en este tema vienen exce-
lentemente tratados en (Franklin et al., 2002), (Astrom, 2003) y (Goodwin
et al., 2001):

» En (Franklin et al., 2002) se dedica parte de un capitulo a su estudio,
incluyendo en la misma linea que el resto del libro explicaciones muy
conceptuales e intuitivas.

» En (Astrém, 2003) se expone el tema como parte de los fundamentos
del control, abordando todos los aspectos aqui comentados. Ademas,
hace uso de las funciones de sensibilidad a lo largo de toda la obra
integrandolas en el proceso de diseno y utilizdndolas para extraer con-
clusiones.

» En (Goodwin et al., 2001) también se dedica un importante apartado
a estas funciones, utilizdndolas para explicar aspectos tecnolégicos del
control como por ejemplo el impacto de los tiempos muertos en la
cadena de control.

Otras referencias. El alumno puede encontrar una excelente referencia so-
bre la integral de Bode y las limitaciones del control que se derivan de ella
en (Stein, 2003), un magistral articulo publicado en IEEE Control Systems
Magazine escrito de forma muy didactica y con un nivel muy adecuado. En
(Ogata, 2003), el alumno puede encontrar un capitulo dedicado al control
robusto, donde surgen muchas de las ideas expuestas aqui. Finalmente, otros
textos, como (Kuo and Golnaraghi, 2002), (Blasco Ferragud et al., 2000) y
(Lewis and Yang, 1999) también incluyen referencias a la sensibilidad, aunque
omiten parte de los aspectos aqui tratados.

Referencias electrdnicas.

= El alumno puede encontrar una magnifica pagina con simulaciones en
tiempo real, basadas en java, en

http://www.jhu.edu/~signals/

En esta pagina existen dos simulaciones directamente relacionadas con
este tema: una dedicada al concepto de sensibilidad y otra dedicada al
concepto de estabilidad robusta descrito en la seccion 4.8.
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= En http://csd.newcastle.edu.au/control/, pdgina web de (Goodwin et
al., 2001), existen abundantes recursos que incluyen el tema de la sen-
sibilidad.
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