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Attels 1:  Eratostena rezgis neparu skaitliem.

Uzdevums 1.1: Eratostenam patik veidot rezgus Sadi: Visus nepara skaitlus vins izkarto
rindas pa 15; tad velk taisnes, uz kuram atrodas saliktie skaitli, kas dalas ar 3, 5, 7, utt. Attela
ar taisnsturisiem apvilkti visi neparu saliktie skaitli, kas dalas ar 17 (tie ir 51,85,119,153,187,
..). Pienemsim, ka pedejais skaitlis Eratostena rezgr ir 8999 (attela redzama tikai rezga
augsdala).
Jautajums: Cik daudzi ar taisnsturiti apvilkti skaitli atradisies taja Eratostena rezga kolonna,
kura to ir vismazak? lerakstiet atbilde naturalu skaitli. (Par kolonnu saucam vertikali, kur
skaitli rakstiti viens zem otra. Piemeram 1,31,... vai 3,33,....)

Atbilde: 17

“Vienmeribas” Lemma: Nepara skaitli, kuri dalas ar 17 (ir apvilkti ar taisnsturiti) visas
vertikales aizpilda “vienmerigi”: Tas nozime to, ka jebkura vertikale sanem otro taisnsturiti
tikai pec tam, kad visas vertikales jau sanemusas pirmo taisnsturiti; jebkura vertikale sanem
treso taisnsturiti tikai pec tam, kad visas jau sanemusas otro utt. (Attela [l| nakamie ar taisnsturi
apvilktie skaitli nonaks 1.,3.,5.,7. kolonna, kuras sobrid ir tuksas, utt.)

Pieradijums seko no ta, ka aritmetiskaja progresija

n=>51+34(n—1) (1)
(nepara skaitli, kas dalas ar 17) japieskaita tiesi 15 diferences d = 34, lai atgrieztos taja pasa
kolonna (pirms tam “izstaigajot” visas citas kolonnas, jo ar1 tajas aritmetiska progresija nonak
ne biezak ka reizi 15 solos). Musu gadijuma

a; =51 = a4 =561 (mod 15).

Sads “vienmerigums” seko no ta, ka LKD(34,15) = 1. Tie skaitli, kuri dalas ar 3 un ar 5 (kam
ir kopigi dalitaji ar 15), nav izvietoti kolonnas vienmerigi (sk. vertikalas sarkanas un zalas
taisnes zimejuma). W



Intuicija: Katra tabulas rinda attelo nepara skaitlus no [1;30]; [31;60] utt. Pavisam tabula
ir 9000/30 = 300 $adu rindu; pa 15 nepara skaitliem katra. Katrs septinpadsmitais no tiem ir
ar taisnsturiti. “Vienmeribas” ipasibas del dala no kolonnam bus [300/17| = [17.64706| = 17
taisnsturisi (ar [z | apzimeta apakseja vesela dala). Citas kolonnas bus 17+ 1 = 18 taisnsturisi.
Formals atbildes pamatojums: Pirmais neparu saliktais skaitlis, kas dalas ar 17 ir arit-
metiskas progresijas ([l]) loceklis a; = 51 (pats 17 ir pirmskaitlis, tam nav sava taisnsturisa);
pedejais ir ages = 8993, jo 8993 = 17-9000/17] ir lielakais skaitlis no [1;9000], kas dalas ar 17
“Vienmeribas lemmas” del visi 264 aritmetiskas progresijas locekli sadalas pa 15 kolonnam
vienmerigi (taisnsturisu skaits dazadas kolonnas nevar atskirties vairak ka par 1). Skaitli 264
tikai viena veida var izteikt ka 15 skaitlu summu, ieverojot So nosacijumu:

264 =18+ 18+ 18+ 18+ 18 + 18+ 18 + 18 + 18+ 17+ 17+ 17+ 17+ 17+ 17.

9 saskaitamie 6 saskaitamie

Tadel tajas sesas kolonnas, kur taisnsturisu ir mazak ka citas, to bus 17 (bet parejas devinas
kolonnas bus pa 18).

Uzdevums 1.2: Tabula atteloti veselie skaitli [5041;5160]. Pirmaja soli izsvitro visus para
skaitlus; otraja solt — visus skaitlus, kuri dalas ar 3; tresaja soli — visus skaitlus, kuri dalas ar 5.
Cik skaitli palika neizsvitroti pec Siem trim soliem (citiem vardiem, cik daudzi = € [5041;5160]
nedalas ne ar vienu no skaitliem 2, 3 vai 5.

Jautajums: Ierakstit atbilde neizsvitroto skaitlu skaitu.

Atbilde: 32

Skaitlu intervala garums ir 120; no ta izsvitro visus tos skaitlus, kuriem ir kopigi dalitaji ar
120. Izsvitroto skaitlu daudzums nemainisies, ja no katra intervala skaitla atnems nobidi 5040.
Apgalvojums. Katram naturalam z, skaitlis = + 5040 dalas ar 2 (attiecigi ar 3, vai ar 5) tad
un tikai tad, ja pats z dalas ar 2 (attiecigi ar 3, vai ar 5).

Apgalvojumu var pamatot ar to, ka pati nobide 5040 dalas ar 2 -3 -5 = 30. Tapec neizsvitroto
skaitlu bus pavisam

1 1 1 1 2 4
o =120 (1-2Y. (1LY (1LY q90.1.2. % 39
#(120) ( 2) < 3) < 5) 235

(Sakuma ir 120 skaitli, vispirms izsvitro katru otro (paliek puse), tad katru treso (paliek divas
tresdalas no vel neizsvitrotajiem) un visbeidzot katru piekto (palick cetras picktdalas).

Uzdevums 1.3: Sienazis sakuma atrodas punkta ar koordinatem (0;0). Viena gajiena tas var
parvietoties no punkta (x;y) uz kadu no éetriem punktiem (z — 35;y — 12), (z + 35;y + 12),
(x —12;y+35) vai (x+12;y —35). Pec kada laika sienazis nonak punkta (1;y). Atrast mazako
pozitivo y, kam tas ir iespejams.

Jautajums: lerakstit atbilde naturalu skaitli: mazako y ar mineto 1pasibu.

Atbilde: 1252
Ta ka LKD(35,12) = 1, tad izpildas Bezu identitate: Eksiste veseli skaitli z,y, kam

3bx + 12y = 1. Piemeram, x = —1, y = 3.



Ja sienazis vienreiz izmantos gajienu (z;y) = (x — 35;y — 12), bet pec tam trisreiz gajienu
(z;y) = (¢ + 12;y — 35), tad parvietoSanas izskatas sadi:

(0;0) = (—35:—12) = (—23;-47) = (—11;-82) = (1;—117).

Sadi var panakt, lai jauna x koordinate buitu 0 — 35 + 3 - 12 = 1. Diemzel, y koordinate nav
pozitiva.

Lai sienazis iegutu pozitivu y koordinati, tas var no (0;0) parvietoties 11 solus pa lecienu
(x + 35;y + 12), bet pec tam 32 reizes pa lecienu (—12;+35):

(0;0) = 11-(35;12) 432+ (—12;435) = (1135432 - (—12); 11 - 12 4 32 - 35 = (1;1252).

Sienazis nevar izmantot lecienu (x+35; y+12) mazak ka 11 reizes, jo pie k = 1,..., 10, skaitlim
35k nebus atlikums 1, dalot ar 12. Lai atrastu visus atrisinajumus vienadojumam 35z —12y = 1,
var izmantot Eiklida algoritmu (meklet LKD skaitliem 35 un 12, lai atrastu veidus, ka izteikt
LK D(35,12) = 1). Var ar1 izmantot WolframAlpha [B] vienadojumu risinataju; tur ir redzami
arl atrisinajumi veselos skaitlos:

% WolframAlpha

35x-12y=1 [=]

Ifa Extended Keyboard * Upload 133 Examples >¢ Random

nteger solution
x=12n+11, y=35n+32, nef

Z is the set of integers

Attels 2:  WolframAlpha atrisinajums vienadojumam.

Uzdevums 1.4: Atrast mazako x vertibu, kurai visi skaitli LKD(14,z), LKD(14,z + 1),
LKD(15,z) un LKD(15,z + 1) ir lielaki par 1.
Jautajums: lerakstit naturalu skaitli x ar So 1pasibu.

Atbilde. 20

Lai minetas LKD vertibas nebutu 1, abi skaitli 14 un 15 nevar but savstarpeji pirmskaitli ne
ar x, ne ar x + 1 (tas viss neraugoties uz to, ka pasi 14 un 15 ir savstarpeji pirmskaitli; art
un z + 1 tadi ir).

Ta ka 14 = 2-7un 15 = 3-5, tad z un = + 1 (pa abiem kopa) satur Sos pasus cetrus
pirmreizinatajus, tikai citadi sakombinetus.

l.gadijums. z dalas ar 2-5 un = + 1 dalas ar 3 -7 (maxakais atrisinajums z = 20, z 4+ 1 = 21.
2.gadijums. z dalas ar 3-7 un x + 1 dalas ar 2-5 (mazakais atrisinajums z = 189, z+1 = 190.
3.gadijums. z dalas ar 5-7 un = + 1 dalas ar 2 -3 (maxakais atrisinajums = = 35, x + 1 = 36.
4.gadijums. z dalas ar 2-3 un z+ 1 dalas ar 5-7 (mazakais atrisinajums = = 174, x+1 = 175.
No visiem minetajiem gadijumiem vismazakais ir z = 20, kas ar1 ir musu atbilde.



Uzdevums 1.5: Aprekinat summu LKD(10!, 1)+LKD(10!, 2)+LKD(10!, 3)+. . .++LKD(10!, 100),
kur saskaita lielakos kopigos dalitajus skaitlim 10! (desmit faktorials) ar pirmajiem 100 naturala-
jiem skaitliem.

Atbilde: 1846
Daudziem n € [1;100] ir speka LKD(10!,n) = n, jo 10! dalas ar n. Tapec “pirmo tuvinajumu”
iegtistam, summejot skaitlus no 1 Iidz 100, iegustot

100 - 101
1424344994100 = —— = 5050. (2)

Aplukojam skaitlus n = 11k (n_= 11,22,33,...,99). Piemeram, LKD(10!,99) = 9 (jo 10!
nedalas ar 11), bet izteiksme (E) jau esam pieskaitijusi nevis 9, bet 99. Tapec summai
5050 japieskaita negativa “korekcija”: (9 — 99). Sagrupejam visas korekcijas skaitliem (n =
11,22,33,...,99):

(1-11)+(2-22)+...+(9—-99) =

=(1+24+...49) —(11+22+...499) =45 — 4511 = 45 - (—10).
Lidzigi daram ar1 tiem, kas dalas ar 13 (ti. n = 13,26,...,91); ar1 skaitliem, kas dalas ar
p = 17,19, 23,29, 31. Izrakstam visas korekcijas.

Jap=13,tad (14+2+...4+7)—(13+26+...+91) =28 —28-13 =28 (—12)

Jap=17,tad (14+2+3+4+5) —(1+2+34+4+5)-17=15—-15-17=15-(-16)
Jap=19,tad (1+2+3+4+5) —(1+2+3+4+5)-19=15-15-19=15-(—18)
Jap=23,tad (1+2+3+4)—(1+2+3+4)-23=10-10-23=10-(-22)
Jap=29,tad (1+243)—(1+24+3)-29=6-6-29=06-(—28)
Jap=31,tad (1+2+43)—(1+2+43)-31=6-6-31=6-(—30)

Ja p =37,41,43,47, tad katram no tiem japieskaita (1 4 2), bet jaatnem (1 + 2) - p. legtstam
(142)-4— (14+2)- (37 +41 + 43 + 47) = —492
Visbeidzot, ja p = 53,59,61,67,71,73,79,83,89,97, tad LKD summas korekcija ir
1-10 — (53 4 59 + 61 + 67 + 71 + 73 4 79 + 83 + 89 + 97) = —722.

Pieskaitam §is izmainas:
5050+45-(—10)+28-(—12) +15-(—16) + 15+ (—18) + 10+ (—22) +6- (—28) +6- (—30) — 492 — 722 = 1972.
Jan =49 vai n = 98, tad LKD(10!,49) = 7 un LKD(10!,98) = 14; tatad pieskaitam vel divas
negativas korekcijas: 1972 + (7 — 49) + (14 — 98) = 1846.

Neviens skaitlis no [1;100] nevar dalities ar vairakiem pirmskaitliem (vai ar1 49,98), tapec
skaitlu atkartosanas Sajas korekcijas nav iespejama.

Uzdevums 1.6: Anna saliek 600 akmentinus m kastites ta, ka ikviena kastite ir vienads skaits
dargakmenu. Kastisu ir vairak neka viena un katra kastite ir vairak neka viens akmentins. Cik
dazadam m vertibam to var izdarit?

Atbilde: 22

Skaitla 600 sadalijums pirmreizinatajos ir 600 = 23-3'-52. (Citiem vardiem, 600 = p{* - p3* - p5?,
kur p; =2, po =3, p3 =5, bet a; =3, a3 =1, a3 = 2.)

Tadel pozitivo dalitaju skaits skaitlim 600 ir (izmantojam formulu no [])

00(600) = Y 1=JJla;+1)=@B+1)(1+1)2+1)=4-2-3=24.

d|600 i=1



Neder tie gadijumi, kad kastisu skaits m = 1 vai m = 600. Atliek 24 — 2 = 22 iespejas skaitla
m vertibai.

Uzdevums 1.7: Atrast visu to skaitlu d summu, kuriem d | 360 un d | 600 (t.i. d ir skaitla 360
un skaitla 600 dalitajs).

Atbilde: 360
Skaitli d ir precizi tie, kuri ir skaitla LKD(360, 600) = 120 dalitaji. Sadalam pirmreizinatajos:
120 = p{* - p§? - p§> =23 - 31 . 5L

Skaitla 120 dalitaju summa ir (izmantojam formulu no [])

3
01(120) = > d = +pf "+ .. 4pi+1)=(1+2+4+8)-(1+3)-(1+5) = 360.
d|120 i=1

Uzdevums 1.8: Atrast visu to skaitlu d summu, kuriem d | 360 vai d | 600 (t.i. d ir skaitla
360 vai skaitla 600 dalitajs).

Atbilde: 2670
Dalam pirmreizinatajos:

120 = 2331 - 5,
360 = 23 - 3% 51,
600 = 23 - 3! - 52,

[zmantojot formulu no [], iegustam

01(120) = (1+2+4+8) - (1 +3) - (1+5) = 360,
01(360) = (1+2+4+8)- (1+3+9)-(1+5) = 1170,
o1(600) = (1+2+4+8)-(1+3)-(1+5+ 25) = 1860.

Lai atrastu tos skaitlus, kuri dalas ar 360 vai 600, varam saskaitit 1170 + 1860, bet tie d, kuri ir
abu So skaitlu dalitaji (tatad ar1 skaitla 120 = LKD(360, 600) dalitaji), ir ieskaititi divas reizes.
Tapec no sis summas jaatnem 360:

1170 4 1860 — 360 = 2670.

Uzdevums 1.9: Ar faktoriala palidzibu var konstruet cik patik garus intervalus, kuros nav
neviena pirmskaitla. Piemeram, ir zinams, ka intervala [14! 4 2,..., 14! + 14] ir 13 pec kartas
sekojosi salikti skaitli. Atrast lidzigu intervalu [z, z 4+ 12] C [100;200], kura ar1 ir 13 skaitli, no
kuriem neviens nav pirmskaitlis.

Jautajums: Ierakstit skaitli , kur « ir pirmais saliktais skaitlis trispadsmit saliktu skaitlu
virkne.



Atbilde: 114

Ar tieSsam parbaudem varam parliecinaties, ka visi trispadsmit skaitli intervala [114;126] ir
salikti.

Piezime. Atstarpes starp pirmskaitliem minetas saja tabula: [@]
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Attels 3:  Sejumu parkartosana.

Uzdevums 1.10: Karantinas del biblioteka drikst uztureties vienigi robots. Plaukta ir 10
enciklopedijas sejumi, kas apzimeti ar burtiem A, ..., J, pasa sakuma tie sakartoti pec alfabeta.
Reizi stunda robots sejumus parkarto: sejumu, kurs atradas pirmaja vieta, noliek vieta nq, ...,
sejumu, kurs atradas desmitaja vieta, noliek vieta njg. (n1,...,no ir dazadi naturali skaitli no
1 Iidz 10 — tie robota dzives laika paliek nemainigi.)

Pec tiesi T sadam parkartosanam sejumi atkal sakartojas sakotneja alfabetiskaja seciba. Atrast
lielako perioda T" vertibu. Piemeram attela redzamajam robotam, kurs vienkarsi blakusesosos
sejumus apmaina vietam, 7" = 2.

Jautajums: lerakstit naturalu skaitli: lielako iespejamo perioda vertibu.

Atbilde: 30 ( ).

Dalejas atbildes. Var dabut art periodus 12, 15 vai 21 ( ).

Gramatu parkartosanu atbilstosi vienam un tam pasam musturam, kura noradits, uz kuru

vietu parcel katru no gramatam, sauc par saraksta permutaciju. Desmit gramatam iespejamas

pavisam 10! = 3628800 (tik veidos var ieprogrammet gramatu jauksanas robotu).

Permutacijam var veidot kompozicijas, tas pielietojot vienu pec otras (vispirms parkarto pec

viena mustura, tad pec otra). Starp visam permutacijam ipasa loma ir vienibas permutacija,

kura atstaj visas gramatas uz vietas. Mus interese, cik reizes permutacija “jareizina” pati

ar sevi, lai iegutu vienibas permutaciju (to sauksim par permutacijas kartu jeb order of a

permutation).

Definicija Katrai permutacijai par ciklu saucam tadu gramatu virkni ar numuriem

ai, ..., a,, kas saja permutacija mainas “pa apli”: a; nonak vieta as, ay nonak ag, utt. Visbei-

dzot a, nonak a,. Ja gramata paliek uz vietas, to raksta ka ciklu garuma 1.

Apgalvojums. Ikviena permutacija izsakama ka viena vai vairaku ciklu kompozicija, kur

cikliem nav kopigu elementu.

Piemers. Aplukosim sadu “nejausu” permutaciju:
No kurienes | 1 |2 |3 (4|56 |7[8]9|10
Uz kurieni |10 |1 |5 |7 /6|8|9 (3|4 2

Gramata no vietas #1 vispirms celo uz vietu #10, tad uz vietu #2, visbeidzot atpakal uz #1.




Tapec (1,10, 2) ir viens cikls. Pavisam tur ir sadi cikli:
(1,10,2), (3,5,6,8), (4,7,9).

Saja piemera pec T = 3 -4 = 12 soliem visas gramatas bus izgajusas veselu skaitu ciklu un
atgriezusas sakotnejas pozicijas.
Lai izveidotu permutaciju ar iespejami lielu kartu, apvienosim viena kompozicija vairakus cik-
lus, kuru garumi ir savstarpeji pirmskaitli (tad elementa karta bus visu So ciklu garumu reiz-
inajums). Piemeram, ja permutacija piecas gramatas veido vienu ciklu, tr1s citas gramatas otru
ciklu, visbeidzot atlikusas divas vel vienu ciklu, tad sada elementa karta bus 5 -3 -2 = 30.
Varam, piemeram, “pa apli” mainit gramatas sados ciklos: (A, B,C, D, E), (F,G, H) un ar1 (I,
J). Parrakstot So par robota programmu:
No kurienes | 1 |2 |3 |4 |56 |78 9 |10
Uz kurieni |2 3[4 |5 |1 7|86 10| 9
Piezime 1. ST ir parodija par University of Albany pasniedzéja Antun Milas analizetu kon-
troldarbu [Iﬂ]
Piezime 2. Maza Ferma teorema ar1 nosaka kartas noteikta veida permutacijam (reizinasanai
ar a pec (mod p)). Piemeram, pirmskaitlim p = 11, reizinasanu ar skaitli 3 attelo sekojosa
permutacija:
No kurienes |1 |23 |4 |56 | 7 [8]9]10
Uz kurieni |36 |9 |1 (4|7]10(2]|5] 8
Uzrakstita ar cikliem, ta izskatas sadi:

(1,3,9,5,4), (2,6,7,10,8).

Maza Ferma teorema apsola, ka sadam 1pasam permutacijam karta vienmer ir p — 1 = 10 vai
arl ta dala skaitli p — 1. Piemeram, skaitla 3 multiplikativa karta (mod 11) ir 5, jo 3° = 1
(mod 11).

1/3 = 0.333333... =0.(3), (periods T'=1)
1/11 = 0.090909... = 0.(09), (periods T = 2)
1/37 = 0.027027... = 0.(027), (periods T = 3)
1/41 = 0.0243902439... = 0.(02439), (periods T'=5)

1/7 = 0.142857142857... = 0.(142857), (periods T = 6)

Attels 4:  Bezgaligu periodisku decimaldalu piemeri.

Uzdevums 1.11: Attela H redzami vairaku pirmskaitlu apgriezto lielumu 1/p decimalpieraksti
(p = 3,11,37,41,7,...), kas ir bezgaligas periodiskas decimaldalas ar dazadiem periodiem.
Atrast mazako pirmskaitli p ar 1pasibu, ka 1/p ir periodiska decimaldala ar periodu 7' = 4
(viena un ta pati cetru ciparu grupa bezgaligi atkartojas).

Jautajums: Ierakstit pirmskaitli p ar mineto 1pasibu.

Atbilde: 101
Dalisanas rezultats ir 0.00990099 ... = 0.(0099).

leverosim art, ka 1/9999 = 0.00010001 ... = 0.(0001). Tapec p = 101 ir vienigais pirmskaitlis
ar sadu periodu, jo tam jabut skaitla 9999 dalitajam, lai dalu
a 1

9999 ~ 101"



varetu saisinat vienalga kadam veselam skaitlim a. (Saja gadijuma a = 0099 = 99.)
Bet 9999 = 3%-11-101. Tapeéc vienigais pirmskaitlis ar So periodu ir 101, jo skaitli 1/3 un 1/11
dod 1sakus periodus.

Uzdevums 1.12: Lielakais Sobrid zinamais pirmskaitlis ir 282589933 — 1 (pirmskaitlus, kas
izsakami ka 27 — 1 sauc par Mersena pirmskaitliem). Mikelitis uzrakstija vel lielaku skaitli
N = 282989934 _ 1 kuram kapinatajs 82589934 dalas ar 3. Mikelitis uzskata, ka uzrakstitais N
ar1 ir pirmskaitlis un parspej zinamo pasaules rekordu. Pamatojiet, ka Mikelitim nav taisniba.
Jautajums: lerakstit atbilde mazako pirmskaitli p < N, ar kuru noteikti dalas N.

Atbilde. 3 ( )

Dalejas atbildes. Ka ne-mazakais pirmskaitlis der 7 vai 271966427 — 1 u.c. ( )
Pamatosim, kapéec tas der. Ta ka kapinatajs 82589934 dalas ar 3, tad N = 23% — 1 var dalit
reizinatajos, izmantojot geometriskas progresijas summas formulu.

Vispariga geometriskas progresijas summas formula ir §1 algebriska identitate:

a* =" =(a—-0b)- (" +d" b+ .+ a0,
kas ir lidzvertigi citai izteiksmei:

ak — P

(" '+ P+ ) = -
a[ —

Misu gadijuma k = 27529978, a = 2% un b = 1. Tad
N 82589934 _ | _ (23)27529978 _ 127529978 _ (23 _ 1) ) ((23)k—1 4 (23)k—2 T 1) '

Tatad N dalas ar 23 — 1 =7.
Bet kapinataju 82589934 var dalit reizinatajos ar1 citadi. Tas dalas ar1 ar 2. Tadel

N=2%_1=(2-1=(22-1)(2)*" ' +...+1).

No Sejienes N dalas ar 22 — 1 = 3 (sanak, ka p = 3 ir mazakais pirmskaitlis, kas dala N).
Var dalit vel daudzos citos veidos, teiksim, N = 22 — 1, no kurienes N dalas ar 2*> — 1 utml.
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