2. Normalt terek alapjai

IGY . Legyen (M, d) metrikus tér és legyen z € M.
1. Mutassuk meg, hogy az {2} halmaz pontosan akkor sehol sem sfiri, ha x nem izoldlt pontja az
M térnek.

2. Mutassuk meg, hogy ha M nem iires, teljes metrikus tér, melynek nincs izoldlt pontja, akkor az
M halmaz nem megszamlalhatéan végtelen.

I . Mutassuk meg, hogy az irracionélis szamok halmaza nem allithaté el megszamlalhatéan sok
zart halmaz uniéjként.

IITH . Igazoljuk, hogy nincsen olyan f : R — R fiiggvény, mely csak a raciondlis pontokban folytonos.

Utmutatés: Legyen (Miy,dy), (Ma,ds) metrikus tér és f : My — Ms. Definidljuk f ingadozds
figguényét a

wg: M =R z+— inf diam f (B(z))
’ reR+

képlettel, ahol adott X C Ms halmaz esetén

diam(X) = { sup {d(%y)o\ T,y € X} EZ )X(ig

az X halmaz dtmérdje.
1. Mutassuk meg, hogy az f fiiggvény pontosan akkor folytonos az a € M; pontban, ha w¢(a) =0
teljesiil.

2. Mutassuk meg, hogy minden ¢ € R esetén W (]—o00,¢[) nyilt halmaz. (Vagyis minden ¢ € R
szédmra az

{a € My| ws(a) < c}
halmaz nyilt, amit azt jelenti, hogy az wy fliggvény felilrél félig folytonos.)

3. Mutassuk meg, hogy a (:})10 (0) halmaz eléall megszdmldlhatéan sok nyilt halmaz metszeteként.
(Melyet ugy fejeztink ki, hogy J;ch (0) Gs halmaz.)
4. Mutassuk meg, hogy Q nem Gs halmaz.

IV. Példék lokalis kompakt és nem lokalisan kompakt terekre.
14 . Legyen M = Q és minden p,q € Q esetén legyen d(p,q) = |p — g|. Mutassuk meg, hogy az
(M, d) tér nem lokélisan kompakt.
2%V Legyen M = {(z,y) €eR?* | (z =0 Ay=0) V (z>0)} és legyen d az euklideszi metrika
megszoritdsa az M halmazra. Mutassuk meg, hogy az (M, d) tér nem lokélisan kompakt.

1
3% Legyen M = {(x,y)eRQ [ (=0 Ay=0) Vv (x>0 A y:sinx)} és legyen d az euk-

lideszi metrika megszoritdsa az M halmazra. Mutassuk meg, hogy az (M, d) tér nem lokdlisan
kompakt.

GY . Gyakorl6 feladat; # : Alapfeladat; T : Haladé feladat.
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VA | Tekintsiik az (R?, ||||,) térben haladé a,b: N — R3 sorozatokat, ahol minden n € N esetén

n

1 1 2 \"
= ——, Vn2+1,(vV2-1)" 5 = E = 1- :
an (n+1’ n?+1, (V2 ) ) és by, ( 3k,cos(n7r),( n+1) >

k=0

Hatéarozzuk meg a lima és a lim b hatarértéket, ha 1étezik.
VI®Y | Igazoljuk, hogy egy (V, ||-||) normélt tér minden z,y € V elemére

ezl =Nyl <l =yl

teljestil.

VII®Y . Legyen V vektortér, valamint legyen ||-|| és ||-||" norma a V' téren. Mutassuk meg, hogy ||-|| és
|-" normék pontosan akkor ekvivalensek, ha léteznek olyan K, K’ € R* szdmok, hogy minden x € V
vektorra ||z|| < K ||z||" és ||lz||” < K ||z|| teljesiil.

VIII®Y . Legyen a,b € R, a < b. Norma-e a C'([a,b],R) vektortéren a
Lo[Iflly = sup [f(z)]+ sup [f'(2)];
z€Ja,b] ,b]

rela

2. |[flly = sup (If ()| +[f'(@)]);

z€[a,b]
b

3. 1l = 1£(a)] + / I

a
leképezések valamelyike?

IX® . Legyen (V,||-||) normélt tér. Pontosan akkor létezik a V vektortéren olyan skaldris szorzés
mellyel V' prehilbert-tér, ha minden z,y € V vektorra

2 2 2 2
2+ ylI” + [lz — ylI” = 2{|z[I” + 2|y
teljestl.

XSG . Mutassuk meg, hogy normalt térben minden nyilt és zart gdmb konvex halmaz. (Vagyis minden
a €V ésreRT esetén

Va,y € Br(a)Vt € [0,1]: tx+ (1 —t)y € Br(a)
Va,y € Br(a)Vt € [0,1]: tx+ (1 —t)y € Br(a)

teljestil.)

XTI . Legyen (V,||-||) normélt tér és legyen X C V konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy az a € X
pont az X halmaz extremdlis pontja, ha

Ve,y € XVt e [0,1]: te+(1—t)y=a = te€{0,1}.

1. Minden p € [1,00] esetén adjuk meg a B (0) halmaz extremalis pontjait az (R?, [[Il,,) térben.

2. Adjuk meg a Bi(0) halmaz extremalis pontjait az (R?, ||| ) térben.

3**. Mutassuk meg, hogy a (Cy(R,R), ||-||.,) térben a B;(0) gombnek nincsen extremélis pontja.
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