VIK, Analizis I. 3. gyakorlat 2008. szeptember

Ha az el6z6 gyakorlatbol maradtak ki példak, akkor most csinaljuk meg azokat!
(A *F*_gal jelolteket ne ercltessiik!)

1. Két nevezetes hatarérték:

lim ¢/p =1, p>0 lim /n=1

n—oo n—oo

Néhany példa ezek gyakorlasara:

1. Feladat: Keresse meg a kiovetkezd sorozatok hataérértékét!

a) Ay = 2,"/27’1,, b) bn: n27’L7 C)Cn: Q%

Megoldas.
a) a, — 1, mert az {/n sorozat részsorozata.

b) by = V2n = V2n —1-1=1

2n 2n K 2n 1 z 214 2 P /2 ,
c) ¢, = — = — — = 1, mert a szamlalo és a nevezd is két részsorozat.
2 %2 1 ’

Vagy egyszertibben:
X =\/¥n — Vi=1

2. Feladat: Vizsgalja meg konvergencia szempontjabol a kovetkez6 sorozatot!
a, = vVn-+1

Megoldas.
A rendérelvvel dolgozunk:

%Sbn:"n+1§\”/n+n:{7§~{’/ﬁ

~~ ———

! !

1 1-1
= b, — 1.

Természetesen 1 < b, alsoé becslés is jo.
3. Feladat:

.| 2n?
a, = V2n3 +3 b, = w +3
4n? +n




Megoldas. Tudatositsuk a hallgatokban, hogy ezek a példadk csak rendérelvvel oldhatok
meg!!!l (Nem tudjak megkeriilni.)

V3 < a, = V203 +3 < V203 + 303 = V5. (Yn)’

~~ —_—
! !
1 1-13=1

== a, — 1.

2 2 2 2
”2:" 2n <bn:n2n+3<n2n+3n:n§
5 An? +n2 — an24+n — 4n? 4
—~— —~—
l !
1 1

= b, — 1.

Masik megoldés: by == /0n

1
Megmutatjuk, hogy £, — =

2
Ezért
04 < B, <06, ha n>Ny, (INo)
Ekk V0.4 < b, = /B, V0.6, h N,
or < O, < a n> N

l l
1 1

= b, — 1 (Most is a rendérelvet hasznaltuk fel.)

4. Feladat:

ap = "\2/5

Megoldas.

an = [Yn  és Y1 — 1 IGY NEM!I!
1

Ez igy "letakaras". Nem tanultunk olyan tételt, amely szerint igy csinalhatnank. Csak a
sejtéshez hasznalhato a "letakaras". (Beszéljiink errdl!)
Egy helyes megoldéas:

Yn—1 = 09< Yn<11, ha n>Ny (IN)

Ekkor v09 < a, < V1.1
—— N

l l
1 1

— n/n — 1 (A renddrelvet hasznaltuk fel.)



Most lehet egy kicsit egyszertibben is becsiilni a rendérelvhez:

1< nn < "\2/n2

2. Rekurzive megadott sorozatok

Féls, hogy el6adason még el sem hangzott a téma, vagy csak nagyon kevés sz6 esett rola.
Azért a hallgatokkal, vagy az el6addval konzultalva dontsék el, hogy mennyit beszélnek roéla.
Az elégséges tételt a konvergenciara mindenképpen irjak fel a tablara, miel6tt hozzafognak a
példakhoz!

1. Feladat: Legyen

10
CL1:4, an+1:7—a—

rekurzive adott sorozat!
(an) = (4, 4.5, 4778, ---)
a) Mutassa meg, hogy 2 < a, <5 minden n € N -re!
b) Indokolja meg, hogy (a,) konvergens!
Hatarozza meg az (a,) hatarértékét!

Megoldas.

a) Teljes indukcioval dolgozunk:
1) 2<a,<5, han=1,2,3
2) Tegyiik fel, hogy 2<ua, <5
3) Igaz-e, hogy 2 < a1 =7— g <57
Az indukcios feltétel 0<2 < @, < 5 miatt:

1 1 1
- > > = (=10
52, 25 (=10

(A reciprokvételnél megfordultak a relacio jelek.)

10
—5< ——< -2 |47
a,

10
2<T7T——=au, <5

Tehat igaz.
b) Sejtés:  (a,) monoton né

Bizonyités:

I. modszer:

Bizonyitas: teljes indukcioval.
1. a1 < as < ag teljesiil
2. Tth. a,—1 < a,



3. Igaz-e a, < apyq”?

10 7 10
Azaz ap, =7 — < T7T——=au
(p—1 anp,
2. miatt 0<2<a,_1 <a, miatt
1 1
> — - (—10
T T |- (—10)
10 10
- < -— 47
Ap—1 an,
10 10
== a4, =7— < T7T——=ay
an—1 Qp,

Tehat a szdmsorozat valéoban monoton ng.

2

II. modszer:
az—T7a,+10 = (a, —2) (a, —5) < 0

10 2

p1=7—— > a,, (a,>0) =
Qn,

Mivel a)-ban belattuk, hogy 2 <a, <5, ezért az el6z6 teljesiil és igy (a,) monoton

no.

Megmutattuk, hogy a szamsorozat monoton és korlatos
= (a,) konvergens, és fennall:

A = lim a, = lim (7—E>
Gp,

n—oo n—oo

10
A:7_Z = A=5 vagy A=2.

A = 2 nem lehet, mivel a, > a; =4, ezért a, nem esik a 2 szam pl. 1 sugaria kornyezetébe.
Igy A= lima,=>5.
n—oo

2. Feladat: Vizsgélja az alabbi sorozatok konvergencidjat!

ap = /20,1 + 3

(an) = (1, 2.236, 2.73, ---)

a) a; = 1
b) a1 =5 (a,) = (5, 3.605, 3.195, ---)
Megoldas.

A=V2A+3 = A2-24-3=0 = A=-1 vagy A=3.

Most csak A = 3 johet szoba, hiszen a, > 0. Ha tehat a szdmsorozat konvergens, akkor
A =3 . Ezért dolgozunk majd a korlatossagnal is a 3-mal. A megoldas vazlata:

a) Megmutathato teljes indukcioval, hogy (a,) monoton né és szintén teljes indukcioval,
hogy a, < 3. Tehat a sorozat konvergens és az elézGek miatt A =3 .

(A Segédletben van hasonlo példa kidolgozva.)



b) Most teljes indukcioval megmutathato, hogy (a,) monoton csokken és a, > 3. Tehét
a sorozat konvergens és az el6z6ek miatt A = 3 most is.

Megjegyzés:
A b) valtozatot nem kell részletesen végig megesinalni. A lényeg, hogy a hallgatok vegyék
észre, hogy a sorozat viselkedése fiigghet a kezdd értéktol.

n

1
3. e=lim (14— hatarértékkel kapcsolatos feladatok

n — 00 n

lim (1 + £>n = ¢¥ felhasznalhato.
n

n— o0

Ha nem volt még 16adason (hétf6i és esetleg szerdai gyakorlatok), akkor részletesebben be-
széljenek rola!!!

Allapitsuk meg a kovetkezs sorozatok hatarértékét!

1. Feladat:

1 6n2+2
n — 1 Y
“ ( + 6n2>

Megoldas.

1 6n? 1 2
_ 2 _
an—(l—f—w) (1+W) —>e-1 =€

(e, részsorozatarol van szo.)

2. Feladat: 5
n+5\""
an, =
n—4

Megoldas.

Més atalakitassal:

TL—4+9 n—4+7 9 n—4 9 7
y = | — = (1 (1 9.17 = ¢°
“ ( n—4 ) ( +n—4) < +n—4> ¢ ¢

Ez a fajta atalakitas bizonyos példaknal sokkal hosszabb, ezért én nem szeretem. En az els
modszert hasznilom, de persze ez nem kotelezd.




