1 A paritas operator

Ismétlés: Két hermitikus operator akkor és csak akkor felcserélhetd, ha van kozos sajatfiiggvény rend-
szerik.

Definidljuk a tiikrozés (paritds) operatort a kovetkez6képpen:

Py (z) =9 (—x) . (1)

Nyilvénvaléan fendll, hogy P2 = I, ezért P sajatértékei A = +£1. A X\ = 1 sajatértékhez tartozé
sajatfiggvények a paros fliggvények

¥ (—x) =1 (z) ,
mig a A = —1 sajatértékhez a paratlan fliggvények tartoznak,
¥ (—z)=—-v(z) .
Tétel: pP = —Pp, ahol p az impulzus operator.
Bizonyitas:
h d
P = —-— = 2
PP () = = TP (2) @)
B PUGtdn) - Py (@)
1 dz—+0 dx
o vla—do) - ()
1 dz—+0 dx
b V) - (a—dy)
1 dz—+0 dx
b vetdy) ()
i dz—+0 dx
hd
= —;Eiﬁ (—z) = —py(-=z)
= —Ppy (z) (3)

A bizonyitasban felhaszndltuk, hogy a 1 fiiggvény folytonosan differencidlhaté, de kozvetleniil belathato,
hogy a vonz6 d-potencidl kotott dllapoti sajatfiiggvénye (1. Gyakorlat hézi feladat) is eleme azon fiigg-
vényhalmaznak, melyre a tétel fennall.

Ko6vetkezmény 1:
p*P =p(pP) = —(pP)p = Pp’ . (4)

azaz

[p*,P] =0. (5)
Ko6vetkezmény 2: A H = % + V () Hamilton operdtor felcserélhetd a tiikrézéssel, ha
[P, V]=0, (6)

PV (z)1 () =V (=) ¢ (—z) = V(=2) Py (x) =V (z) Py (z) ,
V 1)-re, tehdt V (x) pédros fliggvény.

Ebben az esetben tehat a H és P operatoroknak van kozos sajatfliggvény rendszeriik, azaz H sajatfiiggvényei
sziikségszerlien paros ill. paratlan fliiggvények.



2 A linearis harmonikus oszcillator

Az egydimenziés harmonikus oszcillator potencidlja
Lo o
Vix) = li , (7)

ahol D az erdéallandé (direkcids erd). A klasszikus mechanika alapjdn, a fenti potencidlban egy m tomegfi
részecske w = 1/ D/m frekvencidji harmonikus rezgést végez, igy (7) a kovetkezd alakban is {rhato,

Vie) = =a?, (8)

azaz a Hamilton fiiggvény

P2 mw?

H =2
(@p) =5+

A t = 0 idSpontban zérus kitérést feltételezve, az ismert klasszikus megoldas

z? . (9)

x (t) = Asin (wt) , (10)

ahol A a rezgés amplituddja, mely az energidval az

kapcsolatban &ll. Nyilvanvald, hogy az energia ill. az amplitidé folytonosan valtozhatnak.

A kvantummechanikai targyalds szerint a

Hy = By (12)
sajatérték problémat kell megoldanunk, ahol koordinata reprezentaciéban,

R d? mw?

Bevezetve a
T d? 1 d?

L4 -4
T de?  a%dg?

valtozé transzformaciot, a Hamilton operatort

2 g2 2,.2
= d MW TG o

- 2ma3 dq? 2 ’

H(q) = (14)

alakra hozhatjuk. Célszeri az x( paramétert gy megvélasztani, hogy a fenti kifejezésben a % és a ¢?
tagok egyiitthatéi, az eldjeltol eltekintve, megegyezzenek, azaz,

h? mw?z? h
R =4/ — . 15
2ma? 2 T mw (15)
Ekkor a Hamilton operator a
hw d?
H(Q)=—3{——=+¢° 16
R I (16)
alakt lesz és a Schrodinger egyenletet
d? 9
{ﬁ +q }w<q> =nplg) (17)
q
formédban irhatjuk, ahol
2F
n=-—— (18)
hw

az energia helyett bevezetett dimenziétlan valtozo.



2.1 Megoldas Sommerfeld polinom méddszerrel
frjuk at a (17) sajatérték egyenletet a

d*y (q)
dg?

+(m—q¢*)v(q) =0 (19)

differencidlegyenletre, melynek elészor a ¢ — too hatdresetben vett, Un. aszimptotikus megolddsat
keresstik,

LoD — ) =0 (20)
Felhasznalva, hogy
d d d? d d
(d—q‘q) (d—q”) “wEtEt
2 2
=C;d—q2—q2+1q_:>w%—q ,
belathatd, hogy a
(CZJ + q) Yal@) =0 —  tulq)=e T/ (21)

a keresett reguldris aszimptotikus megoldas.

A kovetkezO lépésben az altalanos megoldast az aszimptotikus megoldéds és egy ismeretlen fliggvény

szorzataként keressiik ,
¥ (g) =u(q)valg) =u(g)e ?/? . (22)

Ezt behelyettesitjitk a (19) egyenletbe,

d? (u (q) e*q2/2)
dg?

+ (T} — q2) u(q) e T/2 =0 . (23)
Elvégezve a megfelel6 miiveleteket,

d (u (q) e_qz/z)

i =/ (q)e™"/? — qu(q)e™"'/? (24)

d? (u( )e‘q2/2 i ) ,
( (c]iq2 ) =u"(g)e” "% = 2qu/(q)e™ /% + (¢* — Du(g)e " ? (25)
u"(q) —2qu/(q) + (n — u(q) =0, (26)

egyenletet nyerjiik. A tovdabbiakban feltételezziik, hogy az u fliggvényre érvényes a folytonos fliggvénykalkulus:

oo

u(g) =Y g, (27)
r=0
"(q) = Zrcrq“l —  2qu(q) = Z 2req” (28)
Zr r—1)c.q" :Z r+1)(r+2)c42q¢" . (29)
r=2 r=

A fenti kifejezéseket visszahelyettesitve a (26) egyenletbe a

Z{(T—l—l) (r+2)cry2 —2re, +(n—1)cr b g" =0 (30)
r=0



egyenletet kapjuk, melybol a
2r+1—-n
= —C. 31
(r+1)(r+2) " (81)
rekurziés Osszefliggés adddik (r =0,1,2,...). Vegyiik észre, hogy az u fliggvény hatvanysordban az r-ik
tag egyiithatdja az r 4+ 2-ik tag egyutthatdjat hatarozza meg, igy a méasodrend differencidlegyenlet két
fliggetlen megolddsat generalhatjuk a kovetkezé véalasztassal,

Cr4-2

co=1 , ¢1=0 — wupéros fiiggvény
co=0 , ¢1=1 — wuparatlan fiiggvény
Mivel 1, paros fliggvény, a Schrodinger egyenlet megolddsai is vagy paros vagy paratlan fliggvények

lesznek, Osszhangban a szimmetrikus potencialra kimondott korabbi tétellel. Mésrészt viszont r — oo
esetén a rekurzids Osszefliggés kozelithetd a

2
Crya ~ —Cp (32)
r
kifejezéssel, mely az e’ fliggvény hatvanyegytitthatéira jellemz6 rekurzids relacio:

oo

2 r
@ _ a _ q _ 2 2
e = ! Z (r/2)! I A S

r=0 r=0,2,...

Kovetkezésképpen konnyen belathatd, hogy az v megoldés tetszéleges pontossaggal kozeliti az

w(@) ~ f @) +Ce” (piros) vagyaz u(q)~q(f(q)+Ce”) (piratlan) (33)

fiiggvényt, ahol az f (q) véges, paros polinomot és a C' dlland6t a kivant pontossdghoz lehet bedllitani.
Ez viszont azt jelenti, hogy a v (q) = u(q)e*qg/ 2 megoldas aszimptotikusan e?’/2 szerint divergdl,
tehét dltaldanos esetben ¥ nem reguldris fliggvény. Ezt csak ugy tudjuk elkeriilni, hogy a (31) rekurziés
Osszefiiggést valamely » = n indexnél megallitjuk, azaz

n=2n+1 (n=0,1,2,...) (34)

valasztassal biztositjuk, hogy
en#0, cpao=cCpra=...=0 . (35)

A n paraméter definicigjabol kovetkezik, hogy a lehetséges sajitenergidk az

| En=hw(n+3) (n=0,1,2,...) | (36)

értékeket vehetik fol. Tradicionalis okokbdl, a megfelel6 hullamfiiggvényeket

[0 (@) = Ny Hy (@/m0) e 727% | (37)

alakban irjuk, ahol H,(¢q) az tin. Hermite-polinomokat jeloli:

n Hn(‘])

0 1

1 2q

2 4¢® -2

3 8¢ —12¢

Ellenorizziik a rekurzids relaciot:
1-5
n=2:n=5,c=-2, 02:723:4
3—-7

n=3 :n=7,c =-12, 03:_12ﬂ:8



A Hermite-polinomok ortogonalitasi relacidjabdl,
/ dg e H, (q) Hp (q) = 2"n'V/T Spm (38)

adddik, hogy "
N, = (2"nlrae) P (39)

A zérusponti energia kisérleti bizonyitéka: A kétatomos molekuldk rezgési szinképe A
kétatomos molekuldk infravords tartomanyban észlelt egyenkozli emisszios szinképe jol magyarazhaté a
harmonikus oszcilldtor modellel. Valamely n’-ik dllapotbdl az n-ik allapotba valé ugrés esetén kibocsdjtott
foton energidja ugyanis

hvg =E, —E,=hw(n’—n) n' >n . (40)

Az észlelt frekvenciak6zokbél nyilvanvaléan meghatarozhaté a rezgés direkcids allandédja:

w 1 /D 2
A’/f_%_ﬁﬂg — D=m(@2rAvs)" . (41)

A TH355CY (sésav) molekula esetén, Avy = 8.65-10'3 1/s (AE; ~0.3¢eV), my = 1.673-1072" kg —
D ~ 4.9 N/em (a redukalt tomeg figyelembevételével D ~ 4.713 N/cm) adédik

Nagyobb energids gerjesztéssel atmenetet indukdlhatunk a sésav molekula elektronédllapotai kozott is.
Jeloljiink két ilyen &llapotot A-val és B-vel. Ekkor a molekula teljes ("konfiguraciés’ és vibrécids) energidja

E(An) = E4+ h\/% (n + %) (42)
E(B,n/) = Ep + hE (n + ;) (43)

tehdt a visszaugras soran kisugéarzott foton frekvencidja

_ Ep—FEj 1 /D [, 1 /Da 1
VBn—An = h +27T[ m(n+2 m n—|—2

A 'H atom helyett azonban eléfordulhat a D (2H) atom is, melynek kétszeres a tomege, viszont az
elektronszerkezettdl fliggd Fa, Ep, D és Dp dllandék nem valtoznak. Az 1j redukdlt tomeget m™*-gal
jelolve a szinképben megjelennek a deutérium izotépra jellemzo

* _EB—EA 1 DB ’ 1 DA 1
VBn'—An = T +2w[ m*(n+2 me \" T2

frekvencidk is. A fenti izotépeffektust vizsgdljuk meg az n’ = 0 — n = 0 (null-null) dtmenetre:

1 1 1
* _— —_—— —— —
V300 = Voo a0 = 1 (W \/m_) (VD5 - VDa) #0 . (46)
Nyilvanvalé azonban, hogy amennyiben a harmonikus oszcillatornak nem lenne zérusponti energiaja, a
null-null &tmenetre nem tapasztalndnk izotopeffektust. A fenti jelenséget észlelték pl. a B — O molekula
vibraciés spektrumédban is (1°B — 1B ill. 60 — 180).

ill.

(44)

(45)




2.2 Kelto és eltiintet6 operatorok

i_ i_;’_ —d_2_ 211
dq q dq q _dq2 q )

Osszefiiggést, mely segitségével a (16) Hamilton operdtor kifejezhetd

1 d d 1
H =hw< = - — — -
@ {2<q dQ) <q+dQ>+2}
alakban. Célszerii bevezetni az

g (i) = v (i) -~ am (o)
a=— — | = r+axi— | = T+ —
V2 4 dq V2 Odr V2 ma”

Mar korébban levezettiik a

és

o 4) o )~ )
=2 \"" dg) T Vam ) " Vo \" T mw?

operatorokat, melyekkel tehat

thw{a*a—i—%}

(50)

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a harmonikus oszcillitor spektruma levezethet6 az a és a™
operdtorok algebrai (felcserélési) tulajdonsdgaibdl, és nem sziikséges valamely konkrét reprezentdciét

hasznalnunk. Ehhez csupan az
[x,p] =ik

felcserélési relaciot kell felhasznalnunk, melyb6l a (48) és (49) definicidk alapjan kovetkezik:

mw

= o5 (‘@ [z, p] + o [Pw’ﬂ]) =1

A (50) kifejezésbl kovetkezménye, hogy a Hamilton operédtor spektrumédnak alsé korldtja hw/2:

1 1 hw
(w17 1) = o (ol aralo) + 5 ) =nw (vl + 3 ) 2 5
Fennallnak tovabba a kovetkezé kommutaciés relaciok:
[H,a] = —hwa ill. [H,a"] =hwa™
Ugyanis
1
[H,a] = hw {a*aJr 5,@} =lw[a",a]a=—hwa
és .
[H7 aﬂ = hw [a+a + 5,&"’} = hwa™ [a,a+] = hwa™
Legyen | ) H egy sajatfiiggvénye E sajdtértékkel. Ekkor

Ha|p) = aH[¢) — hwa|y) = (E — hw) al )

(51)

(56)

azaz a| 1) is sajatfliggvény F — hw sajatértékkel. Ezért hivjuk az a operdtort lefelé léptetd vagy eltiintetd
operdtornak. Mivel azonban H spektruma alulrél korldtos, léteznie kell egy | o) sajatfliggvénynek, amit
az a operdtor a Hilbert-tér null-elemébe (] )o) 1éptet, melynek norméja zérus, ezért - a kvantummechanika

axiomai szerint - nem reprezentdlhat fizikai allapotot:

alvo) = | )o

(57)



Nyilvanval6an

atalw) = 1o — Hlvo) = (Do+3l)) = Flun) (59)

tehdt | 1) pontosan a minimdlis sajatértékhez tartozé sajatfiiggvény.

A (56) egyenlethet hasonléan beldthatjuk:

Ha™|y) = a" H|v) + hwa| ) = (B + hw)a"|¢) (59)

azaz a™|v) is sajatfiggvény E + hw sajatértékkel. Ezért az at operdtort felfelé léptetd vagy keltd
operatornak hivjuk. A kelt6 operator segitségével szukcessziven felépithetjiik a Hamilton operator Gsszes
sajatfiggvényét. Az n-ik lépésben kapott hullamfliggvény sajatenergidja értelemszertien

En:hw(nJr%) (n=0,1,2,...) . (60)

Miés sajatérték az (56) egyenlet kovetkeztében nem létezhet.

A hulldmfiiggények egyértelmiiségét a kovetkezd tétel biztositja: Az egydimenzics Schridinger-egyenlet
kotatt dllapoti (reguldris) megolddsai nem lehetnek elfajultak.

Jeloljiik az n-ik 1épésben kapott hulldmfiiggvényt |n)-nel! (] o) =|0)) Ekkor
|n) = An (@) ]0) (61)

ahol A,, egy késébb meghatarozandé norméldsi tényezd. Az (50 és (60) egyenletek Osszevetésébdl azonnal
kovetkezik, hogy
ataln) =nin).

Ezért az a®a operatort szokds ”gerjesztési szdm” operatornak nevezni.

Teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy

atin) =vn+1n+1) . (62)

Mivel
(0la* al0) =0, (63)

n = l-re
1) =c:a®:[0) — (1[1) = |c]*(0laa™|0) = |c[* ((00) + (0]a*al0)) = |c]* =1 — c=1 (64)
Tételezziik fol, hogy valamely n-re is teljesiil az allitas. Ekkor
In+1l)y=c:a:|n) — (n+1lln+1)=|c[*(nlaa’|n) = |c[* ((n|n) + (nlaTaln)) = (n+1)|c|> =1 (65)

1
vn+1’

és pontosan ez az, amit bizonyitani szandékoztunk. Mostmér kénnyti beldtni, hogy

aln) = Vnjn—1) . (67)

— C =

Ugyanis:

an:iacﬁn_ Zia*'a n— :(n—1)+1
In) = aatin—=1) \/5( +1)[n—1) NG

Ezekutan a normalt sajatfliggvényeket nyilvanvaléan a kovetkez6 formaban tudjuk felirni:

n—1)=valn—-1) . (68)




2.2.1 A sajatfiiggvények koordinatareprezentaciéban

Hatarozzuk meg el6szor az in. vakuumallapotot:

1 (d¢o(Q)

ao(q) = 7 dq + qi%(‘l)) =0 ,

melynek ismert megoldasa
Po(q) = co exp(—q*/2)

A ¢y normadlasi konstanst a kdvetkezd integral alapjan szamitjuk,

/wg(x)wo(x)dmZCQ/ (@/0) dxzcho/e Tdg=cE\rrg=1 — ¢ = (Vmwg) /2

A normalt sajatfiiggvények tehat

Yn(x) = (2nn'\/_$0) 1/2< di(]) 6*42/2|q21/$0 )

vagy

¢n(x) = (Q"n'ﬁxo 1/2 ( ) —(z/20)%/2 ,

ahol
H,(q) = ¢? ?/2 ( ) e 1°/2

a jol ismert Hermite polinomok.

Bizonyithatok a kovetkezd rekurzids Gsszefliiggések:

Hy,11(q) =2qH,(q) — H,(q)

H’:L(Q) = QTLHTL—l(q) 5
és
2qH,(q) = Hpya(q) +2nH,,_1(q)



