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FRANCZIA TAMAS

A KVANTUMMECHANIKAI IMPULZUS ELTOLASI SZIMMETRIAVAL
TORTENO BEVEZETESEROL II.

Abstract: In this paper we continue building up the system of the axioms,
theorems and definitions necessary to introduce the quantum-mechanical
momentum with the method of moving symmetry. As the theorems given in
this paper are well-known from the literature their verifications are
omitted and the reader is referred to the corresponding literature. We
introduce the wave-function the norm of which is equal to the Dirac-delta

function with a new, axiomatic method.

Ez a dolgozat egy tanulmény mdsodik részex, mely tanulmdny célja egy
lehetséges mddszert adni a kvantummechanikai impulzusnak a cimben jelzett

Gton torténd bevezetéséhez az egyetemi oktatds szemindriumai szamdrs.

x Franczia Tamds: A kvantummechanikai impulzus eltoldsi szimmetridval

torténd bevezetésrdl I. Tudomdnyos Kozlemények, Eger, 1985.
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A fizikai mennyiségek szimmetridkkal torténd bevezetésekor a kvan-
tummechanikai axidmék, tételek és definiciok sorrendje valamelyest el
kell, hogy térjen az egyetemi oktatdsban megszokottdl, esetenként (j axi-
omakat, tételeket és definfcidkat kell alkotnunk, a hagyomdanyos felépités
néhdny axiomdja pedig tétellé vdlik. (Pl.: A Heisenberg-féle felcserélési
reldcidk). Bizonyos axiémak kimonddsit pedig éppen a siimmetriék motival-

jak.

vald bevezetéséhez szilkséges axidma-, definici6- és tételrendszer elso
részét kozoltilk, az aldbbiakban folytatjuk a sziikséges axidmdk, tételek
és definicidk megadasét.

A tanulmény elsG részében bevezettik az 1-re normalt ¢ - fiiggvényt, me-
lyet a tovédbbiakban 4llapotfiiggvénynek neveziink, és ennek birtokdban az
(1) egyenletet, melyet d1lapotegyenletnek, mdsképpen iddtdl fiiggd Schro-
dinger-egyenletnek hivunk. Jelen munkdban viszont az (1) egyenlet segit-
ségével adjuk meg az 1-re nem normalhatd w-fliggvény fogalmidt. Ehhez
elérebocsdtjuk az elsd rész néhdny kovetkezmeényét.

Ha a IIL. axiomdban 1étezdnek posztuldlt részhalmazok kozil kiva-
lasztunk egy tetszdleges részhalmazt, akkor teljesiil az, hogy a részhal-
maz minden egyes elemének tetszGleges konfigurdcids térbeli ponthoz,
tetszbleges idopillanathoz tartozd megtaldldsi valdszinisége egyenlﬁ'az
adott részhalmazhoz a III. axidma alapjan rendelt w-fiiggvényb6l képzett

Wy dvkonf. kifejezésnek a tetszolegesen vdlasztott konfigurdcids
térbeli pontban és a tetszilegesen védlasztott idopontban felvett értékeé-

vel. Ha most a részhalmazon beliili elemek megtaldldsi valdszindségeit az
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egyes elemekhez, azaz magukhoz a kvantummechanikai rendszerekhez rendelt
¥y -fluggvényekkel akarjuk kifejezni, ez megtehetd, ha a ¥, -k csak
egy-egy egységnyi abszolut érteékd Romplex szorzotényezovel kiilonbdznek a
részhalmazhoz rendelt ¥ -t8l, és igy egymistél is. Mivel a vfkw es
igy a W: ¥, kifejezések valdszinGségi strdségfiiggvények, hatdro-
zatlan konstansokat, hatdrozatlan filiggvényeket a tetszdleges egységnyi
abszolut. értékd komplex szorzétényezot6l eltekintve nem tartalmazhatnak.
Mivel a IV. axidma kovetkeztében ki kell, hogy elégitsék az (1) egyenle-
tet, ezen egyenlet egy tetszfleges egységnyi abszolut érték( szorzdténye-
z0t tartalmazdé, folytonos és egyértékl, valamint egységre normdlt megol-
dasainak tekinthetdk. A pusztan egységnyi abszolut értékd szorzdtényezG-
ben valé eltérés.miatt az (1) egyenletet ugyanazzal a
v(xi’y1’21’ ceey xN,yN,zN,t]

figgvénnyel elégiti ki mindegyikiik, hiszen egy tetszoleges, valds ¢ —t
tartalmazé et® YW alakid megolddsban foglalhatdk ossze, mely megoldds az
unicitdsi tétel kovetkeztében nem lehet folytonos, egyértékl és egyre
normdlt megolddsa. egy masik V fliggvényt tartalmazd, egyébként (1)-alaku
egyenletnek. Mindezek miatt az (1) egyenlet bal oldaldn 1lévd operétor
nemcsak a részhalmazhoz, hanem annak minden egyes eleméhez is'vdltoztatds
nélkiil, ugyanazzal a v[x1,y1,z1, s o xN,yN,zN,t] fiigg-
vénnyel hozzdrendelhetd. Ennek kovetkeztében nevezhettik az (1) egyenlet
bal oldaldn 1évd operdtort egyetlen rendszer Hamilton-operdtoranak az 5.
definicidéban.

Ezutdn hasonlitsuk ©ssze a kiilonbdzd részhalmazokhoz tartozd 1-re

normdlt dllapotfiiggvényld rendszerek Hamilton-operdtorait. Két ki-
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16nb6z6 részhalmazbdl szarmazdé rendszer Hamilton-operdtorai lehetnek meg-
egyezdek, hiszen egy Hamilton-operdtorhoz a parcidlis differencidlegyen-
letek elmélete szerint az (1) egyenletnmek végtelen sok folytonos, egyér-
téki és egyre normdlhatd megolddsa tartozik. Ugyanakkor a két Hamilton-
operator lehet kiilonbozd is, ami trividlis. Mivel a 1I. axidma rendszerei
részecsketipusonként egyenld szami részecskét tartalmaznak, a II.‘axiéma
halmazainak Hamilton-operdtoraiban egyforma a parcidlis derivdltakat tar-
talmazd operdtordsszeg és a részecskék kozotti kolcsonhatds kovetkeztében

fellépd VI[xi—xk, Y. "Y» zi_-—sz tag. Ci,k = 1,2,...N; és imkd.

A kiflonbozGséget a kiilst erdtér hatdsa miatt fellépd v, [Xj Y%, ,t]

tagok kiilonbozbsége okozhatja csak.

V. axidma: A . II. axidma szerint létezd halmaznak meghatdrozoti feltétel
tel jesiilése esetén vannak olyan valddi részhalmazai is, melyek elemeinek
létezik ugyan égyértelmﬁen meghatdrozott megtaldldsi valészinﬁsége a kon-
figurdcidés tér minden egyes pontjdban barmelyik idopillanatban, azonban
ez a valdszinGség nem adhatd meg w*y/«iv alakban. A meghatdrozott fel-
tétel a kovetkezd. Ha a részecskék migneses momentumdatdl, mint az eddigi-
ekben, tovébbpa is eltekintlink ~-- igy egy rendszer részecskeéi csak
elektromos toltésik kovetkeztében vannak kdlcsonhatdsban egymdssal, il-
letve kiils6 erdterekkel -- s ennek megfelelden megadjuk a halmaz minden
egyes egymastél kiilonboz6, az egyes rendszerekre vonatkozd klasszikus
mechanikai potencidlis energiafiiggvényét, majd ezt az (1) egyenlet

V(xl,yi,zi > e xN,}'N,ZN,t] fliggvényének helyébe téve meghatdrozzuk
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az (1) egyenlet megolddshalmazat, e megolddshalmaznak tartalmaznia kell

olyan egymdstél linedrisan fiiggetlen fiiggvényeket, melyekre J w:’v"ﬂv

k
o

= &Ck--kd>, ahol &Ck-~k3 3 pirac-féle deltafiiggvény.

7. definicié: Az (1) egyenlet fenti tulajdonsdgi megolddsait Dirac-delta-

ra normalt megolddsoknak nevezziik.

VI. axidma: Az V. axidéma Dirac-deltdra normdlt fiiggvényei egyenként hoz-

zdrendelhet6k az V. axidmdban létezdnek posztuldlt specidlis tulajdonsagi
részhalmazok koziil egy-egy részhalmazhoz. A hozzérendelés mddja a kdvet-
kez0. valamely részhalmazhoz hozzdrendelt, Dirac-deltdra normdlt ¥ fiigg-
venybBl képzett wm¥“3v - kifejezés aranyos annak valdszinlségeével,
hogy az adott részhalmaz tetszOlegesen kivdlasztott eleme  az adott 1d6-
pillanatban megtaldlhaté a konfigurdcids tér adott pontjdban. A Dirac-
deltdra normdlt és valamely részhalmazhoz a fenti médon hozzarendelt

w -fuggvényt az 1illetd részhalmazon beliili rendszerek dllapotfiggvé-

nyének nevezziik.

8. definicid: Ugyanazon konfigurdcids téren értelmezett két dllapotfiigg-

. < . " w = .
vény skaldris szorzatdnak nevezzik az [ w, w,dv = [wi,wz] integ-
o e}

Télt.

A skaldris szorzds tulajdonsdgaira nézve 1d. [11 old.
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1. tetel: A négyzetesen integrdlhaté 4llapotfiiggvények halmaza megszdm-

lalhatdan végtelen dimenzidjd Hilbert-teret alkot. [21}

VII. axidma: Egy N részecskébdl 8116 rendszer egészét jellemzd barmi-

lyen fizikai mennyiség .lehetséges értékei fizikai mennyiségenként egy-
egy meghatarozott, a 3N-dimenzidjd konfigurdcids téren és az iddn értel-
mezett &llapotfiiggvények halmazédnak elemeire haté 1linedris hermitikus
operdtor sajatériekeivel egyeznek meg.

~

9. definicio: Az o operdtor "k " sajatérteket {fh—i]-szeresen elfa-

jultnak (degenerdltnak) nevezziikk, ha e sajdtértékhez £ _ szdmi, egymds-

tdl linedrisan figgetlen sajatfiiggvény tartozik.

2. tétel: (Riesz-Fischer-tétel) A megszamldlhatoan végtelen dimenzidji
Hilbert-teret kifeszitd filiggvényeken értelmezett, tisztan diszkrét saja-
tértéksorozattal rendelkezd linedris hermitikus operatorok sajdtfiiggvé-
nyei teljes rendszert alkotnak, ami azt jelenti, hogy a Hilbert térbe

tartozé barmilyen d&llapotfiiggveny felirhato e sajétfiiggvények linedris
@ f

n
kombindcigjaként. Tehdt ha ¥ € Hilbert-tér, akkor w =3 2 ©., @,
nzi k=121

ahol v, az illetd operdtor n-edik, (f -1)-szeresen elfajult sajdter-
tékéhez tartozd k-adik sajdtfiggvénye. A kifejtésben szerepld e, fiigg-

vények egymastdl linedrisan fiiggetlenek.

3. tétel: Egy csak diszkrét sajdtertéksorozattal rendelkezd linedris her-
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mitikus operdtor sajatfiiggvényei, melyek értelmezési tartomanydul a kon-
t
figuracids teret, vagy ezenkiviil még az id6t tekintjik, kielégitik az

aldbbi egyenleteket:

[‘Pt PP j] = véges.

[ptj'ka] =0, ha i ™ k.

Itt i és k az i-edik, illetve a k-adik sajdtértéket jelsli, j és 1 pedig

azt, hogy ezen sajdiértékekhez tartozd melyik sajatfiiggvényrél van szd.

10. definicid: A [@Lj ,Pki] = 0, ha i = k egyenletet kielégith figg-

vényeket, azaz a két skaldrisan Osszeszorzott fliggvényt egymdsra ortogo-

nalisnak nevezziik, a [P'j ,pij:] = 1 egyenletet kielégitd fiiggvényeket
L

pedig 1-re normdltnak.

4. tétel: A linedris hermitikus operdtorok biarmely elfajult sajdtértéke-
hez tartozd, egymdstdél linedrisan fiiggetlen sajdtfiiggvények pdronként nem
feltétleniil ortogondlisak egymdsra. (Az egyes sajatfiiggvények viszont

normaltak, alkalmas szorzétényezdvel specidlisan egyre is normalhatok. )
(11 , [21

5. tétel: TetszBlegesen adott, [fn»i] -szeresen degenerdlt sajatértékhez

tartozo linedrisan fiiggetlen sajdtfliggvények Gsszesseégebil elfallithatd
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pontosan fn szadmi olyan linedris kombindcid, mely linedris kombindcidk
egymdsra paronként ortogonalisak. (Schmidt-féle ortogonalizédcids el jirds)

£11 B86. o.

6. tétel: Az 1. tételben felirt sorfejtés Crkc egylitthatéinak értéke
abban az esetben, ha a sorfejtéshez olyan sajdtfiiggvényrendszert haszna-

lunk, amelyik ortonormdlt: x

-~ t— f.ﬂ ll}
‘-‘mk o L‘f"mk) i

) f
n
y =2 2 [ep,,k,w] P,y
n=1 k=1
_ o 0
A tétel igazoldsdhoz yw = > > C ., ©,, Mindkét oldaldt balrdl skala-
n=1 k=1
risan szorozzuk ¥, -val, majd figyelembe vesszik a 1k -fiigg~-

vények ortonormaltsdgdt.

7. tétel: Ha w ‘1-re normdlt eleme a Hilbert-térnek, akkor a fenti sor-

fejtés felhaszndldsdval bebizonyithaté, hogy

© £
4 2
z 2 an, = 1, vagy
n=1 k=1
2>
@© fn -
2 2 («phk,w] =1,
n=1 k=1
¥ Az egy-, illetve kétindexes -fiiggvények a tovadbbiakban is mindeniitt

ortogondlisak egymdsra. (Schmidt-médszer)
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Az emlitett eredmények egyszer(en specializalbatdék arra az esetre, amikor

az operdtorok sajatértékei kozott nincs elfajult sajdtérték.

VIII. axidma: Annak valdszinlsége, hogy egy mérés elGtt négyzetesen in-
tegrdlhatd ‘éllapotfﬂggvényﬁ rendszeren elvégzett mérés az illetd fizikai
mennyiség értékére a kn ertéket adja, abban az esetben, amikor a fizi-
kai mennyiséghez tartozd operator sajdtértékei diszkrét éorozatot alkot-
nak, tovabbd a kn sajatérteék (fn - 1)-szeresen degenerdlt, a kodvetke-

-

Z0:

Mivel az egyes sajdtértékek mérési eredményként valé fellépte egymdst ki-
zird események teljes eseményrendszerét alkotja, ezen események Osszegé-

nek bekdvetkezési valdszin(sége 1. A (2) egyenlet éppen ezt fejezi ki.

~ !
Kovetkezmény: (A 7. tételé és a VIII. axidmdé) Ha 0 y = k_w, akkor

y e {ﬁhk}f’ ahol n a kr| sajatérték sorszama. Mivel az egyes

fiiggvények ortonormdltak, a (2) Osszegben csak egy tag lesz zérustol kii-

)

Osszevetve a VIII. axidmdval, az adddik, hogy O w = k_yesetén kn meresi

=1 Ezt

16nbtz6, az melyben w = p . Igy az adddik, hogy
nk ~

valdszinisége 1.



- & =

8. tétel: Ha valamely fizikai mennyiség lehetséges értékel egy diszkrét
sajatértéksorozati, elfajult sajatértékkel is, vagy csak azokkal rendel-
kezd linedris hermitikus operdtor sajdtértékei, akkor e fizikai mennyiség
varhaté értéke feltéve, hogy a mérés eldotti rendszerek dllapotfiiggvénye
olyan w , mely eleme a Hilbert-térnek, a kovetkezd6: O = ( 5 8 4&,
ahol 8 a fizikai mennyiséget leird operdtor.

Bizonyitds: 8 sajatértéekeit Jeloljuk kn—nel, a kn sajatérték mérési

valdsziniiségét N(kn)—nel,

A valdszinliségszamitds szerint:

0= Sk w[kn] =

n=1
@ (n fa] {n

= 2 _ e
Sk, 3 |e,|*= 3k, 3¢,k -
n=1 m=1 n=1 m=1
© f o £

_ K n i
2 n E 2 2 Cnm CLQ(PLB"PT\WI] =
n=1 m=1 l=1 a=1
o o] f a f

n L

- z 2 2 2 kn Chm Cls['pla"pnm] =
n=1 m=1 l=1 =1
@ fn oo fl

=2 2 2 3 [CLB e ok, e ‘an] =
n=1 m=1 =1 s=1



o @ f f
n l ~
- z z 2 2 [Cl.a Pra> nm ‘an] =
n=1 L=1 m=1 g=1
= z 2 CLm 'P\.m’o 2 E cnm an =[ ,0!;1],
1=1 m=1 n=1 m=1

Itt_a masodik sorban felhaszndltuk a

ln am ls

{ L

> &
8=1
egyenléséget, ahol 6]. n 69 mo ["DL s’ 'anJ s

9. tétel: Legyen © a 3N dimenzids konfigurdcids téren és az idén értel-
mezett d&llapotfiiggvényekre hatd, folytonos sajdtértékkészletlG, linedris
hermitikus operdtor. Egy ilyen operdtor sajdtfiliggvényei a kivetkezd
egyenletet elégitik ki:

+ a0

J e, B> o (R d°R = sca-a’,

-®
ahol a és a' két sajatérték, P.CR> &g p,>CR> az ezeknek megfeleld
egy-egy sajatfiggvény, R a konfigurdcids tér szam 3N-ese, & a Dirac-

féle deltafiiggvény. 11,121

10. tétel: A 9. +tételben szerepld fliggvények kielégitik a kdvetkezd
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egyenletet is:

a
2

- W, — _ S_
f :pa(R) cpa(R’) da = &(R

]

I
-
v
-

ahol a5 illetve a, a folytonos értékkészletl fizikai mennyiség leg-

kisebb, illetve legnagyobb értéke [ai < a s 32] "a" a fizikai mennyiség
egyik értéke, ¢, a hozzdtartozd sajatfiiggvény. R és R’ a konfigurdcids
tér pontjai, melyek speciédlisan meg is egyezhetnek, & a Dirac-féle

deltafiiggvény. 111,121

11. tétel: Levezethetd, hogy egy tetszbleges &llapotfiiggvény eltdllithatd

az alabbi alakban:

ahol P, @ ¥-hez tartozd konfigurdcids terrel azonos konfiguracids

téren értelmezett, folytonos sajdtértékkészletl, elfajult spektrumd ope-

non

ratornak az "a", (fa—l)—szeresen elfajult sajdtértékeéhez tartozd k-adik

sajatfiiggvénye, és a, < a s a,. &,

Nem elfajult spektrum esetén kivetkezik, hogy % = [ cca)'pa da

a
1

»
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ami megtaldlhaté: t11 222-223. o.. c, Cad = [Pakf'ﬂ]’

illetve nem elfajult spektrum esetén

cCad = [pa,w].

12. tétel: Ha ¥ négyzetesen integrdlhatd allapotfiiggvény, akkor a 11.

tetelben felirt sorfejtés egyiitthatdi az alabbi Osszefiiggést elégitik ki:

2
a

f
S Ick(a)'z da =1 ,

k=1

1

0 Gy p

ill. nem elfajult sajdtérték sorozat esetén

%2

J lc(a),z da = 1

%4

Itt mar feltettiik, hogy a ck(a)—kban szerepld ¢ ~k a Dirac-deltéra

ak

vannak normdlva. (11,121

IX. axidma: Ha egy négyzetesen integrdlhatd &llapotfiiggvényl kvantum-
mechanikai rendszeren egy folytonos értékkészletG fizikai mennyiség méré-
se zajlik le, (¢ a mérés elotti &llapotfiiggvény) akkor annak a vald-
szinlisége, hogy a mérés eredménye az a' és a'' lehetséges értékek &ltal

meghatdrozott zart intervallumba essék:
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ahol ¥,, a 1ll. tételben szerepld ,, -val azonos.

Nem elfajult spektrum esetén kovetkezik:

da .

a“
WCa’,a™> J [ep ,w
a’

Itt is mar feltetelezzik, hogy a e, illetve ¢, fiiggvények a Dirac-

deltédra vannak normalva. 11,121

X. axioma: Az 8 linedris hermitikus, folytonos sajdtértékkészletd ope-
rdtorral reprezentdlt fizikai mennyiség vérhaté értéke egy a méres elott
w 4allapotfliggvényd rendszeren:

0 = (w,gw).

Kdvetkezmény: (a X. axiémdé) Ha Cy,yd=1, akkor

o W
R = f ¥ R g dv konf .’

ahol R a rendszer konfigurdcids térbeli pontjdba mutatd 3N dimenzids

= W .
vektor. Mivel a X. axidma szerint K = £ y R yav , o
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5% , = _ W : _ .
ezt osszehasonlltva R = i wRydv o vel kapjuk,

hogy R = R.

Kovetkezmény : ﬁ, sajatfiggvénye a Dirac-féle deltafiiggvény: &SCR-R?).

€11, 221. o., amely ugyan csak 1 dimenzidra bizonyit, de a gondolatme-

nete lényegileg megegyezik a jelen esetben alkalmazandd gondolatmenettel.

11. definicié: Az O operatorral jellemzett fizikai mennyiség szdrdsa a

mérés eldtt y  dllapotd rendszereken végrehajtott szimultan mérés so-

ran:

08 = / [w, [8—5] ZWT.

13. tétel: Egy adott fizikai mennyiség valamely ¥ d&llapothoz tartozd
szordsa akkor és csak akkor nulla, ha % (amely a mérés eldtti dllapot-

fiiggvény) sajatfiggvénye az illetd fizikai mennyiség operdtordnak.

Bizonyitds: oi = [w, [8—6]2w]=[[8—(—)]w, [’(;-—5]w]=0,
O

akkor és csak akkor, ha ﬁs—ﬁ]ynﬂ), mivel egy fiiggvény abszolut ér-
téke négyzetének hatdrozott integrdlja véges nem nullmértékd integracids
tartomdnyra akkor és csak akkor nulla, ha maga a fiiggvény azonosan nulla.

A bizonyitds mésodik egyenlGségjele utdn felhaszndltuk azt a tényt, hogy
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-0 tnadjungdlt operdtor. [8 - 6]4’ =0 miatt

o)
<€ o>

= Oy . Ezzel bebizonyitottuk, hogy ha a szérds nulla, akkor
a rendszer mérés eldtti dllapotfiiggvénye sajatfiiggvénye a mért fizikai
mennyiség operatordnak.

A tovébbiakbén azt kell bizonyitanunk, hogy 8¢;== ky fenndlléasa

esetén o, = 0.
0

Vel e

= [ [9)*)=((6-8)w. (o-5))=([-0)w. [-0)u].

"~
ahol k O-nak az adott sajdtfliggvényhez tartozé sajatértéke. Mi-

O)N

vel a VIII. axidoma és ennek, valamint a 7. tételnek a kdvetkezménye mi-
att _ Oy = ky esetén k mérési valdszinlsége 1”ﬂ 0 szikségképpen
egyenld k-val, s igy a fenti skaldris szorzat az azonosan zérus fliggveény

onmagdval valdé skaldris szorzata, ami zérus. q. e. d.

x Figyelembe véve, hogy az egyes sajatértékek mérési eredményként valé
fellépte -- az Osszes sajatértékre -- egymast kizaré események teljes

rendszere.
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