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Résumé

Au cours de la derniére décennie, la branche de la statistique qui traite I’analyse
des données fonctionnelles a connu un grand essor en termes des développe-
ments théoriques et de la diversité de ses domaines d’application. Dans cette
thése, nous nous intéressons a l'estimation robuste qui présente une approche
alternative aux méthodes de régression classiques, par exemple lorsque les ob-
servations sont affectées par la présence de données aberrantes. Récemment,
ces estimateurs robustes ont été considérés pour des modéles avec données
fonctionnelles. A priori I’estimation robuste, et en particulier I’estimation ro-
buste de la fonction de régression est un théme ayant eu un grand intérét en
statistique non paramétrique. Dans ce cadre, on se propose dans ce travail
d’étudier I'estimation robuste de la fonction de régression, dans le cas ot les
observations sont de nature fonctionnelle.

Dans un premier temps, on considére une suite d’observations
indépendantes identiquement distribuées. Dans ce contexte, nous établissons
la convergence d'une famille d’estimateurs robustes basée sur la méthode du
noyau, nous montrons, sous des hypothéses générales, sont convergence presque
compléte (a.com.) avec taux de convergence. A titre illustratif, notre résultat
est appliqué a la discrimination des courbes, aux problémes de la prévision, et
a la construction des intervalles de confiance.

Dans un second temps, nous étudions un estimateur de noyau récursif de la
fonction de hasard conditionnelle, sous des certaines hypothéses on montre que
I'estimation récursive du noyau des trois paramétres (densité conditionnelle,
distribution conditionnelle, hasard conditionnelle) sont normalement distri-
buée asymptotiquement avec manquant au hasard.



Abstract

During the last decade, the branch of statistics which deals with the ana-
lysis of functional data has experienced a great boom in terms of theoretical
developments and the diversity of its fields of application. In this thesis, we
are interested in robust estimation which presents an alternative approach to
classical regression methods, for example when the observations are affected
by the presence of outliers. Recently, these robust estimators have been consi-
dered for models with functional data. A priori the robust estimation, and in
particular the robust estimation of the regression function, is a topic which has
had a great interest in nonparametric statistics. In this context, we propose in
this work to study the robust estimation of the regression function, in the case
where the observations are of a functional nature.

First, we consider a series of observations independent identically distri-
buted. In this context, we establish the convergence of a family of robust
estimators based on the kernel method, we show, under general assumptions,
its almost complete convergence (a.com.) With rate of convergence. By way of
illustration, our result is applied to the discrimination of curves, to the pro-
blems of forecasting, and to the construction of confidence intervals.

Secondly, we study a recursive kernel estimator of the conditional hazard
function, under certain assumptions we show that the recursive estimate of the
kernel of the three parameters (conditional density, conditional distribution,
conditional hazard) are normally distributed asymptotically with missing at
radom.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte bibliographique

1.1.1 Données fonctionnelles

La statistique nous aide & mieux comprendre le fonctionnement du monde
dans lequel nous vivons. Pour d’écrire, mesurer et observer les phénomeénes,
elle utilise des variables. Dans ce sens, la variable est la base de la méthode
statistique. Nous distinguons deux types de statistiques, statistique paramé-
trique et statistique non paramétrique. La statistique paramétrique est le cadre
classique de la statistique. Le modéles statistique y est d’écrit par un nombre
fini de paramétres. Par opposition, en statistique non paramétrique, le mo-
déle n’est pas décrit par un nombre fini de paramétres. Divers cas de figures
peuvent se présenter, comme par exemple : On s’autorise toutes les distribu-
tions possibles, i.e. on ne fait aucune hypothése sur la forme/nature/type de la
distribution des variables aléatoires. On travaille sur des espaces fonctionnels,
de dimension infinie. Exemple : les densités continues sur [0;1], ou les densités
monotones sur R. Le nombre de paramétres du modéle n’est pas fixé et varie
(augmente) avec le nombre d’observations. Le support de la distribution est
discret et varie (augmente) avec le nombre d’observations. La statistique non
paramétrique grandissent chez de de nombreux auteurs et dans différents do-
maines. En effet, celle-ci posséde un champ d’application trés large permettant
d’expliquer certains phénomeénes mal modélisés jusqu’a présent, telles que les
séries chronologiques et prédire les réalisations futures. Les progrés des procé-
dés de recueil de données ont permis d’offrir la possibilité aux statisticiens de
disposer de plus en plus souvent d’observation de variables fonctionnelles. Ces
données sont modélisées comme étant des réalisations d’une variable aléatoire
prenant ses valeurs dans un espace abstrait de dimension éventuellement infi-
nie.

La branche de I’analyse statistique pour des variables fonctionnelles ont pris



une ampleur considérable dans ces derniers temps, ces domaines en statistique
constitue un champs de recherches connait actuellement un grand essor chez
de nombreux auteurs plus en plus un grand succes auprés de la commuauté des
statisticiens et dans des différents domaines. La preuve de ce succés les plu-
sieurs publications scientifiques données sur ce sujet, et les nombreuses applica-
tions pratiques. C’est le cas notamment lorsque l'on s’intéresse aux techniques
d’estimation lorsque les données sont fonctionnelles. Les premiers travaux dans
ce domaine datent des années 50, par Rao et Tucker (1958) qui ont étudié I'es-
timation de maximum de vraisemblance pour la distribution multinomiale.

La modélisation statistique de données fonctionnelles provenant de diverses
branches des sciences (économétrie, biologie, en-environnement), ou cette der-
niéere est liée a I’étude des expérience d’ensembles de données dans lesquels les
observations peuvent étre généralement collectées sous forme de courbes ou a
des surfaces. sous cette supposition, I'analyse statistique se concentre sur un
cadre de dimension infinie pour les données étudiées. Ce type de statistique
modernes a recu beaucoup d’attention au cours des 20 derniéres années, et il
a été popularisé dans le livres de Ramsay et Silverman.Ce type de données
apparait dans de nombreux domaines de la statistique appliqués :I’environne-
ment, la chimiométrie,les sciences météorologiques, ect. A titre théorique, un
échantillon de données fonctionnelle peut étre impliqué dans de nombreuses
statistiques différentes problémes, comme par exemple : classification et ana-
lyse en composantes principales (ACP) ou études longitudinales, régression
et prédiction. La récente monographie de Ferraty et Vieu résume nombre de
leurs contributions au non-estimation paramétrique avec des données fonc-
tionnelles ; entre autres propriétés, la cohérence de la densité conditionnelle,
la distribution conditionnelle et les estimations de régression sont établis dans
le cas iid ainsi que dans des conditions de dépendance (fort mélange) et les
techniques différentes sont appliquées & plusieurs exemples d’échantillons de
données fonctionnelles. L’importance de ce sujet s’explique par le perfection-
nement des outils de mesure et par le développement des outils informatiques
et leurs capacités de stockage, ainsi, de part la richesse en applications et les
problémes théoriques soulevés, cette branche de la statistique est devenue le
centre d’intérét de plusieurs études, tant sur le plan pratique que sur le plan
théorique. Cette importance devient deux principales raisons a I’engouement
suscité par le traitement des variables fonctionnelles : (1) cela permet d’utiliser
et de développer des outils théoriques performants, (2) cela offre un énorme
potentiel en terme d’applications notamment en imagerie, agro-alimentaire, re-
connaissance de formes, géophysique, économétrie, en-environnement. De plus,
cette thématique couvre tous les domaines concernés par la comunauté de sta-
tisticiens : des plus appliqués au plus théoriques sans prédominance de 'une
sur l'autre.
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En raison du développement et de la rapidité qu’a connu le domaine infor-
matique dans la fagon de récolter et manipuler les données, d’autre alternatives
sont devenues obligatoires afin de soulever cette difficulté et d’étudier les don-
nées dans leur propre dimension.

Historiquement, les premiers résultats considérant des observations sous
forme de trajectoires ont été obtenus par Obukhov(1960), Holmstrom (1963)
en climatologie, Deville (1974) en démographie, Molenaar et Boomsma (1987)
puis Kirkpatrick et Heckman (1989) en génétique.

1.1.2 Reégression pour variables fonctionnelles

L’étude du modéles de régression adaptés a des données fonctionnelles est
un domaine important de la statistique fonctionnelle. On y retrouve des situa-
tions tres différentes suivant que la variable explicative, la variable réponse ou
les deux variables sont de nature fonctionnelle. Nous verrons a travers cette
étude bibliographique que c’est un domaine en plein essor, que certaines si-
tuations ont été plus étudiées que d’autres et qu’il reste encore de nombreuses
questions ouvertes. Enfin nous verrons que ’étude des séries temporelles ou la
discrimination de courbes peuvent étre directement reliées a des problémes de
régression faisant intervenir des variables fonctionnelles. Les références seront
regroupées et présentées suivant la nature de la variable explicative X et de la
variable réponse Y .

On peut commencer par le cas ou 1’on s’intéresse de la régression d’une va-
riable réelle sur une variable fonctionnelle. C’est la forme de régression qui a été
le plus étudiée dans la littérature. Comme dans le cas multivarié, et les diffé-
rentes méthodes ont été proposées selon la nature de 'opérateur de régression.
Le premier modéle de régression considéré est le modéle linéaire fonctionnel,
introduit et étudié par Ramsay et Dalzell (1991) puis Hastie et Mallows (1993),
dans lequel on suppose que l'opérateur de régression est linéaire. Ainsi Preda
(1999), puis Preda et Saporta (2002, 2004, 2005a, 2005b) proposent des mé-
thodes basées sur une généralisation de la méthode “partial least square” au
cas fonctionnel. Cardot et al. (1999), dans le cas d’une variable explicative non
bruit “ee, puis Crambes (2007), dans le cas d’une variable explicative bruitée,
adoptent une méthode de régression sur composantes principales fonctionnelles
(introduite par Bosq, 1991).

Toutes les méthodes que nous venons d’évoquer concernent ’estimation de
I’espérance conditionnelle. Cependant, la régression sur variable fonctionnelle
peut étre réalisée a partir de I'estimation d’autres quantités liées a la distri-
bution conditionnelle de Y sachant X. Un des premiers exemples auxquels on
peut penser est celui de la régression par quantiles conditionnels pour lesquels
des méthodes d’estimation linéaire ont été proposées et étudiées par Cardot et
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al. (2004a, 2004b,2005). Une méthode d’estimation des quantiles conditionnels
a partir de I'estimation & noyau de la fonction de répartition conditionnelle a
également été proposée et étudiée par Ferraty, Rabhi et al. (2005), Ferraty et
al. (2006), Ferraty et Vieu (2006a) et Ezzahrioui (2007). En ce qui concerne
la régression par le mode conditionnel, la méthode proposée et étudiée par
Ferraty, Laksaci et al. (2005), Ferraty et Vieu (2006a), Ferraty et al. (2006),
Dabo-Niang et Laksaci (2006) et Ezzahrioui (2007) est basée sur I’estimation de
la densité conditionnelle par des estimateurs & noyau. Les méthodes a noyaux
développées pour estimer la fonction de répartition et la fonction de densité
conditionnelles (voir Laksaci, 2007) permettent de considérer le probléme de
I'estimation de la fonction de hasard conditionnelle (voir Ezzahrioui, 2007, et
Ferraty et al., 2008). On pourra regarder également les récents travaux de At-
touch et al. (2007) sur les estimateurs robustes en régression sur une variable
fonctionnelle.

Dans ces derniers temps la modélisation par la régression (paramétrique ou
non-paramétrique) a fait I’objet d’une littérature trés dense dans ce domaine de
la statistique fonctionnelle. Par ailleurs, dans le contexte paramétrique, Ram-
say et Silverman (2002,2005) ont apporté une grande contribution, ce qui est
considéré comme une nouvelle réalisation pour la statistique, et ils représentent
un large éventail de méthode pour des variables fonctionnelles, en particulier
pour des variables indépendantes. Tandis que le livre de Bosq (2000) traite des
modeéles fonctionnels linéaires dépendants (modéle d’auto-régression). Cardot
et al. (1999) ont construit un estimateur pour le modéle de régression linéaire
Hilbertien en utilisant I’analyse en composantes principales fonctionnelles. Cet
estimateur est construit a ’aide des propriétés spectrales de la version empi-
rique de 'opérateur de variance-covariance de la variable explicative fonction-
nelle. La convergence presque compléte, ainsi que la convergence en norme L>
pour une version régularisée ont été établi pour cet estimateur par les mémes
auteurs (2000). Cardot et al. (2004), ont introduit un estimateur pour les quan-
tiles conditionnels vu comme forme linéaire continue définie sur un espace de
Hilbert. Notons que le modéle le plus fréquemment rencontré en statistique
non paramétrique est le modéle de régression qui décrit la relation entre deux
ou plusieurs variables aléatoires. Ce modéle a été déja pris en considération par
plusieurs auteurs. Les propriétés et les résultats obtenus de I’estimateur de la
fonction de régression dans le cas des variables indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d) par Nadaraya (1964). Watson (1964) a établi la convergence
uniforme de cet estimateur, la convergence uniforme presque sure est obtenue
par Devroye (1978) et la normalité asymptotique du méme estimateur a été
établie par Roussas (1989). Dans la méme année Gyorfie 12 Introduction gé-
nérale a obtenu les résultats asymptotiques de I'estimateur de la fonction de
régression sur des processus a mélangeants, Vieu (1991) a donné les termes
asymptotiques exactes de l'erreur quadratique de l'estimateur & noyau de la
fonction de régression.
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1.1.3 Analyse non paramétrique robuste

La "robustesse" implique une insensibilité ax écarts dus & une non confor-
mité aux hypothéses sous-jacentes & un modeéle probabiliste. Le plus souvent,
nous voulons obtenir des méthodes dont les hypothéses d’application ne soient
pas trop restrictives. Les méthodes classiques d’Analyse Statistique nécessitent
trés souvent une distribution Gaussienne des données. Les méthodes robustes
garantiront que le résultat est bon pour une trés grande collection de distribu-
tions sans pour autant étre les meilleures pour une en particulier. L’Analyse de
Variance classique, par exemple, nécessite que les résidus suivent une loi Gaus-
sienne avec un méme écart-type pour chacun des groupes étudiés ; ce n’est pas
une méthode robuste.

La robustesse d’'une procédure statistique usuelle (estimation, test) est une
question tres importante en statistique. Elle permet de controler la stabilité
de cette procédure relativement a la déviation du modéle et/ou des observa-
tions. Notons que ce probléme a fait 'objet d'un long débat a la fin du XIX
siécle, plusieurs scientifiques avaient déja une idée relativement claire de cette
notion de robustesse. En faite, le premier travail mathématique sur I’estima-
tion robuste semble remonté en 1818 avec le travail de Laplace P. S. dans son
deuxiéme supplément de la théorie analytique des probabilités. Plus exacte-
ment, le terme "robuste" a été introduit en 1954 par G. E. P. Box. Mais cette
notion ne fut reconnu comme un champ de recherche qu’au milieu des années
soixante. C’est surtout avec les travaux de Huber P.J. (1964), Hampel F.R.
(1971) q’une théorie cohérente de la statistique robuste a été développé en se
basant sur des critéres de type min-max et utilise essentiellement des argu-
ments de convexité. D'un autre point de vu d’autres auteurs Huber (1973 et
1981), Andrews (1974), Krasker et Welsh (1982), ont développé des méthodes
automatiques d’ajustement robuste, qui ont 'avantage d’étre aussi efficaces
que la méthode des moindres carrés lorsqu’il n’y a pas de points aberrants,
mais plus efficaces en présence d’observations atypiques ou encore lorsque la
distribution de '’erreur dans le modéle suit une distribution & queues lourdes.

L’estimation robuste présente une approche alternative aux méthodes de
régression classiques, par exemple lorsque les observations sont affectées par la
présence de données aberrantes. Récemment, ces estimateurs robustes ont été
considérés pour des modéles avec données fonctionnelles. A priori L’estimation
robuste, et en particulier I’estimation robuste de la fonction de régression est
un théme ayant eu un grand intérét en statistique non paramétrique. Il s’agit
d’un domaine dans lequel les premiers résultats furent établis au début des an-
nées soixante par Huber (1964), dont il a obtenu la consistance et la normalité
asymptotique d’une classe d’estimateurs pour cette fonction. Robinson (1984),
Hardle (1984) et Hardle et Tsybakov (1989) ont établi sous des conditions de
mélange la normalité asymptotique d’une famille d’estimateurs & pondération
issue de la méthode & noyau pour la fonction de régression. Parallélement,
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Boente et Fraiman (1989, 1990) ont utilisé I'estimateur de Robinson (1984)
pour étudier simultanément les deux parameétres de position et d’échelle. La
consistance des estimateurs construits a été obtenue sous des conditions géné-
rales et dans les deux cas indépendants et dépendants. La convergence uniforme
de I'estimateur robuste de la fonction de régression a été obtenu par Collomb et
Hardle (1986), en considérant des observations ¢-mélangeantes. Une méthode
alternative d’estimation robuste de la fonction de régression a été proposé par
Fan et al. (1994). Cette méthode permet d’englober plusieurs modéles non pa-
ramétrique et de robustifier la régression classique. Laib et Ould-Said (2000)
ont adapté l'estimateur de Collomb et Hardle (1986) pour le modéle d’auto-
régression d’un processus stationnaire ergodique. Ils ont obtenu la convergence
uniforme de cet estimateur méme lorsque la fonction objective est non bornée.
Cai et Ould-Said (2003) ont utilisé une version robuste de l’estimation par la
méthode des polynomes locaux pour la fonction de régression Ils ont établi,
sous des conditions standards et lorsque les observations sont o mélangeantes,
la normalité asymptotique et la convergence presque siire de ces estimateurs.

1.1.4 Fonction de hasard

La fonction de hasard joue un role trés important en statistique, elle se
pose dans différent domaines y compris économétries, épidemiology, science de
I’environement et beaucoup d’autre.

Pour le taux de hasard inconditionnel, plusieurs méthodes sont proposées et
étudiées a partir d’un échantillon X1, Xs, ..., X,,, dans le casi.i.d. et le cas univa-
rié (voir Singpurvwalla and Wong (1983), Hassani et al. (1986)) et par Shanb-
hag et Kotz (1987). Pour les cas multivariés et dépendants, nous renvoyons
le lecteur & Roussas (1989), Sarda et Vieu (1989) et Lecoutre et Ould-Said
(1995). En effet, d’'un point de vue pratique, il semble plus réaliste d’aban-
donner l'indépendance et de la remplacer par un mode de dépendance. La
forte cohérence de 'estimateur a noyau de la densité conditionnelle et du taux
de risque conditionnel, lorsque la variable aléatoire d’intérét est soumise a la
censure, a été obtenu par Lecoutre et Ould-Said (1992). Spierdijk (2005) a
proposé un nouvel estimateur non paramétrique pour le taux de risque condi-
tionnel, basé sur 'estimation par des méthodes locale linéaire. Il a montré que
I’estimateur du taux de risque par la méthode locale linéaire est cohérent et
asymptotiquement normale.

Dans la statistique fonctionnelle, les premiers résultats de ’estimation non
paramétrique de ce modéle sont obtenus par Ferraty et al. (2008), ou ils ont
définie I'estimateur a noyau de la fonction de hasard conditionnelle, ces auteurs
ont établi la convergence presque compléte de cet estimateur lorsque les obser-
vations sont indépendantes et identiquement distribuées, ils ont traité aussi le
cas censureés.

Dans le méme contexte, Ezzahrioui (2007) a étudié la normalité asymp-
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totique. Le cas a-melangeant a ete traite par Quintela-Del-Rio (2010). Ce
dernier a établi la convergence presque compléte et la normalité asymptotique
de lestimateur proposé par Ferraty et al. (2008). L’auteur a illustré ces resul-
tats asymptotiques par une application sur des données sismiques. On pourra
regarder également le récent article de Laksaci et Mechab (2010) sur 'estima-
tion de la fonction de hasard conditionnelle pour des données fonctionnelles
spatialement dépendantes.

1.1.5 Estimation récursive

L’estimation récursive est devenu banal, prenant sa place en tant que com-
posante essentielle dans la plupart des cours portant sur la théorie du controle
et des systémes, le traitement du signal et de I'image, ’estimation statistique
et I’économétrie, et il devient de plus en plus important dans d’autres cours
de sciences appliquées, tels que les sciences de la terre et de 'atmosphére ( hy-
drologie, océanographie, science de 'atmosphére) ainsi que certains cours en
sciences sociales (psychologie, sociologie). packages informatiques existants tels
que CAPTAIN Toolbox, la boite a outils d’identification des systémes (SID)
dans Matlab et la boite a outils STAMP pour les économétries, comprennent
des outils d’estimation récursive et sont devenue populaires dans divers do-
maines de la science et des sciences sociales.

Il est bien connu que la méthode d’estimation récursive permet de mettre a
jour 'estimation pour chaque information supplémentaire cette fonctionnalité
est trés utile dans ce domaine de ’analyse des données fonctionnelles, parce
que les observations sont disponibles réele de I'information.

L’estimation récursive non paramétrique a été étudiée par de nombreux au-
teurs, Wolverton et Wagner ont introduit la méthode d’estimation récursive,
ils ont étudié les fonctions discriminantes asymptotiquement optimales pour
la classification des modéles. Masry (1986) a étudié l’estimation récursive de
la densité de probabilité pour un processus faiblement stationnaire dépendent.
Amiri (2012) a établi les propriétés asymptotique de l'estimateur de régression
récursive avec application dans la prédiction non paramétrique, aussi Amiri
et al. (2014) ont établi les propriétés asymptotiques de l'estimateur de régres-
sion récursive avec covariable fonctionnelle. Laksaci et al. (2012) ont étudi¢ la
convergence presque compléte du noyau récursif fonctionnel du quantile condi-
tionnel pour les données ergodiques.

1.2 Bréve présentation de cadre général de la
thése

considérons que Z; = (X, Y;)i=1.., soit n copies du vecteur aléatoire, réparti
de maniére identique comme (X,Y) et valorisé dans F x R, ou F est un
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espace semi-métrique , d désignant le semi-métrique. Pour tout = € F, nous
considérons une fonction de Borel & valeur réelle v, et énoncons le modeéle de
la covariation entre X; and Y;. Notre fonction de régression non paramétrique,
notée 0, est implicitement définie comme un zéro par rapport a (w.r.t.) t de ce
qui suit équation. Définissons (X,Y’) un élément aléatoire dans F x R et soit

Ut o) = E <¢ (%) /X = x) | (1.2.1)

Ou ¢ : R xR est une fonction impaire, bornée et continue satisfaisant certaines
conditions de régularité a indiquer ci-dessous. La mesure d’échelle condition-
nelle peut étre prise comme la médiane conditionnelle de I’écart absolu par
rapport a la la médiane conditionnelle, c¢’est -a-dire

s(z) = MED(|Y — m(2)|/X = 2) = MAD,(F2(.)), (1.2.2)

oum(z) = MED(Y/X = z) est la médiane de la distribution conditionnelle.
Notre estimation non paramétrique robuste de 6(z) est donné par la solution

0(z) de U(z,t,35(z)) =0, ou

@<x,t,a)_/¢(ya >dFy/X—x sz ( At), (1.2.3)

1.3 Bréve présentation des résultats

RESULTATS : CAS 1.1.D.

Dans cette partie les observations sont considérées indépendantes. Cas i.i.d
concerne les résultats obtenu par Azzedine et al. (2008) sur la convergence
presque compléte de ces estimateurs. Si la fonction objective ¢ vérifie certaines
conditions de régularité, sous des propriété de concentration de la mesure de
probabilité de la variable fonctionnelle sur des petites boules.

Le paramétre fonctionnel étudié noté @, , est solution de I’ équation sui-

vante : Yot B <¢ (g) X - x) 0, (1.3.1)

Nous supposons que, pour tout z € F, 6, existe et est unique, est un zéro par
rapport a t de 3.3.9 (voir, par exemple, Boente et Fraiman (1989) ou Koul et
Stute (1998) pour I'existence et 1'unicité de 6, Pour tout (z,t) € F x R, nous
proposons un estimateur non para- métrique de W(z,t, o) définie par
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U(z,t,5) /w (y >dF y/X =) éwi(l’)lﬁ (Y;t) (1.3.2)
()

where w;(z) = . ou K est un noyau et h = h, (est une

i=1
suite de nombres réels positifs qui tend vers zéro quand n tend vers l'infini)

Un estimateur naturel du paramétre 6,, noté 5, est un zéro par rapport a t de

~

U(x,t,5) =0

. L’objectif principal est d’obtenir le taux de convergence presque compléte
pour x. Certains simulation a été donné pour montrer comment mettre en
ouvre notre méthodologie pour les données fonctionnelles et le comportement
de notre estimateur. Hypothéses Dans ce qui suit, z est un point fixe en F, N,
désigne un voisinage fixe de x, et nous présentons les hypothéses suivantes :

(H1) Soit dénote par ¢,(h) = P(X € B(z,h)) =P[X € {2/ € e;d(z,2") <
h}], et nous suppose que ¢, (h) est continue, strictement croissant dans
un voisinage de 0 et ¢,(0) = 0.

(H2) La fonction ¥ et tel que
i) La fonction ¥(z,t,0) is of class C? on [0, — 7,0, + 7], T > 0.

i) V(ai,ay) € [0, — 7,0, + 7] x [0, — 7,0, + 7], V(21,22) € Ny x N,
|\IJ($17 ag, J) - \I](x27 a2, U)’ < Cd%(x17$2) + ’al - a?”ﬂaﬁ)/l? Yo > 0.
iii) Pour chaque fixe t € [0, —T,0,+7], la fonction W(x, ¢, o) is continue
au point x.
(H3) i) 1) est une fonction monotone par rapport au deuxiéme composant

(w.r.t).

ii) ¥ : R — R est une fonction impaire, strictement convexe et crois-
sante, continuellement différentiable avec dérivé borné 1, tel que

§(u) = w)'(u).
iii) pour chaque fixe t € [0, — 7,0, 4+ 7], E [¢ (£) /X] < C < 00, a.s.
(H4) Le noyau K est une fonction bornée non négative avec support [0,1),
tel que | fo u)du| < oo, et satisfait la condition de Lipschitz d’ordre

Y1 >0
dLk < 00, |K(u) — K(v)| < Lg|u—v|™,

and
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i) Si K(1) =0, K est différentiable avec la dérivée K’ and

—oo < inf K'(u) < sup K'(u) = [|K'||« < 0.
ue[ovl} UE[O,I]

ii) If K(1) > 0, il existe deux constantes réelles C1, Cy,0 < C; < Cy <
oo such that
0< Clﬂ[o,l] < K< CQ]I[OJ] < 0.
(H5) Soit Sx un compact de F tel que
i) F(y/X = z) est symétrique autour de 6,.
ii) F(y/X = z) a une médiane unique m(zx).

iii) Pour chaque y fixe F(y/X = z) est une fonction uniformément
continue de x au voisinage de Sz.

iv) La condition d’équicontinuité suivante donne,

Ve > 0,30 > 0;|u—v| <d= sup |[F(u/X =2)—Fv/X =2)| <e

TESF

(H6) Les fonctions ¢, et I's, sont telles que

i) 3C > 0et 3y > 0 tels que pour tout n < 1y, ¢,(n) < C.If
K(1) =0, la fonction ¢, satisfait la condition supplémentaire :

n
F3C >0, et dng > 0,tels que V0O <n < / ¢z (u)du > CnoL(n).
0

ii) Pour n assez grand,

(log(n))? log(n)\ _ né.(h)
<o (5) <
(H7) La séquence h = h,, et telle h,, — 0,
noz(hn)

n¢z(h,) — 0o and

— .
log(n) as (0. ¢]

(H8) i) V(y1,12) € Sr X Sk, V(1,22) € SF X SF,
[F(y1/X = 1) = Fys/X = 25)| < O (d(w1,22)" + Clys — 9o7?).

ii) La fonction F(y/X = x) et uniformément Lipschitz dans un voisi-
nage Sr de F, et il existe deux constantes C' > 0 et 7, > 0, telles
que, pour x1,Ts € Sr,

sup |F(y/X =x1) — F(y/X = x5)| < Cd™ (1, 22).
ye
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ineXp {(1 — P)ls, (bgén))} <oo  forsome 8>1. (1.3.3)

(H10) La suite (X, Y;),oy satisfait :
i) da > 0,3¢>0:Vn € N a(n) < cn™°.
Vi j, vt €O, — 1,0, + 7],
i) § Ev (i) e (U)X, X] <0<,

P((X;, X;) € B(z,r) x B(z,1)) = ¢,(r) > 0.
iii) II existe n > 0, tel que

O < max (¢5(1), (1)) < /700,

ou a > max (5/2, % V124p+1>.

1.3.1 Resultats de convergence uniforme forte

Dans cette section, nous obtiendrons des résultats de convergence uniformes

sur des ensembles compacts de I'estimateur de régression 6 défini comme une
solution de ¥(x,t,5(x)) = 0. Théoréme 1.3.1 généraliser le résultat obtenu dans
le lemme (6.5) en [13].notons que c’est la version fonctionnelle du théoréme(3.1)
in [8].

Theorem 1.3.1 Soit Sy C F un ensemble compact. Supposons que (H1), (H4),

(Hb5)iti)iv), (H6) et (HT) tient, alors nous avons que

sup |F(y/X =) — F(y/X =2)| %3 0 as n — 0.

zESE

(1.3.4)

lemma 1.3.1 Soit, S C F, un ensemble compact d’interieur non vide.

Supposons que (H1), (H4) et (H6), puis, pour j = 0,1,nous avons

a) pour tout € > 0,

sup sup P{|v;(z) — Efv;(2)]] > ¢}

yER z€SF

eng,(h)

<Cexp | — + Cnrt <C) )

€

2052, (1+ o)

b) pour tout € > 0,

P{ sup Plv;(z) — E[v;(x)]| > €} < N,(Sr)exp (—

z€SFE

+Cnrt (C) .

€

eng,(h)
ai (1 + eas)

)
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c) il existe, ¢ > 2, tel que, pour tout €y > ¢ et n > ngy, nous avons

sup P {enl sup Plu;(z) — E[v;(2)]] > 60}

yER zeSE

€ log(n) 4C (log n)*\ **!
< ——9 I =2 1 2/ :
<on (gt (7)) e ()

1.3.2 Taux de convergence uniformes et forts

Théoréme 1.3.2 étant donné les taux de convergence presque complets
pour les estimateurs de la distribution conditionnelle empirique et pour les
M-estimateurs locaux de la fonction de régression.

Theorem 1.3.2 Soit, Sy C F un ensemble compact. Supposons que (H1),
(H4), (Hbiii)iv), (H6), (H7), (HS8), et (H9) tient. Si, vy, defini dans (HS), est

~

T
tel que, v, < %, de plus, supposons que, <$> ¢ (h) < C tient. Soit 0(x)
un estimateur robust avec la Aprobabilité 1, ils existes des constantes réelles,
0 < Ty < Ty, telles que, T} < 0(z) < Ty, pour tousr € Sx et n > nyg.

pULS,

sup sup |0(z) — 0(z)| = Og.co (h” I \/st(log(n)/n)> .

z€Sr yeR ng.(h)

Theorem 1.3.3 Soit SrUF un ensemble compact. Supposons que (H1), (H4), (Hb5),
(H6), (HT) and (H9) tient. En outre, supposons que o et 0 sont Lipschitz fonc-
tion de lordre ~, et 7o respectivement. Ensuite, si v = min(y1,72), tel que
~v > 1, et supposer que

1=y
n

(-2} <c Un>1 1.3.5

() <G foraitn> (1:3:2)
ou

n 1=y
¢z (h) <—log(n)) <C, foralln>1 foralln>1 (1.3.6)

est complet.

Soit, s(x) un estimateur a l’échelle avec la probabilité 1, et (x) be la solu-
tion unique de V(x,a,s(x)) = 0. Supposons qu’il existe des constantes réelle,
0 <T) < Ty, telle que Ty < s(x) < Ty pour tous x € Sg, et n > ng.

Alors, sif(x) est une solution de (2.2.3), tel que sup,cg, [0(z)—0(z)|
nous avons

supacs, |0(z) — 6(z)] = Oues (m . \/rsfaog(n)/n)) |

a.so

= 0,

ngz(h)
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RESULTATS : NORMALITE ASYMPTOTIQUE

1.4 L’estimation récursive de la fonction d’ha-
sard conditionnelle avec missing at random

Soit (Xi, Yi)i:1 77777 » une suite de processus ergodiques strictement stationnaires.
Ou X; soit des valeurs dans 'espace semi-métrique (F,d) et Y; sont des va-
riables aléatoires a valeurs réelles. IV, désignera un voisinage fixe de x. Nous
supposons que la version réguliére de la probabilité conditionnelle de Y étant
donné X existe. De plus,nous supposons que, pour tout z € N, la fonction de
distribution conditionnelle de Y étant donné X = x, l'estimateur récursif du
noyau de la fonction de hasard conditionnelle hA*(y) tel que

hx(y):fz—(y) fory e R and F*(y) <1

1= F(y)’
est N
= f ()
h* =——"—  VyekR
(y) ey

On définit I'estimateur a noyau récursif de la fonction de distribution condi-
tionnelle par

> K(a7td(z, X)) H(b7 (y — V7))
Fr(y) = =

> Ko d(a, X))

L'estimateur f7(.) de noyau récursif de f7(.) est donné par

> b K (a7 d(x, Xa) H (07 (y — V7))
frly) ==

> Ko d(a. X))

Ou K est le noyau, H est une fonction strictement croissante, H' est la déri-
vée de H et a;, b; sont des suites de nombre réel positif tel que lim a, =

n— —+oo
lim b, =0.
n— —+o0o

Cependant, dans le cas d'un aléatoire manquant pour la variable de réponse,
un échantillon incomplet disponible de taille n & partir de (X,Y, ) est
{(X;,Y4,61),1 < i < n};ou X, est observé complétement, di = 1 if Y7i est
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observé, et 07 = 0 sinon. pendant ce temps la variable aléatoire de Bernoulli ¢
est stisfaite de

POo=1X=2zY=y) =P06=1X=12) =p)

Ou p(z) est un fonction opérateur appelé probabilité conditionnelle de la ré-
ponse d’observation étant donné le prédicteur et qui est souvent inconnu. ce
mécanisme montre que d et Y are conditionnellement indépendants étant don-
née X.

Par conséquent, I'éstimateur de F**(.) et f*(.) est donné par :

Z §iK (a; 'd(z, X)) H (b (y — Y3))

Fz<y> _ i= _ (1.4.1)
Z 0:K (a; ' d(z, X;))
and "
> " giby K (a7 d(x, X)) H' (b (y — Vi)
Foy) = = (1.4.2)

> 6K (a7 d(x, X))
i=1
Theorem 1.4.1 Sous hypothéses (H1)-(H5), nous avons pour tous x € A
(L()>/ (h*(y) — h*(y)) —> N(0,1) asn—oo  (14.3)
p(x)*oj(z, y) ’ -

oud = {z, oj(z,y) # 0} and o} (v,y) = O@(i@f—%

avec a; = K(1) — [ K'(s)B.(s)ds and ay = K*(1) — [,/(K?(5)) B.(s)ds.
lemma 1.4.1 Sous hypotheses de la théoreme3.5.1, nous avons
(M) v (F™(y) — F™(y)) 2> N(0,1) as n—oo  (1.4.4)
p(x)?0%(z, y) ’ h

p(z)asF*(y) (1 — F*(y)) |

2
a7

ou op(,y) =

lemma 1.4.2 Sous hypothéses de la théoréeme 3.5.1, nous avons

1/2
Cnen(®) O\ ey pagyy D -
<p(a:)201%(x,y)) (f*(y) — f“(y)) — N(0,1) — (1.4.5)

ou of(x,y) = "
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1.5 Outils et propriétés

definition 1.5.1 On dit que la suite de variables aléatoires (X, )nen converge
presque complétement (p.co.) vers la variable aléatoire X, si et seulement si

Ve >0; ) P(IX,— X| > ¢) < 0.
n=0
On lécrit

p.co.

X, — X.

definition 1.5.2 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires, (uy)nens
une suite de nombres réels positifs. On dit que (X,)nen converge presque com-
plétement (p.co.) vers la variable aléatoire X avec la vitesse de convergence un
si et seulement st

Ve>0, Y P(X,—X|> eu,) < .

n=1

On note
X, — X =0(uy). p.co.

remarque 1.5.1 cette convergence implique a la fois la convergence presque
stre et la convergence en probabilité.

definition 1.5.3 On dit qu’une suite de variables aléatoires (X,)n>1 est
une suite de différences de martingales par rapport a la tribu F, s’il satisfait
aux conditions suivantes :
1. E(|X,]) < oc.
2. E(X,|F.—1) = 0. p.co.

lemma 1.5.1 "Inégalité de Hoeffding "
Soit X1, ..., X,, des variables aléatoires réelles centrées, indépendantes et de
méme loi (i,1,d) définies sur ’espace de probabilité, tels qu’il existe deux réels
positifs 0y et Oy vérifiant X, < 0y et EX? < 0, alors, pour tout € €]0, z—;[ on a

P(n! i X, >¢e) <2 et
n il =2€e] < 2ex .
i=1 g 40>
lemma 1.5.2 "Inégalité de type Fuk-Nagaev sous mélange algébrique”

Soit {A;,1 € N} une famille de variables aléatoires a valeur dans R fortement
mélangeantes, de coefficient de mélange algébriquement décroissant. On pose

n

Sp=_> |Cou(As, 1)

i=1 j=1
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Si Vi, ||Ail|lee < 00, alors, pour tout € > 0 et pour tout r > 1, on a :

- g2\t 2r\

E Ag| >4e| <4 <1 + —2> + 2ner™! (—) . (1.5.1)
s

k=1 n

Cette inégalité est en fait une extension au cadre de variables fortement mé-
langeantes de ["inégalité de Hoeffding.

P
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PLAN DE LA THESE

Ce travail est présenté essentiellement en quatre chapitres et ils organisées
comme suit :

Le premier chapitre est consacré a le contexte bibliographique et représen-
tative, ol nous avons apporté une contribution au théme de I’estimation non
paramétrique fonctionnelle et a I’estimation par la fonction de régression, et
la fonction récursive. nous avons donc parler sur les données fonctionnelles,
régression pour variables fonctionnelles, analyse non paramétrique robuste,
fonction de hasard, et on a terminée par donnée quelque notion sur l’estima-
tion récursive, Puis nous avons ontamées une présentation de cadre générale
de la these, ou nous avons mentionné les résultats obtenus.

Le second chapitre, on a étudié la régression robuste dans lequel I'objectif
principal de cet travail est de prouver la convergence presque compléte (avec
taux) pour 'estimateur proposeé.

Le troisieme chapitre traite de la normalité asymptotique de I'estimateur
récursive fonctionnelle de la fonction de risque dans le cas des données ergo-

diques.

A la fin de cette thése on se propose une court conclusion générale.
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2.1 Introduction

Studying the relationship between a random variable Y and a set of co-
variates X in comparison with usual regression methods is a very relevant
topic and at the same time it considered a common problem in nonparametric
statistics, and there are several ways to explain this relationship. In many ap-
plications, the covariates X can be seen as functions recorded over a period of
time instead of finite-dimensional vectors, (see, [13]) for an extensive discussion
on nonparametric statistics for functional data.

In this general framework, statistical models adapted to infinite dimen-
sional data have been recently studied. We refer to [11], [23] and [13] for a
description of different procedures for functional data. Linear nonparametric
regression estimators in the functional setting, that is, estimators based on a
weighted average of the response variables, have been considered by several
authors such as [5] and [12] who also considered estimators of the conditional
quantiles. The literature on robust proposals for nonparametric regression esti-
mation is sparse. Motivated by its flexibility when data are affected by outliers,
the robust regression was widely studied in nonparametric functional statis-
tics. Indeed, It was firstly introduced by [4] who proved the almost-complete
convergence of this model in the independent and identically distributed (i.i.d.)
case. Since this work, several results on the nonparametric robust functional
regression were realized (see, for instance, [1], [2], [3], [15], [9] and references
therein for some key references on this topic). Notice that all these results are
obtained when the scale parameter is supposed to be known.

In this sense, we extend some of the previous works in two directions. On

the one hand, we generalize the proposal given in the Euclidean case by [7] to
provide robust equivariant estimators for the regression function in the functio-
nal case, that is, in the case where the covariates are in an infinite-dimensional
space. On the other side, we extend the proposal given in [4] to allow for
an unknown scale, and heteroscedastic models are provided in [9]. The main
goal of this paper is to study the uniform convergence of this nonparametric
estimator with an unknown scale parameter when the explanatory variable
X is valued in infinite dimension space and the observations (X,,,Y,),>; are
strongly mixing.
The paper is organized as follows. In Section 2, we state our notation and
introduce the robust equivariant estimators. Section 3 contains the main re-
sults of this paper, namely, the uniform convergence consistency and uniform
convergence rates over compact sets of the equivariant local M-estimators. In
Section 4, we examine the performances of our proposed estimator with two
real data sets applications. Proofs are relegated to the Appendix.
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2.2 Basic definitions and notation

Consider Z; = (X;,Y;)i=1... be n copies of random vector, identically dis-
tributed as (X,Y) and is valued in F x R, where F is a semi-metric space,
d denoting the semi-metric. For any x € F, we consider a real-valued Borel
function v, and stated the model of the covariation between X; and Y;. Our
nonparametric regression function, denoted by 6, is implicitly defined as a zero
with respect to (w.r.t.) ¢ of the following equation.

Let us define (X,Y’) be a random element in F x R and let

U t,0) = (w (%) X = 91:) , (2.2.1)

where 1 : R X R is an odd, bounded and continuous function satisfying some
regularity conditions to be stated below. In the following, we assume that the
equation (2.2.1) allows 6 as a unique solution(see for instance, |7|for sufficient
conditions for existence and uniqueness of 6). In addition, our robustification
method allows us to consider the functional nonparametric regression model
with a scale of the error assumed to be unknown, where o(.) is a measure of
spread for the conditional distribution of Y given X = . We return to [24] for
other examples of the function ).

The conditional scale measure can be taken as the conditional median of
the absolute deviation from the conditional median, that is

s(z) = MED(|Y — m(2)|/X = 2) = MAD,(FZ(.)), (2.2.2)

where m(z) = MED(Y/X = z) is the median of the conditional distribution.

Note that s(z) which corresponds to a robust measure of the conditional
scale, usually equals o(X) up to a multiplicative constant, when € = o(X)u
with u independent of X. For instance, the median of the absolute deviation
is usually calibrated so that M AD(¢) = 1, where ¢ states for the distribution
function of a standard normal random variable. In this case, when the errors u
have a Gaussian distribution, we x have that s(z) = MAD.(F{(.)) = o(x). To
obtain estimators of f(z) we plug into (2.2.1) an estimator of Fy(y), which will
be taken as F'(y/X = z). Denote by $(z) a robust estimator of the conditional

scale, for instance, s(x) = MAD, <ﬁ (/X = x)), the scale measure defined

in (2.2.2) evaluated in F(y/X = x) . With this notation, the robust nonpa-
rametric estimator of 6(z) is given by the solution 6(z) of V(z,t,5(z)) = 0,
where

\Tl(x,t,&):/@b(ya )dFy/X—x Zwl ( f), (2.2.3)
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2.3 Main results

Uniform convergence results and uniform convergence rates over compacts
for the local M-estimators are derived under some general assumptions that
are described below. From now on, =3 and a.co. stand for almost complete
convergence while —% stands for almost sure convergence.

Throughout this paper, when no confusion will be possible, we will denote
by C and C’ some strictly positive generic constants. x is a fixed point in F
and NV, denotes a fixed neighborhood of z. We considerer Sg C R and S C F
a compact subsets of non empty interior. For r > 0, let B(z,r) =: {2/ €
Fld(x',x) <r}.

In order to define the strong mixing property, introduce the following no-
tations. Denote by F¥ the o-algebra generated by (Xi,Y7),..., (X, Yz) and
Fi3, that generated by (Xpin, Yign),----

Let define, for any n > 1,

a(n) = sup sup {|P(ANB)—-PAPDB)}. (2.3.1)

AeFk BEF.,
The process (X, Y, )n>1 is said to be strongly mixing if

lim a(n) = 0. (2.3.2)

n—oo

There exists many processes fulfilling the strong mixing property. We quote,
here, the usual ARMA processes which are geometricaly strongly mixing, i.e.,
there exists p € (0,1) and @ > 0 such that, for any n > 1, a(n) < ap™ (see,
e.g., |25] for more detail).
Before giving the main asymptotic result, we need some assumptions.
(H1) Let denote by ¢.(h) = P(X € B(z,h)) =P[X € {2/ € e;d(z,2) <
h}], and we suppose that ¢,(h) is continuous, strictly increasing in a

neighborhood of 0 and ¢,(0) = 0.

(H2) The function ¥ is such that
i) The function ¥(z,t,0) is of class C* on [0, — 7,0, + 7], T > 0.
i) V(ai,as) € [0, — 7,0, + 7] X [0, — 7,0, + 7], V(x1,72) € Np X N,
|U(x1,a1,0) — U(xg,a9,0)| < Cd" (21, x9) + |az — aa|™, 11, 72 > 0.

iii) For each fixed t € [0, —7, 0,+7], the function V(z, ¢, o) is continuous
at the point z.
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(H3) i) ¢ is a monotone function w.r.t. the second component.

ii) ¥ : R — R is an odd, strictly convex and increasing function,
continuously differentiable with bounded derivative ¢, such that

§(u) = uy!(u).

iii) For each fixed t € [0, — 7,0, + 7], E [ (=) /X] < C < 00, a.s.
(H4) The kernel K is a bounded nonnegative function with support [0,1),

such that | fol K (u)du| < oo, and satisfies Lipschitz condition of order

7 >0

ALk < 00, |K(u) — K(v)| < Lg|u —v|™,
and
i) If K(1) =0, K is a differentiable with derivative K’ and

oo < inf K'(u) < sup K'(u) = | Kl < 0.
u€[0,1] u€el0,1]

ii) If K(1) > 0, there exist two real constants C1,C5,0 < C; < Cy < 00
such that
0< Clﬂ[o,l] < K< CQ]I[OJ] < Q.
(H5) Let Sz be a compact of F such that :
i) F(y/X = z) is symmetric around 6,.
ii) F(y/X = ) has a unique median m(x).

iii) For each y fixed F'(y/X = x) is a uniformly continuous function of
x in a neighborhood of Sz.

iv) The following equicontinuity condition holds,

Ve > 0,30 > 0;jlu—v| <= sup |F(u/X =2)—Fv/X =z)| <e

zeSFE

(H6) The functions ¢, and I's, are such that :

i) 3 C > 0 and 3 7y > 0 such that for all n < ny, ¢.(n) < C.If
K(1) = 0, the function ¢, satisfy the additional condition :

3C >0, and 319 > 0,such that V0 < n < ng

"
| bt > oo
0

ii) For n large enough,

(log(n))? log(n) no,(h)
n%m><rﬁ< n ><bym
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(H7) The sequence h = h,, is such that h,, — 0,
noz(hy)

n¢,(h,) — oo and Tog(n) as n — 00.

(H8) i) V(y1,12) € Sr X Sk, V(21,22) € SF X SF,
|F(y1/ X = 1) = Fy2/ X = x2)| < C(d(wy, 22)" + Clyr — 12[™) .

ii) The function F(y/X = z) is uniformly Lipschitz in a neighborhood
Sr of F, and there exists a constant C' > 0 and ~; > 0, such that,
for 1, x5 € SF,

sup |F(y/X =x1) — F(y/X = z5)| < Cd" (21, 22).
ye

(H9) The Kolmogov’s e-entropy of Sx, satisfy

inexp {(1 — B)Ts, (bgrg"))} <oo  forsome>1. (233)

(H10) The sequence (X;,Y;),.y satisfies :
i) da > 0,3¢>0:Vn € Nya(n) < cn™°.
Vi# j vVt €0, — 7,0, + 7],
i) { B v () e () | X, X,] <0<,
P((X;, X;) € B(z,r) x B(z,r)) = ¢,(r) > 0.
iii) There exists n > 0, such that

On*ENE T < mae (1), a(r)) < /70,

where a > max (5/2, % V124p+1>.

The quantity I's(e) = log(N:(S)), where N.(S) denote the minimal number
of open balls in F of radius € which is necessary to cover Sx. This concept
was introduced by Kolmogorov in the mid-1950s (see, [19]) and it represents
a measure of the complexity of a set, in sense that, high entropy means that
much information is needed to describe an element with an accuracy e.

2.3.1 Uniform strong convergence results

In this section, we will obtain uniform convergence results over compact
sets of the regression estimator 6 defined as a solution of ¥(z,t,5(x)) = 0.
Theorem 2.3.1 generalize the result obtained in Lemma (6.5) in [13]. Note that
it is the functional version of Theorem (3.1) in [8].
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Theorem 2.3.1 Let Sy C F be a compact set. Assume that (H1), (H4),
(H5)iii)iv), (H6) and (HT) holds, then we have that

sup |F(y/X =) — F(y/X = 2)| 3 0 as n — 0. (2.3.4)

rESFE

proof 2.3.1 The proofs are analogous to the one given in [9]. Moreover, to
prove Theorem 2.3.1 and 2.5.2, we need to fizing some notation.
Given fized y € R, we denote by W) =1(_s4(Y;), and for j =0,1

n

j(x) = %Zl WijElfféz)’ Vn > 1, (2.3.5)
V() = % Zl Wi fézg , (2.3.6)
with Ao X
o) = i (12,
hence
= _ oy Ou(@)
F(y/X = x) 2olo)

As in [11], we have the following bounds
SUP,eg, [F(Y|X =) — F(y|X =x)| < m SUD,c g, [01(7) — E(01(2))]

1
———— sup |Vg(x) — E(Up(x
——r MI;I o(z) — E(To(2))]

e sup [E(0u(2) — F(y/X = 2)E(G0(@))].

mfmesf Vo (513) zeSF
To prove 2.3.4, we need to show that, Vy € R,

sup [5,(w) — E(5(x))| 5 0 (2.3.7)
sup [E(#(x)) — Fly/X = 2)E(())] = 0, (2.3.8)

zeSFE

and for some a > 0, we have
;IF’ (xlerg:ff Op(x a) < o0. (2.3.9)

Note that Lemmas (4.3) and (4.4) in [13], the assumptions (H1),(H4) and
(H6), imply that, there exists a constants such that

VeeSr, 3J0<C<C' <oo, Cp.(h) <E[Ki(x)] <C'¢y(h). (2.3.10)
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Then, if C' = 1/C, we have
155(2) — E(5,(2))| < Cluyz) — Ews(@)].
Therefore, to obtain (2.3.7), it will be enough to show that
sup |vj(z) — E(v;(x))| =5 0. (2.3.11)

z€SE

Note that, Elvg(z)] = 1, and using the fact that

inf Op(2) > inf Efvg(x)] — sup |0g(x) — E[do(x)]],

z€SF z€SF xESF
we can deduce (2.3.11) and (2.3.9) by using the following Lemmas.

lemma 2.3.1 Let, Sy C F, be a compact set of non empty interior. As-
sume (H1), (H4) and (HG6), then, for j = 0,1, we have
a) For any e > 0,

sup sup B{Jo;(z) — Efvy(@)]] > e} <
yeER xzeSr

Cexp | — ng(bw(h) + Cnr~t <—> .

20 K12, (1+ i)

b) For any e >0,

P{ISEHSEPM(SU) — E[vj()]] > ¢} < N,(SF) exp <_%>
+Cnr? <£) .

c) There exists, ¢ > 2, such that, for any ¢y > ¢ and n > ng, we have
sup,eg P {0, sup,cs, Plv;(z) — E[v;(z)]] > e} <

exp <_8(1e—+3q))rsf (logé”)» + n(logn)~? (—40(17:5”)2)&“.

proof 2.3.2 Proof of Part a). '
Let denote by, Z; = WIII, — E(W/TL;), where |[W/| < 1 and I1; = K;(z)/¢.(h),
the kernel K is bounded, and let Cy = || K|/, such that

D, (z) = vj(z) — E[v;(2)]. (2.3.12)

D, (z) = Z[W;Ki(x)—E[Wini(x)]], for, j=0,1.
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We have
L T S I,
nda(h) (Wi K;(z) —E [W]K;(2)]] < 0 [Ki(z) — E[K;(2)]],
and denote by )
Bilw) = oy Kilw) — E[Ki(@)]

We need to evaluate the variance term S%(z),

Si(x) =) ) cov|Ai(x), Aj(x)| =: 82 (x) + nVar[A(z)],

i=1 j=1

where
n

52 (w) = 303 conlAi(a), Aya)|.

=1 j#i
Next, we evaluate the asymptotic behavior of S*(x).
Following [20], we define the sets

Ly ={(i,j) suchthat 1<|[i—j|<m,},
and
Ly ={(i,5) suchthat m,+1<|i—j| <n-—1},

where, m, — 00, as N — 00 .
Let, 1 and FEs , be the sums of the covariances over Ly and Loy ,
respectively. Then

Sar(@) =) leov(A(w), Aj(@))] + D leov(Ai(x), Aj(x))]

Ly

J/

We stared by, Ji

[i—j|<mpn
where
cov(Ai(x), Aj(x)) = gth) cov(K;(z) — E[K;(2)], Kj(z) — E[K;(2)])
So

Ji
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For Jy, we have,

Jo= Y leov(Ai(x), Aj(@))]:

[i—jl=mn
We use Davydov-Rio’s inequality ([25], p. 87) for mixing processes, to leads,

forall i # 7,
cov|Ai(z), Aj(z)| < dafli = j)).

Finally, ,
Jy < Cnm,“.

So

Z lcov(A;(z), Aj(z))| = C’?’L??”L,hbgbx(h)1;an_71 + Cn’m;e.
i#]

choosing m,, = ('b“rgh) ) E , then

hith = Cmbx(h)ini¢x<h>“aln;+én2<(¢m—@>)_a>

= Cng,'(h) +

x

o (h)
Putting, C = 2Cy/n and C = 4Cye/n¢?(h), we conclude that
2 202 4601/¢x(h)>
st < 5 (1 e em)

Then, Applying Fuk-Nagaev’s inequality, (see, [13] p.237.Proposition A.11.),
we can get

P{lv;(x) = Elv; ()] > ¢} = P(I%Z@I > €)

= <Clexp|— e (h) +nrt (—)

26, (1+ 25

Proof of Part (b).

Let denote by, p = p, > 0, a numeric sequence such that, p, — 0, consider a
!

covering of Sx by balls of radius p , i.e., S¥ C U B(zg, p), wherel = N,(SF).
k=1

Let, D, (x) = v;j(z) —Ev;(x), where vj(x) = (1/n) Z W/ Ki(z)/¢o(h), and
i=1
for all x € x € B(xy, p), consider

k(z) = i d(z —
() =arg ,min o, 4@ =),
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then .
Dy, (x) = Dyp(x) + Dy(zk).

Therefore,

sup |v;(x) — E|v <maXDx +max su D, (x)],
sup [05(2) ~ Eley (]| < i IDulan)| + ppx  sup (D, (0)
it entail that
P <sup lvj(z) — E [v;(z)] | > 6) < A+ Ons

z€SFE

where 6, =P (max | Dy ()| > 2) and A\, =P (max sup  |Dn(z)] > =

1<k 1<k<l

z€SFNB(zk,p)
Using the obtained result in part a), leads to

l

Z <|D (k)| > 2) <lsupP <|Dn(x)| > g)

z€SFE

eng,(h) (T
Sl{exp (—802 (1+03§)) +nr (Z)}’

where, Cy = 2/C"||K || and Cy = C'| K||%.
Then, the proof of the part b) can be obtained by using the following inequa-

lity
!
~ €
<SP D, ) <
3 ( wp | <a:>|>2)_

2€SFNB(z4.p)

~ €
[ max P sup D,(x)|>=1].
1<k<lI <x€S]:ﬁB(zk,p) | ( )‘ 2)
We consider two cases K(1) =0 and K(1) > 0.

We begin by K (1) = 0, where K is Lipschitz of order one in [0, 1], we have
that

n

ST (WK (@) - WK ()

D= gy 2

ne,(h) <=
< n@( Zz K (2) — Kize)| + E|Ki(2) — Ki(z)]}

) [ 1 > (WiKi(x) - Wini@k))] ‘

when

n

1
oo () Z | Ki(zr) — Ki(2k)| Ip,h)uBag,p) (Xi)-
r i=1

)| =

) |
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Thus, we conclude,

~ Cp
sup  |Dy(z)| < SUP { Z]IB(:% WUB (k) (Xi)

2€SFNB(z5,p) hoy(h) zesr

+E(H3(xk R)UB(z,h) (X1)) }

Cp 1 -
< h¢ Sup { Z]IB (z, h+ﬁ n ZE(HB(J%JH-P) (Xl))}

=1

Cp 1 <
< sup {5 Y (Ui (X:) + Bl i) (X))

i=1
(2.3.13)

We denote by, Z; = e (h)]IB(xk h+p)(Xi), and suppose that
¢z(h+ p) < ¢u(h) + Cp < 2¢,(h). (2.3.14)

Therefore,

h¢x { Z B l‘k h+p _I_ EGIB(xk h+p } Z |Z ]E’

we can deduce that

P su > — Z; —E[Z
(zESfﬁBp(mk,p) | ( )’ > ( Z | 4C>

Moreover, we apply Fuck-Nagaev’s exponential inequality, (Proposition A.11
in [13]), to get

P sup [Du() >~ | < C(Ai(z) + As(x)), (2.3.15)
z€SFNB(zk,p) 2
where
2\ 2 L, /Tt
Ai(x) = (1 + @) and  Ay(x) =nr <g> . (2.3.16)

Firstly, we must calculate the term

= Z Z lcov(A(x), Aj(x))| = S¥(x) + nVar(A(z)),

i=1 j=1

where

Sar =D leov(Ni(2), Ay())],

i
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and \; = ]IB(a:k,h+p) (Xz) + E]IB(zk,thp)(Xl)'
Next, we evaluate the asymptotic behavior of S**(x).
Following the decomposition used in [20], we define the sets

Fy ={(i,j) suchthat 1<|i—j| <w,},

and
Fy, ={(i,j) suchthat v,+1<]i—j|<n-—1},

where v, — 00, as n — oo . Let, I'y and T'y, be the sums of covariances
over Fi and F, respectively.
Hense,

Sy (@ Z [cov(Ns(w), Ag(@)| + ) eov(Ai(x), Aj(@))] -

J/

-~ -~

Fl FZ

We stared by evaluate the term I'y, note that,
COU(AZ'(ZE), AJ<JZ)) = COU<]IB(xk,h+p) (Xz) —f- E]IB(xk,h—i-p) (Xj),

I g ht0) (Xj) + Elp(ey i) (X5))
- E[HB(xk,h+p) (Xi)I[B(xk,h-&-p)(X )] + E[]IB(xk h+p) (X )]E[HB (zg,h+p) (X )]
Thus,

|cov(Ay(z), Aj ()| \E (In (e ) x Blaorho) (Xis X)) (2.3.17)
01 L @rnt0) (X)ELB @y n40) (X))
P (X3, X;) € By, h+ p) x By, h+p))

+ IN + IA

Under the assumptions (H2), (H4) and (H10 — i), we have

r < Onyn¢x h +p %—_{—p)) + Qba:(h + p))

Q=

< Cnvpdg(h+p) e ne.

For F5, we can write

L= 3 Jeov(Ai(), A ()],

li—3|>vn

by Davydov-Rio’s inequality ([25], p. 87) for mixing processes, we have, for all
LF7 o
cov|Ai(x), Aj(x))] < da(]i — jl).



Then,

=C Y a(li—j),

li—=j|Zvn

and by a-mizing condition (H10,1), we have

ZCOU\A (7)) < Cin*alv,) < Cin*y;,

—1
We put, v, = (M) . we obtain

n

Ty + Ty < Cngy(h+ p)“e nane +Cn? <<¢>x(h+p)) ’ ) |

n

2

P
where C CW and C = %E.

When we replace v, and we use (2.3.14), we can deduce that

W26a (1) i (h)

Ih+1Is <

h2¢,(h)? ho.(h)?
Finally,

Su(z) =0 (20 (h2§j<h> +€h¢f(h))>'

We use (2.3.16), to conclude that

62

2
r2Cn (Z—Lh%m(h) + Qe—Lh%(h))

62

20(2m%()+2€ ())

< exp | —

we put r = (logn)?, thus,

As(z) = n(log n)~2 (M)M .

€

Moreover, we use Ai(x) and Ay(x), to get

P su > — Z; —E[Z
(zeS;mB%mk,p) ‘ ( )’ > ( Z ‘ 4C>

p*¢s(h + p) +Cep¢z(h)+p) 30(2 P’ p )

41
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< eap | —€"ngy(h)
ne

n(logn) (wyﬂ .

(2.3.18)

Then, using the fact that, % — 0, then, if n > ng, we have

p 1 1 20 1
< (1) (; HKum)’ " ST

Thus,

2\ a+1
3203 < + —B) +n(logn)~? (M) <

" 2Ch ne

1 _, (4C(logn)2\“*!

8l1+e¢ >+n(logn) 2(— .
( K Jloo ne

Then, the case K(1) =0 is achieved.
The second case is, K(1) > 0, let define,

n

- _ 1 sz(I) ZKz(xk)
Dal) =72 <Wf ouh) Vg, ) |

Then,
|D,(2)| < |Dn(z)| + E|Dpn(z)|. As in Lemma 8 of [13], if x € Sz N B(xy, p),
we have

IN

Do) < {D K@) e rto (X0)

=1

+ Z | Ki (@) [ LBy, pyen B (X)

+ Z |5 (2) Lo ) Boup): <X~>}

IN

hqu iZ]IBa:kpﬁBmp )
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n

+ ||K||00¢ h ZHBIkPCmBIP(X)

1
(h)
1
(h)

n

h ZBmkpﬁBmp (X)

+ IIKIIoo¢

p 1
_ i X
Ch(bm(h)n; B(Ik#)( Z)

IN

1 1«
+ | K OD > Tpnnanntn (Xi)
z i=1
1
(

n

1
+ | Kl POL) D IsGronBagn e (X0
z i=1
1 n
< i ZZI Zi+ Zna + Lo,

where Z; is defined in the first case, and Z, ; = %Z?:l Wi ; where
| K o i (X)
1— 00 be(h) B(zk,p)°NB(z,h+p) \ <X

2
and VVZ 2 = ||K||oo (h) ]IB(xk,p)ﬂB(xk,h—p)C(Xi)'

Therefore, W, ; < 2/|K||oo/¢z(h), and let consider

p
Ay = K [ onh) BBt (Xi) = Ellse, pnenp.mto (Xi)]]

T

and

2
A 2 :H K ||oo ¢—(h) []IB(xk.,p)ﬂB(xk.,h—p)C(Xi) - ]E[HB(xk,p)ﬁB(xk,h—p)c(Xi)H .

Thus, for k = 1,2, we have

S Z Z [cov(Ai(z), Aju(2))] = Sir, (2) +nVar(Ai(2)) < Si(2),

i=1 j=1

with

Srz-;jk Z|COU ik(2), Ajr())].

Then, we can get

z O <
sup D’VL(m) S _ZZi+Zn,1 +Zn72-

z€SFNB(xk,p) n i=1
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Notice that,

P sup  |D,(x)| > Cl<p sup ]l:)n(ac)\ > <
z€SFNB(xk,p) 2 z€SFNB(xk,p) 4

C <& €
<P(=N"Zi+ Zus+ Zun > |
< (nz + Zog + Zn2 4)

=1

Using the result obtained in the case K(1) =0, we deduce that

1< € 1
P <— Z Z; > —> < exp | —€*ng,(h)
n 4 8C | — 1
= 128 (1+ e )
1 2\ a+1
+ n(logn)~? (—SC’(T(L)gn) ) :
€

Then, for concluding the proof we use a similar inequality for P(Z,; > {5),
for g =1,2.

We can found the bound of P (230" |W;; —E[W;j]| > 55), for j = 1,2,
by using the Proposition A.11 in [13], if C; =4 || K |2, and Cy =4 || K ||,
its follows that

1
2048 <Cl¢#h) + 602)

1 — 6
P (g ; (Wij — E[Wisll > @) < 2eap | —*ng,(h)

2\ a+1
ne
Proof of Part c).

The proof is similar to the one given in part b), and then omitted.

lemma 2.3.2 Let, 0;(x) be defined in (2.3.5) for j =0,1. Under (H1) and
(H4), if h, — 0, we have that
a)
sup sup |E[01(x)] — F(y/X = x)E [0y(z)]| — 0.
yeER zeSr
b) If the assumption H8 holds also, we deduce that
sup sup |E [01(z)] — F(y/X = x)E[0o(z)]| = O(h™).
yeER z€SF
proof 2.3.3 Proof of Part b).
Let, Z(z) be a random variable where, Z(x) = d(x,X)/h and Py his pro-
bability function. By the assumption (H8 — ii), and the boundness of K, we
get

51(z,y) = C /S ) 4" (2, u) K (@) dPx(u) < Dd" / VK (0)dPy0) (v)
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1
< Dd“’l/ K(v)dPz(zy(v) < Did™ ¢.(h).
0

Then, for ally € R and x € Sr
C
s (h)

which conclude the proof.
The part a) is direct consequence of the result of part b).

o1(z,y) < Did" ¢, (h), (2.3.19)

Let, F,(y/X = z) be a sequence of conditional distribution function verifying

sup sup |F,(y/X =z) — F(y/X =x)| — 0. (2.3.20)

yER z€Sxr

Then, if F verifies the assumption (Hb5), there exist a positive constants Ty <
Ty, such that, s,(x) = MADc(F,(./X = x)) satisfies

T < sp(x) < T,V € Sz, andn > ny.

The Proof of this result is analogous to Lemma 3.1 in [8]. Using Lemma 2.3.1

_ logn

part.b), when p, = =2, we obtain, for any e > 0,

P (sup vj (@) — E [u;(2)]| > e) < exp (st<pn> - %)4—6%7”1 (g)

TESF
¢ Telp) r
< —ng.(h — =T (-).
_exp{ nea(h) (a1(1+6a2) no.(h) >}+C’nr (e)
On the other hand, H6 ii) implies that, for n > ng
2

FS}' (pn) 1 €
no.(h) 2a1(1+ eay)

If we take ¢ = 2a,, we obtain

2

P ((sup loo) - Ely(o)]]) < exp { —ntnlt) -+ ot (£

z€SFE

Since, [55(x) — E[5;(2)] | < Cluj(a) — E[v;(@)]|, thus

2

P (sup 10;(2) — E [0;(2)] | > c%) < exp {—n%(h)ﬁ}—i—Cm’l (f) .

z€SF 1+ eaq €

Then, let A = {inf,es, Oo(z) < 3} and remark that, E[Ty(z)] = 1, we can
deduce that

PA) < P (sup [65(0) ~ B3y(a)] | > ) < exp(—Andu(n)

zESFE
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where A1 = 2Cc(2C + ay).

Therefore, using that %((:)) — 00, then sup,cg, |0j(z) — E[0;(z)]| =¥ 0,
for 7 =0,1 and
1
P ( inf Og(x) < —) < exp(—Ang,(h)). (2.3.21)
z€SE 2

This results give the proof of (2.3.11), and combined with 2.3.1.a) and (2.3.7),
we can deduce that, Vy € R,

sup |F(y|X =z) — F(y|X = z)| 0. (2.3.22)

zESFE

For each, q € Q, define N' = {w € Q : sup,g, |F\(q/X =z)—F(q¢/X =2x)| »
0} and N' = UgegN (q).
Then, (2.3.22) implies that P(N) = 0. Let w € Q, w € N, then,

sup |F(q/X = z) — F(q/X = z)| — 0, for allq € Q.

zeSFE

Given € > 0, by the assumption H5 iii), there exist a,b € Q, such that,
Fb/X =xz)>1—¢cand F(a/X =1x) <€, YV € SF.

Moreover, the equicontinuity condition of F, given in the hypothesis (H5 —
iv), entails that there exist a = y; < yo < -+- < y, = byy; € Q, such that,
|F(y/X =x)— F(y;/X =z)| <e, forx € Sg and for any y.

Let, ng € N, such that for, n > ny,

max sup |F(y;/X =z) — F(y/X = z) <e.

Then, it 1s easy to see that

max sup |F(y/X =z) — F(y/X = z) < 2¢, ¥Yn > ny,

YER 2es5,

which s the claimed result.

2.3.2 Uniform strong convergence rates

Theorems 2.3.2 give almost complete convergence rates for the estimators
of the empirical conditional distribution and for the local M-estimators of the
regression function.

Theorem 2.3.2 Let, Sy C F be a compact set. Assume that (H1), (H4),
(Hb5iii)iv), (H6), (HT7), (H8), and (H9) holds. If, v defined in (H8), is such

~

that, vi < %, furthermore, assume that, <$> b ¢(h) < C holds. Let 6(x)



47

be a robust estimator such that with probability 1, there exists real constants,
0 < Ty < Ty, such that, T} < 0(x) < Ty, for all x € Sx and n > ny.

Then,
Sup sup |§(:E) —0(x)| = Og.co (h” i \/st(log(n)/n)> .

zeSF yeR n¢x<h)
proof 2.3.4 Suppose that, T; < (3§ Ty, thus, for any € € R,
sup [W(x,0(x) + ¢, 3(x)) — W(w,0(z) +¢,5(x))| <

zE€ESFE

—||¢Hv sup sup |F(y/X = x) — F(y/X = x)|.

zeSr yeR

So, if 6, = h" + %g(%)/m, and for each T > 0, we have

sup sup |U(z,0(z) +¢e,3(x)) — U(z,0(z) +&,5(x))| = Ous(b,).

r€ESF —T<e<T

Then, using the fact that, sup,cg, ]9( ) —0(x)] 230, we can easily get
sup |9 (2,6(x),5(x)) — U(w, 8(x), 5(2))] = Ous(bn)- (2.3.23)
z€SF

Note that, R

U(z,0(z),s(z)) — V(z, 5(1‘),:9\(3})) + U(x, g(x),fs\(x)) — W(z,0(z),5(z)) =0

and using results of (2.3.23), we get
sup |U(z, 0(z),3(x)) — U(z,0(z),3(x))| = Ous(by). (2.3.24)
TESF

Denote by, V'(z,t,0) = OV(x,u,0)/0u|u=, the Mean Value Theorem leads to

U(x,0(x), 5(x)) = V(,0(x),3(z)) = (B(x) — 0(@))[¥(2, &, 5(x))]), (2.3.25)
where &,(x) € [(9(3}),(/9\(1‘)]
Thanks to assumption (H3 —ii), we get
inf inf —@E\I/(x 0(z),5(x))|u=a > co > 0. (2.3.26)

—T7<e<T TESF

Let, N be the set where (2.3.24), (2.8.26) and sup,cgq, 16(z) —6(x)| —> 0 hold,
then, P(N') = 0. Since, for w € N and 7> 0, [§, — 0(z)] < 7,
SUp, s, [ ¥, 0(x), 5(x)) — W, B(x), 3(x))| = (6a)-

Therefore, we get that

inf —U'(x,&,,5(x)) > co > 0.

rESF

The combination of this result together with (2.3.24),(2.3.25) and (2.3.26)
achieves the proof of Theorem 2.3.2.
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Theorem 2.3.3 Let SrUF be a compact set. Assume that (H1), (H4), (Hb5),
(H6), (HT) and (H9) holds. Moreover, assume that o and 6 are Lipschitz func-
tion of order v, and 7y, respectively. Then, if v = min(yy,72), such that v > 1,
and assume that

1=y
n
< > 1 2.3.2
h <log(n)) <C, foralln> (2.3.27)
or -
o (h) (log"(n)) <C, foralln>1 foralln>1 (2.3.28)
18 fulfilled.

Let, 5(x) be a robust scale estimator with probability 1, and 6(x) be the
unique solution of V(x,a,s(z)) = 0. Suppose that exists real constants, 0 <
T, < T3, such that Th < s(x) < Ty for all x € S¥, and n > ng.

Then, if 9( ) is a solution of (2.2.3), such that sup,cq, |9( ) —0(z)| =¥ 0,

we have
> 5 ['s,(log(n)/n)
supacsy () = ()] = O (h +\/ oo )

proof 2.3.5 (Theorem 2.3.3) Our goal is to show,

A, = sup sup sup |U(z,0(z)+e,0) — U(z,0(x)+¢,0)| = Ocolf).

TESFE |5‘<7’ Ti<o<Ts

Let denote
 (Yi—0(x) ¢ 1 ( )
Wz,e,o(l‘) - ¢ <7) ’ ZL’ g, 0- ﬁzl zaa (iL’)7
and

n

BEE SRy L)
vy (z,6,0) = nZIW( )%(h).

Since, W(z,0(x) +&,0) = 01(x,e,0)/0(x), where Oy(x) is defined in (2.3.7),

SO

~ 1
U(z,0(x)+e,0)—V(x,0(x)+ ¢, < ——— | sup |0g(x) — Evg(x
(0, 8(0) + 2,0) = W,0(0) +6,0)| £ s | sup [in(o) ~ Bio(o)]

+ sup sup sup |01(x,e,0) — EOy(z,¢,0)|
TESFE le|<r Th<o<T>

+ sup sup sup |Eoy(x,e,0) — U(x,0(x)+ E,J)E@O(:p)\] : (2.3.29)

TESFE |e|<7' Ti<o<Ts
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By the assumption (H2—1i), and for some constant C' > 0, if d(Xy,x) < h, <
1, then

sup sup sup |W(zy,0(z)+¢e,0)—Y(z,0(x)+¢,0)|

zeSF |5|<7’ Th<o<Ts
< Cld( Xy, 2)" + d(Xq, )]
< Cd(Xla x)’Y’

where v = min{7y, Y2 }.
Since, K1(x) <lpn(X1), we have, for n large enough,

|EDy(x,e,0) — V(x,0(x) + ¢, 0)Ev(x)|

K
< E[U(X,,0(z) +¢,0) — U(z,0(x) + &, U)|E[é(2)
1
< Ch".
Therefore, if 0, = 6, + h?, then,

By, = sup sup sup |Ety(x,e,0) — U(z,0(x) + ¢, 0)Ede(z)| < C0,.

zESF |e|<r T1<o<T?
Let A, = inf g, Uo(z) < % and €y > C. Using (2.3.29), we conclude that

]P)(An > 460) < P(An) + ]P)( sup |?§0($) — Eﬁo(l'” > Eo@n) + P(Bln > Eoen),

TESF
where

By, = sup sup sup |0y(z, e, 0) — Eiy(z, e, 0)|.
2ESF |e|<r T1<o<T>

By Lemma 2.5.1 part b), with p, = log(n)/n, and using (2.3.3), we get

D P(A, < ).

n>1
When Lemma 2.3.1 part c), permit to obtain

P(sup |0p(x) — Edg(x)| > €b,)) < 0o, for ¢y > c.
z€ESE

So, it suffices to show that

Z]P)(Bln > 60971) < 0.

n>1
Note that, ]P’(Bln > €o0,) < P(By, > €10,), where ¢; = ¢oC, and

By, = sup sup sup ’Ul(.CC, &, J) - Evl(l’,é, O-)‘
TESFE ‘€‘<T Ti<o<Ts
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Therefore, we need to prove that, for some c; and for some €; > cy,
Y ons1 P(Bin > €16,) < 0.
Let, p, = log(n)/n and x1,--- ,x;, such that, SxU Cé-zl B(z;, pn), where
l=N,, (SF).
Then, if S,(z,e,0) = vi(x,e,0) — Evy(z,e,0) and
Sni(z,e,0) = Sp(x,e,0) — Sy(xk,€,0), we have that

Sp(x,e,0) = Sy(xp,e,0) + S”mk(w,s, o),

and
P(By, > €10,) = P(sup sup sup S,(z,e,0)> €,6,)
z€SF |e|<T T1<o<T>
< P(sup sup max |S, = (v, &,0) > —9
(|5\<T Ty <o<Tp 1<k<I | ( )’ )
+ P( sup sup max) sup 1Sk(2,6,0)] > E—lﬁn).
Ti<o<T: |e|l<T 1<k<l zEB(zk,pn)NSFE 2
Note that,

\gn,k(a:,s,a)\ <|vi(z,e,0) —vi(xk,8,0)| + |Evi (2, €,0) — Evy(ag, €, 0)|.

Then, by Lipschitz condition of ¥, we have

(Wieo(®1) = Wieo(w2)] < o[t cod(w1, 22) /A,

for all e and T} < o < Ty, where cg stands for the Lipschitz constant of 6.
Therefore, if d(xy, z) < p, < 1, we have

|U1($,6,0)—Ul($k,870)| < ||1/)Hoo Z| )|

+ Hw oo

Denote by,
Ty = || Kllool[l| oo /T, then

max sup sup sup |vi(x,e,0) — vy (2K, €,0)|
L<k<l e B(ay,pn)NSF T1<o<T: |e|<T

s To LSS ngb Z Blawn) (X
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+||1]| 0o max sup
” ||<>0 1<k< l:r:EB(xk pn)NSE n(bx

Z |K; ). (2.3.30)

We consider two situation which that v > 1 or v < 1.
i) If v > 1, we have that pl' < p,, so the bound (2.3.30), leads to

max sup sup sup |vi(x,e,0) — vy (zk, €,0)|
1<k<l 2EB(xk,pn)NSF T1<o<T2 |e|<T

<hipg Z 5
12h2 nqﬁ (@)

1
‘HWHoo max sup
lmGB(xk pn)NSE n¢x( )

D IK(x) = Ki()).
i=1
Since, we have that

ZIP’( sup sup max sup |Spk(z,e,0)| > %Hn) <oo. (2.3.31)

i>1 T1<o<Ts |e|<T 1<k<i xE€B(xk,pn)NSE
1) If v <1 and 2.3.27 holds, taking Cp,/h < 1, we conclude that

max sup sup sup |vi(x,e,0) — vy (2K, €, 0)|
1<k<l e B(ay,pn)NSF T1<o<Ts |e|<T

o
< TG e o) nh@ Z Laen
+1|]| 0o max sup
H || 1<k<l e B(zy,pn)NSF n¢x Z| )’
then (2.3.31) can be deduced from the proof of the Lemma 2.3.1 part c).
i13) If v < 1 and (2.3.28) holds, the sequence 0, p" is bounded. Then, defining

V2

ST ()

There exist, ¢, such that for e, > ¢, we can write

RN | 0
ZP <1122§l no.(h) Z]IB(IimP)(Xz) > €1 1 ) < 00,

i>1 i=1

LB .0 (Xi)-

which conclude the proof of (2.3.31).
Now, we need to find a bound for x,, where

On
Xn =P ( sup sup max |Sn (g, €,0)] > 61—> :

T1<o<T |e|<7 1Sk= 2
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Let, [e| < 7, a finite covering by intervals I5 = [gj,€541], when |gj11 — ;] < ay,
with o, = 1/4/n.

Then, we have at most M, o, = 27a;, " intervals. On the other hand, consi-
dered a covering of Ty < o < Ty by intervals I] = l0;,0j41], such that,
loj11 — 04| < ay, where we have My, = 2(Ty — Ty)a, ' intervals. Thus,

1

Xn S Xn,1 + Xn,2,

with,

On
Xni =P ( max max max |S,(xy, €, 05)| > 61—) : (2.3.32)

1<s<Mp o, 1<j<M1 0, 1<Ek<I 2
and

On
Xn2 =P max max sup sup |[Sn(Tg,&;5,05) — Sn(xk,e,0)| > =
1<j<Miapn 1<E<I T <o<T, lel<T 2

(2.3.33)
Since, [Wicol < ||V, similar arguments to those used in Lemma 2.3.1, we
obtain

sup sup max P (|Sn(xk,5,a)| > Qn%> < exp {(1 _ s, (logrfn)> } ‘

Ti<o<Ts |e|<r 1Sh<I

Moreover, if Cy = 27(Ty — Ty), we have that

€1
P max max max |S,(xy, €5, 05)| > 0,—
1< <M oy, 1<5<Mp 0, 1<k<I 4

log(n
S 2M1:C‘lnM2,C¥nMpn (S]:) exp {_CG?FS}_ ( grrg )) }

< 20502 exp {(1 — Cels, (10%5")) } .

Taking, €1 such that (1 — Ce?) >1— 8, and o, = 1//n, then

X1 < 2Cm exp {(1 — B)Ts, (logrf”)> } ,

The result ZX”J < oo follows as a direct consequence of (2.3.3), for n a
n>1
large enough.
Concerning

> Xnz < 0, (2.3.34)

n>1
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note that, if a € I](a), for all Ty < o < T5, we have

Y’ o
|U1(l’k75j70-s) - Ul(xk7870-)| < || T|1|oon¢xn Zl [Ek

Then, if o € [S(U), using that ((t) = t'(t) is bounded, we obtain

|U1(l’k;€j;0's) _U1<Ik7570-)| ||<||oon¢z ZK $k

Consequently,

S —
|U1<Ik,€j,0'5) - Ul(xk7€70-)| < angbx(h) ZK (.’,Uk)

i=1
where Cs = ([[¢/llec + [I¢1lo0)/Th-
Noting that, (1/n¢.(h ZK xy) = vo(xg), we get

i=1

|Sn($k,€;0)—5n($k7570)| < ’U1($k75j70s)—U1(Ik,€j705)|

+ ]E]vl(xk, €5, 05) — vi(zr, €5, Us)\

ZK xk +Cg

C’3an|vo(xk) Evg(zr)| + 203

IN

EK x
Using the fact that, EK;(z;) < C'¢,(h), o, = 1/y/n and 0, a,, — 0, then Iny,
such that, for n > ng, we have 0, *a,, < min(1/C3,¢€;/(16C"C3)).

Therefore,

0.1 Sn(zk, 6, 0) — Sp(xr, €, 0)] < Cs0,  an|vo(xr) — Evg(zp)| + 20"Cs0; Ly
€
< |vo(xr) — Evglay)| + gl

Then, the right hand side of the last inequality does not depend of o and a, so
we can write

Xn2 < max P (\Uo@k) Evo(zy)| > %) :

1<k<l

So, for all ¢g > 0,

ZIP’ (sup lvo(zg) — Evg(zg)| > eo) < 00,

n>1 zeESFE

this completes the proof of (2.3.34) and therefore, the proof of Theorem 2.3.3.
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Congentration of NO
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FIGURE 2.1 — The hourly measurements of O3,NO and NO, concentration for
the year 2018

2.4 Real data applications

The main objective of this part is to evaluate the good behavior of the
proposed robust estimator for two real data applications and to show the effi-
ciency of the robust estimator with unknown scale parameter compared to the
one with fixed scale parameter.

2.4.1 Maximum Ozone Concentration

This section, we are interested in forecasting maximum values of ozone
concentration. The data consist of hourly measurements of ozone (O3) concen-
tration together with additional chemical measurements such as NO and NO,
concentrations (ug/m?) (see, figure 2.1) in Leicester University monitoring site
during the period from January 1%* to the 31%* December for the year 2018,
(365 days). Data are available on the website (https ://uk-air.defra.gov.uk).

The original time series are :

037t,NOt and NOQ’t, t= 1,,8760

To fix the ideas, let’s present the mathematical formulation of our prediction

problem. Indeed, assume that we aim to predict the maximum air pollutant
(Ozone O3) concentration at day ¢, denoted by Y, using the curve of the daily
emission of the gases observed the day before :—1. Formally, we assume that the
output variable Y and the input variables are Z = (XOS,i—17X NO;_15 X, Nog,i,l)
is linked by the following regression formula,

Y;:T'(ZZ'>+€1‘, 221,,364,
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Responses of testng sample Responses ofesing sample Responses o testing sangle

FIGURE 2.2 — Prediction of the maximum ozone of the last 64 days by classical
and robust regression

is cut into 364 daily curves,
Zi = {(03,24(1'71)“, NOgs(i-1y4t, NOoaii—1y+4),t € [ 0,24 [} ;o1=1,...,364

Second, we need to select a suitable semi-metric d(., .), kernel K(.), smoothing
parameter h,, for our estimator. For that purpose, we choose the asymmetrical
quadratic kernel defined as K (u) = 3 (£ — v?) Ijp1j(u). According to the gene-
ral guidelines provided in [13], we suggests to use standard PC'A semi-metrics

as following :

ared (2i,25) = area (330372., 5603,].) +grea (-TNO“ xNo].) + grea (:L‘NO“, xNOQ’j) )

~ 2
We choose h,p: = arg min;, C'V (h) for the estimator, where CV (h) = > 7, <Yi - 6(_1-)(Z1-)> )

and g(,i)(z) is the solution at ¢ of :

2”: w;()y (Yj&_t> = 0.

J=Lj#i

Finally, we split our sample of 364 days into a learning sample containing the
first 300 days and a testing sample with the last 64 days. Figure 2.2, shows the
results obtained for the ozone prediction derived from the testing sample. The
left panel represents the prediction under the classical method [13]. The central
group represents the prediction by the robust method without scale parameter
introduced by [4], while the right panel shows the forecast under our model
(robust with scale parameter). The error used is the mean of squared error
(MSE), expressed by
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This is illustrated by the M SE = 3.71488 for the classic method, MSE =
3.5238 for the robust with fixed scale parameter, and MSE = 3.025231 for
our proposed estimator.

Another important point for ensuring a good behavior of our method is to
introduce the outliers in this learning sample. We multiply by 100 the response
variable of some observations Y. We observe that, the robust method gives
better results than the classical method in the presence of outliers (M SFE for
the classic is 67.97584, for the robust is 4.671861 and for the robust with scale
parameter 4.15175).

As we can see, the robust with scale parameter method always gives good
behavior in the tow cases, with and without outlier variables.

2.4.2 Peak electricity demand

The evolution of peak electricity demand can be considered as an essen-
tial system design metric for grid operators and planners. The peak demand
forecasting of aggregated electricity demand has been widely studied in the
statistical literature, and several approaches have been proposed to solve this
issue, see, for instance, [10] and [16] for short-term peak forecasting and [17]
for long-term density peak forecasting.

In this subsection, we are interested in the estimation of peak demand at
the customer level. For a fixed day d let us denote by (Eq(t;)),_; o, the
hourly measurements for the year 2016 (measured in MWh), retrieved from
the smart metering device of a commercial center type of consumer (a large
hypermarket). We have also acquired a dataset containing the historical hourly
meteorological data regarding the temperature (Ty(;));_,  ,, (measured in
Celsius degrees). The peak demand observed for the day d is defined as

Figure 2.3 provides a sample of 30 curves of hourly temperature measures and
the associated electricity consumption curves. Therefore, our sample is formed
as follows (Ty, Py) d=1...366 - where g is the predicted temperature curve for the
day d and P; the peak demand observed for the day d. We split our sample
of 366 days into a learning sample containing the first 300 days and a testing
sample with the last 66 days.

The choice of the kernel, the semi-metric and the bandwidth are similar to
these used in the maximum ozone application.

Figure 2.4 shows the results obtained for the peak energy prediction derived
from the testing sample for the three models (classical, robust and robust
with scale parameter method). The associated MSE are 0.00102, 0.00098 and
0.00072 respectively for each methods.
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Daily temperature curves Daily consumption curves

20

Temperature ©
Consumption MWh
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FIGURE 2.3 — Sample of 30 daily temperature curves and the associated energy
consumption curves

Responses o testng sample Responses ofesing sample Responses o testing sangle

FIGURE 2.4 — Prediction of the last 66 days by three models

2.5 Conclusion

We provide in this paper the uniform almost complete consistency with
rates of the robust regression function in case of unknown scale parameter.
These results were obtained under sufficient standard conditions that allows
one to explore different structural axes of the subject, such as the functio-
nal naturalness of the model and the data as well as the robustness of the
regression function and the dependency of the observation. The real data ap-
plications (Maximum Ozone Concentration, Peak electricity demand) have also
highlighted several attractive features of the robust regression with unknown
scale parameter estimator. In terms of mean squared error (MSE) the pro-
posed estimator performs competitively in comparison to existing estimators
with know scale parameter.

Based on the experience of this paper on robust regression with unknown
scale parameter, we guess that most of the techniques using nonparametric
functional kernel smothers could be efficiently extended. For instance, chal-
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lenging open questions in this sense could concern as well extensions to other
forms of nonparametric predictors (like functional local linear ones, functional
kNN ones, and many other ones - -+ ). Extensions to other kinds of prediction
models in which a preliminary kernel stage plays a crucial role (this would
include many semiparametric regression models like functional single index
models, and partial linear models, and many other ones --- ).
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Abstract

In this paper, we study the the recursive kernel estimator of the conditional
hazard function with missing at random whenever functional stationary ergodic
data are considered. Under the assumption of ergodicity, the novelty of our
approach is that we do not require independence of the observations. It is
shown that, under some wild conditions, the recursive kernel estimate of the
three parameters (conditional density, conditional distribution and conditional
hazard) are asymptotically normally distributed..

Keywords . Asymptotic normality, Conditional hazard function, Func-
tional data, Recursive estimate, Stationary ergodic processes.

3.1 Introduction

Recently there has been an increasing interest in the study of functional data.
For an overview of the present state on nonparametric functional data (FDA),
we refer to the works of [13] and [11], and the references therein.

Conditional hazard estimation with a functional explanatory variable and a
scalar response acquired considerable interest in the statistical literature. The
first work was proposed by Ferraty et al. [1], where they introduce a kernel
estimator and prove some asymptotic properties (with rates) in various situa-
tions including censored and/ or dependent variables. Quintela-del-Rio [10]
extended the results of Ferraty et al. [1] by calculating the bias and variance
of these estimates, and establishing their asymptotic normality. In the case
of completely observed data, another estimators have been proposed for the
conditional hazard function by different approaches. In 2014, Attouch and Be-
labed [2] have studied the nonparametric estimator of the conditional hazard
function using the k Nearest Neighbors (k-NN) estimation method and they



64

have shown its asymptotic properties in the case of independent data. Another
approach has been proposed by Massim and Mechab [12] based on the local
linear method, they have established the almost complete convergence of the
proposed estimator.

In the case of the functional spatial data, the works on the conditional hazard
function is limited and we can refer to [9] where they studied the almost com-
plete convergence of the kernel type estimate. These authors studied in [8] the
mean squared convergence rate and proved the asymptotic normality of the
proposed estimator.

In recent years, the statistical modeling for functional ergodic data has been
an increasing interest and a great importance in various fields. The general
framework of ergodic functional data has been initiated by Laib and Louani
[6],]7] who stated consistencies with rates together with the asymptotic nor-
mality of the regression function estimate. In this topic of ergodic data, several
works have been published, for example, Gheriballah et al. [4] showed the al-
most complete convergence (with rate) of a family of robust nonparametric
estimators for regression function. More recently, Ardjoun et al. [5] treated the
almost complete convergence and the asymptotic normality of the estimator of
conditional mode, Benziadi et al. [3| studied the almost complete rate conver-
gence of functional recursive kernel of the conditional quantiles.

This paper is organized as follows : Section 2 introduces the estimator of the
conditional hazard function. In section 3 we will define some notations and
hypothesis. The asymptotic normality of the proposed estimator of the condi-
tional hazard function is given in Section 4. Finally, the proofs of our results
are given in the Appendix.
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3.2 The recursive estimation of the conditional hazard
function with missing at random

Let (X3, Y;)i=1...» be a sequence of strictly stationary ergodic processes. Where
X; are values in semi-metric space (F,d) and Y; are real-valued random va-
riables. N, will denote a fixed neighborhood of x. We assume that the regular
version of the conditional probability of Y given X exists. Moreover, we sup-
pose that, for all x € N, the conditional distribution function of Y given
X = z, the recursive kernel estimator of the conditional hazard function h*(y)
such that

h*(y) . fmﬁ(z)(y), fory e R and F*(y) <1
is N
/f\zx(y) _ S Vy € R.

1= F*(y)
We define the recursive kernel estimator of the conditional distribution function
by

> K(a7td(x, X)) H (b (y — V7))
Fry) = =

Z K(a; d(z, X;))

The recursive kernel estimator f‘”() of f*(.) is given by

> b K (ai (e, X)) H' (07 (y - Y0)
fry) ==

> Ko d(a. X))

Where K is the kernel, H is a strictly increasing distribution function, H' is
the derivative of H and a;, b; are a sequences of positive real numbers such

that lim a, = lim b, =0.
n— —+o0o n— —+oo

However, in the cas of missing random for the response variable, an available
incomplete sample of size n from (X,Y,0) is {(X;, Yi,0i),1 < i < n}; where
X, is observed completely, di = 1 if Y7 is observed, and 67 = 0 otherwise.
Meanwhile the Bernoulli random variable ¢ is stisfied with

Pol=1X=zY =y) =P =1X =z) = p(x)

Where p(z) is a function operator, which is called the coditional probability
of the observing response given the predictor and is often unknown. this me-
chanism shows that § and Y are conditionally independent given X.
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Therfore, the estimator of F*(.) and f*(.) are given by :

Z 0iK (a; 'd(x, X;)) H (b, (y — 7))

Fry) = = _ (3.2.1)
Z 6K (a7td(x, X))
and "
> " Gib; K (a7 d(x, X)) H' (b (y — Vi)
jfx@) _ =1 (3.2.2)

Z 6K (a7 d(x, X;))

3.3 Notations and hypothesis

The assumptions that we will need in our study are the following :
The functional ergodic data is carried out by the following consideration : for
i =1,...,n, we put Fj is the o-algebra generated by ((X1, Y1), ..., (Xk, Y%)). We
pose By, is the o-algebra generated by ((X1, Y1), ..., (Xk, &), Xkt1)-
We suppose that the strictly stationary ergodic process (X;,Y;);en satisfies
(H1) (i) The function ¢(z,h) := P(X € B(z,h)) > 0,Yh > 0, where
B(z,h) :={2' € F/d(«',x) < h}.
ii) For all ¢ =1,...,n there exists a deterministic function ¢;(z,.)
such that almost surely
0 < EF 1 [K(X;)] = P(X; € Bz, h)|Fii1) < ¢i(x, h),
V h>0 and ¢;(z,h) -0 as h— 0.
(iii) For all sequence (h;)i=1..n >0,
1

. Y P(X; € Ba, hi)|Fima) — 1.
¢($, h’l) =1

(H2) (i) Let S be a compact set of R, the conditional distribution function
F*(.) is such that, Vy € §,38 > O,ing(l — F(ylx)) > B,Y(y1,92) €
ye

S x S,V(Q?l,l'g) € Nz X Nz
|F(y1]21) — Fyo|22)| < Cr(d(zr,22)™ + |1 — y2|™)
with C7 > 0,6, > 0,6, > 0.

(ii) The density f*(.) is such that,Yy € S, Ja >0 f*(y) < a, V(y1,y2) €
Sx S8,V (x1,29)€ N, x N,

1F7 () — 7 (2)| < Cold(m, 22)™ + [y1 — yo| ™)
with Cy > 0,6, > 0, 5, > 0.
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(H3) ¥(y1,2) € R* [HY (y1) — HY(y2)| < Clyr — o, for j = 0,1
/|t|52H(1)(t)dt < o0 and /H'Q(t)dt < .

(H4) K is a function with support (0,1) such that 0 < Cilpq < K(t) <
Cgﬂ[o.l] < Q.
where [ 4 is the indicator function

(H5) The bandwidths (a;, b;) satisfied : Vt € [0, 1]

. . Z?:l ¢(.CE, tai) =T
W ST bea) Y

where

Kz(l)—/o (K*(u))'7(u)du > 0 and K(l)—/o K'(u)7,(u)du # 0

n—-4o00

(ii) lim —m (Z al oz, a;) + Zbﬁbgb(x, ai)) =0
where ¢, (7) = E[K(X})] =n"" Z o(z,a;).

1
and E[K?(X))] = K/(1)¢(z, a;) —/ (K7 (u)) ¢(x, ua;)du
0
COMMENTS ON HYPOTHESES :

The condition (H1) involves the ergodic nature of the data and the small ball
techniques used in this paper. The hypothesis (H1)(iii) is a direct consequence
of Beck’s theorem. The assumption (H2) presents the Lipschitz’s condition to
the conditional distribution function and conditional density function, it means
that the both functions are continuous with respect to each variable and per-
mits us to evaluate the bias term without using the differentiability. Hypothesis
(H3) impose some regularity conditions upon the distribution function H used
in our estimates. The condition (H4) is very standard in nonparametric func-
tion estimation. The assumptions (H5) is a technical condition.

Theorem 3.3.1 Under hypotheses (H1)-(H5), we have for all x € A
(L()>/ (h*(y) = 1*()) > N(0.1) asn =00 (33.1)
p(x)*cj (. y) ’ -

oh”
where A = {z, Ui($7y> # 0} and UiQL(Q:?y) = Oﬁ?_—%

with a; = K(1) — [i K'(5)B,(s)ds and ay = K2(1) — [} (K?(s)) B.(s)ds.

proof 3.3.1 The proof of theorem is based on the following decomposition
and lemmas bellow :

W) ) = s [P0 - )] + e [P - ).
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lemma 3.3.1 Under hypothesis of the theorem 3.3.1, we have

n T 1/2 . D

where o3 (2. y) — p(w)%F*"(y;gl — )

lemma 3.3.2 Under hypothesis of the theorem 3.3.1, we have

p(x)?oi(z,y
p(@)asf*(y)

2

1/2
(—W"“) )> (Fw) = ) == N(0.1) asn—o0  (333)

where o7 (x,y) =

proof 3.3.2 3.3.1 :
The proof of this lemma is based on the following decomposition in the follo-
wing, we put, for any x € F, andi=1,....n
K; = K(a;'d(z,X;)) and H; = H(b;' (Y —1v)).
We start by writing

B B — B (g o Bn(@:8) | Qualz.y)
F*(y) = F*(y) = Bpa(,y) + Foo) + Foo)
where
Quilz,y) = (Fi(y) —E[F2y)) — F*(y)(Fp(z) — E[Fp(x)]),
5 E[F5(y)] 5 5 = =
Bi(z, = ———— and R,:(z,y) = —Bui(z,y)(Fp(x) —E|Fp(x
Al y) B0 (,y) (,y)(Fp(z) — E[Fp(2)))
with
Fely) = == S dk(a o XD H ;= 32)
BIFS()] = o DB R e X)) Y~ )]
Fole) = == 300K (ar dla, X)),
E[ﬁD(x)] = n;nZEfi—l[éiK(ai‘ld(x,Xi))].

The proof of the lemma 3.3.1 is a consequence of the following lemmas, whose
proofs are given in the Appendiz



lemma 3.3.3 Under the hypothesis of theorem 3.3.1

p(x)20%,

non (2) /2
( Pn ) Qnalz,y) 2, N(0,1) asn — oo.

Corollary 3.3.1.1 Under the hypothesis of theorem 3.3.1
pla)asF*(y) (1 = F*(y))

af

non(@)Var[F(y)] —

lemma 3.3.4 Under the hypothesis (H1) and (H5), we have

Fplyle) — 1= 0,(1).
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lemma 3.3.5 Under the hypothesis (H1), (H2) and (H3) we have

( non(z) )1/2 B o) ol e

p(x)?0%,

lemma 3.3.6 Under the hypothesis (H1), (H2) and (H5) we have

(IZS;SLQ(Z%) " Roa(@,y) = 0,(1) as n — .

proof 3.3.3 3.3.2

The proof is based on the following decomposition and lemmas bellow

Fylz) = f(ylx) = Bpa(z,y) + B 2@ (3.3.4)
where
Qualz.y) = (F5) —Elf5 )] — f5 ) (Fp(z) — E[Fp(x))),
> _ E[ﬁ’%(y)]_x and Bolw) = —B o (x DN i
Ba(r,y) = E{Fy(2)] fx(y) and Ry(v,y) = —Bna(z,y) (fN(y) E[f
with

% 1 &by K (o (s, X)) H (b (Y — i)

fN(y) - — (5 K( 71d(l‘,X¢))) )

]E[f]”\”,(y)] — 1 E o 5b K( P d(:L‘ Xz))H/a)z_ (Y; _yi))]‘

En2< Y) + Qn2(x Y)

E (6K (a; 'd(z, X;)))

i=1
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lemma 3.3.7 Under the hypothesis of theorem 3.3.1
P(x)20f

1/2
(M) @n72(x,y) N N(0,1) asn — oc.

Corollary 3.3.1.2 Under the hypothesis of theorem 3.3.1
p(x)as f*(y)

non(@)Var|fi(y)) — o?

lemma 3.3.8 Under the hypothesis (H1), (H2) and (H3) we have

mon) " 5
(p(:v)Qaj%) Bya(z,y) = 0p(1) as n — oo.

lemma 3.3.9 Under the hypothesis (H1), (H2) and (H5) we have

men() )" 5
<p(:1c)20120) Ry o(x,y) = 0p(1) as n — oo.

3.4 Appendix

proof 3.4.1 3.3.1.1 :
We bigin by the proof of the Corollary 3.3.1.1 For i =1,--- ,n we consider the
quantities K;(r) = K (a; 'd(z, X;)), H;(y) = H(b; 'd(x, X;)) let FE(y)
(resp.)  FZ(y) be defined as

Faly) = e D0 8Ki()Hily),
E[F)] = o > B K@) Hi),

By the definition of F\Jf,(y) it follows that

Var [ﬁ]f,(y)} =

1
s Var
[nEKl]

where
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Now, we need to evaluate the variance of Z:"\j(“}(y)
we have that

Var [ﬁﬁ(y)} =

> Var[Ti(z)]+ ) Cov(Ty(z),Tj(x))

_
[nEKl(x)]2 ; it

1 1
= —Var|l'i(z 5 Cov(l'i(z),I'(x
W ER @] [T (@)] + ER (7)) ; (Ti(2), T'(x))

= Rl +R2

We steady the term Ry
Let us calculate the quantity Var [I'y(z)] We have :

Var[[1(2)] = E (K7 (x)Hi(y)) — [E (61K (2)Hi(y))]’

= p(z) [E (K7 (x)Hi(y)) — [E (K (2)Hi(y))]]

= p(x)

E [K?(x)H? ) (2)H, 2
g (ki) LT i oy [ELG) ]

So, by using the same arguments as those used by (Ferraty and Vieu, 2007),
we get

So we can write

E (K7 (2)Hy(y)]
E[K}(z)]

— F*(y)(1 = F*(y))
which tmply that
¢('T7 &i) 2
WV@T [y(x)] — op(z,y)

So
nn(2)Var[Fi(y)] — o&(x,y)

Now, we steady the term Ry, we put two sets. Next, Following Masry (2005),
we define the sets
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Where C,, is a sequence of real numbers tends to oo as n — oo . We split the
sum as follows :

1
Ry = 72 (on(2))? Z Cov(6:4i(x) Hi(y), 6;K5(x) H;(y))

(i,5)€S1

1
+ W Z Cov(0; Ki(x)H;(y), 6, K;(x)H;(y))

(27])652
= J1 + JQ
For Jy, Conditioning on .(X;; X;), we have

Cov(0:8(x) Hi(y), 0;K;(x) H;(y)) < E[E(H:i(y)H;(y)/ (Xi; Xj)) Ki(2) K; ()]

IA
=
=
=
=
&

IN

CP ((X;; X;) € B(z,a;) x (B(x,a;))

a+1

CnChpn(a;) e n'e

IN

Finaly, we have :
l—a —a—1

For Jy,we have,

Jy = Z Cov(6; Ki(w)H;(y), 0;K;(x)Hy(y))
(4,7)€S2

we use Davydov-Rio’s inequality (Rio, 2000, p. 87) for mizing processes. This
leads, for all i#j , to

Cov(6; Ki(z)H;(y), 6, K;(x)H;(y)) < 4a(li — j)

finaly
Jy < Can; @

So

-

n"
+
(@Y
3{0
3
IS]

D CooldiKi(2)Hily), ;5 (2) Hy(y)) = Crmad(h) = n .

(4,5)€S2
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choosing m,, = (¢—h>> ’

So

Sk = C”¢(h)_ini¢(h)“21n‘£+én2<(¢—m))a)

donc the evidence above gave as the result of the corollary 3.3.1.1

proof 3.4.2 3.5.3

We use the same ideas in Laib and Louani (2011).
Foralli=1,...,n, we define

i = (W”(xi ) *(Hily) - Flylay) 2510)

p(x)oy, nen ()

and, we define &, = 1N, — E7i—1 (nnz)
It is easily seen that

(step) Quen = Gz 3 e

as &,; 18 a triangular array of martingale differences according the o-algebra
Fi-1, we are in position to apply the central limit theorem based on uncondi-
tional lindeberg condition to establish the asymptotic normality of Qni(x,y).
This can be done if we establish the following statements :

a) L ZEE ! —>1 in probability

b) %ZE <£2i]1£3”_>m) —0 holds for any € > 0 (Lindeberg condition).
i=1

proof 3.4.3 of the part (a)

E.Fz 1 (fnz) - F ((nm _ Efi—1 (77m>)2)
= E5 (7772u> - (EE*I(%@'))Q-
The statement (a) follows then if we show that :
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o 1g , y
(1) nh_I)noo - 21@? (nil Fi—1) = 0 in probability,

R R T .
(2) nhﬂmoo - Z;IE (n2;) =1 in probability.

1
To prove (1), we put A = (M) * we have

p(z)%0%
Pt () = Wi@W#wmm@&mw—F@mﬁ
[E71 ()| = Wf(x) [EF-t (6,K,(x) [(E® (Hi(y)) — Fyla))])]
Uym@m|:7wiwmh%&m@H@&WMM—F@MHN
_ Wf(x)p(x) [EZ - (Ku(o) [(BY (Hu(bi(y = Y)) = Flyl2))])]|

under (H1) and (H4), we have
Coi(z,a;) <E(K;(2)|Fim) < C'¢yi(, a;)

Next, an integration by parts and a change of variable allow to get

EXi(Hy(bs(y — Y;)) = /RH(l)(t)F(y — bit| X;)dt.

Otherwise

[EX (Hi(bi(y - Y2)) — Fylz)| =

[ HOWF b — Fola) |

IN

[ HOO 5~ bi) - Pyl at
R
Thus,with (H2)(i) we obtain
Y (Hy (bily — V7)) — Flylo)| < C/ HO 7 + [t (0]2)
R
So, we find
[EX (Hi(y)) — F(ylz)| < C'a
combining this results, we have

s ] < A0 A
nen(x, a;)

2
1 25 1 Doy (afl@(i’%ai))
a;”t —

- Fi1 . 2
~ (B (i)™ < @ o npu(r,a)

— 0 (Under (H3)).




I0)

finally, under hypothesis (H3) acheive the proof of lemma

Now, we have to prove (2), to do this, we observe that

1 - Fi-1 2 o A2 i Fis S )
ﬁ;E ((Um) ) = m;ﬂi <6i K; (JU)(Hl(y) _ F(y|x)) )
A? n

= ) ; [EF (82K2(x) H(y)) — 2F (y|a) BT (62K2(x) Hily))

+ (Flyle)) B (7K (2)] -

We put
o= Y E (K ).
=
L = ZH:EE—I (67 K7 (x)Hi(y))
i=1
I; = zn:Efi—l (67K} (x))
We write
L= Flylo) SR (R2@) + SOE (RRA ) - Flyle) S B (7))
= = =
= Fylz) ZEE V(K2 (x +ZEE 1 (W) X:) 67 K ()]
i=1

~Flyla) Y E" (82K2())

< p(z)? (ZEI“ [E(H;(y)|X;) K7 (2)] — Flyle) Y BF (Kf(w))> :

i=1 =1
Using the same argument as those used in proof of the part (1), we obtain

1

—ngon(:c,ai)[2 =o(1).

For I3, we get

E (67 K7 ()| Fie1) = p(a)? (K%l)@(a:,ai)— /0 (K2<u))’¢i<x,ai)du)
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so under (H1) we have

WZE((SEKZ(:E)\EO = pla)’ (WWDZW””"“)
1 ! 2 / -
—m/o (K*(1) izlﬁf%(%mi)d“)
() 2(,0) — Lo U ’M U
= p( ) (K( ) /0 <K( )) n@n(maai) ! )

= o(1).

By combining this results, we deduce that lim ZE (nii|}"@-,1) = 1, which
i=1

n—-oo

complete the proof of part (a).

proof 3.4.4 of the part (b)
The Lindeberg condition in which implies that

E (5721@']15m>en) <4E (Uiiﬂnnpne/?) )

Leta > 1 and b > 1 such that %—i—% = 1 making use the Holder’s and Markov’s
imequalities one can write for all e > 0

E(Um‘)ga
E(2L o) < ——ni)
(nnz Nni> /2) — (n€/2)2a/b

Taking Cy € R and 2a = 2+, from some v > 0, such that
E (|Hi(y)|2+7) < oo and E (|H;(y) — Fylz)|*™|X; = u) = Zoy(u) is a conti-
nuous function, we obtain

2+
ne,(x, a; 1
4K (nii]l'f]ni>ne) < CO < - (2 )) (TLSO ( ))2_’_7 (|Hz(y) - F(y|x)|2+7 62-2+7KZ~2+7(ZE))

T, a;

IA
S

npa(e, >) E (E(|Hi(y) — Flylo)* 6 K2 (2)] X))
(npu(, )™

(
C (n%ﬁn(x, ai)>2+7 p(a)*E ( K>(2)Zos (2))
(

IN

p(z)?*no, ((pn(z, ai))%”)
< G (Bers)) pwrpe
(E (KF(@) [Z214() = Zoiy (@0)| + [Z21, (@) E (Kf*’*m))
(@n(x7ai))2+’y
< G (%) E (K2"(2)) (| Zass (2)] + o(1)).
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n

Consequently %Z nlkk (fii]lgnpm) —0 as n — oo which completes the proof
i=1

of lemma.

proof 3.4.5 3.3.4
Observe that

1 n

1-— ]3 r)$ = 1———— 0, KK
D( ) ngpn(l’aai) ;
1 " 1 -
= EKE) K, — —— 0, K
Pmpa ) 22 ol 2
1 n
= EK\ES; K; — 0; K;
P, 0 (Z ) )

where A; = E6;K; — 6;K; (A; is a centered variable). Applying lamma of
hoeffding on the variables A;, we must bounded |A;| and EA?. Hence

Cip()
A~ _— =
1A < ng;(z, a;) h
Under hypothesis (H}), we obtain
Cop()
EA2 < E§2K? = E (K2EX(62)) < —2827_
— 52 7 ( 7 (61 )) = 71(251'(:13,&@') 92

Then for all € €]0; z—;[ we have

R - Logn —c*Logn
P(’FD(:L')—EFD@)‘> W) = W(W)

n 4@251 (.T, (J,Z'>82

(2
m Ce

This finish the proof of this lemma

proof 3.4.6 3.3.5
We have

En,l(x, y) = %.
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We write

By a(x, ?J)‘ = ! Z [E[6;K;(2)E[H;i(y)|Bi—1] | Fii]

- W) Z H,(y)|X,] | o]

Z p(x) Z [E[K:(2)E[Hi(y)| X:] — Fyla)|Fima]] -
E(K;(z)|Fi1) =!

Next, an integration by parts and change of variable allow to get

IN

HWIX] = [ HOOF @bl X
thus, we have
[B[:(5)1,) — Flula)| < [ HO0) 1P - bl X) — Floldt - (341
under (H2), we obtain that
Ipan (Xi) |E[Hi(y)| X:] — F(ylz)| < C /R HY @) (al + |t]8:07)dt (3.4.2)
and under (Hj) we prove that
—ZE )| Fi- 1 =o(1).

We achieve the proof of lemma 3.3.5.

proof 3.4.7 3.5.6

We write
Eml(xay) = _(B\n,l(xa y) - F<y|$)) (ﬁN(x7y) - FN(ZE,Z/))
Fy(z,y) = F(yle)Fp(z,9)\ (# =
- ( Fp(z,y) ) <FN(x7y) - FN(%ZD) '

Clearly, it is suffices to show that
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(a) (FN(%y):F(yII)FD(I,y)) = o(1),

FD(xuy)

() (Fy(z,y) — Fxle,y)) = o(1).
The proof of the first hand uses arguments similar to those used in the proof
of lemma 3.3.5 of the second part, will be established

(i) E <ﬁN(x,y) —FN(x,y)) =0, Var <F\N(x,y) —FN(x,y)> — 0 as n —
0.
Forallt=1,...,n, we put

1

nen (T, a;)

where 6;(z,y) is a triangular array of martingale differences according to the
o—algebra F;_1 next by (H1)(it) and (H4) we obtain

[0: K (2) H(y) — E (0: K (2) Hi(y)| Fi1)]

~

FN(xay) _FN(:E7y) = ZA1<(L’,Q)

E (Ai(z,y)) = 0 by definition of Ai(x,y), we write

n

S (Azy) <Y E(Az.y).

=1 =1

Furthermore, by Jensen’s inequality we have

E(M@) € oo (U HE ) 7o)
< G @R
< oo el
= <n¢fégaz>>2¢i“’a”‘

So, we obtain

S E (B(x.y)) < p(@)* Yo dilw, @)

g2 (. 0;))

We deduce under (H1)(ii) that var (F\N(x,y) —F;ﬂx,y)) — 0 as n — 0.

proof 3.4.8 of the lemma 3.5.7

We wuse the ideas in Laib and Louani For all i = 1,...,n, we define

i = (*0—“> (b~ Hl(y) — f(yle)) 25

np(x)’o} nen()
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and, we define &,; =), — E(n], |Fi-1).
It is easily seen that

n%(?ﬂ) :
(p(as)zafc) Qualy) = \/_ng

We follow the same idea in the proof of lemma 3.3.1 to prove this, we establish
the following statements :

a) %Z E (&2F:1) — 1 in probability,

b) * ZE <£m £/2>En> —0 holds for any € > 0 (Lindeberg condition).

proof 3.4.9 of the part (a)
E(¢2F) = E(( —E@lFi))’)
= E (Ufﬁfi—l) — E* (0], Fiea).
The statement (a) follows then if we show that

1y . y
(1) nhl{loo - ZEQ (70| Fiz1) = 0 in probability,

1 n
(2) lim — E E (nm|.7:Z 1) = 1 in probability.
n—oo M —1

1
To prove (1), we put A = (W”(I))

we have R
BT = B (0 H )~ £ (0106 (0)1 )
BOIF) = PESE (075~ f ) K@)
BIF = BB [[ECN HOIB) - fh) @] 7]
— 2O B [[E0r W) - 6l K] ]

under (H1) and (H4), we have

Coi(z,a;) < E( i(2)| Fie 1) < C'¢ilx, aq).
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Next, an integration by parts and a change of variable allow to get
B(H()1X) = b [ H(Of(y - bl X
R

Thus, we have
B (H;(y)| X:) = bif (y]z)| < C'a

combining this results, we have

/ ] p( )A " ﬁ
|E (nm|‘E*1>’ < On (.T CLZ)C ¢z('x CL'L)
ea@\"” oi(w,a)
|E (77nz'|fi—1>| < ( 0_.? ) gon(x,ai)aiﬁl

2
a?’ Doy (afl ¢i(, ai))

oy np,(x, a;)

(B (| Fia))” <

SN

— 0 (Under (H3)).
Now, we have to prove (2), to do this, we observe that

—ZE( PIFa) = i ZE( b HI ) — (k) 02K @)\ Fi )

_ A S B (K ) P

ntp%(x, ai) i—1
=2 (yl)E (b; 67 K7 (x) H](y)| Fir) + (f(yla))* B (67 K7 ()| Fizr)] -

We put
n - ZE( b0 ) H(0) Fics )
I, — ZE b O K () H (y)| Fiea)

Iy = ZE (02K (x)| Fisr) -
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We write
I = ZEFH (62K (a +ZIEE (6202 HAW))
=1
—f"(y) Y BT (87K (x))
i=1

_ ZEfu (2K a +ZEEI[ CE (H2()X) 623 @)

~f*(y) ZEE‘” (07 K7 ()

< p<x>2(iEﬁ—l[ B (H2(y)|X;) K2 (@)] - f ZEEI K2 (a )

Using the same argument as those used in proof of the part (1), we obtain

1

non(zyay 2= o)

For I3, we get
E (512Kz2(x)|]:2_1) = p(z)? (Kz(l)qﬁi(x,a,-) —/0 (Kz(u))/qbi(x,a,;)du)

so under (H1) we have
1 n
E (62K? ) = .
S EERNDIF) = ) (i Zma@

npa(w, a;) &
_m/o (K2(1))/;¢i(x,uai)du>
= oo (1200 - [ ey By,

non(x, a;)
= o(1).

using the same argument as those used in proof of the part (1), we have
1
nen (I, ai)

For I3, it is the same I3 proved in proof of lemma 3.3.1 and by the combining
this results, we deduce that

. 19 : _
Jim 3B (i) =1

Ig = 0(1)
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which complete the proof of part (a).

proof 3.4.10 of the part (b)
The Lindeberg condition in which implies that

E (5;2@]]:5;1>5n> < 4E (TIm]I ! >ne/2) .

Leta > 1 and b > 1 such that %—i—% = 1 making use the Holder’s and Markov’s
inequalities one can write for all € > 0

/ E (1,;)™
]E< 20, o, ) < i)
M 0 >ne/2 >~ (n€/2)2a/b
Taking Cy € R and 2a = 249, from some 6 > 0, such that E <|Yi(y)|2+5> < 00
and E( o |Hl( ) = F(y|x)|2+(S | X = U) = Zys5(u) is a continuous func-

tion.
we obtain

2+~

non(, a;) 1 N 22§22 (o
(1 on) < G (S0t | oo ()~ FOl) P 8K @)
< o (reutra)\ T EE(HG) - Fln)P 8 @)1X)
plz)na} (nipn(, a:))*
VR (KPP (7
o, (menwa) ) p@ TR (K @) 71, ()
= O\ bme? ((pula.a)P7)
ngon(m i) " 2\ 24
< Gl Syt | @)
(E (KQM ’Z2+7 (z) — 72+7($)‘ + ’72+7(I)D E (wa(m)))
(en(w, ;)"
<

Co (%) E (K27 (2)) (|Za44(2)] + 0(1)).

Of

n

Consequently %Z nlkk (fiiﬂfni>6n) —0 as n — oo which completes the proof
i=1

of lemma.
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proof 3.4.11 3.3.8

We have
= ~ falylz)
Bn’g(l‘, y) FD ($>
We write
Busley)| = ! (E[6.K(2)E b, Hl(2)| B2 ]| Fos]
ZE |J:'Z ) i=1
— (yliﬂ) (6:; K(x)| Fiz1) ]
) S (B[R [b ()| X | Fi ]

Z E((SZKZ(ZL‘)L/_';_l) i=1
— Syl E(Ki(2)|Fim)]

p(x) Z [E[K,(2)E[b; Hl(2)|X] — bif (y|2)|Fia]] -

ZE )| Fica) =

Next, an integration by parts and change of variable allow to get

IN

B[Hw)IX] = b [ H(Of( - bl X)d
R
thus, we have
[B[b; 1)1 X — flka)| < [ 50 1P = 8]0 — flglo)l de. (343)
Under (H2), we obtain that
15,00 (Xi) |E[H(y)|Xi] = bif (y|z)| < C’bi/H’(t)(afl + |t 82072 dt (3.4.4)
R

and under (Hj) we prove that

—ZE z)|Fic1) = o(1).

We achieve the proof of lemma.
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proof 3.4.12 3.3.9
We write

ﬁn,Q(fL‘ay> = _Bn,Q(I7y)(fN(xay) _?N(‘Tay))
_(Ixly) — fyln)Foe,y) [+ 7
— _< N FD((L’,y) ) <fN(x7y)_fN(x7y)>
Clearly, it is suffices to show that :

x, z)F x,
() (fN( ng(zﬁ’y)) n( y)) — (1),

() (F(z.y) = Txlz.y)) = o().
The proof of the first hand uses arguments similar to those used in the proof
of lemma 3.53.5. Of the second part, will be established

(i)E (fN(%y) —TN(%?J)> =0, Var (fN(a:,y) —TN(x,y)> — 0 as n —

For allt=1,...,n, we put

1
A R
where N;(z,y) is a triangular array of martingale differences according to the
o—algebra F;_y next by (H1)(ii) and (H4) we obtain

.]/C\N<x)y) _?N<x7y) = ZA;(Q?,y)

[0 0: K (@) H(y) — B (b6, (2) Hi(y)| Fi-1) |

E (Al(z,y)) = 0 by definition of Ai(x,y),

we write .
ZA’2xy Z]EA’2xy
i=1

Furthermore, by Jensen’s inequality we have

E(A2e0) € B (U 0 H )|
p(x)z ~2702( | F.
: (nsﬁn(x,ai)z]E(bi Ki(2)| i)
p(x)?

WP (Xi(xvai)E (Hﬁ(y)!%iﬂ) \]-“H)

p(z)*Ch; " di(x, a;)
(ngn(w, a;))?

so, we obtain

p(x )ZCZZ 1 b ¢Z<w a;)
n*e;(z, a;)) '

>E (M) <
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We deduce that var (J?N(x,y) — fN(a:,y)> — 0 as n — oo since (H1)(ii).
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Conclusion générale

Conclusion

Nous fournissons dans cette thése la cohérence uniforme presque compléte
avec les taux de la fonction de régression robuste en cas de paramétre d’échelle
inconnu. Ces résultats ont été obtenus dans des conditions standard suffisantes
qui permettent d’explorer différents axes structurels du sujet, la nature fonc-
tionnelle du modeéle et des données ainsi que la robustesse de la fonction de
régression et la dépendance de 'observation. Les applications de données réelles
(concentration maximale d’ozone, demande maximale d’électricité) ont égale-
ment mis en évidence plusieurs caractéristiques attrayantes de la régression
robuste avec un estimateur de parameétre d’échelle inconnu. En termes d’er-
reur quadratique moyenne (EQM), I'estimateur proposé se comporte de fa-
¢on concurrentielle par rapport aux estimateurs existants ayant un parameétre
d’échelle connu.

D’apres 'expérience de ce document sur la régression robuste avec un para-
metre d’échelle inconnu, nous pensons que la plupart des techniques utilisant
des noyaux fonctionnels non paramétriques pourraient étre étendues efficace-
ment. Par exemple, la remise en question des questions ouvertes en ce sens
pourrait concerner aussi bien les extensions & d’autres formes de prédicteurs
non paramétriques (comme les variables fonctionnelles linéaires locales, les va-
riables fonctionnelles kNN et beaucoup d’autres --- ). Extensions a d’autres
types de modéles de prédiction dans lesquels un stade préliminaire du noyau
joue un role crucial (cela comprendrait de nombreux modeéles de régression
semi-paramétriques comme les modéles d’index simples fonctionnels, et les
modeéles linéaires partiels, et beaucoup d’autres modéles - - -
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