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1. Bevezetés

Ez a jegyzet a Széchenyi Istvan Egyetem mérnoki BSc szakos hallgatéi szdmara késziilt.

A jegyzet a linedris algebra és a tobbvaltozds analizis bevezet6 fejezeteit tartalmazza, melyek a mérnoki BSc
képzés keretében a masodik félévben keriilnek leadasra.

A jegyzet feltételezi az Analizis c. tantargy ismeretét.

A jegyzet 1ényegi része négy fejezetbol all. A bevezet6 utani fejezetben felvazoljuk a legfontosabb linearis
algebrai fogalmakat (vektortér, altér, linearis kombindacio, linedris fiiggetlenség, bazis, dimenzié stb.), és az
ezekre vonatkozd alapveté tételeket. A kovetkezo fejezet l1ényegében az el6z6 fejezetben felépitett fogalom- és
tételkor sik- és térgeometriai alkalmazasa: itt egyenesek és sikok leirdsat végezziik el, azok jellemzé
problémakoreinek felvazoldsaval. A kovetkezd fejezet a linedris leképezések és a matrixok vizsgalatanak van
szentelve. Itt foglalkozunk a sokismeretlenes linedris egyenletrendszerek megoldasanak néhany algoritmusaval
is (Gauss- ill. Gauss-Jordan-eliminacid). Végiil az utolso fejezet a tobbvaltozos analizis alapjait mutatja be
(tobbvaltozoés fliggvények bevezetése, differencidlasuk, integralasuk, tobbvaltozds szélséérték problamak).

A jegyzet anyagat igyekeztiink alkalmazdscentrikusan felépiteni. Ennek megfelel6en pl. elhagytuk a lineéris
egyenletrendszerek megoldasdra vonatkozo klasszikus Cramer-szabalyt (mely elméletileg nagy jelentéségti, de
gyakorlati feladatmegolddsra — egészen kisméret(i feladatoktdl eltekintve — teljesen alkalmatlan). Helyette a
Gauss-elimindcié néhany valtozatanak leirasat épitettiik be a jegyzetbe. Nem foglalkoztunk a determinansok
kiszamitdsanak elméleti hatterével sem. A tobbvaltozds analizis targyaldasakor (utolsé fejezet) kiilon hangsulyt
kaptak a szélséérték feladatok (mind feltételes, mind feltétel nélkiili megfogalmazasban). Itt talalkozik
legszembet(in6bben az analizis és a linearis algebra addig kiillonallénak latsz6 problémakore. Ez a feladattipus
kiilonosen alkalmas a konstruktiv problémamegoldas fejlesztésére, mivel a megoldand6é matematikai probléma
pontos megfogalmazdsa maga is a feladat része.

A jegyzet leckékre van tagolva. Egy-egy lecke anyagat olyan 0sszefliggd, egy témakorhoz tartozo anyag alkotja,
melyet egyetlen alkalommal at lehet tekinteni. Természetesen ez nem jelenti azt, hogy a tanulas kés6bbi
fazisaiban a kordbbi leckéket mdr nem kell djra és djra atfutni. Epp ellenkezéleg: sokszor a késébbiek
folyaman dertiil ki igazan egy-egy fogalom, tétel vagy mddszer tulajdonképpeni jelentosége.



Mindegyik fejezet utolsé leckéje a fejezet témakorébe vago feladatokat tartalmaz. Ugyanitt megtaldlhatdk a
megoldasok is (levezetésekkel, utmutatasokkal egyiitt). Hangsulyozzuk azonban, hogy ezek a feladatok az
adott témakor lehetséges alkalmazasainak csak nagyon vékony szeletét jelentik, és semmiképp sem poétoljak
egy 0nallé feladatgylijtemény hasznalatat. A feladatok elott , Ellen6rzé kérdések” cim alatt révidebb-hosszabb
tesztfeladat-sorozat taldlhato a fejezetben leirt ismeretek elsajatitdsanak gyors ellen6rzésére.

Kérjiik a tisztelt Olvasokat, hogy véleményiiket, megjegyzéseiket, észrevételeiket kiildjék el a

gasparcs@sze.hu

e-mail cimre.
Eredményes felhaszndlast kivan a szerzo6:

Dr. Gaspdr Csaba



1. lecke

Vektorok és vektorterek



1. lecke, 1. oldal
2. Vektorterek

Ebben a fejezetben a geometriai vektorfogalmat ("iranyitott szakasz") altaldnositjuk. Egymastol egészen
kiilonb6z6 matematikai objektumokat is vektoroknak fogunk nevezni, ha definidlva vannak rajtuk bizonyos
egyszert muveletek, melyek ugyanolyan (alabb specifikalt) tulajdonsagokkal rendelkeznek. Ily médon a
bevezetésre keriil6 vektorfogalom a k6zonséges 0sszeadas és szorzas jol ismert tulajdonsagait terjeszti ki a
szamokndl sokkal altaldnosabb struktardkra.

2.1. Vektorterek és altereik

2-1. Definicié: Az X nemiires halmazt valds vektortérnek (vagy linedris térnek) nevezziik, ha X elemei kozt
értelmezett egy Osszeadds, R és X elemei kozt pedig egy skaldrral valé szorzds ugy, hogy a kovetkezo allitasok
(az un. vektortér-axiomdk) teljesiilnek. Tetszdleges x,y,z € X, \,u € R esetén:

e x+y=y+ax (az 0sszeadds kommutativ)

e x+(y+z2)=x+(y+2) (az Osszeadds asszociativ)

létezik X -ben egy 0 zérusvektor, melyre x + 0 = x teljesiil minden x € X esetén;

az Osszeadds invertdlhatd, azaz barmely = € X vektorhoz van oly x_; € X vektor, hogy 0sszegiik a
zérusvektor: x +z_; =0

A (ue2) = () @
A(z+y)=A-xz+ Ay
A+p)-z=Xz+p-x

l-z=2x2



1. lecke, 2. oldal
Konnyen lathatd, hogy az axiémak kozt szereplé additiv inverz, azaz az x_, vektor épp (—1) - z-szel egyezik,
melyet a késébbiekben réviden csak (—x)-szel jeloliink. Ha nem okoz félreértést, a skaldrral valé szorzast jelz6
szorzépontot elhagyjuk.
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Megjegyzés: Hasonlban vezethet6 be a komplex vektortér fogalma is (valds helyett komplex \,u € C
szamokat szerepeltetve a vektortér-axiomdkban). E jegyzet keretein beliil valés vektorterekkel foglalkozunk,
de megjegyezziik, hogy az eredmények jelentds része komplex vektorterek esetében is igaz marad.

2-2. Definicié: Legyen X vektortér. Az X, C X részhalmazt altérnek nevezziik, ha maga is vektortér az
X -beli miiveletekre nézve.

Megjegyzés: Egy Xy, C X részhalmaz altér voltdnak eldontésekor, mivel a vektoroktdl megkdvetelt
miveleti azonossagok nyilvdn Xy-ban is teljesiilnek, elég csak azt ellendrizni, hogy vajon minden z,y € X,
A € R esetén teljesiil-e, hogy = + y € Xy, és Az € Xy. Ezt a tulajdonsdgot nevezziik miiveleti zdrtsdgnak.
Ha ez teljesiil, akkor X, altér X-ben. A fenti két vizsgalat egyesitheté: konnyen lathatd, hogy a miveleti
zartsdg pontosan akkor teljesiil, ha minden z,y € X, vektorra és «,3 € R szdmokra ax + Sy € Xj.

Nyilvdnvald, hogy maga X és az egyelem( {0} halmaz alterek X-ben. Ezeket trividlis altereknek nevezziik. Az
is nyilvanvalo, hogy akdrhany altér metszete is altér (az uniéra ez nem 4all!).

Alabb példdkat mutatunk vektorterekre: a vektortér-axidmak teljesiilése konnyen ellenérizheto.

2-1. Példa: A valds szdmok R halmaza egytttal valds vektortér is az 6sszeaddsra és a szorzasra nézve.

2-2. Példa: A komplex szamok C halmaza egyuttal valds vektortér is az 0sszeaddsra és valos szammal valo
szorzasra nézve.
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2-3. Példa: A rendezett valds szdmpdrok R? halmaza valds vektortér az dsszeaddsra és a valds szdmmal vald
szorzasra nézve:

(z1,22) + (Y1,92) = (z1 + Y1,72 + Y2)
A (x1,22) = (Az1, \T2)

tetsz6leges (x1,72),(y1,y2) € R? és X € R esetén.

Az R? vektortér elemei azonosithaték a geometriai stk pontjaival. Rogzitve a sikon egy koordinatarendszert,
minden pontnak megfelel egy és csakis egy valos, rendezett szampadr, ti. a pont koordinataibdl képezett
szampar. A sik pontjai viszont azonosithatok a rogzitett koordindtarendszer origdjabdl az illeté6 pontokba
mutaté irdnyitott szakaszokkal (a pontok helyvektoraival). Ebben a megfeleltetésben az R2-ben fentebb
definialt 6sszeadas épp a jol ismert paralelogramma szabdllyal meghatéarozott 6sszegvektor, mig a skalarral
valé szorzds a nytjtasnak felel meg. Latjuk tehat, hogy ebben a specidlis esetben visszakapjuk a geometriai
sikvektor-fogalmat. Konnyen lathaté az is, hogy a sik nemtrividlis alterei az origora illeszked6 egyenesek (és
csak azok).

X

1. abra. A geometriai sik mint vektortér
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2-4. Példa: A rendegzett valds szdmhdrmasok R? halmaza valds vektortér az oszeadasra és a valds szammal
valo szorzasra nézve:

(z1,72,23) + (y1,92,¥3) = (1 + y1,72 + ¥2,23 + ¥3)
A (.1'1,1'2,-%3) = ()\x17A$2an3)

tetsz6leges (r1,72,73),(y1,92,y3) € R3 és A € R esetén.

Az R? vektortér elemei azonosithaték a geometriai tér pontjaival. Rogzitve a térben egy koordinatarendszert,
minden pontnak megfelel egy és csakis egy valds, rendezett szamhdarmas, ti. a pont koordinataibél képezett
szamhdrmas. A tér pontjai pedig azonosithatdk a rogzitett koordinatarendszer origdjabdl az illet6 pontokba
mutaté iranyitott szakaszokkal (a pontok helyvektoraival). Igy — az el6z6 példaval analég médon — R? elemei
a geometriai térvektoroknak is felfoghatdk, ahol az 6sszeaddst a paralelogramma szabdllyal, a skalarral valo
szorzast a nyujtassal definidljuk. Kdnnyen lathaté az is, hogy a geometriai tér nemtrividlis alterei az origdéra
illeszkedd egyenesek és sikok (és csak azok): igy pl. az origé mint egyelemi halmaz kivételével, a geometriai
tér semmilyen korlatos részhalmaza sem altér.

z

X

2. abra. A geometriai tér mint vektortér
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2-5. Példa: Altaldnositva az el6z6 két példat, a rendezett valds szdm-n-esek R™ halmaza valds vektortér az
alabbi 0sszeadasra és szorzasra nézve:

(xl,.’L'Q,...,.%'n) + <y17y27---7yn) = (ml +y: 1,.’E2 + Y2, Tn + yn)

A (z1,29,..0,20) = (Ax1,AZ2,...,AZy)

tetszoleges (z1,x2,...,2n),(Y1,Y2,--,yn) € R™ és XA € R esetén.

Itt mar igen sokféle altér 1étezik, de ezek nem olyan szemléletesek, mint az el6z6 két példaban. Konnyen
ellenérizhetd, hogy pl. mindazon rendezett valds szam-n-esek, melyek els6 komponense 0-val egyenld, alteret
alkotnak R"-ben. Hasonléan, mindazon rendezett valds szam-n-esek, melyek komponenseinek 6sszege 0-val
egyenlo, szintén alteret alkotnak R"-ben. Nem alkotnak viszont alteret azon rendezett valds szam-n-esek,
melyek komponenseinek 6sszege adott, de 0-t6l kiilonb6zé szdm.

2-6. Példa: Tovabb altalanositva az el6z6eket, a valds sorozatok halmaza szintén valds vektortér a szokasos
Osszeadasra és skaldrral valo szorzasra nézve:

(xn) + (yn) = (xn + yn)

A (xn) == (Axy)
tetszéleges (z,),(yn) C R és A € R esetén.

Ennek a vektortérnek egy nemtrivialis altere pl. a korlatos valds sorozatok halmaza; tovabbi, még sziikebb
altérek pl. a (valés) konvergens sorozatok és a zérussorozatok halmaza. Nem altér viszont a monoton
sorozatok halmaza (két monoton sorozat dsszege, kiilonbsége nem feltétlen monoton), és nem altér azon
konvergens sorozatok halmaza, melyek egy adott, zérustél kiilonb6zé szamhoz tartanak.
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2-7. Példa: Még tovabbi altaldnositdssal mar a "hagyomdényos" (geometriai) vektorfogalomtol egészen tav-
oles6 vektorterekhez jutunk. Legyen [a,b] C R egy adott intervallum: akkor az dsszes, [a,b]-n értelmezett
valds fiiggvények halmaza vektorteret alkot a szokasos fliggvényosszeaddsra és szammal vald szorzdsra nézve.
Ennek egy fontos altere az [a,b]-n folytonos fiiggvények halmaza, melyet C[a,b]-vel jeloliink. Ennél szlikebb
alteret alkotnak a k-szor folytonosan differencidlhaté fiiggvények (k pozitiv egész): ezt C*[a,b]-vel jeldljiik.
Tovébbi (még szlikebb) altér az [a,b]-n értelmezett polinomok (azaz az x — ag + a1 + asz® + ... + aa”
alaku fiiggvények) Pla,b] halmaza. Ennek egy altere a legfeljebb k-adfoku polinomok Py[a,b] halmaza (k
nemnegativ egész): ugyanakkor a pontosan k-adfokd polinomok halmaza nem alkot alteret (két k-adfoku
polinom 0sszege alacsonyabb fokszamu is lehet).
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2.2. Linearis kombinacio, linearis fiiggetlenség

Elnevezés: Legyen X vektortér, x1,xs,....,xn € X tetszbleges vektorok, Ai,\o,...,Axy € R tetszbleges egylitthatok
(szamok), ahol N tetszéleges pozitiv egész. A \1x1 + Aoxs + ... + Ayzy € X vektort a fenti vektorok egy
linedris kombindcidjdnak nevezziik. Ha a linedris kombindcié mindegyik egyiitthatéja zérus, akkor azt trividlis
linearis kombindcionak, ha legaldbb egy egyiitthatd zérustdl kiilonbozik, akkor azt nemtrividlis linedris
kombinaciénak nevezziik.

A kovetkez6 allitas azon mulik, hogy linearis kombinaciék linearis kombinacidja nyilvanvaléan maga is linearis
kombindcié:

2-1. Allitds: Legyen X vektortér, A C X tetsz6leges részhalmaz. Akkor az A-beli vektorok Gsszes linedris
kombinacidéinak halmaza alteret alkot X-ben. Ezt az A halmaz linedris burkdnak vagy az A halmaz dltal
generdlt altérnek nevezziik és [ A]-val jeloljiik.

2-2. Kbvetkezmény: [A] a legsziikebb olyan altér, mely A-t tartalmazza. Valéban, minden A-t tartalmazé
altér tartalmazza az 6sszes A-beli vektorok linedris kombindcidjat is, azaz az [ A] altér Gsszes elemét.

2-8. Példa: (linearis burok R2-ben): Egyetlen (az orig6tdl kiilénbéz8) pont lineéris burka a pontot az origé-
val 6sszekoto egyenes. Két olyan pont linearis burka, amelyik az origéval nem esik egy egyenesbe, megegyezik
a teljes sikkal.

2-9. Példa: (linedris burok R®-ben): Az (1,0,0,0,0), (0,3,0,0,0) és (2,2,0,0,0) vektorok linedris burka az
{(2,9,0,0,0) € R® : 2,y € R}.
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3. dbra. Egypontt halmaz linedris burka a sikon

2-10. Példa: (linedris burok a polinomok terében): A 2, 2z és a —5x2 kifejezésekkel definidlt polinomok
linearis burka a legfeljebb masodfoku polinomok alterével egyezik.

2-3. Definicié: Legyen X vektortér. Azt mondjuk, hogy az x € X vektor linedrisan fiigg az x1,xa,...,xny € X
vektoroktol, ha el6all azok valamilyen linearis kombinaciéjaként. Azt mondjuk, hogy az X-beli vektorok
egy véges rendszere linedrisan 6sszefiiggd, ha van koztiik olyan vektor, mely linedrisan fiigg a tobbitdl, ill.
linedrisan fiiggetlen, ha koziiliik egyik vektor sem fligg linearisan a tobbitdl.

Nyilvdnvald, hogy a 0 zérusvektor minden vektortdl linedrisan fiigg.

A kovetkezd példak allitasai egyszer(i meggondoldsokkal adédnak:

2-11. Példa: (lineédris fiiggetlenség R2-ben): Két olyan pont helyvektora, mely az origéval egy egyenesbe
esik, linedrisan osszefiiggs, ellenkezd esetben linedrisan fiiggetlen. Harom vektor R2-ben mindig linedrisan
Osszefiiggo.
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4. dbra. Két sikvektor linedris fiiggetlensége ill. 6sszefliggdsége

2-12. Példa: (lineéris fiiggetlenség R*-ben): A (0,1,0,0) és a (0,0,0,3) vektorok lineérisan fiiggetlenek.
Ugyanakkor a (4,5,6,0), (1,1,3,0), és a (2,3,0,0) vektorok linedrisan osszefliggék, mert (4,5,6,0) = 2 -
(1717370) + (2?37070)'

2-13. Példa: (linedris fiiggetlenség a polinomok terében): Az 23+ 22° 6todfokd polinom nem fiigg linedrisan
masodfokd polinomok semmilyen rendszerétél.Az 1 + z, z + x2, —1 + 22 polinomok linedrisan 6sszefiigg8k,
deaz 1+, x + 22, —1 + 22 polinomok mdr linedrisan fiiggetlenek.

Latni kell azonban, hogy bonyolultabb esetekben a linedris fliggetlenség és Osszefliggdség ellenérzése nagyon
faradsagos lehet. Ezt egyszertsiti le a kovetkezd tétel, mely szerint elég a zérusvektort megprébalni eléallitani
a szébanforgé vektorok linedris kombindcidjaként:

2-3. Tétel: Legyen X vektortér. Az x1,zs,...,.xy € X vektorok pontosan akkor linearisan Osszefiiggdk, ha
létezik olyan nemtrividlis linedris kombinaciéjuk, mely a zérusvektorral egyenld. Masszdval, a fenti vektorok
pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek, ha csak a trividlis linedris kombinacidjuk egyenl6 a zérusvektorral,
azaz \1x1 + Aexs + ... + Ayxy = 0 csak ugy lehetséges, ha A\ = Ao = ... = Ay = 0.
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Bizonyités:
Legyenek az x1,z,...,xy € X vektorok linearisan 0sszefliggdk: az dltaldanossag csorbitasa nélkiil feltehetd,
hogy épp x; fejezhetd ki a tobbi linearis kombinacidjaként: z1 = Ao + ... + Ayxn. Ekkor a zérusvektor el6all
x1,T2,...,xy nemtrivialis linedris kombinacidjaként, hiszen x1 — A\oxy — ... — Ayxny = 0. Megforditva, tegyiik fel,
hogy A\ix1 + Aexs + ... + Ayxy = 0 egy nemtrividlis linedris kombinaci6. Akkor valamelyik \; biztosan nem
zérus, feltehetd, hogy épp A1 # 0. Akkor 1 kifejezhet6 a tobbi vektor linearis kombindcidjaként, mert

A
Ir = —ﬁxg — . — %a}]\[. O

A tétel értelmében tehdt az x1,z9,...,xy € X vektorok linearis fiiggetlenségének eldontése esetén elegendé a
A1,Ae,..., Ay egylitthatokra felirt A\yz1 + Aoxs + ... + Ayzny = 0 egyenletet vizsgalni. Ha talalunk olyan
megoldast is, hogy valamelyik egyiitthat6 zérustol kiilonbozik, akkor a szobanforgé vektorok linearisan
Osszefiiggdk, ha ilyen nincs, akkor linedrisan fliggetlenek. Ily médon a linedris fiiggetlenség kérdését egy
specidlis egyenlet megoldhatésaganak problémajara vezettiik vissza: ilyen problémakkal a kovetkezd
fejezetben részletesen is foglalkozunk.



1. lecke, 12. oldal
2.3. Vektorterek bazisa, dimenzidja

2-4. Definicié: Legyen X vektortér. Az A C X részhalmazt az X vektortér egy bdzisdnak nevezziik, ha
linedrisan fiiggetlen, és az egész teret generdlja, azaz [A] = X. A bazis szdmossagat az X vektortér dimenz-
idjdnak nevezziik. Megéllapodunk abban, hogy a trividlis {0} alteret 0-dimenziésnak nevezziik.

Egyaltalan nem nyilvanvalé, hogy ilyen halmaz 1étezik. A kovetkezd, igen mély tétel azonban pozitivan
valaszol erre:

2-4. Tétel: Minden, a trividlis {0}-tdl kiilonbozé vektortérnek l1étezik bazisa. Egy adott vektortér minden
bazisa azonos szamossagu, azaz a dimenzid egyértelmilien meghatarozott.

A tételbdl nyomban adddik, hogy véges, pl. n-dimenzids vektortérben barmely N > n szdmu vektor linedrisan
Osszefliggd. Ellenkez6 esetben ui. volna egy N-dimenzids altere, igy az egész tér dimenzidja is legalabb N
volna.

2-14. Példa: R egydimenzids, barmely nemnulla szdm mint egyelem(i halmaz, bazist alkot. C mint valés
vektortér, kétdimenzids. Egy bazisa pl: {1,:}. Egy masik bazisa: {1 +i,1 — i}

2-15. Példa: R? kétdimenzids, egy bazisa pl. {(1,0),(0,1)} (standard bdzis. Altaldban, barmely két pont,
mely az origéval nem esik egy egyenesbe, bazist alkot a sikon.

2-16. Példa: R" n-dimenzids, egy bazisa pl. a (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,...,0,1) vektorrendszer (ezt
standard bdzisnak nevezzik).
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5. &bra. A sik standard bazisa

2-17. Példa: A polinomok tere végtelen dimenzids. A legfeljebb k-adfoku polinomok altere (k+1)-dimenzids,
egy bazisat az 1,z,22,...,.2* alappolinomok alkotjék.
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Vektorok skalaris szorzata
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2.4. Skalaris szorzat és norma R™-ben

2-5. Definicié: Az z := (x1,29,...,x,) € R", y := (y1,¥2,..,yn) € R™ vektorok skaldris szorzatdnak a
kovetkezé szamot nevezziik:

n
(zy) = Zxkyk = T1Y1 + 2T2Y2 + ... + TpYn
k=1

2-6. Definicié: Az x € R" vektor normdja vagy abszolut értéke:

||z[] == v/ (z,2) =

2-7. Definicié: Az x,y € R" vektorok tdvolsdgdnak pedig az ||x — y|| szdmot nevezziik.

Kovetkezésképp ||x|| az = vektor tdvolsdga a 0 zérusvektortol.

Ezekkel a fogalmakkal a mdr ismert Cauchy-egyenl6tlenség az aldbbi tomor alakba irhato:
(@) < ][ - [yl

A skaléris szorzatnak és a normanak sikbeli vektorok esetén szemléletes jelentése van. Legyenek
r = (21,22), ¥ = (y1,42) € R? tetszleges vektorok. Kifejezve a vektorok koordinatait a vektorok hosszéval és
irdnyszogével:
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V1,¥2)
R 7

(xq,x2)

|l

6. abra. A norma és a skalaris szorzat szemléltetése a sikon

x1 =rcost, xo =rsint, y; = RcosT, yo = RsinT,
a két vektor skalaris szorzatara a kovetkezo kifejezés adodik:
(x,y) = RrcosT cost + RrsinT'sint =
— Rreos(T — ) = |[z|| - |lyl| - cos &,

ahol ¢ a két vektor altal bezart szog.

Az alabbiakban 6sszefoglaljuk a skaldris szorzat alapvetd tulajdonsagait. Ezek a definiciébdl azonnal adédnak,
és azt mutatjak, hogy a skaldris szorzattal a kozonséges szorzadshoz hasonlé médon szamolhatunk:

2-5. Allitas: Tetszéleges z,y,z € R vektorok és A € R esetén:
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A norma legfontosabb tulajdonsagai pedig a kovetkezdk:

2-6. Allitas: Tetszéleges z,y € R vektorok és A € R esetén:
||z|| > 0, és ||z|| = 0 pontosan akkor teljesiil, ha x = 0

|| Az]] = [A] - []]]

|z + yl| < ||z]| + |ly|| (hdromszdg-egyenlitlenség)

Ezek koziil csak a haromszog-egyenl6tlenség nem nyilvanvald. Haszndlva a skaldris szorzat el6z6ekben
Osszefoglalt azonossagait:

|z 4yl = (& +yx +y) = (w.2) + (zy) + (y.2) + (yy) =

= ||z[[* + 2{zy) + Iyl
A jobb oldal a Cauchy-egyenlé6tlenséggel becsiilhet6 feliilrdl, innen:

[l +yl1? < el + 2fJ]] - Hyll + [y,
ahonnan a haromszog-egyenlétlenség mar adodik.
Erdemes kiilon is megjegyezni a fenti meggondoldsban levezetett azonossagot:
2-7. Allitas: Tetszéleges x,y € R vektorok esetén:
2 2 2
|z +yll” = l2[I” + 2(z9) + llyll°,
melyhez teljesen hasonléan adédik az is, hogy:

le = yll* = ll=|* — 2(z.) + [yl
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Megjegyzés: Ez utébbi azonossdg sikbeli vektorok esetén a jol ismert koszinusztételt adja (1d. a 2. 4brét).
Az &bra jeloléseivel, a hdromszog a.b ill. ¢ oldaldnak hossza ||z||,||y|| ill. ||z — y||. Mivel pedig (z,y) =
l|z|| - |lyl|| - cos @, azért innen:

2 = a® — 2abcos ) + b2

a = |kl ¢ =le—1

b = |vll

7. abra. Jelolések a koszinusztételhez

A késobbiekben ttlnyomorészt a skalaris szorzatnak és a normanak nem a definiciéjat hasznéljuk, hanem az
el6z6 allitasokban Osszefoglalt tulajdonsagokat. Ilyen tulajdonsagu (.,.) és ||.|| fliggvények bevezetése mds
vektorterekben is lehetséges. gy pl. lattuk, hogy az [a,b] korldtos és zart intervallumon folytonos fiiggvények
C'la,b] halmaza vektortér a szokdsos fiiggvénym{iveletekre nézve: itt az (f,g) := fab fg eloirassal skalaris
szorzatot definidlunk, mely rendelkezik a 2-5. Allitdsban Gsszefoglalt tulajdonsdgokkal. gy jutunk az euklideszi
terek fogalmdhoz (skaldris szorzattal elldtott vektorterek). Egy euklideszi térben az ||z|| := \/(z,x) definiciéval
mindig lehet normét definidlni, mely rendelkezik a 2-6. Allitisban 6sszefoglalt tulajdonsdgokkal. Azonban
normat egyéb médon is lehet bevezetni, skaldris szorzat nélkiil. Igy pl. az emlitett C[a,b] fiiggvénytérben az

|| f|| == max{|f(x)| : € [a,b]} elbirds is konnyen ellendérizhetéen normét ad, melyrél viszont megmutathatd,
hogy nem szdrmaztathaté semmilyen skaldris szorzatbol. A normdval ellatott vektortereket normdlt tereknek
nevezziik. Az euklideszi és normalt terek tanulmdnyozdsa meghaladja a jegyzet kereteit: a tovabbiakban e
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terek koziil egyediil a véges dimenziés R terekkel foglalkozunk.
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2.5. Ortogonalitas, ortogonalis vetiilet

2-8. Definicié: Azt mondjuk, hogy az x,y € R", vektorok merdlegesek vagy ortogondlisak, ha (x,y) = 0. Ezt
a tényt igy jeloljik: = L y.

Az ortogonalitds a geometriai merdlegességfogalom altaldnositdsa, mert sik- ill. térbeli vektorok esetén az
el6z6 szakasz szerint két nemzérus vektor skaldris szorzata pontosan akkor zérus, ha az altaluk bezart szog
koszinusza 0, azaz, ha a két vektor meréleges.

Nyilvanvald, hogy egyediil a zérusvektor ortogonalis sajat magara, mert egy vektor 6nmagdaval vett skaldris
szorzata megegyezik sajat normajanak négyzetével.

A 2-7. Allitas azonnali kovetkezményeképp:

2-8. Allitas: (Pitagorasz tétele): Tetszbleges z,y € R", x L y vektorok esetén:

[l +yl? = ||z + llylI*

Az allitas konnyen altalanosithaté ketténél tobb vektorra:

2-9. Kovetkezmény: Tetszéleges x1,x9,...,.x,m € R™, (m < n) paronként ortogonalis vektor esetén:

m m
1Dzl =)l
j=1 j=1
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Bizonyités:
Valéban,
m m m
1D zll?= Qg y aw) =
j=1 7j=1 k=1
m m m
=2 D (wpan) = ) (owaw) Z el
j=1k=1 k=1
O

Az ortogonadlis vektoroknak — csaktigy mint a sik- ill. a térvektorok esetében — kitiintetett szerepiik van. A
kovetkezd allitdsokban ezeket foglaljuk 6ssze.

2-10. Allitds: Minden z1,z5,..., 2, € R™ (m < n) paronként ortogondlis nemzérus vektorokbdl allé vektor-
rendszer linedrisan fiiggetlen.

Bizonyités:

Haui. 72, \jz; = 0, akkor ezen egyenléség mindkét oldaldt x4-val skalérisan szorozva és a pdronkénti
ortogonalitést felhasznélva kapjuk, hogy \||zx||? = 0, ahonnan )\, = 0, k = 1,2,...,m-re. Tehdt x1,72,...,Zm,
valoban linedrisan fiiggetlenek. [

2-11. Allitas: Ha egy = € R" vektor ortogondlis egy e,ea,....e;, € R generatorrendszer minden elemére,
akkor sziikségképp x = 0
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Bizonyités:

Ha ui. x = Z?:l Aje;, alakt, akkor az egyenléség mindkét oldaldt skaldrisan szorozva x-szel, kapjuk, hogy
||z||*> = 0, azaz = 0.

Hasznalva a skaldris szorzatnak a 2-5. Allitasban ésszefoglalt tulajdonsagait, nyomban adédik, hogy:

2-12. Allitas: Egy tetsz6leges M C X halmaz 6sszes elemére ortogonalis vektorok alteret alkotnak X -ben.

e

Ezt az alteret M halmaz ortogondlis kiegészité alterének nevezziik, és az M~ szimbélummal jeléljiik.

Ezzel a fogalommal a 2-11. Allitas réviden tigy fogalmazhaté meg, hogy egy tetszéleges e1,es,...,em € R”
generatorrendszer ortogondlis kiegészitd altere a trividlis {0} altér.

2-9. Definicio: Az ey,es,...,e, € R" bdzist ortogondlis bdzisnak nevezziik, ha e;, L e; minden k # j esetén.
Az ortogonadlis bazist ortonormdltnak nevezziik, ha még ||ex|| = 1 is teljesiil minden k& = 1,2,...,n-re.

Nyilvanvald, hogy pl. a standard bdzis egytttal ortonormalt bazis is R"-ben.

2-13. Tétel: Barmely {0} # Xy C R" altérnek van ortonormadlt bézisa.

Bizonyitas:

Legyen e; € X egy tetszbleges, 1 normaju vektor. Ezekutan valasszunk egy 1 normaju e, vektort az

{e1}+ N X altérbél, majd egy 1 norméju es vektort az {ey,es} N X altérbél, és igy tovabb. Ily médon
paronként ortogonadlis, ezért linedrisan fiiggetlen X-beli vektorok rendszeréhez jutunk. Az eljaras véget ér, ha
az {e1,e2,...e;y } N Xo altér mér nem tartalmaz 1 normdju vektort, azaz a trividlis 0 altérrel egyenld. Ekkor
{e1,e9,...en, } generdlja is az X, alteret. Valéban, ha valamely = € X vektor nem lenne el6allithaté eq,...,e,,



2. lecke, 9. oldal
linedris kombindaci6jaként, akkor az x — > s {z,e;)e; vektor egy nemzérus eleme lenne az {ey,e2,...€,, }+ N Xo
altérnek, mivel mindegyik e;-ra ortogonalis (k = 1,2,...,m):

m m
- Z(m,ej>ej,ek> (x,ek) Z (z,e5)(€ej.e)
j=1 J=1

= <x¢6k> - <x¢6k> =0

Tehdat {ej,e9,...e,, } egy generdtorrendszer Xy-ban, és mivel padronként ortogondlis, azért linedrisan fiiggetlen
is, azaz bazist alkot Xy-ban. A konstrukcié miatt pedig e bazis elemei mind 1 normajuak, tehat a bazis
ortonormalt. [J

Az ortonormalt bazisok kitiintetett szerepét vilagitja meg a kovetkez6 példa. Legyen eq,ea,...,,, € R™ egy
tetszéleges (nem feltétlen ortogondlis) bazis, és x € R" tetsz6leges vektor. Ha x-et el akarjuk 4llitani az
e1,e9,...,e, bazisvektorok linedris kombinacidjaként:

= Aer + does + ... + Apep,

akkor ez a \y,...,\,, egytitthatdkra egy n-ismeretlenes algebrai egyenletrendszer megolddsat jelenti. A helyzet
lényegesen egyszer(isodik, ha az ey ,es,...,e, bazis ortonormalt. Ekkor ui. érvényes a kovetkez6 tétel:

2-14. Tétel: Legyen ey,es,...,e, € R™ egy ortonormalt bazis, és x € R tetszbleges vektor, akkor:

n

T = Z(m,ej>ej

f=1
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Bizonyités:

n

Jelolje y a jobb oldali vektort: y := > 7,

indexre:

(x,ej)e;. Meg kell mutatnunk, hogy = = y. Tetszbleges k = 1,2,....n

n

(x —y.er) = (v,ex) — Z<xv€j><€j7€k> =

j=1
= (z,ex) — (z,ex) - (ex,ex) =0,

Tehdat az x — y vektor ortogondlis az ey ,es,...,e,, bdzis minden elemére, ezért sziikkségképp = — y = 0 (2-10.
Allitas). O

Kovetkezésképp az egylitthatdk egyenletmegoldas nélkiil, egy-egy skaldris szorzat kiszamitdsaval adédnak.
A fenti el6allitds lehetévé teszi az elemi geometridbdl jol ismert merdleges vetiilet fogalméanak altalanositasat:

2-15. Tétel: Legyen X, C R" egy tetszlleges altér. Akkor minden x € R™ vektor egyértelmtien el6all

T = x0 + mé' alakban, ahol zy € Xg és mé‘ € Xg. Ezt az z vektort az x vektornak az X, altérre vett

ortogondlis vetiiletének nevezziik.

Bizonyités:
Legyen eq,es,...,e,, egy ortonormalt bazis Xy-ban (ilyen van, 1d. a 2-13. Tételt), és jelolje:

m

T 1= Z(m,ej>ej

j=1
Akkor az z := z — z valéban ortogondlis Xy-ra, mert mindegyik e;, bdzisvektorra ortogonalis:
m
(@ —zo,er) = (x— Y (we5)ejex) =

J=1
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= <3§‘,€k> - Z(xaej><€jvek> = <$7ek> - <$7ek> = 0’

Jj=1

amivel a kivént el6dllitas 1étezését igazoltuk. Mdr csak az egyértelmiiséget kell beldtni. Ha z = g + x7 és
. 1 1.z / (o 11 1 : _ — (L L

x = yo + yg két olyan felbontds, hogy z¢,y0 € Xo és zy,y5 € Xg, akkor innen zg — yo = — (25 — yg°)

kovetkezik. Amde a bal oldali vektor Xy-beli, mig a jobb oldali X;--beli, azaz egymdsra ortogondlisak. Ezért

csak tigy lehetnek egyenlék, ha mindketten a 0 zérusvektorral egyenlék, azaz xo = yo és 25 = yg . Tehat a

tételben szerepld ortogonalis felbontds valéban egyértelma. [

Specidlisan, ha X egydimenzids, és egy 0 # e € R™ vektor generdlja, akkor a tételbdl adédik, hogy egy

tetszéleges = € R" vektor e irdnyu ortogonalis vetiilete az <|ch|6|>26 vektor (ui. a ﬁ vektor normaja épp 1).

A tétel mésik kévetkezménye, hogy tetszéleges Xy C R™ altér esetén X és az X alterek dimenzidinak
osszege éppen n. Valéban, vegyiink fel mindkét altérben egy e1,....,e, € Xo ill. fi,...,fx € X5~ ortonormalt
bazist, akkor Xy m-dimenzids, és XOL k-dimenzids. Ezek egyesitése, azaz az eq,...,em, f1,---,fx vektorrendszer
tovabbra is paronként ortogonalis (ezért linedrisan fiiggetlen) vektorokbdl 4all, tovabba a 2-15. Tétel
értelmében generdljdk is az R teret, igy bazist alkotnak R"-ben. Ezért e bazis elemszama épp n, tehat
valéban, n = m + k.

Végezetiil megmutatjuk, hogy az ortogondlis vetiilet rendelkezik egyfajta minimumtulajdonsaggal, mely a két-
és haromdimenzids terekben az elemi geometridbdl mdr jél ismert:

2-16. Tetel: Legyen Xy C R" egy tetszéleges altér, x € R" pedig egy tetszbleges vektor. Jeldlje =y az =
vektor Xy-ra vett ortogonalis vetiiletét. Akkor o az x vektorhoz legkozelebb es6 X -beli vektor, azaz minden
y € Xo esetén ||z — xo|| < ||z — y||.

Bizonyitas:

Tetszbleges y € X esetén nyilvadn = — y = (xg — y) + (x — z¢). Az elsé zardjeles tag X-beli, mig a mdsodik a
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2-15. Tétel értelmében X -beli. A Pitagorasz-tétel miatt ezért ||z — y||? = ||zo — y|* + ||z — x0||>. A jobb oldal
akkor minimalis, ha y = z(, innen az allitas adddik. [
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Ellenorzo kérdések és feladatok



3. lecke, 1. oldal
2.6. Ellen6rz6 kérdések

Begin Quiz Kattintson a Start-ra, a kviz kitoltése utan pedig a Stop-ra.
1. Az egyik halmaz NEM alkot alteret a valds sorozatok vektorterében. Melyik?

a konvergens sorozatok halmaza
a korlatos sorozatok halmaza
a monoton sorozatok halmaza

a Cauchy-sorozatok halmaza
2. Az egyik halmaz alteret a valés fiiggvények vektorterében. Melyik?

a pozitiv fiiggvények halmaza
a 0 helyen az 1 értéket felvevé fiiggvények halmaza
a monoton novo fiiggvények halmaza

az 1 helyen a 0 értéket felvevé fiiggvények halmaza
3. Egy vektortér x,z9,...,xy vektorai linedrisan 0sszefiiggdk, ha

csak a trividlis linedris kombinacidjuk egyenl6 a zérusvektorral
van olyan nemtrividlis linedris kombindcidjuk, ami kiillonbozik a zérusvektortdl
minden nemtrividlis linedris kombindcidjuk kiilonbozik a zérusvektortdl

egyikiik kifejezhet6 a tobbi linedris kombinacidjaként



4.Az 1,1 + z, 2* polinomok

linedrisan fiiggetlenek, és négydimenziods alteret generdlnak
linedrisan 6sszefiiggdk és négydimenzios alteret generalnak
linedrisan fiiggetlenek, és hdromdimenzios alteret generdlnak
linedrisan 6sszefiiggdk és haromdimenzios alteret generdlnak

5. A legfeljebb 10-edfoku, valés egyiitthatds polinomok vektorterének dimenzidja

10

9

11

nem létezik, mert e polinomok nem alkotnak vektorteret

6. Melyik 4llitds NEM igaz? A 4, 3z, 1 — 2z polinomok

linedrisan 6sszefiiggok

linedris burka kétdimenzids altér

nem alkotnak bézist a generalt altérben

csak a trividlis linearis kombindcidjuk azonosan zérus

7. A polinomok vektorterében a —2, 1 — 2x, 1 + 2z, —6x polinomok linearis burka

egydimenzids kétdimenzids haromdimenzids

3. lecke, 2. oldal

négydimenzids
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8. Ha egy vektortér 5-dimenzios, akkor

minden bazisa pontosan 5 db vektorbol all

van olyan bdzisa, mely 5-nél kevesebb vektorbdl all
minden altere is 5-dimenzids

barmely 5 db linedrisan 6sszefliggd vektora bazist alkot

9. Az R3 vektortérben az (1,0, 1), (1,0, — 1), (1,0, 0) vektorok

bazist alkotnak

linedrisan 6sszefiiggok, és kétdimenzids alteret generalnak
linedrisan fiiggetlenek, és haromdimenzios alteret generdlnak
linedrisan 6sszefiiggok, és haromdimenzids alteret generalnak

10. Az R? vektortérben az (1,1,1), (2,2,2), (0,0, 0) pontok

linedrisan fiiggetlenek, de nem alkotnak bazist
linedrisan 6sszefiiggdk, és nem alkotnak bazist
linedrisan fiiggetlenek, és bazist alkotnak
linedrisan 6sszefiiggok, és bazist alkotnak

End Quiz
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2.7. Feladatok

2-1. Feladat: Vektorteret alkotnak-e a szokasos fiiggénymitiveletekre nézve az aldbbi R — R tipusu fiigg-
vények?

(a) a korlatos fiiggvények
(b) a monoton fiiggvények
(¢) a2w-periodikus fiiggvények

(d) atrigonometrikus polinomok, azaz az x — ag + aj cos x + as cos 2x + ... + a,, cos nx + by sin x + by sin 2z +
... + by sin nx alaku figgvények (ao,...,an,b1,....b, € R, n € N)

(e) azon folytonos fiiggvények, melyek egy adott x( helyen zérus értéket vesznek fel

(f) anemnegativ fliggvények

Megoldas: itt

2-2. Feladat: A valds sorozatok vektorterében alteret alkotnak-e az alabbi sorozatok?
(a) a feliilrdl korlatos sorozatok

(b) az alulrdl korlatos sorozatok

(¢) a Cauchy-sorozatok

(d) a +oo-be vagy a —oo-be tartd sorozatok

Megoldas: itt
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2-3. Feladat: Igazoljuk, hogy a geometriai tér semmilyen korlatos részhalmaza nem lehet altér (az origd
mint egy pontbdl all¢ trividlis altér kivételével).

Megoldas: itt

2-4. Feladat: Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi formuldakkal megadott fliggvények?

(@) 224323 —1,22%2+6,
(b) e, shz,chz, 1, e 2

(0) log(l+e€"), z, 1, log e;j'll

Megoldas: itt

2-5. Feladat: Allitsuk el6 az = — sin® z fiiggvényt sin z, sin 2z és sin 3z linearis kombindciéjaként.

Megoldas: itt

2-6. Feladat: Linedrisan fiiggetlenek-e az a := (1, — 2,0,5), b := (1,3, — 1,0), ¢ := (1, - 1,1, — 1), d :=
(0,7,1, — 17) R*-beli vektorok? Ha igen, bizonyitsuk ezt be. Ha nem, allitsuk el valamelyiket a tébbi linearis
kombinacidjaként.

Megoldas: itt



3. lecke, 6. oldal

2-7. Feladat: Hatdrozzuk meg adott n € N mellett a trigonometrikus polinomok, azaz az  — ag+aj cos x+
a9 €08 2« + ... + a, cosnx + by sinx + be sin 2x + ... + by, sin nx alaka fliggvények alkotta vektortér dimenzidjat,
és egy bazisat.

Megoldas: itt

2-8. Feladat: Tekintsilk R"-nek (n > 2) azon vektorok alkotta alterét, melyek ortogondlisak az (1, —
1,0,0,...,0), (-1,2,0,0,...,0), (1,1,0,0,...,0) vektorok mindegyikére. Hatdrozzuk meg ennek az altérnek a di-
menziojat.

Megoldas: itt

2-9. Feladat: Hatdrozzuk meg az a := (1, — 1,1, — 1,1, — 1,...) € R" vektornak az e¢ := (1,1,1,....,1) € R"
irdnyu ortogonadlis vetiiletét.

Megoldas: itt

2-10. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha =,y € R™ egyenl6 hossztsagu vektorok, akkor x + y és x — y
sziikségképp ortogondlisak.

Megoldas: itt



3. lecke, 7. oldal
2-11. Feladat: Igazoljuk, hogy tetszbleges = = (x1,z2,...,x,) € R" vektor esetén:

n
D ap < Vn-|xll.
k=1
Megoldas: itt

2-12. Feladat: Allitsuk el6 a Q(z) := 22248+ 13 polinomot a P (z) := 224z, Py(x) :== 3z —1, P3(x) :=5
polinomok linearis kombinacidjaként.

Megoldas: itt

2-13. Feladat: Vizsgdljuk meg,hogy az a; := (1,3,2) , az := (2,1,5) és az ag := (8, — 1,21) R3-beli
vektorok linearisan Osszefliggdk-e vagy sem. Ha linedrisan Osszefiiggdk, akkor irjuk fel az egyik vektort a
masik kett6 linearis kombinacidjaként.

Megoldas: itt

2-14. Feladat: Benne van-e a b := (4,7,9) vektor az a; := (1,3,2) és az az := (2,1,5) vektorok &ltal
generalt altérben?

Megoldas: itt



3. lecke, 8. oldal
2-1 Megoldas:

(a) igen
(b) nem (két monoton fiiggvény 6sszege nem feltétlen monoton)
(c) igen
(d) igen
(e) igen

(f) nem (két nemnegativ fiiggvény kiilonbsége nem feltétlen nemnegativ)



3. lecke, 9. oldal
2-2 Megoldas:

(a) nem (egy feliilrdl korlétos, de alulrél nem korldtos sorozat (—1)-szerese feliilr6] nem korlatos)
(b) nem (egy alulrdl korlétos, de feliilr6l nem korlatos sorozat (—1)-szerese alulrél nem korlatos)
(c) igen

(d) nem (pl. két (+o0)-be tart6 sorozat kiilonbsége nem feltétlen tart sem (+o00)-be, sem (—oo)-be. Példa:
an :=n+5, b, :=n+ 1, akkor a,, — 400, b, = +o0, de a,, — b, — 4)



3. lecke, 10. oldal
2-3 Megoldas:

Ha A C R? korldtos, akkor befoglalhaté egy origd kozepti, elég nagy R sugaru gombbe. Ha pedig x € A, x # 0
tetszoOleges, akkor « - x biztosan nincs A-ban, ha o > %, igy A nem lehet altér.



3. lecke, 11. oldal
2-4 Megoldas:

(a) igen
(b) nem (e” kifejezheto sh x és ch x linedris kombinaciéjaként)

() nem (az utolsé kifejezés — egyszerisités utdn — (—1 - z)-szel egyenld)



3. lecke, 12. oldal
2-5 Megoldas:

9 . 1 — cos2x
r=sing—— =

2

3

sin”x = sinx - sin

1 . 1.
= —sinz — —sinx cos2x =
2 2

1 1
=3 sinx — 1 (sin3z +sin(—z)) =

1
ST 4 Sl O

4

ahol felhasznaltuk a sin cvcos 3 = $(sin(a + 8) + sin(a — B)) azonossédgot. Tehat:

3 1
sin®x = Zsinw+0-sin2az — Zsin&r



3. lecke, 13. oldal
2-6 Megoldas:
Az ilyen tipusu feladatok altaldban gy oldhaték meg, hogy megprobaljuk el6allitani a zérusvektort a széban
forgd vektorok linedris kombindcidjaként. Ez a linedris kombinacio egyiitthatdira egy homogén linedris
egyenletrendszert jelent, a kérdés pedig az, hogy van-e ennek nemtrivialis megolddsa: ha igen, a vektorok
linearisan 6sszefliggok, ha nincs, akkor pedig fiiggetlenek.
Jelen feladat egyszertibben is kezelhetd: vegyiik észre, hogy b —a = (0,5,— 1, —5) ésc —a = (0,1,1, — 6). Ez
utdbbi kétszeresét az el6bbihez adva épp a d vektort kapjuk: d =2-(c —a) + b —a = —3a+ b+ 2c. Tehat a
vektorok linedrisan Osszefiiggok.



3. lecke, 14. oldal
2-7 Megoldas:
Az 1, cosz, cos2x, ..., cosnz, sinx, sin2x, ..., sinnx Kifejezésekkel értelmezett fiiggvények rendszere nyilvan
generdlja a trigonometrikus polinomokat. Linedris fliggetlenségiik a kovetkez6képp lathatd: ha

ag + a1 cosx + as cos 2x + ... + ay, cos nxr+

+bysinz + by sin 2z + ... + b, sinnx = 0,

akkor ezt az egyenléséget cos kz-szel szorozva és a (0,27) intervallumon integrdlva a bal oldalon a ay, cos kx
tag kivételével minden tag eltinik, innen sziikségképp a; = 0, és hasonldan, sin jx-szel szorozva és a (0,2)
intervallumon integrdlva a bal oldalon a b, sin jx tag kivételével minden tag eltiinik, innen sziikségképp b; = 0
(k=0,1,...,n, j = 1,2,....,n). Tehdt a fenti fliggvényrendszer bdzis, igy a széban forgé tér dimenzidja (2n + 1).



3. lecke, 15. oldal
2-8 Megoldas:
Az elsé két vektor linedrisan fiiggetlen, de a harmadik mér linedrisan fiigg az elsé kett6tél. Igy e harom vektor

egy kétdimengzios alteret generdl R™-ben. A szébanforgé altér ennek ortogonalis kiegészit6 altere, igy
(n — 2)-dimenzids.



3. lecke, 16. oldal
2-9 Megoldas:

ha n paros
Lle han pératl
nS paratian

(ae) 1-1+1-1+1. 0
aez e = e = B
|lef|? 12412+ .. +12



3. lecke, 17. oldal
2-10 Megoldas:

A skaléris szorzat tulajdonsagait haszndlva:

(@ +ya —y) = (2) + {y2) = () = () =l = ylP* =0,

azaz (r+y) L (x —y).



3. lecke, 18. oldal
2-11 Megoldas:

Jelolje e := (1,1,...,1) € R™. A Cauchy-egyenl6tlenséget hasznalva:

Y a = (ze) < |lal| - [lell = Va- |||

k=1



3. lecke, 19. oldal
2-12 Megoldas: Hatdrozzuk meg, hogy milyen a,b,c € R szamok esetén teljesiil, hogy

aPy(z) + bPy(z) + cP3(z) = Q(x)

azaz
a(x? + ) + b3z — 1) + 5¢ = 22 + 8z + 13

Rendezziik a baloldali polinomot.
az® 4+ (3b+a)z — b+ 5c = 222 + 8z + 13
Két polinom megegyezik, ha az azonos fokszamu kifejezések egyiitthatdi rendre megegyeznek, azaz
a=2,

és
—b+5c=13 = c=3

Tehat
2P (z) + 2Py(z) + 3P3(z) = Q(x)



3. lecke, 20. oldal
2-13 Megoldas:

Meg kell nézni, hogy milyen x1, 25 és x3 valos szamok esetén teljesiil az alabbi egyenl6ség:

zr1a1 + roaz + xzagz =0

A konkrét adatokkal:
Zy - (1,3,2)+$2 : (2,1,5)+$3 : (87 - 1721) =0

frjuk fel a koordinatakra vonatkozé egyenl8ségeket:

r1 + 2x9 + 8rz3 = 0
3r1 + Tro — 3 = 0
2x1 4+ S5x9 + 21z = 0

Oldjuk meg az egyenletrendszert. Kiiszoboljiik ki a méasodik és harmadik egyenletb6l z4-t.

1. 1épés: Az els6 egyenlet (—3)-szorosat adjuk hozza a masodik egyenlethez.

2. 1épés: Az els6 egyenlet (—2)-szeresét adjuk hozza a harmadik egyenlethez.

Az 1j egyenletrendszer:

r1 + 2x2 + 8xrz = 0
— 5.2?2 — 25:6‘3 = 0
zo + Sxz3 = 0

Vegylik észre, hogy a harmadik egyenlet (—5)-szordse a masodik egyenlet, nem hordoz 4j 0sszefiiggést az
ismeretlenekre vonatkozdan. Azaz csak két egyenletiink van.

r1 + 2x9 + 8x3 = 0
xo + dxz = 0



A masodik egyenletbdl fejezziik ki példaul xs-t az x3-mal:
To = —bx3
Ezt helyettesitsiik vissza az els6 egyenletbe:
1+ 2(—5x3) +8x3 =0

T = 2:L’3

Az egyenletrendszer megoldasa:
r1 = 273 T9 = —Hx3 és w3 tetszOleges valds szam
Végtelen sok megoldast talaltunk, ebbdl valasszunk ki egyet. Példaul legyen x3 := 1. Ekkor

.7}1:2 1‘2:—5

3. lecke, 21. oldal

Tehat vektoregyenletnek 1étezik a trivialistol eltéré megoldasa, azaz a harom vektor linearisan 6sszefliggo.

A koztiik 1év6 kapcsolat:
2a; —baz +azg =0

Fejezziik ki példdul ag vektort:
ag = —2aj + Sas



3. lecke, 22. oldal
2-14 Megoldas:

Akkor lesz b vektor az a; és ap vektorok altal generdlt altérben ha b el6allithaté a masik két vektor linearis
kombinacidjaként:
r1a1 +z0a3 = b
A konkrét adatokkal:
X1 - (1a3a 2) + x2 - (2a ]-a 5) = (47 77 9)

Ez a vektoregyenlet a koordindtakra vonatkozd, alabbi egyenletrendszerrel egyenértékii:

r1 + 2x9 = 4
3r17 + x99 = T
2x1 4+ bx9s = 9

Kiiszoboljiik ki z; ismeretlent az utolsé két egyenletbdl.

r1 + 2x9 = 4
— 5562 = -5
ro = 1

Az utolsé két egyenlet szerint x5 = 1.
Az els6 egyenletbe behelyettesitve z; = 2 adddik.

Tehat b vektor el6allithat6é a masik két vektor linedris kombinaci6jaként,
2a; +ag = b,

igy b benne van az a; és ay vektorok altal generalt altérben.



4. lecke

Sik- és térvektorok, egyenesek



4. lecke, 1. oldal
3. Vektorgeometria

Az el6z6 fejezetben bevezetett fogalmakat €s tételeket most specidlisan a két- és haromdimenzids térben
alkalmazzuk. Emlékeztetiink ra, hogy a haromdimenziés geometriai térben a nemtrividlis alterek az origéra
illeszkedd egyenesek és sikok, igy a linearis algebra a geometriai térben az egyenesek és sikok kényelmes
leirasat teszi lehet6vé.

Ebben a fejezetben — torténeti okokbdl — az R? és R? vektortér elemeit pontoknak fogjuk nevezni, mig "vektor"
alatt az origdbodl egy pontba huzott iranyitott szakaszt értiink (ami az illeté pont helyvektora, bar ezek
kolesonosen egyértelmiien megfeleltethetok egymasnak). Ezért pl. két pont tavolsagardl ugyanakkor két
vektor altal bezart szogrél fogunk beszélni. Szokdsos még — és ebben a fejezetben mi is igy tesziink — a
pontokat, vektorokat allo, félkovér bettlikkel, mig a skalar (szam) paramétereket dolt, nem vastagitott betiikkel
jelolni.

A kovetkezd szakaszokban mindig feltételezziik, hogy a geometriai sikon ill. térben adott egy rogzitett
(merdleges) koordindtarendszer, igy a sik (tér) pontjai kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethet6k mind R?
(ill. R?) elemeinek, mind pedig az illeté pontok helyvektorainak. gy pl. egy x € R? elem alatt egyszerre
értlink: (a) egy rendezett szamhdrmast, (b) egy térbeli pontot, ill. (¢) egy térbeli helyvektort, ahogy épp a
legkényelmesebb.



4. lecke, 2. oldal
3.1. Sikvektorok, egyenesek a sikon

Az aldbbi eredmények minden tovabbi meggondolas nélkiil adédnak az el6z6 fejezet altalanos eredményeibdl.
Mindazonaltal javasoljuk az Olvasénak annak atgondoldsat, hogy a most kovetkez6 allitasok mely korabbi
allitasokon mulnak!

3-1. Allitas: Az x,y € R? pontok tévolsaga ||x — y||, mig az x és y vektorok altal bezart 6 szogre teljesiil a

(x,y)

cosf) = ————
|1xI[ - Iyl

egyenl6ség, feltéve, hogy a egyik vektor hossza sem 0 (ld. az abrat).

8. dbra. Pontok tdvolsaga, vektorok szoge

3-2. Allitas: Legyenek a,e € R?, e # 0 . Az a vektor e irdnyt ortogonalis vetiilete (Id. az abrat):

(ae)
lel[?

ae = )



4. lecke, 3. oldal

0

9. dbra. Adott irdnyu ortogonalis vetiiletvektor

Amennyiben az e irdnyvektor egységnyi hosszusdgu, akkor a formula leegyszertisodik: a. = (a,e) - e.

3-3. Allitas: Legyen a = (aj,a2) € R? tetszbleges vektor. Az a vektor 90°-kal valé elforgatottja: at =
(—ag,al).

Kovetkezésképp, ha 0 # e € R?, akkor egy tetszbleges x € R? vektor az aldbbi médon bonthatd fel egy e
iranyu és egy arra meréleges vektor 0sszegeként:

N

X,e X,e

_ 2>_e+< 2> n
le]| le]|

X - e

Amennyiben az e irdnyvektor egységnyi hosszisdgu (ekkor et is az), a formula leegyszertisodik:

x = (x,e)-e+ (x,et) -et.



4. lecke, 4. oldal

(—az aq)

(ay,a3)

10. 4bra. Sikvektor 90°-os elforgatottja

3-4. Allitas: Legyenek a,e € R?, e # 0 tetszSleges vektorok. Akkor az
x=a+t-e (teR)

pontok egy egyenest alkotnak, mely illeszkedik az a pontra, és parhuzamos az e vektorral.

11. dbra. Az egyenes paraméteres vektoregyenletéhez



4. lecke, 5. oldal
Az e vektort az egyenes irdnyvektordnak, a fenti formuldt pedig az egyenes paraméteres vektoregyenletének
nevezziik. Nyilvanvald, hogy ez az egyenlet nem egyértelmlien meghatarozott: ugyanannak az egyenesnek a
és e valasztasatdl fiiggbéen tobb, kiillonb6zé alaku egyenlete is lehet.

Ha a = (aj,a2), e = (e1,e2), akkor az egyenes paraméteres vektoregyenlete nyilvan ekvivalens az aldbbi
(skalar) egyenletrendszerrel:

r1=a1+t e
To =ag +1-e9
ahonnan a ¢t paraméter kikiiszobolésével az

T — aq To — a2

€1 €2

nemparaméteres egyenletet nyerjiik (feltéve, hogy e1,e5 # 0). Innen xo-t kifejezve, az egyenes jol ismert
iranytényezos egyenletéhez jutunk:

g =az+m-(x] —ay),
ahol m = g—f, az egyenes iranytényezdje (iranyszogének tangense).

Megjegyzés: A jeloléstechnika e téren nem egységes. Egyik fajta jelolési konvencid szerint a pontok ko-
ordindtdit indexekkel jeloljiik, mint iddig is tettilk: x = (z1,x2), € = (e1,e1), s.i.t. A mdsik elterjedt kon-
vencid, hogy az egyes komponenseket bettikkel kiilonboztetjiik meg: az egyenes egy tetszéleges pontjanak
koordinatai (z,y), egy pontja (a,,a, ), irdnyvektora (e;,e, ). Ezzel a jel6léstechnikdval az egyenes paraméteres
egyenletrendszerének alakja:

rT=a,+1t e,

y=aytt-ey



4. lecke, 6. oldal

Jegyezziik még meg, hogy az egyenes paraméteres egyenletrendszerébdl azonnal leolvashaték az egyenes egy
pontjanak koordindtdi és az iranyvektor koordinatdi is. Ugyanez vonatkozik a fentebb leirt nemparaméteres
alakra is.

3-1. Példa: Az (1,2) ponton dtmend, (3, — 1) irdnyu egyenes paraméteres egyenletrendszere:
r=1+3t

y=2-1

3-2. Példa: Hatdrozzuk meg azon egyenes egyenletét, mely illeszkedik a (—1, — 3) pontra, és meréleges az
r=95—2t
y=—-2+43t

egyenesre!

Megoldds: A adott egyenes iranyvektora (—2,3). Egy erre meréleges vektor: (3,2), ez jé lesz a keresett egyenes
irdnyvektoranak. Innen a keresett egyenes egyenletrendszere:

z=-1+3t
y=-3+2t

A gyakorlatban sokszor el6fordul, hogy az egyenes iranyvektora explicite nem adott, viszont két kiilonb6zé pl.
a és b pontja is ismert. Ekkor iranyvektor gyanant az e := b — a vektor nyilvan megfeleld, innen nyerjiik a két
ponton atmend egyenes egyenletét:



4. lecke, 7. oldal

3-5. Allitas: Legyenek a,b € R? tetsz6leges sikbeli pontok. Az a és b pontokon dtmend egyenes paraméteres
vektoregyenlete:

x=a+t-(b—a) (teR).

a+(b—a)

12. dbra. Két pont altalmeghatdrozott egyenes

Megjegyezziik, hogy ha a ¢ paraméter csak a [0,1] intervallumot futja be, akkor a fenti formulédval definidlt x
pontok épp az a és b végpontu szakasz pontjait futjak be.

3-3. Példa: Az (1, — 2) és a (6,5) pontokon dtmend egyenes paraméteres egyenletrendszere:
r=1+5t

y=—24Tt,

de ugyancsak ezt az egyenest hatdrozza meg az aldbbi egyenletrendszer is:
Tz =06-+51

y=>5+4Tt.



4. lecke, 8. oldal

Két egyenes szogén az irdnyvektoraik altal bezdrt 6 hegyesszoget értjiik. Ha a két egyenes paraméteres

vektoregyenlete x =a+t-eill. x =b + 7 - f, akkor nyilvan: cosf = %

P

0

13. &bra. Két egyenes altal bezart szog



4. lecke, 9. oldal
3.2. Térvektorok, egyenesek a térben

Az el6z6 szakasz meggondolasai (a vektor elforgatasat kivéve) a haromdimenzids geometriai térben is minden
tovabbi nélkiil alkalmazhatdk. Igy jutunk a térbeli vektorokra ill. térbeli egyenesekre vonatkozé alapveté
allitasokhoz, melyet az alabbiakban foglalunk 6ssze. Megjegyezziik, hogy a fejezet hatralevé részében a
skaldris szorzat ill. a norma értelemszer(ien az R3-beli skaléris szorzatot és normat jelenti. Szokdsos még a
standard bazis elemeinek aldbbi jel6lése: i := (1,0,0), j := (0,1,0), k := (0,0,1).

3-6. Allitas: Az x,y € R? pontok tévolsaga ||x — y||, mig az x és y vektorok 4ltal bezért § szogre teljesiil a

(x,y)

cosf) = ————
1] - Iyl

egyenloség, feltéve, hogy a egyik vektor hossza sem 0.

3-7. Allitas: Legyenek a,e € R3, e # 0 . Az a vektor e irdnyt ortogonalis vetiilete:

_{ag)
el

ae )

Amennyiben az e irdnyvektor egységnyi hossztisdgu, akkor a formula leegyszer(isodik: a, = (a,e) - e.

3-8. Allitas: Legyenek a,e € R3, e # 0 tetszSleges vektorok. Akkor az
x=a+t-e (teR)

pontok egy egyenest alkotnak, mely illeszkedik az a pontra, és pdrhuzamos az e vektorral. Az e vektort az
egyenes irdnyvektordnak, a fenti formuldt pedig az egyenes parameéteres vektoregyenletének nevezziik.



4. lecke, 10. oldal

Ha a = (a1,a2,a3), € = (e1,e2,e3), akkor az egyenes paraméteres vektoregyenlete nyilvan ekvivalens az alabbi
(skaldr) egyenletrendszerrel:

r1=a1+t-e;
To =ag +1t-eg
xr3=az+1-e3

ahonnan a ¢t paraméter kikiiszobolésével az

Tl — a1 T2 — a2 &r3 —as

€1 €9 €3

(nemparaméteres) egyenletpart nyerjiik (feltéve, hogy e1,es,e3 # 0).
Megjegyzés: A sikbeli egyenesek esetéhez hasonldan, itt is kétféle jeloléstechnika terjedt el: a pontok (vek-
torok) koordinatait 1-t6l 3-ig terjedé indexekkel kiilonboztethetjiik meg, mint a fenti paraméteres egyen-

letrendszerben, de szokasos az egyes koordinatak kiilonb6zé bettikkel (pl. z, y, z-vel) vald jelolése is. Ez
utébbi esetben az egyenes paraméteres egyenletrendszerének alakja:

rT=a,+1t e,
y=ay+t-ey
z=a,+1t- e,
ahol a = (ay,ay,az), € = (es,ey,e.). Jegyezziik még meg, hogy az egyenes paraméteres egyenletrendszerébdl

azonnal leolvashatok az egyenes egy pontjanak koordinatai és az iranyvektor koordinatai is.

A gyakorlatban sokszor el6fordul, hogy az egyenes iranyvektora explicite nem adott, viszont két kiilonb6z6 pl.

a és b pontja is ismert. Ekkor irdnyvektor gyanant az e := b — a vektor nyilvan megfeleld, innen nyerjiik a két
ponton atmend egyenes egyenletét:
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3-9. Allitas: Legyenek a,b € R? tetsz6leges térbeli pontok. Az a és b pontokon atmend egyenes paraméteres
vektoregyenlete:
x=a+t-(b—a) (teR).

Itt is igaz marad, hogy ha a ¢ paraméter csak a [0,1] intervallumot futja be, akkor a fenti formuldval definidlt x
pontok épp az a és b végpontu szakasz pontjait futjak be.

Két egyenes szogén most is az irdnyvektoraik altal bezart 6 hegyesszoget értjiik. Ha a két egyenes paraméteres
vektoregyenlete x = a+t¢-eill. x = b+ 7 - f, akkor nyilvan: cosf = H'éﬁ% Azonban a sikbeli esettol eltéréen,
e két egyenes nem feltétlen metszi egymast (akkor sem, ha nem parhuzamosak), azok lehetnek kitérok is. Két
egyenes metszo0 ill. kitérd voltanak eldontése legkézenfekvobb mddon ugy lehetséges, hogy megprobaljuk a két
egyenes kozos pontjat megkeresni. Legyen a két egyenes paraméteres vektoregyenlete x = a + ¢ - e ill.

x = b + 7 - f, akkor a k6z6s pont koordinatai mindkét vektoregyenletet kielégitik, azaza+t-e=b+7-f. A
probléma tehat annak eldontésére redukalddott, hogy a kétismeretlenes, de harom egyenletbdl allé

t-e,—7T-fr=0br—ag

t-ey—7-fy=0by—ay

t-e,—7-f,=0b,—a,
rendszernek van-e megoldasa. Bizonyos kivételes esetektdl eltekintve, célhoz vezet, ha megoldjuk pl. az els6
két egyenlet alkotta rendszert, és behelyettesitéssel megnézziik, hogy a megoldés kielégiti-e a harmadik

egyenletet. Ennél a megkozelitésnél sokkal gépiesebb eljarast is fogunk mutatni a kovetkezé szakaszban
bevezetésre keriil6 vektoridlis szorzat fogalmanak hasznalataval.
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3.3. Vektorialis szorzat

3-1. Definicié: Az a = (ay,a2,a3),b = (b1,ba,b3) € R? vektorok vektoridlis szorzatdn az
axb:= (a2b3 — agbo,a3by — a1bz,a1by — agbl) & R?

vektort értjiik.

3-4.Példa: :ixj=k jxk=iLkxi=].

A definicié azonnali kdvetkezménye, hogy barmely vektor 6nmagaval vett vektoridlis szorzata a zérusvektorral
egyenlé: a x a = 0.

Konnyen ldthatd, az is, hogy ha a és b harmadik komponense 0, azaz a = (a1,a2,0), b = (b1,b2,0), akkor a
vektoridlis szorzatvektornak csak a harmadik komponense lehet zérust6l kiilonboz6, mert ekkor

a x b = (0,0,a;b2 — agby). Ekkor pedig nyilvan

||a X b” = |a1b2 — a2b1| = |((a1,a2),(—b2,b1)>| = |((a1,a2),(b1,b2)L>| Ha pEdlg az (al,ag) és (bl,bz) vektorok 6
szdget zdrnak be, akkor az (a1,az) és az elforgatott (by,bo)* vektor altal bezart sz6g nyilvan 2 — 6, innen a
skaldris szorzat tulajdonsagai alapjdn: ||a x bl| := |[a]| - [|b]| - | cos(§ — 0)[ = ||a]| - [|b]| - | sin §]. Mivel pedig a
vektorok hossza és egymassal bezart szége szempontjabol a koordinatarendszer megvalasztasa k6zombos,
azért a kovetkezd, most mar tetszbleges térbeli vektorokra vonatkozo allitast kaptuk:

3-10. Allitas: Tetszbleges a,b € R? esetén
|la x bl| := |la]| - [[b][ - | sind],

ahol # az a és b vektorok szogét jeloli.
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A kovetkezd tétel a vektoridlis szorzatvektornak a vektorgeometria szempontjabdl legfontosabb tulajdonsagat
fejezi ki:

3-11. Tétel: A vektoridlis szorzatvektor mindkét tényezdjére ortogondlis, azaz tetsz6leges a,b € R? esetén
(axb,a)=0¢6s (axbb)=0.

Bizonyitas:
Csak az els6 egyenléséget igazoljuk, a mdsik hasonléan végezhet6 el:
(a x b,a) =

= ((a2b3z — asba,a3by — a1bz,a1bs — azby),(a1,a2,a3)) =
= ajagbs — ajazby + asaszby — ajasbs + ajaszbs — asagby = 0.
]

Két vektor vektoridlis szorzata tehdt automatikusan meréleges mindkét vektorra. Irdnyitdsa az i x j = k
egyenldség alapjan konnyen megjegyezhet6 a kovetkezé mddon: jobb keziink elsé harom ujjat nyutjtsuk ki
egymasra merdlegesen ugy, hogy hiivelykujjunk az els6, mutatéujjunk a masodik vektor irdnyaba mutasson,
ekkor kozépsé ujjunk a vektoridlis szorzatvektor irdnyat mutatja. Ezt a (fizikabol atvett) szabalyszertiséget
jobbkézszabdlynak nevezzik.

Most pedig 6sszefoglaljuk a vektoridlis szorzatra vonatkozd azonossdgokat. Ezek teljesiilését a definicio
alapjan az Olvasé konnyen ellendrizheti:

3-12. Allitas: Tetsz6leges a,b,c € R3 és \ € R esetén:
axb=-bxa

(Aa) xb=ax (Ab)=X-(axb)
ax(b+c)=axb+axc,és(at+b)xc=axc+bxc
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14. abra. A vektorialis szorzatvektor irdnya

Vagyis a szamokra vonatkozo jol ismert azonossagok érvényesek maradnak azzal a jelentds kiilonbséggel, hogy
a vektoridlis szorzat nem kommutativ (a tényezok felcserélésével el6jelet valt), és nem is asszociativ.

Most mar egyszerlien megoldhatjuk az el6z6 szakaszban felvetett problémadt, azaz annak eldontését, hogy két
adott, x =a+t-eésx = b+ 7 - f vektoregyenletli egyenes kitéré-e vagy sem. A két egyenes parhuzamossaga
konnyen ellendrizhetd, igy feltehetd, hogy az egyenesek vagy metszik egymast, vagy kitéréek. Azn :=e x f
vektor mindkét egyenesre merdleges. Tekintsiik most a (b — a) vektort. Ha a két egyenes metszi egymast,
akkor (b — a) is kozo6s sikjukban van, igy n ortogonalis (b — a)-ra. Ha a két egyenes kitérd, akkor (b — a)-nak
n iranyu meroéleges vetiilete nem 0, éspedig épp a normadltranszverzalis szakasz hossza (azaz a két egyenest
0sszekotd, mindkét egyenesre merdleges szakasz hossza). Tehdt elég a (e x f,b — a) kifejezést kiértékelni: ha
ez nem 0, akkor a két egyenes kitérd, egyébként pedig egy sikban vannak.

a4

Megjegyzés: Az el6z6 gondolatmenetben fellépé (e x f,g) alaku kifejezést az e, f, g vektorok vegyesszorza-

tdnak is nevezik, és egyszertien efg-vel jelolik. Ertéke egy szam, melynek abszoltit értéke — elemi geometriai
meggondoldsok alapjan — az e, f, g vektorok altal kifeszitett paralellepipedon (paralellogramma alapt ferde
hasab) térfogataval egyezik, ennélfogva pontosan akkor 0, ha a harom vektor egy sikba esik.
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3.4. Sikok a térben

A térbeli egyenesek mintéjara a sikok is lefrhaték paraméteres vektoregyenlettel. Legyen e,f € R3 két
linedrisan fiiggetlen (tehdt nem egy egyenesbe es6) vektor, a € R3 pedig adott pont. Akkor az

x:=atu-e+v-f (uveR)

pontok egy sikot alkotnak, mely illeszkedik az a pontra és parhuzamos az e és az f vektorokkal. Sokkal
egyszer(ibb és elterjedtebb azonban a sikokat egy, az adott sikra merdleges tin. normalvektor segitségével
leirni. Jel6ljon n # 0 egy ilyen normdlvektort, és legyen a € R? a sik egy tetsz8leges pontja. Nyilvanvald, hogy
egy x € R3 pont akkor és csakis van rajta a sikon, ha az x — a kiilénbségvektor parhuzamos a sikkal, azaz, ha
x — a merGleges az n normalvektorra. Innen nyerjiik az adott pontra illeszkedd, adott normalvektort sik in
normadlegyenletét (1d. az abrat):

(x —amn) =0,

melyet kifejtve kapjuk az aldbbi egyenletet:

(1 —a1) -n1+ (22 —az) na+ (v3 —az) -n3 =0

15. abra. Egy pontjaval és normalvektoraval adott sik
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Megjegyzés: Csakugy mint az egyeneseknél, a jelolési konvencidk itt sem egységesek. Sokszor szokds a sik
egy pontjat (z,y,z)-vel jelolni: ekkor a sik normdlegyenlete (z — a;) - ny + (y —ay) -ny + (2 —az) -n, =0
alakd,. ahol most (a,,ay,a.) a sik egy pontja, €s (n,,ny,n,) a normalvektor.

3-5. Példa: Az origoéra illeszkedd, az =z = 2 — 3t, y = t, = = 1 + 4t egyenesre merdbleges sik normalegyenlete:
=3z +y+4z =0,

mivel az egyenes (—3,1,4) irdnyvektora egyuttal a sik normdlvektora is.

Gyakran eléfordul, hogy a normalvektor maga nem adott, viszont a siknak harom pontjét (a, b, c¢) ismerjiik:
ha e harom pont nem esik egy egyenesbe, akkor meghatarozza a sikot. Ekkor els6 1épésben normalvektort kell
keresniink. Nyilvdnvald, hogy a (b — a) és a (c — a) kiilonbségvektorok mindketten padrhuzamosak a sikkal, és
linearisan fiiggetlenek, mivel nem esnek egy egyenesbe. Kovetkezésképp ezek vektoridlis szorzata, az

n := (b —a) x (c — a) vektor merSleges az egész sikra, igy valaszthaté normalvektornak. fgy nyerjiik a harom
pontra illeszkedd sik normélegyenletét:

3-13. Allitas: Az a,b,c € R? (nem egy egyenesbe es6) pontok ltal meghatérozott sik normélegyenlete:

(x —a,(b—a)x(c—a))=0,

3-6. Példa: Hatarozzuk meg az (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) pontokra (azaz az i, j, k vektorok végpontjaira)
illeszkedé sik normalegyenletét.
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b
n
b—a
el

a c—a

16. abra. Harom pontjaval adott sik

Megoldds: A normalvektor: n=(k—i) x (j—i)=kxj—ixj—kxi+ixi=—jxk—-ixj—kxi=
—i—-k—-j=(-1,—1,—1), innen a sik egyenlete: —(x —1) —y —z=0,azazx +y + z = 1.

Végezetiil 6sszefoglalunk néhdny, a térbeli pontokkal, egyenesekkel és sikokkal kapcsolatos néhany
tipusproblémat és azok egy-egy lehetséges megolddsi mddszerét.

Pont és egyenes tdvolsdga: Ab € R3 pontnak az x = a + ¢ - e egyenestS]l mért tdvolsdga épp az aldbbi vektor
hossza: (b —a) — (b — a)e, ahol (b — a)e a (b — a) kiilonbségvektornak e irdnyt ortogondlis vetiilete. A széban
forgd vektor hosszat Pitagordsz tétele alapjan szamithatjuk:

\/||b—a||2 _ <|<b”—eT,e>|>2

Pont és stk tdvolsdga: A d € R pontnak az (x — a,n) = 0 siktdl mért tdvolsaga épp a (d — a) kiilonbségvektor n

irdnyu ortogonalis vetiiletvektoranak hossza (1d. az abrat), azaz ‘<d”f‘"n>|

Kovetkezésképp az a,b,c,d € R? pontok akkor és csakis akkor vannak egy sikon, ha

(d —a,(b—a) x (c—a)) =0. (Gondoljuk 4t a kivételes eseteket is!) Ez az eredmény ujabb megoldasi
modszerét adja az egyenesek kitérd jellegének eldontésére: nyilvanvald, hogy két egyenes akkor és csakis
akkor esik egy sikba, ha két-két kiillonb6z6 pontja egy sikon van.

Adott pontra és adott egyenesre illeszkedd sik. Az x = a +t - e egyenesre és az azon kiviil es6 b € R? pontra
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17. abra. Pont és egyenes tdvolsdga

L
n

a

18. 4bra. Pont és sik tadvolsaga
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illeszked¢ sik nyilvan parhuzamos mind a (b — a) kiilonbségvektorral, mind pedig az e irdnyvektorral, igy
normalvektora n := (b — a) x e-nek vélaszthatd.

Két adott stkkal pdrhuzamos egyenes: Az (x —a,n) = 0 és az (x — b,m) = 0 sikokkal pdrhuzamos egyenes
mero6leges mindkét sik normalvektordra, igy irdnyvektora e := n x m-nek valaszthatd.

Egyenes és sik doféspontja. Az x = a +t - e egyenes és az (x — b,n) = 0 sik déféspontja az az x € R? pont, mely
kielégiti mindkét egyenletet. Az ezt jellemz6 ¢ paraméter igy az (a + ¢ - e — b,n) = 0 egyenletbdl hatdrozhatd

meg, ahonnan ¢t = %. Ezt a t szdmot behelyettesitve az egyenes egyenletébe, a doféspont mar adédik.
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Ellenorzo kérdések és feladatok
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3.5. Ellen6rzo6 kérdések

Begin Quiz Kattintson a Start-ra, a kviz kitoltése utan pedig a Stop-ra.
1. Legyenek x := (1,0,3), y := (1,0, — 3), z := x x y. Akkor

X, y, z linedrisan fiiggetlenek, de nem alkotnak bézist R3-ban
X, y, z linedrisan 6sszefiiggok, és bazist alkotnak R>-ban
X, y, z linedrisan fiiggetlenek, és bazist alkotnak R3-ban

X, y, z linedrisan fiiggetlenek, és kétdimenzids alteret generdlnak R3-ban
2. Legyen a € R? tetszéleges, b := —a, és ¢ := a x b. Akkor az a, b, ¢ vektorok

linearisan fiiggetlenek
linedrisan 6sszefiiggdk
bézist alkotnak R3-ban

lineérisan burka R3-mal egyezik
3. Adottak az a,b,c € R? vektorok. Van-e olyan R3-beli vektor, mely mindhdromra meréleges?

igen, az a x b x c vektor ilyen

nincs ilyen vektor

igen, de csak a 0 vektor ilyen

igen, ha az a,b,c vektorok egy sikban vannak
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4. Legyenek x,y € R? olyanok, hogy (x,y) = 0. Akkor

x és y sziikségképp 0 vagy « szoget zarnak be

x és y sziikségképp merdlegesek

x és y koziil legaldbb az egyik zérusvektor

x és y mindketten sziikségképp zérusvektorral egyenlok

5. Ha a,b € R? olyanok, hogy a x b = 0, akkor

a és b sziikségképp merdlegesek

a és b sziikségképp parhuzamosak
a és b legalabb az egyik zérusvektor
a és b mindegyike zérusvektor

6.Az (1,3, — 1) ésa (0, — 2, — 2) vektorok

hegyesszoget zarnak be
merdlegesek
tompaszoget zarnak be
parhuzamosak

7.Azzx+y+z=—1sikésazzx = -1+t y=—1+t, 2= —1-+1tegyenes

merdlegesek
parhuzamosak
hegyesszoget zarnak be

illeszkednek egymasra
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8. Ha egy sik normadlvektora és egy egyenes irdnyvektora pdrhuzamosak, akkor az a sik és egyenes

merdlegesek

parhuzamosak

illeszkedbek (az egyenes illeszkedik a sikra)
a fenti esetek egyike sem feltétlen igaz.

9.Azx+y+ 2= —1ésaz —2x — 2y — 2z = 6 sikok

merdlegesek
parhuzamosak
hegyesszoget zarnak be
illeszkednek egymasra

10. Azx=t,y=1t,z=2tésazx = —t,y = 2t, z = —3t egyenesek

parhuzamosak
merdlegesek
kitérék

metszik egymast

End Quiz
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3.6. Feladatok

3-1. Feladat: Hatdrozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, mely illeszkedik a (2,3, — 1) pontra, és
parhuzamos az x = 1, y = —t, z = 1 + ¢ egyenessel.

Megoldas: itt

3-2. Feladat: Hatédrozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, mely illeszkedik az (1,0,1) pontra, és
merdleges az x + y — 5z = 50 sikra. Hatdrozzuk meg a déféspont koordinatait is.

Megoldas: itt

3-3. Feladat: Parhuzamos-e az x = 3 + 4t, y = —1 — 2t, z = Tt egyenes a 3x — y — 2z = 23 sikkal?

Megoldas: itt

3-4. Feladat: Mia (11,11,11) pont meréleges vetiilete az = + y + z = 1 sikon?

Megoldas: itt
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3-5. Feladat: Adottak az Ay := (z1,y1), A2 := (v2,y2), Asz:= (v3,y3), € R? sikbeli pontok, melyek nem egy
egyenesre illeszkednek. Hogyan dénthetjiik el, hogy egy A := (x,y) € R? pont a fenti 3 pont meghatarozta
hdromszog belsejében fekszik-e vagy sem?

Megoldas: itt

3-6. Feladat: Legyenek a := (1,10,1000) és b := (—1,0.1, — 0.001). Hatdrozzuk meg az (a x b) x (b x a)
vektort.

Megoldas: itt

3-7. Feladat: Legyenek a := (—1,2,1) és b := (3,1,1). Bazist alkotnak-e R-bana b, b xaésab x (b x a)
vektorok?

Megoldas: itt

3-8. Feladat: Az x4 2y + 3z = 4 és a 3z + 2y + z = —4 sikok metszésvonala merdleges-e az (1,1,1) pont
helyvektordra?

Megoldas: itt
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3-9. Feladat: Melyik az az egyenes, mely parhuzamos az © — y + 2z = 1 és az x + y — 2z = 1 sikokkal, és
illeszkedik az origéra?

Megoldas: itt

3-10. Feladat: Irjuk fel az 4, := (-2, — 3,5), A2 := (—3,5,—2) és az A3 := (5, — 2, — 3) pontokra illeszkedd
sik egyenletét. Altere-e ez a stk R3-nak?

Megoldas: itt

3-11. Feladat: Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, mely illeszkedik az origéra és az x = t, y = 2t + 1,
z = 3t + 2 egyenletli egyenesre.

Megoldas: itt

3-12. Feladat: Hatdrozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, mely illeszkedik az (1,1,1) pontra, és
merblegesazx =1+t,y=t,z=—-1—tésazx=1—t,y=t, 2 = —1+t egyenletli egyenesekre.

Megoldas: itt

3-13. Feladat: Hatdrozzuk meg az x —y + 4z = 0 és az = + y + 4z = 0 sikok metszésvonalat.

Megoldas: itt
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3-14. Feladat: Egy sikon vannak-e az (1,10,100), (100,1,10), (10,100,1) és a (37,37,37) pontok?

Megoldas: itt

3-15. Feladat: Egy sikban vannak-e az x = 1+ 2¢,y = 1 — 3t, 2 = 1 + 4t egyenes valamint a P := (1,2,3) és
a @ := (5, —4,11) pontok?

Megoldas: itt

3-16. Feladat: Metszik-e egymastaz x =1+ 3t,y=2+2t,z=3+tésazx =3+t,y=2+2t,z=1+3t
egyenesek? Ha igen, mi a metszéspont? Ha nem, miért nem?

Megoldas: itt

3-17. Feladat: A szogek tényleges meghatarozasa nélkiil dontsiik el, hogy az alabbi vektorok hegyes-, derék-
vagy tompaszoget zarnak-e be egymassal.

() a=(-1,3,4) b=(1,0,7)
(2 a=(4, —1,2) b=(1,9,0)
3) a= (-5 —3,1) b=(21,13)

Megoldas: itt
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3-18. Feladat: Hatdrozzuk meg a kovetkez6 vektorpdrok szogét.

(1) a=(7, —1,6) b=(2,20,1)
2 a=(1,-1,00 b=(0,1,1)
@) a=(27 -1 b=(201)

Megoldas: itt

3-19. Feladat: Hatdrozzuk meg az A := (1,0, — 1), B := (1, — 1,3), C := (—7,2,1) csucspontokkal adott
haromszog kertiletét és a B csticsnal 1évo szogét.

Megoldas: itt

3-20. Feladat: Legyenek a := (—1,3,4), b := (1,0,7). Hatdrozzuk meg aza xb ,b xa,ésazax a
vektorialis szorzatvektorokat

Megoldas: itt

3-21. Feladat: Egy egyenesre esnek-e az A := (1,1, —2), B := (-1, —3,0), C := (5,1, — 7) pontok?

Megoldas: itt
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3-22. Feladat: Egy sikra esnek-eaza=0ésab = (3,1,1),c= (0, —1,2),d = (—2,1,2) pontok?

Megoldas: itt

3-23. Feladat: Hogyan vélasszuk meg C pont harmadik koordinétajat, hogy az A := (0,0,0), B := (4,2, —1),
C:=(3,5,2), D := (-1, — 5,3) pontok egy sikra illeszkedjenek?

Megoldas: itt

3-24. Feladat: Irjuk fel az A := (3, — 1,2), B := (4,1,1), C := (7, — 2,5) csticspontti hdromszog sikjara
meroleges, az A ponton dtmend egyenes paraméteres egyenletrendszerét.

Megoldas: itt

3-25. Feladat: Hatdrozzuk meg annak az egyenesnek a paraméteres egyenletrendszerét, mely illeszkedik a
b := (5, — 2, — 1) pontra, és mer6legesen metszi az © = 3+ 2t, y = —1 + t, z = —2¢ egyenest.

Megoldas: itt

3-26. Feladat: Adjuk meg annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik a (0,4, — 7) pontra és merdleges
a2x—y—z=1¢ésadxr —y+ z = 12 sikokra.

Megoldas: itt



6. lecke, 10. oldal

3-27. Feladat: Hatédrozzuk meg az A := (0,0,0), B := (100,0,0), C := (100, 100, 0), D := (0,100, 0) csucs-
pontu négyzetre mint alapra allitott 100 egység magassagu négyzetes gula azon oldallapjanak sikjat, mely a
B és C pontokra illeszkedik.

Megoldas: itt

3-28. Feladat: Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik az z = 2+ 3t, y = —142¢, z = 3— 2t
ésazx =14 3t,y =2+ 2t, z = —3 — 2t egyenesekre.

Megoldas: itt

3-29. Feladat: Hatédrozzuk meg az A := (1, — 2,1) pont tdvolsagédt az x — y + 3z = —5 siktdl.

Megoldas: itt

3-30. Feladat: Hatarozzuk megazx =3+2t,y=1+t,z=2—tésazx=—-1+t,y=2+2t,2=1—-2¢
egyenes metszéspontjat (ha létezik egyaltalan).

Megoldas: itt

3-31. Feladat: Hatdrozzuk meg a 2x — 3y + z = —10 és a 4z + y — z = 0 normadlegyenlet(i sikok k6zos
egyenesének (a metszésvonalnak) paraméteres egyenletrendszerét (ha 1étezik egyaltalan kozos egyenes).

Megoldas: itt



6. lecke, 11. oldal

3-32. Feladat: Hatarozzuk meg az x = 2+ 3t, y = 3t, z = 5 + 4t egyenes és az x + 2y — z = 7 sik kozos
pontjat (ha létezik egyaltalan).

Megoldas: itt



6. lecke, 12. oldal
3-1 Megoldas:

Az adott egyenes irdnyvektora az egyenletébdl kiolvashatd: e = (0, — 1,1), ahonnan a keresett egyenes
egyenlete: t =2,y =3—t,z2=—1+t.



6. lecke, 13. oldal
3-2 Megoldas:
Az egyenes irdnyvektora parhuzamos kell, hogy legyen a sik normalvektordval, azaz az e := (1,1, — 5) valasztds
megfelel. Innen az egyenes egyenlete: x = 1+1¢,y =t, 2 = —1 — 5t. A doféspont az egyenesnek olyan
(egyelére ismeretlen ¢ paraméternek megfelel6) pontja, mely a sik egyenletét is kielégiti, azaz, melyre

(1+1t)+t—>5(1—5¢t) =50 teljestil. Innen ¢ szdmithatd: ¢-re ¢ = 2 adddik. Kovetkezésképp a doféspont
koordindtdi: (1+2,2,1 -5-2) =(3,2,—9).



6. lecke, 14. oldal
3-3 Megoldas:
Az egyenes és a sik parhuzamossdga azzal egyenértékii, hogy az egyenes iranyvektora és a sik normalvektora
merdlegesek. Jelen esetben e = (4, — 2,7) ésn = (3, — 1, — 2). Mivel pedig (e,n) = 0, azért e L n, tehat az
egyenes parhuzamos a sikkal.



6. lecke, 15. oldal
3-4 Megoldas:

A vetiileti pont egyezik az (11,11,11) pontra illeszkedd, a stk normalvektoraval parhuzamos egyenes és a sik
doféspontjaval. A sik normélvektora (1,1,1), igy az egyenes egyenlete: x = 11+ ¢,y =11+t, z=11+t¢. A
déféspont koordindtdi kielégitik a stk egyenletét, azaz (11 +¢) + (11 +¢) + (11 +¢) = 1, innen ¢t = —32.
Kovetkezésképp a déféspont koordindtdi: (11 — 22,11 — 3211 — 32) = (1 1 1),



6. lecke, 16. oldal
3-5 Megoldas:

Konnyen lathatd, hogy at- A; + (1 —t) - A pontok akkor és csak akkor vannak rajta az Ay As szakaszon, ha

0 <t<1.Maésszdval, aty - A; + to - Ao pontok akkor és csak akkor vannak rajta az A; As szakaszon, ha

t1,ta > 0 és t1 4ty = 1. Innen konnyen lathatd, hogy a ¢; - Ay + to - Ay + t3A3 pontok akkor és csak akkor esnek
az A1 Ao A3 haromszogbe, ha t1,to,t3 > 0 és t; + to + t3 = 1. Ezen észrevétel utan az algoritmus a kovetkezo
lehet: megkiséreljiik el6allitani az A pontot, illetve annak x,y koordinatait a kovetkez6 alakban:

t1x1 + toxo +t3xs =@
Liyi +tay2 +1t3ys =y
t1 +ty 4ty =1

azaz megoldjuk a fenti 3-ismeretlenes egyenletrendszert az ismeretlen ¢1,t9,t3 egyiitthatékra. (Megoldas
mindig van, mert mivel A;,4,,A3 nem esnek egy egyenesbe, azért az (A — A;) és az (A3 — A;) vektorok
line4risan fiiggetlenek, igy bazist alkotnak R?2-ben, tehdt minden vektor, igy (z,y) is el64ll ezek linearis
kombindcidjaként: x = a(ze — 1) + B(zs — 1), y = a(y2 — y1) + B(ys — y1), ahonnan ¢, = —a — G, t2 = «,

ts = (8.) Ha az igy kapott t1,to,t3 egylitthaték mindegyike pozitiv, akkor az A pont a haromszog belsejében van,
egyébként nem.

Megjegyzés: A fenti tq,to,t3 szdmokat az A pont baricentrikus koordindtdinak nevezziik. Az algorit-
mus értelemszertien altalanosithato tetszéleges, de konvexr sokszogekre. A feladatban megadott probléma
egyébként gyakran el6fordul pl. a szamitogépes grafikaban.



6. lecke, 17. oldal
3-6 Megoldas:

Az eredmény (szdmolds nélkiil) a zérusvektor, mivel (a x b) x (b x a) = —(a x b) x (a x b) = 0.



6. lecke, 18. oldal
3-7 Megoldas:

Mivel a és b nem parhuzamosak, igy egy kétdimenzios alteret (sikot) generdlnak: b x a merdleges erre a sikra,
b x (b x a) pedig mind a-ra, mind b x a-ra merdleges. A hdrom vektor tehdt paronként ortogondlis, egyik sem
zérusvektor, 1gy linedrisan fiiggetlenek. Mivel pedig R? hdromdimenziés, azért e hdrom vektor bézist alkot
R3-ban.



6. lecke, 19. oldal
3-8 Megoldas:
A metszésvonal mindkét stk normalvektordra meréleges, igy az irdnyvektornak az
e:=(1,2,3) x (3,2,1) = (—4,8, — 4) vélasztds megfelel. Ez pedig meréleges az (1,1,1) vektorra, mert
((—4,8,—4),(1,1,1)) = 0.



6. lecke, 20. oldal
3-9 Megoldas:
Az egyenes mer6leges mindkét sik normalvektordra, igy az irdnyvektornak az
e:=(1,—-12) x (1,1, — 2) = (0,4,2) valasztas megfelel. A keresett egyenes az origdra illeszkedik, igy
egyenlete: = = 0, y = 4t, = = 2t. Ugyanennek az egyenesnek egy masik egyenlete: z =0, y = 2t, z = t.



6. lecke, 21. oldal
3-10 Megoldas:
Az Ay — Ay = (—1,8,—T7)ésaz A3 — A; = (7,1, — 8) vektorok a sikkal parhuzamosak: a sik normdlvektora tehat
kettdjiik vektoridlis szorzatanak vehet6: (—1,8, —7) x (7,1, — 8) = (—57, — 57, — 57). Ehelyett célszertibb a vele
parhuzamos n := (1,1,1) vektort venni. A sik illeszkedik pl. A;-re, igy egyenlete (zx+ 1)+ (y —8)+ (2 +7) =0,
azaz x + y + z = 0. Innen lathatd, hogy a sik illeszkedik az origéra is, igy altér R3-ban.



6. lecke, 22. oldal
3-11 Megoldas:

A sik tartalmazza az origdt és pl. a (0,1,2) pontot (az egyenes ¢t = 0 paraméter(i pontjat), igy parhuzamos a
(0,1,2) vektorral, tovabba parhuzamos az egyenes (1,2,3) irdnyvektoraval is. Normalvektora tehdt e két vektor
vektoridlis szorzatdnak veheté: n := (0,1,2) x (1,2,3) = (—1,2, — 1). A sik illeszkedik az origdra is, igy
egyenlete: —z + 2y — z = 0.



6. lecke, 23. oldal
3-12 Megoldas:

A sik normaélvektora mindkét egyenes iranyvektordra meroleges, igy e kett6 vektoridlis szorzatanak vehetd:
(1,1,—1) x (—=1,1,1) = (2,0,2). Egyszert(ibb ennek }-szeresét vélasztani: n := (1,0,1). A sik illeszkedik az (1,1,1)
pontra is, igy egyenlete: (r — 1)+ (2 — 1) =0, azaz z + z = 2.



6. lecke, 24. oldal
3-13 Megoldas:

A metszésvonal irdnyvektora mindkét sik norméalvektorara merdleges, igy kettdjiik vektoridlis szorzatdnak
vehet8: (1, —1,4) x (1,1,4) = (—8,0,2). Egyszer(ibb ennek ;-szeresét valasztani: e := (—4,0,1). Mivel mindkét
sik illeszkedik az origéra, azért a metszésvonal is. Igy a metszésvonal egyenlete: z = —4t, y = 0, z = —t.



6. lecke, 25. oldal
3-14 Megoldas:

A feladat gépies megoldasa: a (99, — 9, — 90) és a (9,90, — 99) kiilonbségvektorok parhuzamosak az elsé 3 pont
altal meghatarozott sikkal, igy annak normalvektora e két vektor vektoridlis szorzatanak veheto:

(99, —9,—90) x (9,90, —99) = 9-9-(111,111,111). Egyszeriibb ennek g2 -szeresét vélasztani: n := (1,1,1). A
sik illeszkedik pl. az (1,10,100) pontra igy egyenlete (x — 1) + (y — 100) + (z — 100) = 0, azaz v + y + z = 111.

Ezt pedig a negyedik pont koordindtai kielégitik, tehat a négy pont egy sikon van.

Joéval gyorsabban célhoz ériink, ha észrevessziik, hogy a 4. pont épp az elsé harom pont dltal meghatdrozott
haromszog sulypontja, igy sziikségképp veliik egy sikon van.



6. lecke, 26. oldal
3-15 Megoldas:

Az egyenesre illeszkedik pl. az A := (1,1,1) pont is (¢t = 0 mellett). gy az egyenes, az A és a P pont olyan sikra
illeszkednek, melynek normdlvektora merdleges az egyenes (2, — 3,4) irdnyvektordra ésa P — A = (0,1,2)
kiilénbségvektorra is, igy kettdjiik vektoridlis szorzatdnak veheté: (2, — 3,4) x (0,1,2) = (—10, — 4,2). Célszer(
ennek (—%)—ét venni: n := (5,2, — 1). A sik illeszkedik pl. az (1,1,1) pontra is, igy egyenlete:
5(x—1)+2(y—1) — (2 —1) =0, azaz 5z + 2y — z = 6. Ezt pedig a @) pont koordinatdi kielégitik, tehat az
egyenes és a két pont egy sikon van.



6. lecke, 27. oldal
3-16 Megoldas:

A mindkét egyenessel parhuzamos sik normélvektora az iranyvektorok vektoridlis szorzatdnak vehet6:

(3,2,1) x (1,2,3) = (4, — 8,4). Célszer(i ennek 1-ét venni: n := (1, — 2,1). Ha a sikra illeszkedik pl. az els6
egyenes (1,2,3) pontja is, akkor a sik egyenlete: (x — 1) —2(y — 2) + (2 — 3) =0, azaz x — 2y + z = 0. Ezt pedig
mindkét egyenes minden pontja kielégiti, tehat a két egyenes valoban egy sikon van, és mivel iranyvektoraik
nem parhuzamosak, azért metsz6k. A metszéspont koordinatdi kielégitik mindkét egyenes egyenletét:

143t =3+ 1ty
242t =24 2t
3+t =1+ 3ty

Az egyenletrendszer megoldhatd, megolddsa konnyen lathatéan ¢; = ¢t = 1. Innen a metszéspont koordinatai:
(4,4,4).

Megjegyzés: Voltaképpen felesleges volt a k6zds sik egyenletét meghatdrozni. A metszéspont 1étezése ui.
egyuttal azt jelenti, hogy a két egyenes egy sikon van.



3-17 Megoldas:
Ha

e (ab) >0 akkor a két vektor hegyesszoget zar be egymadssal
e (ab) <0 akkor a két vektor tompaszoget zar be egymdssal
e (ab)=0 akkor a két vektor meréleges egymdsra
(1) (ab) =((-1,3,4),(1,0,7)) =27>0
tehat a két vektor hegyesszoget zar be egymassal
@ (ab) = (4, —1,2),(1,9,0)) = —5 < 0
tehat a két vektor tompaszoget zar be egymadssal
3) (a,b) =((—5, —3,1),(2,1,13)) =0

tehat a két vektor derékszoget zar be egymadssal

6. lecke, 28. oldal



3-18 Megoldas:
Legyen a két vektor dltal kozbezart szog «, ekkor

cosa = 7<a,b>
[al| - |[bl|
(1) Haa= (7, — 1,6) b = (2,20,1), akkor
<a7b> =0

Tehat derékszoget zarnak be, o = 90°.
(2) Haa= (1, —1,0) b = (0,1, 1), akkor
(ab)=-1  [lal| = V2
(a,b)

COSQ = T = —
[[all - [Ibl|

1 2
Tehdt o = arccos (—=) = ?ﬂ

2
3) a=(2,7, - 1) b = (2,0,1), akkor
(ab) =3 [lal| =54

(a,b)

bl = v2
1
2
[bll = V5
3

cosa = =
[lall - [Ib[| /270

3
Tehdt o = arccos ~ 1,38 (ivmértékben) =~ 79,48°
V270

6. lecke, 29. oldal



3-19 Megoldas:

Az egyes oldalak hossztsagai:

IC = All = [1(-8,2,2)|| = V72
IC = Bl = I(=8,3, = 2)[| = V77
A haromszog keriilete: /17 + /72 + /77.
A B csticsnél 16v6 3 szog épp az A — B és C — B vektorok &ltal kozbezart szog. Es mivel

A_B:(Oala_4)a C_B:(_8a3a_2)7

azért
(A— B,C — B) 11

1A= Bll-[lIC- Bl ViTv77

cos 3 =

A B csticsndl 1év6 szog tehat:
11

130

~ 72.3°

8 = arccos

:

6. lecke, 30. oldal



6. lecke, 31. oldal
3-20 Megoldas:

i j k
|3 4] -1 4 -1 3
axb=|-1 3 4|=1- — 1. _|_k —
10 7 0 7 1 7 1 0
=21i+11j — 3k = (21,11, — 3)
i j k
0 7 1 7 1 0
bxa= 1 0 7|=1- Ik + k- =
13 4 3 4 -1 4 -1 3
= —21i — 11+ 3k = (-21, — 11, 3)
i j k
axa=|—-1 3 4|=0i4+0j+0k=0
-1 3 4

Ez utdbbi kettét szamitds nélkiil is tudhatjuk, mert egyrészt tudjuk, hogy a vektoridlis szorzat eléjelet valt, ha a
tényezoket felcseréljiik:
bxa=—-axb,

ahonnan nyomban adédik az is, hogy barmely vektor 6nmagéaval vett vektorialis szorzata a zérusvektor:
axa=0.



6. lecke, 32. oldal
3-21 Megoldas:
A harom pont akkor illeszkedik egy egyenesre, ha a B — A és C' — A kiilonbségvektorok parhuzamosak (vagy
ezzel egyenértékiien, az A — Bésa C — BIill. az A — C és a B — C vektorok parhuzamosak).

Es mivel
B-A=(-2 -472), C-A=(40, -5)

valamint
4

0
== #

azért a harom pont nem illeszkedik egy egyenesre.

-
2 Y



6. lecke, 33. oldal
3-22 Megoldas:

A négy pont akkor, és csakis akkor esik egy sikba, ha a
(b—a)x(c—a),(d—-a))

vegyesszorzat zérussal egyenld. (Célszer(i épp a-t kivonni a tobbi vektorbdl, hiszen a = 0 1évén ez semmiféle
extra szamolassal nem jar.)

El6szor szamoljuk ki b x ¢ -t:

i j k
bxc=[3 1 1|=3i—-6j—3k
0 -1 2

Ezekutan
(b—a)x(c—a),(d—a))=(bxcd)=(3, —6, —3),(-2,1,2)) =—6—-6—-6=—18

Mivel ez nem 0, a négy pont nem illeszkedik egy sikra.



6. lecke, 34. oldal
3-23 Megoldas:

Vélasszuk ki az egyik pontot, példdul az A-t és tekintsik a B — A, C — A, D — A kiillonbségvektorokat:
B—A= (4,2 —-1) C—A=(3,5,2) D—A=(—1, —5,3)

z értékét ugy kell megvalasztanunk, hogy e harom kiilonbségvektor vegyesszorzata 0 legyen.

El6szor szamoljuk a vektoridlis szorzatot.

k
-1 |=(22+5)i— (424 3)j+ 14k
z

(B—A)x (C—A)=|4
3

TN e

A vegyesszorzat:
((B—A)x (C—A),(D—A))=—(22+45)+5(42+3)+3-14=0

Rendezve z-re: 59 26
52+182=0 = =-——=—-—=
+ 182 TR 9

Tehat, ha z = —%, akkor négy pont egy sikra illeszkedik.



6. lecke, 35. oldal
3-24 Megoldas:

Mivel a B — A és a C' — A vektorok a harom pontra illeszked6 sikon vannak, ezért vektorialis szorzatuk
merdleges lesz a sikra. Ezért a keresett egyenes irdnyvektordt valaszthatjuk v := (B — A) x (C' — A)-nak:

Mivel pedig
B—A=(1,2,—-1), C—-A=(4, —1,3),
azért
i j k
v=B-A)x(C-A4)=|1 2 -1|=(5,-17,-9)
4 -1 3

Igy a keresett egyenes paraméteres egyenletrendszere:

r=3+5t y=—-1-T7t, 2=2-9¢



6. lecke, 36. oldal
3-25 Megoldas:

Az adott egyenes irdnyvektora nyilvan e = (2,1, — 2). A keresett egyenes f irdnyvektora e-re nyilvan
merodleges; ugyanakkor merdleges is két egyenes kozos sikjanak n normdlvektordra is. Mivel pedig e
normalvektor

n:=(b—a)xe

nek valaszthato, azért az
f:=((b—a)xe)xe

valasztas megfeleld.

A konkrét adatokkal:
b—a)xe=(2, —1, —1) x (2,1, —2) = (3,2,4)

és ezért
£f=(3,2,4) x (2,1, —2)=(-8,14, — 1)

A keresett egyenes egyenletrendszere pedig:

r=5-8t y=-2-+14t, z=—1—1t



6. lecke, 37. oldal
3-26 Megoldas:

Az adott sikok normaélvektorai a sikok normalegyenleteib6l leolvashaték:

1’11:(2,—1,—1) 1’12:(4,—1,1)

A keresett sik normalvektora mindkét fenti normadlvektorra meréleges kell, hogy legyen. Ilyen vektor pl.
kettdjilik vektorialis szorzata:

i j Kk
nyxng=2 —1 —1|=(-2, —6,2)
4 -1 1

Egy lehetséges normdlvektor tehat: (-2, —6,2).

A tovabbi szdmolds valamivel egyszer(ibb, ha a normalvektor inkabb ennek (—%)-szerese:

1
ng= g (-2 -6,2) = (1,3, — 1)

A keresett sik normalegyenlete:
(x—0)+3y—4)—(2+7)=0

Rendezve:
rz+3y—2z=19



6. lecke, 38. oldal
3-27 Megoldas:

A gula 6todik csucspontja nyilvan az alap stlypontja felett 100 egység magassagban levé pont, azaz
D = (50, 50,100). A keresett sik egy lehetséges normalvektora nyilvdn a D — B = (—50, 50, 100) és a

C — B = (0,100, 0) kiilonbségvektorok vektoridlis szorzata, azaz a (—10000, 0, — 5000) vektor. Kényelmesebb

azonban ennek (—ﬁ)—szeresét vdlasztani normalvektornak:

n:=(2,0,1)
Igy a keresett sik (mely definici6 szerint illeszkedik pl a B pontra) normalegyenlete:
2(z —100) 4+ (2 — 0) = 0,

azaz
2z + z = 200.



6. lecke, 39. oldal
3-28 Megoldas:

Vegyiik észre, hogy két parhuzamos egyenesrél van szd, mivel irdnyvektoraik megegyeznek. A kozos
irdnyvektor: v = (3,2, — 2). A keresett sik normdlvektora erre nyilvdn merdleges kell, hogy legyen; tovdbba
ugyancsak merdleges kell, hogy legyen a két egyenes egy-egy tetszoleges pontjanak kiilonbségvektorara is.

A két egyenes egyenletébdl egy egy pontjuk (pl. a ¢ = 0 paraméterértékhez tartozé pont) leolvashato:
Pi=(2, —1,3),ill Q= (1,2, — 3).

A keresett sik normalvektora tehat a kovetkezének valaszthato:

ij k
n:=vx(Q-P)=| 3 2 —2|=(-6,20,11)
-1 3 -6

A két egyenesre illeszked? sik egyenlete a P pontra felirva:
—6(x—2)+20(y+1)+11(z—3) =0

—6x +12+20y +20+ 112 -33 =0

Rendezve:
6r —20y —11z+1=0

A @ pontra felirva ugyanezt az egyenletet kapjuk.



6. lecke, 40. oldal
3-29 Megoldas:
Legyen () egy tetszbleges pontja egy n normalvektoru siknak. Ekkor az A pontnak a siktol mért tavolsagat az
(A — Q) kiilonbségvektornak n normdlvektor irdnyt merdleges vetiiletének hossza adja, azaz a széban forgé

tavolsag: (A— Q) n)
|||

A feladat megolddsdhoz sziikségiink van egy pontra a sikrdl és egy normdlvektorra. A normdlvektor a sik
normalegyenletébodl leolvashatd, hossza is szamithato:

n:(1>_173)7 ||l’l||: Vll

A sik egy pontjanak megadasahoz annak két koordindtdjat szabadon valaszthatunk, majd a harmadikat a sik
egyenlete alapjan meghatarozzuk.

Példaul, ha y = z = 0. akkor 2 = —5. Igy a sik egy pontja: Q := (—5,0,0), és akkor A — Q = (6, —2,1).

Most mar tudjuk szamitani a pont és a sik tavolsagat:

’((A—Q),n) _’6+2+3‘_ U AT~33
||| Al Al '
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3-30 Megoldas:

Keressiik azt az (z¢,y0,20) pontot, amely illeszkedik mindkét egyenesre (ha ilyen létezik egydltalan). Ez azt
jelenti, hogy keresiink olyan (nem feltétlen egyenld!) ¢ és 7 paraméterértékeket, melyekre teljesiil, hogy:

ro=3+2t, y=1+1t 20=2-1
és
ro=—147, y=24+27, 2=1-27
Ez az egyelOre ismeretlen ¢, 7 paraméterekre a kovetkez6 egyenldségek teljesiilését jelenti:

342 =—147, 14+t=2+27, 2—t=1-27

Eggyel tobb egyenletiink van, mint ahdny ismeretleniink. Valasszuk ki az els6 két egyenletet és hatdrozzuk
meg beldle a ¢t és 7 paramétereket.

3+2=-1+47, 1+t=2+27
A masodik egyenlet (—2)-szeresét hozzdadva az els6 egyenlethez, ¢ kiesik, és 7 értéke meghatarozhatd.
1==5-31r = 717=-2

Visszahelyettesitve 7 értékét az els6 egyenletbe, kapjuk, hogy: ¢t = —3. Most ellendrizziik, hogy a kapottt ¢, 7
paraméterértékek kielégitik-e harmadik egyenletet is:

2—(—=3)=1-2-(-2)=5

Az egyenl6ség teljesiil, ez pedig azt jelenti, hogy 1étezik metszéspont.

A metszéspont koordindtdinak kiszdmitds ugy torténik, hogy a most meghatarozott ¢, 7 paraméterértékeket
behelyettesitjiik (barmelyik!) egyenes egyenletébe. Ha pl. az elsébe, akkor kapjuk, hogy:

x0:3+2-(—3):—3, y0:1+(—3):—2, 20:2—(—3):5,
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azaz a metszéspont: (—3, — 2,5). Ugyanerre az eredményre jutunk, ha ¢, 7 kiszamitott értékeit a masodik
egyenes egyenletébe helyettesitjiik:

z0=—-1+(-2)=-3, »p=242-(-2)=-2, z=1-2-(=2)=5.

Megjegyzés: A feladat tanulsdga, hogy két kiilonbozé egyenes egyidejli vizsgélata esetén célszerli azok
paramétereit mds betiivel jelolni, nehogy az a hamis kovetkeztetés alakuljon ki, hogy a két egyenes
paraméterei sziikségképp megegyeznek.
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3-31 Megoldas:

A normalegyenletekbdl leolvashatdk a sikok normalvektorai:
n; = (2, —3,1), Ngo = (4,1, — 1)

Lathatd, hogy egyik sem szamszorosa a masiknak, azaz a két sik nem parhuzamos, igy valdban létezik
metszésvonaluk.

A metszésvonal mindkét sikra illeszkedik, igy mindkét normalvektorra meréleges. fgy irdnyvektora valaszthaté
a két normadlvektor vektoridlis szorzatdnak:

e:=mny xng=(2, —3,1)x (4,1, — 1) = (2,6, 14)

Hatra van a metszésvonal egy pontjdnak meghatarozdsa, jeloljon (z¢,y0,20) egy ilyet. Ez mindkét sikon rajta
van, igy mindkét normalegyenletet kielégiti:

209 — 3yo + 20 = —10, 4dxg+yo—20=0

Eggyel kevesebb ismeretleniink van, mint ahdny egyenletiink. Egyik ismeretlent igy szabadon
megvdalaszthatjuk. Az egyszer(iség kedvéért legyen pl. z( := 0. A masik két ismeretlenre ezért a kovetkez6k
teljesiilnek:

—3yo+20=-10, yo—20=0

A két egyenletet 0sszeadva, zg kiesik, —2yg = —10, azaz yo = 5. Ezt visszahelyettesitve pl. az els6 egyenletbe:
—15+ zp = —10, azaz zp = 5. A metszésvonal egy pontja tehat (0, 5,5), igy a metszésvonal egyenlete:

r=2t, y=>5+6t, z=>5+14¢
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3-32 Megoldas:

Legyen (z¢,y0,20) egy ko6z0s pont: ez mind a sik, mind az egyenes egyenletét kielégiti, azaz alkalmas ¢
paraméterérték mellett:
xog =2+ 3tg, yo = 3tg, 20=05+ 4ty

és
xo+2yo — 20 =7
egyarant teljesiil. Az egyenes egyenletébdl xq, 1o, zo-ra adodé kifejezéseket a sik egyenletébe helyettesitve:

<2+3t0) +2- (3t0) - (5+4t0) =7

amiben az egyetlen ismeretlen a ¢ty paraméter. A bal oldalon a zardjeleket felbontva és a lehetséges
Osszevonasokat elvégezve —3 + 5ty = 7 adodik, ahonnan ¢, = 2. Ezt visszahelyettesitve az egyenes
egyenletébe, megkapjuk a k6zos pont koordinatait:

r0=2+3-2=8, y=3-2=6, 2=50+4-2=13

Tehdt egyetlen kozos pont 1étezik, éspedig (8, 6, 13).
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4. Linearis leképezések, matrixok

Ebben a fejezetben vektorterek kozott hatd specidlis leképezéseket, Un. linedris leképezéseket tanulmanyozunk.
Bevezetjiik a téglalap alaku szamtablazatokat (matrixokat), és miiveleteket értelmeziink kozottiik. Kidertil,
hogy minden matrix egyuttal egy-egy specialis linearis leképezésként is felfoghat6. Az elmélet kitlin6en
alkalmas a sokismeretlenes linearis egyenletrendszerek vizsgalatara és megoldasara, de természetes modon
felbukkan tobbvaltozds analizisben is (ezt majd a kovetkezé fejezetben latjuk), és egy sereg mas problémakor
vizsgalataban (pl. nemlinearis egyenletrendszerek kozelité megoldésa; egyenl6tlenség-rendszerek;
differencidlegyenlet-rendszerek stb).

4.1. Linearis leképezések

Legyenek X, Y vektorterek.

4-1. Definicié: Az A: X — Y fiiggvényt linedris leképezésnek nevezziik, ha

e a D, értelmezési tartomany altér X -ben;
o A(z+y) = A(z) + A(y) minden z,y € D4 esetén;
o A(Ax) = X\- A(x) minden x € Dy, A € R esetén.

A tovabbiakban, ha A linedris leképezés, akkor A(z) helyett egyszer(ien csak Az-et frunk, amennyiben ez nem
okoz félreértést.

A definicié azonnali kévetkezményeként:
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4-1. Allitds: Ha A : X — Y linedris leképezés, akkor
(a) tetszoleges © = \1x1 + \oxg + ... + A2y, linedris kombinacid esetén Ax = A\ Az + AoAxg + ... + N\ Axy;
(b) az R 4 képtér is altér (Y-ban).

Az allitas (a) pontja miatt nyilvan mindig teljesiil, hogy A0 = 0. (Itt O alatt a bal oldalon értelemszertien az X
tér zérusvektora, mig a jobb oldalon az Y tér zérusvektora értendd.)

Az aldbbiakban példdkat mutatunk linedris leképezésekre. Ezekbdl vilagosan latszik, hogy — bizonyos
értelemben — a linedris leképezések a "leheto legegyszeriibb" fiiggvények.

1. Legyen A: R — R, Az := a - x (ahol a € R adott konstans). Akkor A linedris leképezés. Konnyen lathato
tovabbd, hogy minden R — R linedris leképezés ilyen alakd (a := A(1) valasztassal). gy pl. az
A(z) := a - x + b elbirdssal értelmezett leképezés b # 0 esetén mdr nem linedris leképezés.

2. Tekintsiik az [a,b] intervallumon folytonos fliggvények C[a,b] halmazat, és az ugyanitt folytonosan
differencidlhaté fiiggvények C'![a,b] halmazdt. Mér lattuk, hogy ezek vektorteret alkotnak a szokésos
fiiggvénymiiveletekre nézve. Legyen D : C'[a,b] — C|[a,b] a differencidlés operdtora, azaz D f := f' minden
f € Cla,b]-re. Akkor D linedris leképezés.

3.Legyen I : Cla,b] - R, If := ff f(z)dz. Akkor I linedris leképezés. Elnevezés: A szamérték linedris
leképezéseket — mint a fenti I leképezést is — gyakran linedris funkciondloknak nevezziik.

4 Legyen ¢ : C(R) — R, 0f := f(0), azaz rendeljiikk hozzd f-hez a 0-beli helyettesitési értékét. Akkor § linedris
leképezés. (Dirac-féle §-funkciondl).

5. Az R? sik minden pontjdhoz rendeljiik hozz4 az origé kériili, adott ¢ szdgii elforgatds utjan kapott pontot.
Ezzel egy R? — R? linedris leképezést definidltunk. Ugyanakkor az origétdl kiilénbdzé pont kériili forgatds
mar nem eredményez linedris leképezést.

6. Az R? tér minden pontjdhoz rendeljiik hozz4 a pontnak egy adott, az origéra illeszkedd sikra vett
ortogonalis vetiiletét. Ezzel egy R? — R3 linedris leképezést definidltunk. Ha viszont a sik nem illeszkedik az
origora, akkor az igy definidlt leképezés mar nem linedris.
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7. Legyen a € R3 adott vektor és minden x € R? esetén jelolje Ax := x x a. Az igy definidlt A : R® — R?
leképezés linedris leképezés.
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4.2. Matrixok, miiveletek matrixokkal

4-2. Definici6é: Az n sorbdl és m oszlopbdl all6 téglalap alaku

all a2 ... QAim
a1 a22 ... Qa29m
anl1 AaAp2 ... Qpm

szamtablazatot n x m -es matrixnak nevezzik.

A matrix elemeire két indexszel hivatkozunk, az elsét sor-, a masodikat oszlopindexnek nevezziik.

Elnevegzések: Ha n = m, akkor a matrixot négyzetes mdtrixnak, ha n = 1, akkor sorvektornak, ha m = 1, akkor
oszlopvektornak nevezziik. Az A matrix zérusmdtrix, ha minden eleme zérus (jele 0). n x n-es matrixok esetén
az n szamot a matrix rendjének nevezziik. Az A négyzetes matrix diagondlmdtrix, ha csak a bal fels6 saroktdl a
jobb alsé sarokig tartd, un. fédiagonadlisban 1év6 elemek kiilonbozhetnek 0-t6l, azaz, ha a kdvetkezé alaku:

ail 0 0
0 ano 0
0 0 Ann
Az n x n-es
1 0 0
0 1 0
0o 0 .. 1

diagonalmatrixot n x n-es egységmdtrixnak nevezzik és I-vel fogjuk jelolni.
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Jelolések: Az n x m -es matrixok halmazat M,, «,,-mel jeloljik. Egy A € M,,,,, matrixot gyakran az elemekre

utalé A = [ay;] szimbélummal jeldliink (k = 1,2,...,n, j = 1,2,...,m).

4-3. Definicio: Legyenek A = [ay;]|,B = [by;] € M, xm tetsz6leges matrixok, A € R tetszéleges szdm. Az A
és B matrixok 0sszegén az

a1 +bi1 a2 +bi2 ... aim+bim
A+ B | o +bo1  asa+bay ... aom + bay € My,
Gnl +bn1 an2 +bp2 .. anm + bom
matrixot, az A matrix A\-szorosan pedig a
Aa11 Aai2 ... Aaim
N A Aagr  Aage ... Aagm €M,
At Anz .. Adnm

matrixot értjiik.
A definicié azonnali kévekezményeként:

4-2. Allitds: Az n x m-es matrixok M,,x., halmaza az osszeaddsra és a skaldrral val szorzdsra nézve vek-
torteret alkot. Ennek nulleleme a zérusmatrix, dimenzidja nm. Egy bazisat (a standard bdzist) mindazon
n x m-es matrixok alkotjdk, melyek elemei kozt egyetlenegy 1-es van, a tobbi elemiik zérus.

A most kdvetkezd definiciéban a szorzast az eddigi komponensenkénti miiveletektdl teljesen eltéréen

definialjuk. Ennek célja, hogy a matrixszorzas a fiiggvénykompogzicioval legyen 6sszhangban: ezt a témakort
majd a kovetkezd szakaszban részletezziik.
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4-4. Definicio: Legyenek A = [a;] € Myxm, B = [bgj] € My, «, tetszéleges matrixok. Az A és B matrixok
A - B szorzatdn azt a C' = [cy;] € M, «, mdtrixot értjiik, melynek kj-edik elemét az aldbbi 6sszeg definidlja:

m
Crj = § ag;ibij,
i=1
azaz cy; definicié szerint az A mdtrix k-adik sordnak és a B matrix j-edik oszlopanak skaldris szorzata.

Latjuk tehat, hogy nem minden maétrixpar esetében értelmes a fenti szorzas: ehhez az kell, hogy az els6 matrix
oszlopainak szdma megegyezzék a mdsodik matrix sorainak szdmadval.

Ha nem okoz félreértést, akkor a matrixszorzast jelol6 szorzépontot a késébbiekben elhagyjuk.

4-1. Példa: Legyenek

Akkor:

A példa azt is mutatja, hogy a matrixszorzas dltaldban — a valds szdmok kozti szorzastdl eltéréen — nem
kommutativ (még akkor sem, ha mindkét sorrendben vett szorzat értelmes). Ha két négyzetes mdtrixra mégis
teljestil, hogy AB = B A, akkor azt mondjuk, hogy A és B felcserélhetok. A példa tovabbi tanulsaga, hogy a

szorzatmatrix akkor is lehet zérus, ha egyik tényezdje sem az. Ettdl eltekintve, a matrixszorzas teljesiti a
szokdsos miiveleti azonossagokat:
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4-3. Allitds: A madtrixszorzas asszociativ, azaz, ha A € M,,»m, B € M, xp, C € M, , tetszéleges matrixok,
akkor (AB)C = A(BC). Tovabbd a mdtrixszorzds az 6sszeadds felett disztributiv: ha A,B € M, x,, C €
M,,,xp, akkor (A + B)C = AC + BC ,ésha A,B € My, C € M, , akkor C(A+ B) = CA+ CB.

Bizonyitas:

Az (AB)C matrix kj-edik eleme: ((AB)C)j = > F 1 (AB)gicij = Y b1 > agybricij, mig az A(BC') matrix
kj-edik eleme: (A(BC))kj = Yonrq @ku(BC)ujcij = Y w1 Y 0| agybuvcyj. A disztributivitas igazolasat —
gyakorlatképpen — az Olvaséra hagyjuk. O

A szorzas nem-kommutativ voltanak tovabbi kovetkezménye, hogy egy sor egyszerl azonossag, mely szamokra
igaz, érvényét veszti matrixok esetében. fgy pl. ha A,B € M,,,,,, akkor altaliban (A + B)? # A2 + 2AB + B%:
egyenl6ség csak akkor all fenn, ha A és B felcserélhetok. Egyébként pedig csak annyi igaz, hogy

(A+ B)?>=A?+ AB+ BA + B2

A kovetkezé allitas, mely a matrixszorzas definiciéjabdl nyomban adédik, a zérus- és az egységmatrix
kiilonleges szerepére mutat rd: a négyzetes matrixok kozott ezek ugy viselkednek, mint a szamok kozt a 0 és
az 1. Pontosabban:

4-4. Allitds: Az n x n-es zérusmatrix (0), és az n x n-es egységmatrix (I) tetszéleges A € M,,«,, matrixszal
felcserélheto, éspedig A0 = 0A =0, és Al = A = A.

Jegyezziik még meg az alabbi specialis matrixszorzasokat:

e (a) Azonos méretli négyzetes matrixok szorzata ugyanolyan méret(i négyzetes matrix.
e (b) n x n-es matrix és n x 1-es oszlopvektor szorzata n x 1-es oszlopvektor.

e () 1 x n-es sorvektor szorzata n x 1-es oszlopvektorral egy 1 x 1-es matrixot, azaz egyetlen szamot
eredményez (skalaris szorzat).
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e (d) n x 1-es oszlopvektor szorzata 1 x n-es sorvektorral egy n x n-es matrixot ad (diadikus szorzat).
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4.3. Matrixszorzas és linearis leképezések

Nyilvanvald, hogy a rendezett szam-n-esek és az n x 1-es matrixok (oszlopvektorok) kozott kolesondsen
egyértelmd megfeleltetés létesithet6. Ennélfogva a tovabbiakban R"™ elemeit azonositjuk My, 1 elemeivel:
egy-egy rendezett szam-n-est akar R, akar M,, 1 elemének is tekinthetiink. Ilyen értelemben, ha adott egy
A € M,,«,, matrix, és x € R™ tetszoleges, akkor az x — Az hozzarendelés egy R — R leképezést definial.
A matrixszorzas el6z6ekben részletezett tulajdonsagai miatt ez a leképezés linedris. Azaz minden n x m-es
matrix felfoghat6 egy R™ — R" linedris leképezésnek. Ha az A matrix valdsitja meg a leképezést, akkor azt

mondjuk, hogy a leképezés mdtrixa A.

Megforditva, minden R™ — R linedris leképezéshez talalhatd egy n x m-es matrix, mely a fenti értelemben
el6allitja ezt a linedris leképezést. Valéban, legyen A : R™ — R" egy linearis leképezés. Jelolje e1,ea,...,e,, @
standard bazist R™-ben, és tekintsiik azt az n x m-es matrixot, melynek oszlopai az Ae,Aes,...,Aen,
oszlopvektorok: ekkor ez a matrix épp az A linedris leképezés matrixa.

Ily moédon kolesonosen egyértelmii megfeleltetést 1étesitettiink M, «,,, elemei és az R™ — R" linedris
leképezések kozott. Ugyanazt az objektumot mdtrixnak avagy linedris leképezésnek fogjuk tekinteni a
tovabbiakban, aszerint, hogy melyik kényelmesebb.

Specidlis eset: Tekintsiik az I € M, ., egységmatrixot. Tetszéleges z € R" esetén konnyen ellendrizhet6en
Iz = x, azaz az egységmatrix épp az R" tér identikus leképezésének matrixa.

Legyenek A € M,,«, B € M, «, tetszéleges matrixok, x € R" tetszbleges (oszlop)vektor. A matrixszorzds
asszociativitasa miatt
A(Bz) = (AB)x

Ugyanakkor, A-t és B-t leképezésként fogva fel, A(Bx) az A o B 0sszetett fiiggvény az x vektorra alkalmazva.
Kovetkezésképp az A o B Gsszetett fliggvény matrixa épp az AB szorzatmatrix.

Most néhdny példat mutatunk linedris leképezések matrixdnak meghatdrozdsara.
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4-2. Példa: Az R? sik minden pontjdhoz rendeljiikk hozzd az origd kériili, adott ¢ szogii elforgatds ttjan

kapott pontot. M4r lattuk, hogy ezzel egy R?> — R? lineédris leképezést definidlunk. Hatdrozzuk meg ennek
matrixat.

Megoldds: Legyen (x,y) € R? tetsz6leges, = := r cosf, y := rsin f, ahol r az (x,y) pont helyvektordnak hossza,
0 pedig az iranyszoge. Akkor az elforgatott pont koordinatai nyilvan:
2’ =rcos(f +t) =r(cosfcost —sinfsint) = zcost — ysint

y =rsin(@ +t) = r(sinfcost + cosfsint) = wsint + ycost

'\ ([ cost —sint x
y )\ sint cost y

Kovetkezésképp az origo koriili ¢ szogli elforgatas matrixa az aldbbi 2 x 2-es matrix (in. forgatémadtrix):
cost —sint
sint  cost

4-3. Példa: Az R3 tér minden pontjdhoz rendeljiik hozza a pontnak egy adott, az origéra illeszkedd sikra
vett ortogondlis vetiiletét. Mdr tudjuk, hogy ezzel egy R? — R? lineéris leképezést definidltunk. Hatdrozzuk
meg ennek matrixat.

ahonnan tehat

Megoldds: Jeldlje n := (n1,n2,n3) € R3 a széban forgé sik normalvektorat, egyszeriiség kedvéért tegyiik fel,
hogy ez egységnyi hosszu, azaz ||n|| = 1. Akkor egy tetsz6leges x := (x1,72,73) € R? pont n irdnyt ortogondlis
vetiilete: Px := (x,n) - n, azaz:

ni
Px = (l’lnl —+ xon9o + .7}3713) . n9 =
ng



7. lecke, 11. oldal

n% ningy mninsg I
= ning n% naonsg €2
ning ngns n% I3

Mivel pedig a sikra vett ortogondlis vetiilet helyvektora x — Px, azért ennek mdtrixa [ — P, ahol I a 3 x 3-as
egységmatrix, P pedig a fenti egyenléségbol adédo
n% nina nins
ning n% nans
ning mnong ng

matrix (ami épp a normdlvektornak 6nmagdval vett diadikus szorzata).

4-4, Példa: Legyen a € R? adott vektor és minden x € R3-hez rendeljiik hozzd az x x a vektort. Ezzel
linearis leképezést definidltunk. Hatarozzuk meg ennek matrixat.

Megoldds: A vektoridlis szorzat definici6jabdl adéddan:

o3 — X342 0 as —a X1
X Xa= T3a1 — T1a3 = —az O ai T
r1ag — Ira2aq a9 —ai 0 I3
tehat a vektoridlis szorzas matrixa:
0 as —ag

—as 0 ai
a —a; O



7. lecke, 12. oldal
4.4, Matrixok inverze és determinansa

4-5. Definicié: Az A € M,,,, négyzetes matrix invezének azt az A~! € M,,,, mdtrixot nevezziik, melyre
A7'A = T teljesiil. Ha ilyen A~! madtrix 1étezik, akkor A-t reguldrisnak, ellenkezd esetben szinguldrisnak
nevezzik.

Nem minden négyzetes mdtrixnak van inverze. Igy pl. a zérusmatrixnak nincs, ui. barmilyen mdtrixszal
szorozva balrdl a zérusmatrixot, a szorzat mindig a zérusmatrix, és sohasem az egységmatrix. Ugyanakkor pl.
az egységmatrix reguldris, inverze énmagaval egyezik.

Az inverz a reciprok fogalménak erds altalanositdsa. Ugyanakkor, ha az A € M, «,, matrixot R” — R" linedris
leképezésnek tekintjiik, akkor A~! mint leképezés, megegyezik A inverzével (ez indokolja az elnevezést is).
Valéban, A~' A = I kévetkeztében minden x € R" esetén A~!(Az) = Iz = x. Kévetkezésképp egy négyzetes
A matrix pontosan akkor reguldris, ha mint leképezés egy-egyértelm, és ekkor az inverz egyértelmiien
meghatérozott (bar ez a definiciébdl nem latszik azonnal). Tovdbbd, ha A reguldris, akkor A~! is az, és
(A~1H~1 = A. Ez utébbibdl pedig még az is nyomban adédik, hogy ha A reguldris métrix, akkor az A~! inverz
matrixszal A-t nemcsak balrdl szorozva kapunk egységmatrixot, hanem ugyanez all a jobbrdl valé szorzasra is:
AA~! = I. Réviden, egy reguldris matrix mindig felcserélhet§ az inverzével.

Szorzat inverze kiszamithato a tényezdk inverzeinek segitségével (a reciprok szamitasahoz hasonléan), de
mivel a matrixszorzas altaldban nem kommutativ, azért a tényezok sorrendje nem k6zombos:

4-5. Allitas: Ha A,B € M,,,, mindketten regularisak, akkor AB is az, és (AB)~! = B~1A~1

Bizonyités:

Valéban, az asszociativitast felhaszndlva: B~'A™'AB = B~Y(A'A) B=B'IB=B"'B=1.0

Megjegyezziik, hogy ugyanakkor (A + B)~! sohasem egyenl6 A~! + B~!l-gyel!
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A regularitas és az inverz fogalménak jelent6ségére az alabbi fontos példa mutat rd. Legyen A = [ax;] € Myxn
adott matrix, b € R" adott oszlopvektor. Akkor az Az = b matrixegyenlet (z € R"™) a matrixszorzas definicidja
miatt ekvivalens az aldbbi n-ismeretlenes linedris egyenletrendszerrel:

a11x1 + a12r2 + ... + a1y, = by

ao1x1 + agere + ... + agnry = b
an1T1 + @n2to + ... + ApnTn = by,

Ha a rendszer A matrixa reguldris, és ismerjiik az A~! inverz mdtrixot, akkor A~'-gyel balrél szorozva a fenti
egyenlet mindkét oldalat, kapjuk, hogy A~' Az = A~'b, azaz x = A~'b; az egyenletrendszer megoldésat tehat
explicit formula adja. Sajnos, nagyméret(i egyenletrendszerek esetében az inverz matrix meghatdrozdsa
semmivel sem konnyebb probléma, mint az eredeti egyenletrendszer megoldasa. (Az inverz matrix
meghatdrozasara 4ltaldnos algoritmust a 3.6.szakaszban adunk.) Mindazonaltal az + = A~'b explicit
megoldoformula hasznos lehet, ha ugyanazt az egyenletrendszert egymas utan tobb kiilonb6zé jobb oldal
mellett kell megoldani.

Néha, bizonyos specialis matrixosztalyok esetén, az inverz egyszerien meghatarozhatd. Erre mutatunk két
példat:

1. Diagondlmadtrix inverze: Ha a diagondlmatrix diagonalelemei mind 0-tél kiilonboznek, akkor a matrix
reguldris, és

an 0 .. 0\ ' ail 0 .. 0
0 a2 0 | 0 ay 0
0 0 .. anm 0 0 .. a,}

Ez a matrixszorzas definiciéjanak felhasznaldsaval konnyen ellenérizhetd.
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2. Forgatomdtrix inverze: A 2 x 2-es forgatomatrixok mindig reguldrisak, éspedig:

cost —sint \ [ cost sint
sint  cost ~\ —sint cost
azaz egy t szogl forgatds inverze megegyezik egy (—t) szogli forgatdssal, a szemlélettel teljes 6sszhangban.

Végiil néhany allitdst mondunk ki a reguldris matrixok jellemzésére:

4-6. Allitas: Egy A € M,,,, matrix pontosan akkor regularis, ha (mint leképezés) csak a zérusvektort viszi a
zérusvektorba, azaz Ax = 0 csak ugy lehetséges, ha x = 0.

Bizonyitas:

Legyen A reguldris. Nyilvdan mindig A0 = 0, ha pedig x # 0, akkor az egy-egyértelmtiség miatt Ax # 0.
Megforditva, tegyiik fel, hogy A csak a zérusvektort viszi a zérusvektorba Megmutatjuk, hogy ekkor A
egy-egyértelmd, azaz reguldris. Legyen x1 # x, akkor 1 — 29 # 0, igy A(x1 — x2) = Az — Azo # 0, azaz
Axq # Axo, tehat A valdban egy-egyértelmi. OJ

Az allitas 1ényege, hogy a linearitds miatt elég az egy-egyértelmiiséget egyetlen vektor, nevezetesen a
zérusvektor esetében ellendrizni.

4-6. Definici6: Egy A € M,,«,, matrix ill. linedris leképezés magterének a
ker A:={z e R": Az = 0}
halmazt nevezziik, mely A linearitdsabél adédéan mindig altér R"-ben.

v 7 os

Ezzel a jeloléssel az el6z6 allitas réviden gy fogalmazhatd meg, hogy az A € M, «,, matrix pontosan akkor
reguldris, ha ker A = {0}.
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4-7. Allitds: Egy A € M,, matrix pontosan akkor regularis, ha (mint leképezés), linearisan fiiggetlen
vektorokat linedrisan fiiggetlen vektorokba visz.

Bizonyitas:

Legyen A reguldris, és legyenek z;,x9,...,z,, € R" linedrisan fliggetlenek (m < n). Tekintsiink egy tetszbleges
AMAzT| + Ao Axy + ... + N\ Az, linearis kombinaciot. Ha ez a zérusvektor, akkor

A(A1x1 + Aazo + ... + Apxy) = 0, igy az el6z6 allitds értelmében sziikségképp A1z + Aoxo + ... + Az, = 0.
Am az x; vektorok linedris fliggetlensége miatt ezért \y = \y = ... = X\, = 0, azaz Axy,Axs,...,Ax,, valéban
linearisan fiiggetlenek. Megforditva, ha A linearisan fiiggetlen vektorokat linearisan fiiggetlen vektorokba visz,
akkor semmilyen x # 0 vektort nem vihet a zérusvektorba: ha ui. z eléall © = \je1 + \oes + ... + Anen
(nemtrivialis!) linedris kombinacidként, ahol eq,es,...,e,, bazist alkotnak R"-ben, akkor Ax el6all az
Aey,Aes,...,Ae, vektorok nemtrivialis linedris kombinacidjaként: Az = \jAe; + AaAes + ... + A\, Aey, igy nem
lehet a zérusvektorral egyenld. [J

Az allitas egyszer( kovetkezménye, hogy egy A € M,,,,, matrix pontosan akkor regularis, ha képterének
dimenzidja n-nel egyenld, azaz, ha a képtér a teljes R"-nel egyezik. Valéban, a képtér dimenzidja n-nél
nagyobb nyilvan nem lehet, igy ha ej,es,...,e,, bazist alkot R"-ben, és A reguldris, akkor Aeq,Aes,...,Ae,
linearisan fiiggetlen rendszer 1évén maga is bazist alkot R"-ben, tehdt a képtér n-dimenzids. Az Olvaséra
bizzuk annak végiggondoldasat, hogy ha A € M,,,, szinguldris, akkor képterének dimenzidja n-nél
hatarozottan kisebb.

A regularitas eldonthet6 egy, a fentieknél sokkal gépiesebb (bar meglehet6sen szamitasigényes) mddon is.
Ehhez bevezetjiik a matrix determindnsanak fogalmat. A definiciét rekurziv médon fogalmazzuk meg:
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4-7. Definici6: Az egyetlen a € R szam alkotta 1 x 1-es matrix determindnsa legyen maga az a szam. Ha
pedig az (n — 1)-edrendi mdtrixok determindnsat mdr definidltuk, akkor tetszéleges A := [ay;] € Myxn
matrix esetén definidljuk az A matrix determindnsat a

det A := a11D11 — a19D12 + a13D13 — ... £ a1, D1n,

formuldval, ahol D;; jelentse annak az (n — 1)-edrendd matrixnak a determindnsat, melyet A-bdl az els6 sor
és a j-edik oszlop elhagydséaval kaptunk. Az A métrix determindnsét a |A| szimbélummal is szokds jeldlni.

A determindns tehdt mindig egyetlen szdm: jegyezziik meg, hogy ha A := [a;;] € May» egy mdsodrendi
matrix, akkor det A = aj1a22 — a12a91. Bizonyitds nélkiil megemlitjiik, hogy det (AB) = det (A) - det (B)
mindig teljesiil. Ugyanakkor dltaldban det (A + B) # det (A) + det (B)!

4-5. Példa:

1 -2
det| O
0

W = W

21 01 0 2
g —1-det<O 3)—(—2)-det<0 3)+3-det(0 0>_6.

Megjegyzés: A definicié6 mar viszonylag kis n értékek mellett is gyakorlati szempontbdl haszndlhatatlan.

Megmutathaté, hogy a determindnsnak a definicié szerinti kiszamitdsa n!-nél is tobb miveletet igényel. Igy
pl. egy mindossze 100-adrend( determindns kiszamitasa — barmilyen ma és a belathat6 jovében hasznélatos
szamitégépek mellett is! — tobb id6t venne igénybe, mint a Vildgegyetem jelenleg ismeretes életkora. Szeren-
csére vannak algoritmusok, melyek ennél lényegesen kevesebb miivelet dran szdmitjdk ki a determindnst.
Ezek részleteivel azonban e jegyzet keretein beliil nem foglalkozhatunk.
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Megjegyzés: Megmutathatd, hogy a determindns kiszdmitdsdnak rekurziv definiciéja nem kell, hogy az
els6 sorhoz kotédjék. Barmelyik, pl. a k-adik sor esetén

det A = (—=1)"'ag Dy + (—1)"2agoDia + .. + (= 1) " ayy, Dy,

ahol Dy jelenti annak az (n — 1)-edrend(i méatrixnak a determindnsat, melyet A-bdl a k-adik sor és a j-edik
oszlop elhagyasaval kaptunk (sor szerinti kifejtés). Hasonlé formula érvényes az oszlopok esetére is:

det A = (=1)7"'ay;Dy; + (—1)""ag;Dyj + ... + (=1)"""a,; Dy

(ez az elsé oszlop szerinti kifejtés, és igy tovabb).
Az ay; Dy, szorzatok eljelének megjegyzését konnyiti meg aldbbi séma (sakktdblaszabdly):

+ - + -
-+ -+
+ -+ -
-+ -+

ahol a k-adik sor és j-edik oszlop keresztez6désében €pp ay;Dy; eljele all.

A determinans szamunkra legfontosabb tulajdonsagat az alabbi tétel mutatja, melyet bizonyitas nélkiil adunk
meg (a masodrendii eset a feladatok kozott szerepel):

4-8. Tétel: Egy A € M,,«,, matrix pontosan akkor reguldris, ha det A # 0, masszéval, pontosan akkor
szinguldaris, ha det A = 0.
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Megjegyzés: A determindns fogalma a vektoridlis szorzatok kiszadmitdsat konnyen dattekinthetévé teszi.

Egyszer(i szdmoldssal igazolhatd, hogy ha x = (z1,72,73) és'y = (y1,y2,y3) tetsz6leges R3-beli vektorok,
akkor a formalis

i j k
det xr1 X2 I3
Yyr Y2 Y3

determinans épp az x x y vektoridlis szorzatvektorral egyenlo.
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Linearis egyenletrendszerek
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4.5. Linedris egyenletrendszerek megoldhatdsaga

Ebben a szakaszban a matrixok regularitdsanak és az
Ax =1
egyenlet megoldhatésaganak kapcsolatat vizsgaljuk, ahol A = [ay;] € M,,,, adott matrix, b € R" adott jobb

oldal.

Mar lattuk, hogy a fenti tomor matrixegyenlet ekvivalens az aldbbi n-ismeretlenes linedris egyenletrendszerrel:
a1171 + a12T2 + ... + a1 Tp = b1

a2121 + a2 + ... + agpTy = b2

an121 + p222 + ... + AppTy = by
Az egyenletrendszert homogénnak nevezziik, ha b = 0, azaz b; = by = ... = b, = 0. Nyilvanvalo, hogy ekkor
xr1 = x9 = ... = , = 0 mindig megoldas: ezt trividlis megolddsnak nevezziik, mig a homogén egyenlet minden
olyan megolddsat, ahol legaldbb egy x; zérustdl kiilonbozik, nemtrividlis megolddsnak nevezziik.

A homogén egyenletek esetében a jellemz6 probléma az, hogy létezik-e nemtrividlis megoldas, mig az
inhomogén egyenlet esetén az a kérdés, hogy van-e egyaltalan megolddsa, és ha igen, akkor hany.

Nyilvanvald, hogy a megoldas 1étezése (tetszoleges jobb oldal mellett) azzal ekvivalens, hogy A képtere a teljes
R” tér. A homogén egyenlet nemtrividlis megoldasanak létezése pedig, mas megfogalmazdasban, azt jelenti,
hogy az A leképezés egy zérusvektortdl kiillonb6z6 vektort is a zérusvektorba visz. Ily médon az el6zé szakasz
eredményei minden tovabbi nélkiil alkalmazhatdk, és az alabbi fontos tételekhez jutunk:
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4-9. Tétel: Az A € M,,«,, matrix pontosan akkor reguldris, ha az

Ax =b

egyenletnek minden jobb oldal mellett l1étezik megolddsa. Ekkor a megoldés egyértelmf is (éspedig A~'b-vel
egyenld).

4-10. Tétel: Az A € M,,«,, matrix pontosan akkor regularis, ha az
Az =0

homogén egyenletnek csak a trividlis megolddsa létezik. Masszéval, A pontosan akkor szingularis, ha a
homogén egyenletnek létezik nemtrividlis megoldasa. Ekkor pedig végtelen sok nemtrividlis megoldas is
létezik (barmely » megoldas esetén annak tetszéleges konstansszorosa is megoldas).

A tételek alkalmazasaként egy egyszertii elegendé feltételt mutatunk egy matrix szingularitasara:

4-11. Kbvetkezmény: Ha az A € M,,,, matrixnak valamelyik sora vagy oszlopa csupa 0-bdl &ll, akkor a
matrix szingularis.

Bizonyitas:
Ha valamelyik, pl. a k-adik sor csupa 0, akkor az e, standard baziselem mellett az Ax = e, egyenletnek nincs
megoldasa, hiszen Az k-adik eleme biztosan 0, ezért a matrix szinguldris. Ha pedig valamelyik, pl. a k-adik

oszlop csupa 0, akkor Ae;, = 0, azaz a homogén egyenletnek van nemtrivialis megolddsa, ezért a matrix ekkor
is szinguldris. [
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4.6. Megoldasi algoritmus: a Gauss-eliminacio

Tekintsiik az alabbi lineéaris egyenletrendszert:

a11x1 + a1 + a13x3 + ... + a1pTn = 01
a2171 + G222 + a23%3 + ... + a2, Ty = b2
a31x1 + asers + azzxs + ... + agpr, = b3

Ap1%1 + Ap2T2 + Ap3x3 + ... + AppTy = by

ahol feltessziik, hogy az A matrix regularis. A Gauss-eliminacié (vagy kikiiszoboléses mddszer) 1épései a
kovetkezék:

1. Osszuk le az 1. egyenletet az aq; egyiitthatéval:

x1 + gy + a3 + ... + a},xn = Y]
a1 71 + a22T2 + 2373 + ... + a2, Ty = b2
a31x1 + asers + azzxs + ... + agpr, = b3

121 + Ap2T2 + ap3x3 + ... + AppTy = by

2. Az 1. sor ay;-szeresét vonjuk ki a k-adik sorbdl (k = 2,3,...,n), ezaltal kikiiszoboljiik z1-et a 2.,3.,...,n.
egyenletbdl. Eredményiil az alabbi szerkezetli egyenletrendszerhez jutunk:

x1 + gy + a3 + ... + a),xn = b
/ / / /

A9 T2 + Ay3T3 + ... + Ay, Ty = b

/ / / /

/ !/ !/ /
(po%2 + Up3T3 + ... + Ay, Ty = by,

3. A2,3.,...,n. egyenlet mar csak (n — 1) ismeretlent tartalmaz, igy az 1., 2. pont lépéseit megismételhetjiik:



8. lecke, 4. oldal
xo-t kikiiszoboljiik a 3.,4.,...,n. egyenletbdl, majd hasonléan, zs-at a 4.,5.,...,n. egyenletbdl, és igy tovabb.
Végiil a kovetkez6 alaku egyenletrendszert kapjuk:

T1 + G12%2 + @133 + ... + Q1pTn = b1
To + Qo323 + ... + AopTn, = bo
T3 + ... + agpnxy, = b3

T, = by,

4. Az utolsé egyenletbdl x,, maris ismert: visszahelyettesitve az (n — 1)-edik egyenletbe, =, szdmithatd;
xn-et és x,_1-et visszahelyettesitve az (n — 2)-edik egyenletbe, z,,_o szdmithatd, és igy tovabb, igy az egyes
ismeretleneket index szerint csékkend sorrendben hatarozzuk meg. Ezt a miveletsort a Gauss-eliminacid
visszahelyettesitési részének, mig az el6zb 1épéseket elimindcids résznek nevezziik.

Az algoritmust az alabbi egyszer(i példan szemléltetjiik:

4-6. Példa: Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:

21 — 6z 4+ 10x3 = —12
207 — bxry + 3x3 = —4
3r1 — 2x9 —+ r3 = 3

Megoldds: Osszuk le az 1. egyenletet 2-vel:

r1 — 3x2 + dSx3 = —6
2¢7 — bxy + 3x3 = —4
3r1 — 2x9 + x3 = 3

Az 1. egyenlet 2-szeresét vonjuk ki a 2. egyenletbdl, majd az 1. egyenlet 3-szorosat vonjuk ki a 3. egyenletbdl,
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ezzel a 2. és 3. egyenletbdl kikiiszoboljiik x4 -et:

r1 — 3x2 + drs = —6
o — 7.%3 = 8
Txo — ldzs = 21

A 2. egyenletet mar nem kell x5 egyiitthatéjaval leosztani, 1évén az 1-gyel egyenld. Vonjuk ki a 2. egyenlet
7-szeresét a 3. egyenletbdl, ezzel a 3. egyenletbdl xzo-t is kikiiszoboltiik:

r1 — 3x2 + brs = —6
xro — 71’3 = 8
353 = =35

Elosztva a 3. egyenletet 35-tel, az eliminacids részt befejeztiik:

r1 — 31‘2 + 5$3 = —6
Tro — 7.%'3 = 8
r3 = —1

Az utols6 egyenletbol 3 mar ki van szamitva. Visszahelyettesitve a 2. egyenletbe, innen x5 is szamithatd
(ugyanide jutunk, ha a 3. egyenlet 7-szeresét hozzdadjuk a 2. egyenlethez):

r1 — 3x2 + dSx3 = —6
xI9 = 1
r3 = —1

Végiil, zo-t és x3-t az 1. egyenletbe helyettesitve vissza, x; is szdmithato:

T = 2
xI9 = 1
r3 = -1
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Ezzel az egyenletrendszer megoldasat eléallitottuk. Visszahelyettesitéssel meggy6zodhetiink réla, hogy az igy
nyert megoldas valéban kielégiti az eredeti egyenletrendszert.

Vegyiik észre, hogy a szamitas végrehajtasahoz az x1, xo, x3 szimbolumokat és az egyenl6ségjeleket djra meg
ujra leirni felesleges: a szamitasokat voltaképpen csak az egytiitthatokon, azok matrixan hajtjuk végre. Igy a

fenti szamitasi 1épések az alabbi tomor formaba frhatdk (a matrix utolsé oszlopa elotti fiiggdleges vonal csak a
jobb attekinthetéséget szolgalja):

2 —6 10 —12 1 -3 5 —6
2 -5 3 —4 — 2 -5 3 —4 —
3 -2 1 3 3 =2 1 3
1 -3 5 —6 1 -3 5 —6
— 0 1 -7 8 — 0 1 -7 8 —
0 —14 21 0 0 35 —-35
1 -3 5 —6 1 -3 5 —6
— 0 1 -7 8 — 0 1 0 1 —
0 0 1 -1 0 0 1 -1
1 00 2
— 010 1
0 01 -1

Megmutathatd, hogy a Gauss-elimindci6 végrehajtasa kb. %n?’ miveletet igényel (ez a becslés anndl pontosabb,
minél nagyobb a matrix n rendje), ami azt mutatja, hogy numerikus szempontbdl a Gauss-elimindcié nem
"olcsd": ha az ismeretlenek szama dupldjara nd, akkor a sziikséges miiveletszam kb. nyolcszorosdra emelkedik.

Az algoritmust ebben a formédban nem mindig lehet végrehajtani, ui. lehetséges, hogy valamelyik egyiitthato,
mellyel osztanunk kéne, 0-val egyenld. Legyen pl. a;; = 0. Ekkor az els6 és valamelyik késébbi egyenlet
cseréjével elérhetd, hogy az 4j egyenletrendszer elsé egyenletében z; egylitthatdja ne legyen 0, ellenkezé
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esetben a matrix els6 oszlopa csupa 0-bdl allna, de ekkor a matrix szinguldris volna, kiindul6 feltételiinkkel
ellentétben. Ugyanez all az elimindcid tovabbi 1épéseiben fellépb (egyre kisebb méretli) egyenletrendszerekre.
A numerikus szamitds pontossaganak szempontjabol az a célszer(i, hogy a egyiitthatok, melyekkel leosztjuk az
egyenleteket (az Un féegyiitthatdk), abszolut értékben minél nagyobbak legyenek (hogy az osztas szamitasi
hibaja minél kisebb legyen). Ezért az egyenletek cseréjekor célszer(i az aktualis, mondjuk k-adik egyenletet
azzal a késébbi pl. r-edik egyenlettel felcserélni, melyre |a,| a lehetd legnagyobb (r = k,k + 1,...,n) még akkor
is, ha ag, # 0. Ezt a megoldasi stratégiat részleges foelemkivdlasztdsnak nevezziik, és ez mar minden reguldris
A matrix esetén miikodik. Valamivel tobb szamitasi munkaval jar, de még nagyobb pontossagot biztosit a teljes
féelemkivdlasztds, amikor a k-adik egyenlettel val6 elimindcids 1épéskor az 6sszes hatralévo |a,,| érték
maximumat keressiik (p,q = k,k + 1,...,n), és ekkor nemcsak az egyenleteket cseréljiik meg, hanem az
ismeretlenek sorrendjét is megvaltoztatjuk, hogy a féegyiitthaté az imént meghatdrozott maximalis abszolut
értékil elem legyen.

A Gauss-elimindcio egy valfaja a Gauss—Jordan-elimindcid, amikor az aktualis pl. k-adik egyenlet segitségével
nemcsak a késébbi egyenletekbé] kiiszoboljiik ki a k-adik ismeretlent, hanem a megel6zdekbdl is. Igy a
visszahelyettesitési 1épések elmaradnak, és az elimindacid befejeztével azonnal nyerjiik az ismeretlenek értékeit.
(Egyszerlsége ellenére a Gauss—Jordan-eliminacié miiveletigénye nagyobb a Gauss-eliminacié
miuveletigényénél).
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4-7. Példa: Tekintsiik az el6z6 példa egyenletrendszerét. Az algoritmus els6 két 1épése egyezik a Gauss-
elimindcio elsé két 1épésével, eltérés csak a 3. 1épéstdl van:

2 -6 10 | —12 1 -3 5 | -6
2 -5 3 -4 |1 =12 -5 3 |-4 |-
3 =2 1 3 3 =2 1 3
1 -3 5 | —6 1 0 —-16 18
-1 0 1 =7 8 | = 01 -7 8 | —
0 7 —-14 21 00 35 | =35
1 0 —16 18 1 00 2
-1 01 =7 8 =101 0 1
00 1 | -1 001 |1

A Gauss-elimindcio szingularis matrixd egyenletrendszerek megolddasara is alkalmas. Ekkor az a jellemzd, hogy
az eliminaci6 valamelyik 1épésében az egyik egyenlet dsszes egyiitthatéja zérussa valik. Amennyiben az illetd
egyenlet jobb oldala nem zérus, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa; ha a jobb oldal is zérus, akkor
van megoldas, sét, ekkor mindig végtelen sok megoldas van. Ekkor ui. valamelyik ismeretlen (esetleg tobb is)
szabadon megvalaszthatd, a tobbi pedig ezek fiiggvényében fejezhetd ki.

Az elmondottakat egy példan szemléltetjiik:

4-8. Példa: Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

1 — 229 + 23 = 1
—2x1 4+ x2 + x3
Ty + x99 — 2x3 = 1

Il
S
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Megoldds: A Gauss-elimindcio 1épéseit az el6z6 példakban megismert tomor jelolésmdddal irjuk le:

1 -2 1 1 1 -2 1 1
-2 1 1 4 — 0 -3 3 6 —
1 1 -2 1 0 3 =3 0
1 -2 1 1 1 -2 1 1
— 0 1 -1 —2 =1 0 1 -1 —2
0 3 -3 0 0 0 0 6

Az utolsd egyenlet egyiitthat6i mind 0-val lettek egyenldk, de a jobb oldal nem zérus. Ez ellentmondas, igy az
egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Ha viszont a megfelel6 homogén egyenletet tekintjiik:

r1 — 2x9 + z3 = 0
—2z1 + 22 + x3 = 0
r1 + To — 2x3 = 0

akkor mdr tudjuk, hogy van nemtrividlis megoldds, hiszen a matrix szinguldris (ezt akdr a determindns zérus
voltabdl lathatjuk, akar onnan, hogy ha a matrix reguldris volna, az el6z6 egyenletrendszernek is lenne,
éspedig egyetlen megoldasa). Lassuk, hogyan miikodik a Gauss-eliminacio ebben az esetben:

1 -2 110 1 -2 110
-2 1 1 10 -1 0 -3 3 |0 —
1 1 -2 |0 0 3 =310
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Az utolsé egyenlet a semmitmondd 0 = 0 egyenlGséggé egyszerlisodott. Valamelyik, célszertien az utolséd
ismeretlent igy tetszolegesen megvalaszthatjuk: =3 := ¢, ahol ¢t € R tetsz6leges szam. Ezt beirva a 3. egyenlet
helyére, a visszahelyettesitések mar nehézség nélkiil elvégezhetdk:

1 -2 1 1|0 1 -2 0 | —t¢
o 1 -1 /0 ]—=10 120 t | =
0O 0 1 |¢ 0 01 t
1 00 |¢
-1 01 0 |¢
001 |t

Tehat végtelen sok nemtrividlis megoldas van, és ezek altaldnos alakja: =1 = ¢, zo = t, x3 = t.

Végiil megmutatjuk, hogyan hasznélhat6 a Gauss-eliminéacié mdtrixinvertdldsra. Legyen A € M,,«,, egy

reguldris matrix. Ekkor érvényes az
AAT =1

matrixegyenl8ség. Jelolje az egyel6re ismeretlen A~! inverz matrix oszlopait ay, as, ... , an, az I egységmdtrix
oszlopait pedig eq, es, ... ,e, (ezek épp a standard bazis elemei R™-ben):

A- ar | az | ... | ap | = e1 | es | ... | ep

A matrixszorzas definicidja értelmében ez a matrixegyenl6ség ekvivalens n db vektoregyenl6séggel, éspedig:
Aag =e,  (k=12,...n)

Azt kaptuk tehat, hogy a fenti n db egyenletrendszert megoldva, a megolddsvektorokbdl mint oszlopokbdl
osszedllitott mdtrix épp az eredeti A mdtrix inverzével egyezik.
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Tehdat egy matrixinverziohoz n db specidlis jobb oldald, de azonos matrixt egyenletrendszert kell megoldani.
Ez torténhet egyidejlileg is, mivel az elimindcids 1épésekkel egyidében a jobb oldalakon végrehajtando
miveleteket egyszerre mindegyik jobb oldallal megtehetjiik. Az eljaras a fentiekben hasznalt tomor
jelolésmoddal igen szemléletes: az eliminacio elején a bal oldali részmatrix az eredeti matrix, a jobb oldali
pedig az egységmatrix, mig az algoritmus befejeztével a bal oldali részmatrixbdl egységmatrix lesz, ekkor a
jobb oldali részmatrix az inverz matrixszal lesz egyenl6.

4-9. Példa: Szamitsuk ki az alabbi matrix inverzét:

-3 -2 0
A= 0 3 2
-2 01

Megoldds: Az algoritmus lépései az eddigiekben alkalmazott tomor jelolésmoddal:

-3 -2 0 |1 00
o 32 (010 |—
-2 01 |0 01

1 2/30|-1/300
| 0 32 010 |-
—2 0 1 00 1
1.2/30|-=1/30 0
(0o 32 010 |
0 4/3 1 | -2/3 0 1
12/3 0 |-1/3 00
10 1 2/3 01/3 0 | —
0 4/3 1 |-2/3 0 1
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1 2/3 0 -1/3
-1 0 1 2/3 0 1/3 0 —
0

0 1/9 | —2/3 —4/9 1

1 2/3 0 -1/3
=1 0 1 2/3 0 1/3 O —
0 0 1 -6 —4 9
1 2/3 0 —1/3 0 O
— 0 1 0 —
0 0 1 —6 - 9
1 00
— 01 0
0 0 1 — —4
Az inverz matrix tehat:
-3 -2 4
A7l = 4 3 —6
—6 —4 9

amit az A~! A métrixszorzas elvégzésével konnyen ellendrizhetiink.
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Sajatértékek, sajatvektorok és specialis matrixok
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4.7. Sajatérték, sajatvektor

4-8. Definici6: Azt mondjuk, hogy az A € M,,«,, négyzetes matrixnak a A szam sajdtértéke, az s € R", s # 0
vektor pedig a \-hoz tartozo sajdtvektora, ha As = \s (ezt az egyenletet sajdtértékegyenletnek nevezziik).

A definiciéban az s # 0 kitétel érthet6: ha ui, s gyanant a zérusvektort is megengedjiik, akkor a definicié
értelmét veszti, hiszen ekkor minden szdm sajatérték lenne az s = 0 sajatvektorral.

A definicié nehéz, mert egyszerre két 1j fogalmat is bevezet. Kés6bb latni fogunk olyan tételeket, melyek
segitségével a sajatértékek a sajatvektoroktdl elkiilonitve hatdrozhatdk meg.

A fenti fogalmak szemléletes jelentése a kovetkez. Altalaban, ha € R™ egy tetszbleges vektor, az z és az Ax
vektorok egymashoz képesti irdnyarol nem lehet semmit allitani. Abban a kivételes helyzetben, amikor
valamely nemzérus s vektorra s és As parhuzamosak (azaz egyik valamilyen szamszorosa a mdsiknak), akkor
az ilyen s vektort sajatvektornak, az aranyossagi tényezét pedig sajatértéknek nevezziik.

Vildgos, hogy a sajatvektorok legfeljebb egy konstans szorzé erejéig lehetnek egyértelmiiek: ha ui. s egy
sajatvektor \ sajatértékkel, akkor As = \s, de ekkor tetszéleges o nemzérus szamra A(as) = \as, azaz as is
sajatvektor, ugyanazzal a A\ sajatértékkel.

4-10. Példa: Az ( ; i > matrixnak a 3 sajdtértéke, egy hozzatartozé sajatvektor pedig < i > , mert
1 2 1 1
(21)(3)=>(1)

Tovabbi példdk:
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4-11. Példa: A 0 zérusmatrixnak a O szam sajatértéke (és csak az): minden nemzérus vektor sajatvektor.

4-12. Példa: Az I egységmatrixnak az 1 szam sajatértéke (és csak az): minden nemzérus vektor sajatvektor.

4-13. Példa: Ha A diagonalmatrix, akkor A sajatértékei a féatloban szereplé szamok (és csak azok): a
sajatvektorok a standard bazis elemei.

Megjegyzés: Egydltaldn nem nyilvdnvald, hogy minden madtrixnak 1étezik-e sajatértéke. Ha csak valds
elem(l matrixokra és vektorokra szoritkozunk, mint ahogy eddig is tettiik, ez nem is igaz, de komplex elemii
matrixok és vektorok esetén mar igaz (ekkor a sajatértékek is dltaldban komplex szdmok).

Latni fogjuk ugyanis, hogy a sajatértékek el6allnak egy specidlis n-edfoku egyenlet megoldasaként. E jegyzet
keretein beliil azonban tovabbra is csak valds elem(i matrixokkal és vektorokkal foglalkozunk, és altalaban
csak valos sajatértékek lesznek szamunkra érdekesek.

A sajatértékekkel a regularitas egyszertien megfogalmazhatd:
4-12. Allitas: Egy A € M,,,, négyzetes matrix pontosan akkor szinguldris, ha a 0 sajatértéke.
Bizonyités:
A 0 ui. pontosan akkor sajatérték, ha valamely s # 0 vektorra As = 0 teljesiil, azaz, ha a homogén egyenletnek

van nemtrividlis megoldasa. [

Most pedig bebizonyitunk egy alapvet6 jelent6ségti tételt, melynek alapjan a sajatértékek — elvben —
meghatdrozhatok:
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4-13. Tétel: Egy A € M,,«,, négyzetes matrix sajatértékei (és csak azok) megegyeznek az det(A — \I) n-
edfoku polinom (az Un. karakterisztikus polinom) gyokeivel.

Bizonyitas:
Az As = \s sajatértékegyenlet ui. azzal ekvivalens, hogy az (A — AI)s = 0 homogén egyenletnek létezik

nemtrividlis megoldésa (ti. az s sajatvektor), ami pedig pontosan akkor teljesiil, ha a rendszer (A — A\I)
matrixa szingularis, azaz determinansa 0. [J

Megjegyzés: A det(A — AI) = 0 egyenletet karakterisztikus egyenletnek is nevezziik.

A determindns definiciéjabdl nyomban adédik, hogy det(A — AI) a A-nak valéban egy n-edfokd polinomja: az
algebra alaptétele miatt ennek mindig létezik (altalaban komplex) gyoke. Kovetkezésképp barmely négyzetes
matrixnak van (altalaban komplex) sajatértéke: a sajatértékek altalaban akkor is komplex szamok, ha a matrix
elemei mind valdsak. Jegyezziik meg azonban, hogy ebben a specidlis esetben (tehat valés elem@ matrixok
esetén), minden sajdtérték esetén annak komplex konjugdltja is sajdtérték. Valéban, ha a karakterisztikus
egyenlet a kovetkez6 alaku:

ao + e + aaX\? + ... 4 ap A\ = 0,

és ennek )\ egy gyoke, akkor az egyenl6ség mindkét oldaldanak komplex konjugaltjat véve adddik, hogy \-val
egyiitt \ is gyok, mert
ag + al;\ + a25\2 + ...+ anX” =0,

ahol kihasznaltuk, hogy az a; egyiitthatok valdsak, igy komplex konjugdltjuk 6nmagukkal egyezik. Ennek az
észrevételnek egy érdekes kévetkezménye, hogy minden pdratlan rendii valds elemii mdtrixnak van (legaldbb
egy) valos sajdtértéke. Ellenkez6 esetben ui. minden sajatértékkel egyliitt annak konjugaltja is sajatérték lenne,
azaz a sajatértékek szdma paros lenne, dm a sajatértékek szdma a matrix rendjével egyezik, ami paratlan.
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Ha a sajatértékeket mar meghatdroztuk, a sajatvektorok kiszdmitdsa egyszer(i: ekkor ui. mar csak az
(A — AI)s = 0 homogén egyenletnek kell a nemtrividlis megoldédsait megkeresni.

-3 2 1
4-14. Példa: Hatédrozzuk meg az A := 1 —3 2 | matrix sajatértékeit és sajatvektorait.
1 2 -3
Megoldds: A karakterisztikus polinom:
—-3-A 2 1
det(A — A\I) = det 1 -3-A 2 =
1 2 —-3-A

=(=3-N[B+XN?—4]-2-(-3-A-2)+(2+3+)) =
=A% —9)\% — 20\
Ennek gyokei a sajatértékek: 0, —4 és —5.

A )\ = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektor az aldbbi egyenlet nemtrividlis megolddsa:

-3 2 1
(A-0-I)s= 1 -3 2 |s=0,
1 2 -3
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Hasonldan, a A = —4 sajatértékhez tartozé sajatvektor az aldbbi egyenlet nemtrividlis megolddsa:

1 21
(A+4-I)s=| 1 1 2 |s=0,
1 21

ahonnan a sajatvektor (konstans szorzé erejéig egyértelmiien):

-3
5= 1
1
Végiil, a A = —5 sajatértékhez tartozd sajatvektor az aldbbi egyenlet nemtrividlis megoldasa:
2 21
(A+5-Ds=[ 1 2 2 |s=0,
1 2 2

ahonnan a sajatvektor (konstans szorzé erejéig egyértelmiien):

2

Specidlis eset: Masodrendl matrixok esetén a karakterisztikus polinom méasodfokd, igy a gyokok
ail a2

meghatdrozasa attekinthet6. Legyen A :=
a a2

) , akkor a karakterisztikus egyenlet:

det(A — \I) :det< G —A a2 ) =

a1 az2 — A
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= A2 — (a11 + ag)\ + (ar1a22 — arzaz;) = 0,

azaz
A —tr(A)\ + det(A) = 0.

ahol tr(A) jeloli a matrix nyomadt, azaz a féatlébeli elemek 0sszegét. Innen a gyokok és az egyiitthatok kozti
ismert Osszefliggés alapjan a \; és )\ sajatértékekre fennallnak az alabbi egyenlségek:

A+ A = tr(A)
Ao = det(A).

A sajatértékek és sajatvektorok rendszere a linedris algebra egyik legfontosabb fogalomkoére. Szamos
alkalmazasa kozil réviden vazolunk egyet, mely a numerikus matematikaval kapcsolatos. A gyakorlatban az
egyenletrendszerek szamitégépes megolddsa soran mindig elkovetiink numerikus hibdkat, mivel a szamok
abrazolasa értelemszertien csak véges sok értékes jeggyel torténik. A hibak egy masik forrasa, hogy egy-egy
egyenletrendszer egyiitthatoi és/vagy jobb oldalanak elemei maguk is csak pontatlanul ismertek (pl. azért,
mert valamilyen mérés eredményei). Természetesen az a kivdnatos, hogy ha csak "kicsit" hibdzunk az
adatokban és/vagy az egyenletmegoldds sordn, akkor ez csak "kicsi" hibat okozzon a megolddsban. Sajnos ez
nem mindig van igy. A kovetkez6kben példat mutatunk olyan (igen egyszer( és kisméret(1) un. gyengeén
meghatdrozott vagy rosszul kondiciondlt egyenletrendszerre, ahol az adatok kis hibdja dridsi hibat okoz a
megoldasban. Egészen természetes igény, hogy ezt a jelenséget még az egyenletmegoldas elétt fel tudjuk
ismerni és valamilyen "mérészam" alapjan jellemezni tudjuk. Ez a mér6szam lesz a kondiciészdm, mely
bizonyos matrixok esetén a sajatértékekbdl szarmaztathato.

Gyengén meghatdrozott egyenletrendszerek: Tekintsiik a kovetkezé modellfeladatot:

1000z + 999y =1
999z 4 998y =1

Megoldasa konnyen ellenérizhetéen: x = 1, y = —1, és ez az egyetlen megoldas, mivel a rendszer
determinansa nem O (ellendrizzik!).
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Tekintstik most ugyanezt az egyenletrendszert, de egy kicsit megvaltoztatott jobb oldallal:

1000z + 999y = 1
999z + 998y = 0.999

melynek egyetlen megoldasa: x = 0.001, y = 0, ami egészen tavol all az el6z6 megoldastdl. A jelenség a
gyengén meghatdrozott egyenletek tipikus esete. Kideriilt (a részletekkel itt nem foglalkozhatunk), hogy az A
matrix kondicionaltsdganak mérészamaként jol hasznalhaté a

cond(A) := [Almax
|>\‘min

un. kondicidszdm, legaldbbis akkor ha az A matrix 6nadjungdlt (azaz szimmetrikus a f6atldjara, 1d. a
kovetkez6 szakaszt). Itt |A|max ill. |A|min jelenti a matrix legnagyobb ill. legkisebb abszolut értékli
sajatértékének abszolut értékét. Definicid szerint cond(A) > 1, és a kondicidszdm nem valtozik, ha a métrixot
barmely nemzérus skaldrral megszorozzuk, azaz érzéketlen a matrixelemek "mértékegységére". Altalanos
szabdlyként elmondhaté, hogy minél nagyobb a kondiciészdm, anndl érzékenyebb az egyenlet az adatok ill. a
szamitds hibdjara. 10° koriili vagy ennél még nagyobb kondiciészdm mdr nagyon gyengén meghatarozott
egyenletre utal. Konnyen ellendrizhet6, hogy a fenti modellfeladatban a matrix sajatértékei \; ~ 2000 és
Ao & — 5555, igy a kondiciészdm cond(A) ~ 4 - 10°.

Egy masik példa gyengén meghatarozott (rosszul kondiciondalt) matrixokra az aldbbi matrixsorozat:

;11 1
T B
2 3 4 1
= 1 | = 1 1 1 "t e M,,«
n k "‘] -1 3 4 5 n—+2 nxn
1 1 1 1
n n+1 n+2 0 2n—1

H,, -t n-edrendii Hilbert-mdtrixnak nevezziik. A Hilbert-matrixok természetes médon felbukkannak bizonyos
fiiggvénykozelitési problémdkban (1d. a 5.7 szakaszt). H,, kondicidszama a matrix rendjének novelésével
nagyon gyorsan né: cond(Hg) ~ 1.5 - 107, de mdr cond(H1g) ~ 1.6 - 10'3. Nagyon rossz kondiciondltsaguk
miatt a Hilbert-matrixok jol alkalmazhatdk pl. kiilonféle egyenletmegoldo algoritmusok tesztelésére.
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4.8. Onadjungalt matrixok

4-9. Definicié: Az A € M,,xm, A = [ay;] métrix transzpondltjdnak (vagy adjungdltjdnak) a sorok és oszlopok
felcserélésével nyert A* := [a;| € M,, %, matrixot nevezziik.

4-10. Definici6: Az A € M,,«.,, négyzetes matrix szimmetrikus (vagy onadjungdlt), ha A* = A.

Mdsszdval, az A métrix 6nadjungdlt, ha elemeit a f6atléra tiikrozve, a matrix nem valtozik, azaz ay; = ajy
teljestil minden k,7 = 1,2,...,n-re. Igy pl. az n x n-es zérusmatrix és az egységmatrix énadjungaltak.

Megjegyzés: A széhaszndlat sajnos nem egységes. Néha egy matrix adjungéltjdnak azt a matrixot nevezik,
melynek kj-edik eleme a k-adik sor és j-edik oszlop elhagyasaval kapott (n — 1)-edrend mdtrix determindn-
sa. Ezt a fajta adjungdltat azonban nem A*-gal, hanem az adj(A) szimbélummal szokds jelolni. E jegyzet
keretein beliil az adjungdlt matrix mindig a fenti definiciéval meghatarozott matrixot, tehat a sorok és az
oszlopok felcserélésével kapott matrixot fogja jelenteni.

Megjegyzés: Komplex elemii matrixok esetén az adjungalt matrix nem a sorok és az oszlopok felcserélésével
kapott matrixot (tehat a transzpondltat), hanem a transzpondlt (elemenként képzett) komplex konjugaltjat
jelenti. Mivel e jegyzetben csak valés elemi matrixokat vizsgalunk, a konjugédlasnak nincs "hatasa", igy ezt
fel sem tiintettiik a definiciéban.

Az adjungdlt matrix és a skaldris szorzat kozt érdekes kapcsolat 4ll fenn:

4-14. Allitds: Ha A € M,,,, tetsz6leges matrix, akkor minden z,y € R™ esetén (Azx,y) = (x,A*y) teljesiil.
Kovetkezésképp, ha A 6nadjungélt, akkor (Az,y) = (x,Ay) teljesiil minden z,y € R™ -re.
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Bizonyités:
Valdban, a bal oldal: (Az,y) = > "¢ (Az)kyr = > _k_1 D71 ak;T;yk, mig a jobb oldal:
(z,A%y) = 22:1 zp(A"y)p = ZZ:1 22:1 Tp(A")payq = ZZ:1 22:1 QgqpTpYq- U

Az aldbbiakban 6sszefoglaljuk az adjungéldsra vonatkozé azonossagokat:

4-15. Allitds: Ha A,B € M,,xn tetszéleges matrixok, akkor
(a) (A+ B)* = A*+ B*

(b) (¢ A)* = ¢- A* minden ¢ € R-re

(c) (AB)* = B*A*

(d) (A")*=A

(e) ha A reguldris, akkor A* is az, és (A*)~! = (A~1)*

Bizonyités:

Az allitasok az utolsé kivételével kozvetleniil adodik a definiciébodl: ezek ellenérzését az Olvasora bizzuk. Az
(e) allitast igy igazolhatjuk: a jobb oldali matrixra teljesiil, hogy (A~1)*A* = (AA~1)* = I* = I (itt
felhasznéltuk a (c) 4llit4st), tehat A* inverze létezik, éspedig épp (A~!)*-gal egyenld. (I

Az 6nadjungalt matrixoknak szamos fontos tulajdonsaguk van, igy pl.:

4-16. Allitds: Ha A € M, «p, onadjungalt, akkor a kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok orto-
gonalisak.

Bizonyités:

Legyenek A1 # Ao, és Asy = A\181, Aso = Aaso. Az elsé sajatértékegyenletet so-vel, a masodikat s;-gyel
szorozva skaldrisan, kapjuk, hogy (Asi,s2) = A1(s1,52), és (Asa,51) = Aa(s2,s1). A bal oldalak a 4-14. Allités
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miatt megegyeznek, innen: (\; — \2) - (s1,52) = 0. Mivel pedig \; # \q, azért innen sziikségképp (s1,s2) = 0,
azaz sj €s sy ortogonalisak. [

4-11. Definici6: A Q : R" — R, Q(z) := (Ax,x) fiiggvényt az A € M,,«,, 6nadjungdlt matrixhoz tartozé
kvadratikus alaknak nevezziik.

A matrixszorzas definicidja alapjan konnyen ellenérizhet6, hogy a kvadratikus alak az A matrix és az z vektor
elemeivel a kovetkez6 forméban allithaté el6:

(Az,x) Z Z apjTRT;

k=1 j=1

4-12. Definicié: Az A € M,,«,, 6nadjungalt matrix pogzitiv szemidefinit, ha a hozzatartozé kvadratikus alak
csak nemnegativ értékeket vesz fel; pozitiv definit, ha a kvadratikus alak pozitiv minden = # 0 esetén. Hason-
l6an, az A maétrix negativ szemidefinit, ha a hozzatartozé kvadratikus alakra Q(z) < 0 teljesiil; negativ definit,
ha Q(z) < 0 minden z # 0 esetén. Végiil az A mdtrixot indefinitnek nevezziik, ha a kvadratikus alak pozitiv
és negativ értékeket egyarant felvesz.

Nyilvan minden pozitiv (negativ) definit matrix egyuttal pozitiv (negativ) szemidefinit is.

2

4-15. Példa: Az A .= < 1 9

> matrix pozitiv definit.

Bizonyitds: Legyen A := < z > € R? tetszbleges vektor, akkor

() GG =) (-
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=222 + yx + zy + 20> 22'($2+1‘y+2/2) =
1 3
_9. L2, 9 9
(z+ 50) + 29,
ahonnan az allitas mar kovetkezik.

4-16. Példa: A zérusmatrix pozitiv szemidefinit, ugyanakkor negativ szemidefinit is. Az egységmatrix pozitiv
definit. Egy diagondlmatrix pozitiv (negativ) definit, ha a diagondlelemei mind pozitivak (negativak).

A definitség eldontése szamos alkalmazas (igy pl. a tobbvaltozos széls6értékfeladatok) esetében alapvetd
fontossagu. Latni kell ugyanakkor, hogy a definicié alapjan ezt altaldban nagyon nehéz megtenni. Ezen segit a
kovetkezd tétel, mely szerint a definitség eldontéséhez elég ismerni a sajatértékek elbjelét:

4-17. Tétel: A € M,,,, 6nadjungdlt matrix pontosan akkor

e pozitiv (ill. negativ) szemidefinit, ha minden sajatértéke nemnegativ (ill. nempozitiv);
e pozitiv (ill. negativ) definit, ha minden sajatértéke pozitiv (ill. negativ);

¢ indefinit, ha van pozitiv és negativ sajatértéke is.

Bizonyités:

Csak a pozitiv definitséget vizsgaljuk, a tobbi eset hasonléan kezelhetd. Legyen A pozitiv definit. Tekintsiik a
sajatértékegyenletet: As = \s. Mindkét oldalt szorozzuk meg skaldrisan az s sajatvektorral:

0 < Q(s) = (As,s) = X (s,s) = M||s]|?, innen sziikségképp A > 0. A megforditdst (azt, hogy ha A minden
sajatértéke pozitiv, akkor A pozitiv definit is) nem bizonyitjuk. [J

A definitség eldontése sokszor még e tétel segitségével is nehéz, bar a tétel alkalmazasahoz nem kell ismerni
magukat a sajatértékeket, csak azok eldjelét. A kovetkezo tétel, melyet bizonyitds nélkiil kozliink, lehet6vé
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teszi a pozitiv és negativ definitség megallapitasat egészen gépies mddon, egy sor determinidns kiszdmitasaval:

4-18. Tétel: Legyen A = [ax;| € M, «, 6nadjungalt matrix és jelolje A; a matrix bal fels6 sarkdnak elemeibdl
allo k x k-as matrixot (k = 1,2,...,n; az A, matrixokat az eredeti A matrix minormdtrixainak nevezziik):

ail a2 ... Ak

a1 a e @
Ay = 2 22 2k
arr Qakg2 ... Qi

Akkor az A matrix pontosan akkor

e pozitiv definit, ha minden minormdtrixdnak determindnsa pozitiv, azaz det(A;) >0 (k= 1,2,...,n);

e negativ definit, ha minormdtrixainak determindnsai valtakozé el6jeliek, pontosabban: sign(det(Ay)) =
(-1)F (k=1,2,..,n), ahol "sign" az eléjelfiiggvényt jeloli.

A 2 x 2-es mdtrixok specidlis esete: Masodrend(i 6nadjungalt matrixok esetén a definitség az el6z6 tétel

hasznédlata nélkiil is konnyen eldonthetd. Legyen A = [a;| € Maxo egy 6nadjungdlt matrix: mdr lattuk, hogy
ekkor fennallnak a

AL+ Ay = tI‘(A), AMAg = det(A).

Osszefliggések, ahol tr(A) jeloli az A métrix nyomdt, azaz a fédiagondalisban 4116 matrixelemek 0sszegét. Ezt az
eredményt kombindlva a 4-17. Tétellel, azonnal adddik, hogy:
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4-19. Kbvetkezmény: Az A € My, o 6nadjungélt matrix pontosan akkor

pozitiv vagy negativ definit, ha det(A) > 0;

pozitiv vagy negativ szemidefinit, ha det(A) > 0;
indefinit, ha det(A) < 0;
pozitiv definit, ha det(A) > 0, és sp(A) > 0;

negativ definit, ha det(A) > 0, és sp(A4) < 0.
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4.9. Néhany specidlis matrixosztaly

4-13. Definici6: A P € M,,,, métrixot projektormdtrixnak vagy roviden projektornak nevezziik, ha P? = P.

Nyilvanvald, hogy a zérusmatrix és az egységmatrix projektormatrixok (ezeket trivialis projektoroknak
nevezziik). Geometriai jelentésébdl az is nyilvanvalo, hogy a sikra valé vetités matrixa projektormadtrix (ezt a
definici6 alapjan is konnyt ellenérizni). A projektorok egyszertiségiik miatt jatszanak fontos szerepet,
ugyanakkor megmutathato, hogy egy sor matrix (igy pl. minden 6nadjungalt matrix) el6allithato
projektormatrixok linedris kombinaci6jaként.

4-20. Allitas: Ha P € M, ., projektor, akkor I — P is az.

Bizonyitas:

(I-P?*=I1>-IP-PI+P*=1-2P+P=1-P.0

4-21. Allitas: Ha P € M,,,, projektor, akkor P sajatértékei csak a 0 és az 1 lehetnek.

Bizonyitas:

Ha Ps = s, akkor P2s = APs = A%s. Amde Ps = P2s, innen A\(1 — \)s = 0, ezért s # 0 miatt sziikségképp
A(1 — A) =0, ahonnan az allitds mdr kovetkezik. [

Nemtrividlis projektorra a legegyszeriibb példa a didd, azaz egyetlen v = (v1,va,...,v,) € R™ egységnyi
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hosszusdgu vektor 6nmagaval vett diadikus szorzata:

2
U1 ai1vy ... UV1Up
2
V201 v ... V2V
P:= 2 "
2
UnU1 VpvUy ... v

n

A matrixszorzas definicidja alapjan konnyen lathatd, hogy minden x € R" esetén Px = (z,v) - v. Innen
P2z = (zv) - Pv = (z,v) - (v,v) - v = Px (mert ||v|| = 1), tehdt a fent P métrix valéban projektor.

Legyen most A € M, ., egy 6nadjungdlt matrix, sajatértékei legyenek Aj,\a,...,\,, @ hozzdtartozé
sajatvektorok pedig s1,s2,...,5,, melyekrol feltehetd, hogy egységnyi norméjiak (ellenkezé esetben osszuk el a
sajatvektort a hosszaval, igy mar egységnyi normaju sajatvektorhoz jutunk). Ha a sajatértékek mind
kiilonbo6z6k, akkor mar tudjuk, hogy a sajatvektorok egymasra paronként ortogonalisak, ezért bazist alkotnak
R™-ben. Bizonyitas nélkiil megjegyezziik, hogy ez minden 6nadjungalt matrix esetében igaz marad: R"-ben
létezik A sajatvektoraibdl 4llé ortonormadlt bazis, akkor is, ha a sajatértékek kozott vannak egyenldk (ez
esetben e sajatértékekhez tobb, egymasra paronként ortogonalis sajatvektor is 1étezik).

Alapvet6 jelent6ségti tétel, hogy ekkor A elball a fenti tipust projektorok linearis kombinacidjaként:

4-22. Tétel: Ha A € M,,«,, 6nadjungalt, A1,\o, ... , A, sajatértékekkel és s1,s9,...,s, ortonormalt sajatvektor-
rendszerrel, akkor tetszoleges x € R™ esetén érvényes az alabbi el6allitas:

Az = Z A, 8k) Sk
k=1

Bizonyitas:

Valéban, mdr lattuk, hogy az si,ss,...,s,, ortonormalt bazisban érvényes az x = > _;_, (x,s1)s;, egyenléség
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minden x € R"™ vektor mellett (2-14. Tétel). Az egyenl6ség mindkét oldalat balrdl az A matrixszal szorozva, a
kivant el64llitashoz jutunk. [

&4 y o4

A fenti el6allitast az A 6nadjungalt matrix spektrdlelddllitdsdnak nevezziik. A jobb oldali 6sszeg minden egyes
tagjaban (z,s;)s; nem mads, mint egy projektor (az s sajatvektornak 6nmagdaval vett diadikus szorzata)
alkalmazva az x vektorra. Tehat A el6all diddok linedris kombinaciéjaként. Egyuttal azt is latjuk, hogy az
onadjungalt matrixok egyértelmiien meg vannak hatdrozva a sajatértékeik és sajatvektoraik rendszerével: ezek
ismeretében a matrix rekonstrualhato.

A spektraleldallitas jelentéségét az adja, hogy ezzel az A matrix barmely hatvénya igen egyszertien
elodllithatd. Az egyenl6ség mindkét oldalat A-val ismételten szorozva nyomban adédik, hogy tetszéleges m
természetes szamra:

AMx = Z AR, Sk) Sk,
k=1

tehat A™x 1ényegében ugyanannyi mtvelet drdn szdmithaté ki mint Az. Megjegyezziik, hogy ugyanakkor a
matrixszorzasok tényleges (definicié szerinti) elvégzése igen miveletigényes: konnyen lathatd, hogy mar két
n-edrend{ métrix 6sszeszorzdsa is kb. n? algebrai mtiveletet igényel.

Ezek alapjan lehetséges egy (6nadjungalt) matrixnak mas, nem-hatvany alakd, de hatvanysorral el6allithato
fliggvényét definidlni. Igy pl. bevezethetd a matrixok exponencialis fliggvénye az

eAr = Z M (,8k) Sk,

k=1

n

és az igy definidlt matrix-exponencidlisra a megszokott (e)* = ¢F4 teljesiil. Ennek a konstrukciénak pl. a
differencialegyenletrendszerek vizsgalatdban van nagy szerepe.

Még nagyobb jelent6sége van annak, hogy a spektraleléallitas ismeretében a matrix inverge is ugyanilyen
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konnyedén hatdrozhaté meg:

i 1
— msk Sk
il 7

Szorozzuk meg ui. balrdl a jobb oldalt A-val: eredményiil épp x-et kapunk (2-14. Tétel alapjan),
kovetkezésképp a jobb oldal valdban A~!z-szel egyenld.

Kovetkezésképp a sajatértékek és sajatvektorok ismeretében az 6nadjungalt matrixu
Ax =1
egyenlet megoldésa explicit médon kifejezhet6:
R
x=A""b= ; )\—k(b,sk>sk,

éspedig a Gauss-elimindciénal sokkal kevesebb (kb. 2n?) mfivelet 4ran. Mindehhez azonban, hangsilyozzuk,
az A matrix sajatrendszerének ismerete sziikséges, ennek meghatarozasa pedig — altalaban — még az inverz
meghatdrozasanal is nehezebb probléma. Ezért e mddszer csak specidlis matrixok esetén alkalmazhatd, amikor
a sajatrendszer valamilyen egyéb meggondoldsok alapjan mar rendelkezésre all.

4-14. Definicié: Az A € M, «, matrixot nilpotensnek nevezziik, ha valamely pozitiv hatvdnya a zérus-
matrixszalegyenl6 (ekkor persze minden, ennél nagyobb kitevéjii hatvanya is zérus).
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4-17. Példa: Az

A=

o O O

1 0
01 € M3y
0 0

matrix nilpotens, A% = 0. Altaldban, ha A € M, »,, olyan, hogy a f6atldja feletti atlé elemei 1-gyel, az 0sszes
tobbi elem 0-val egyenl6, akkor A nilpotens matrix: hatvanyozaskor az 1-esek atléja mintegy "felfelé csuszik",
és az n-edik hatvanynal mar teljesen "kicstiszik" a matrixbdl: A™ = 0.

A nilpotens matrixok jelentéségét az adja, hogy lehetséges ilyen matrixok végtelen hatvanysoraval dolgozni és
ismert, sorokra vonatkozé ereményeket alkalmazni, mik6zben a matrix nilpotens volta miatt a végtelen
matrix-hatvanysor valéjaban egy véges 6sszeg. Ilyen tipusu eredmények koziil az egyik legegyszeriibb az
alabbi; két masikat pedig feladatként fogalmazunk meg a fejezet végén.

4-23. Allitds: Ha az A € M,,,, métrix nilpotens, akkor az I — A matrix invertalhatd, és:

(I-A)~1=>"4AF,
k=0

(ahol a jobb oldali formalisan végtelen sor csak véges sok tag Osszege, mivel alkalmas kitevotol kezdve az
Osszes matrixhatvany a zérusmatrixszal egyenlo).

Bizonyités:

Legyen m egy olyan kitevs, melyre A™ = 0. Akkor a jobb oldal az I + A + A% 4 ... + A™ ! véges 6sszeggel
egyenld. Ezt jobbrol (I — A)-val szorozva:

I+ A+ A2+ A" YT -A)=T+A+ A2+ A A A2 — AL Am =] — A™ = |, tehat
definicié szerint (I — A) invertalhatd, és inverze [ + A + A% + ... + A™~ 1. O
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Az allitas a valds analizisbdl ismert, az |a| < 1 szdmokra érvényes ﬁ = Y72, a* egyenldség pontos
megfeleldje. Az |a| < 1 feltételt az el6z6 4llitdsban az A matrix nilpotens voltdnak feltétele helyettesiti:

megjegyezziik azonban, hogy az allitds ennél tdgabb matrixosztalyokra is igaz marad (ennek részleteivel nem
foglalkozunk).

4-15. Definicié: Az A € M, «,, matrixot ortogondlis mdtrixnak nevezziik, ha oszlopai mint (oszlop)vektorok,
ortonormalt rendszert alkotnak R™-ben.

4-18. Példa: Az Olvaso konnyen ellenérizheti, hogy Moo forgatématrixai, azaz az

cost —sint
sint cost
alakt matrixok minden ¢ € R esetén ortogonalis matrixok.

Az ortogondlis matrixok kiilonleges szerepe — amint azt a forgatématrixok példajan mar lattuk — abban 4ll,
hogy inverziik rendkiviil egyszertien hatarozhat6 meg:

4-24. Allitds: Ha az A € M,,,, métrix ortogonalis, akkor invertdlhatd, és A=1 = A*.

Bizonyitas:

Az A* A szorzatmatrix kj-edik eleme az A* matrix k-adik sordrak (tehat az A matrix k-adik oszlopanak) és az
A matrix j-edik oszlopdnak skaldris szorzata. Hasznélva az oszlopvektorok ortonormadltsdgat, innen az adodik,
hogy A* A épp az I egységmatrixszal egyenld, tehdt A valdban invertdlhaté, és A~ = A*. O



10. lecke

Ellenorzo kérdések és feladatok
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4.10. Ellen6rz6 kérdések

Begin Quiz Kattintson a Start-ra, a kviz kitoltése utdn pedig a Stop-ra.

1. A 3 x 3-as valds elemii matrixok M3 vektorterének dimenzidja
10 3 6 9

2. Melyik allitas NEM igaz? Ha A,B € M,,«, regularis matrixok, akkor
(AB~H)"l =BA-!
(A-BHl=B- 47!
AB is regularis
det(A='B~1) #£0
3. Legyenek A,B € M,, ., regularis matrixok. Melyik matrix biztosan regularis az alabbiak k6ziil?
A+ B AB~! A+ B! A-B

2 2

1 L L 1/2 a zérusmatrix nem létezik
1/2 1/2 1 1/2

4. Az < 11 > matrix inverze

5. Ha az A € M,,«,, matrix szingularis. akkor

az Ax = b egyenletnek minden b € R" jobb oldal mellett egyetlenegy megolddsa létezik
az A matrix determindnsa zérussal egyenl6

az Ax = 0 homogén egyenletnek csak trividlis megoldasa 1étezik

az A matrix minden sajatértéke zérustdl kiillonbozo
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6. A —2 7 matrix
‘ 7 -25

pozitiv definit negativ definit indefinit szinguldris

7.Ha az A € M,,,, méatrix regularis, akkor

az Ax = 0 homogén egyenletnek csak a trividlis megoldasa 1étezik
az Ar = 0 homogén egyenletnek nincs megoldasa

az Ax = 0 homogén egyenletnek van nemtrividlis megoldasa

az Ax = 0 homogén egyenletnek végtelen sok megolddsa 1étezik

-3 2V3 .
8.A<2\/3 _3 >matr1x

pozitiv definit negativ definit indefinit szingularis

9. Ha M € M,,«,, egy négyzetes matrix, és 0 # = € R" olyan, hogy Mx = 0, akkor sziikségképp
M reguldris M indefinit M a zérusmatrix M-nek a 0 sajatértéke

10. Ha A,B € M,, «,, tetsz6leges matrixok, akkor sziikségképp

11. Melyik allitds NEM igaz? Ha A € M, «n,€s a A # 0 szadm sajatértéke A-nak, akkor sziikségképp
\? sajatértéke A2-nek
1+ X sajatértéke (I + A)-nak
A1 sajatértéke A~'-nek
(—1) - \ sajétértéke A~!-nek
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12. Ha M € M,,«,, egy négyzetes matrix, és x := (1,1,...,1) € R" olyan, hogy Mz = 0, akkor sziikségképp

M regularis

M indefinit
M=0
det M =0

13. Ha A € My szimmetrikus, negativ definit matrix. Akkor sziikségképpen
A? is negativ definit
A invertdlhatd

det A <0
spA=0
14. Ha M € M,,«,, szingularis, akkor sziikségképpen
M? is szinguldris
M~ is szinguldris
M? indefinit
det M? >0
End Quiz
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4.11. Feladatok

4-1. Feladat: Keressiink olyan (valds elemi) J € Mo matrixot, melyre J? = —1.

Megoldas: itt

4-2. Feladat: Igazoljuk, hogy ha A,B € M,,,, felcserélhetd regularis matrixok, akkor

(a) A~!és B is felcserélhet8k;
(b) A és B~!is felcserélhetdk;
(c) A~1és B~ is felcserélheték.

Megoldas: itt

4-3. Feladat: Igazoljuk, hogy ha A,B € M,,«,, tetszéleges négyzetes matrixok, akkor sp(AB) = sp(BA),
ahol sp(M) jeloli az M matrix fédiagonalisaban 4ll6 elemek Gsszegét, azaz a matrix nyomdt.

Megoldas: itt

4-4. Feladat: Az el6z6 feladat eredményének felhasznéldsaval igazoljuk, hogy az
AB—-BA=1

egyenl6ség semmilyen négyzetes A, B matrixokra nem teljesiil.
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Megoldas: itt

4-5. Feladat: Igazoljuk 2 x 2-es matrixokra, hogy egy matrix pontosan akkor szinguldris, ha a determindnsa
zérus.

Megoldas: itt

4-6. Feladat: Reguldrisak-e az aldbbi matrixok?

1 3 2
@A=| 01 5

0 0 2

1 -1 1
b)A=|1 1 3

1 -3 -1

Megoldas: itt

4-7. Feladat: Oldjuk meg Gauss-elimindcidval az alédbbi egyenletrendszert:

r + 4y + 2z = 5
-3z + 2y + =z = -1
4 — y — z = 2

Megoldas: itt



4-8. Feladat: Szamitsuk ki Gauss-eliminaciéval az alabbi matrix inverzét:

1 01
A= 0 0 2
-1 3 2
Megoldas: itt
4-9. Feladat: Hogyan alakul a
tr + y + =z =
r + ty + =z =
z + y + tz = 2

egyenletrendszer megoldhatdsdga a ¢ valés paraméter kiilonb6z6 értékei mellett?

Megoldas: itt

4-10. Feladat: Szdmitsuk ki az aldbbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait:

—2 1 1
A= 1 -2 1
1 1 -2

Megoldas: itt

10. lecke, 6. oldal



10. lecke, 7. oldal

cost —sint

4-11. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha t # kr (k € Z), akkor az A; := < It Te—

> forgatématrixnak

nincs valds sajatértéke.

Megoldas: itt

4-12. Feladat: Igazoljuk, hogy ha ) sajatértéke az A € M, ,, matrixnak, akkor \* sajatértéke A*-nak
(k € N), tovabbd, ha A még reguldris is, akkor \~! sajatértéke A~'-nek.

Megoldas: itt

4-13. Feladat: Mutassuk meg, hogy a vektoridlis szorzas matrixanak a 0 mindig sajatértéke. Mi a hozzatar-
tozo sajatvektor?

Megoldas: itt

. a1 ; 1 1Y, -3 8\ .
4-14. Feladat: Definitség szempontjabdl osztdlyozzuk az A := ( 1 o > ésaB:= ( g 3 > onadjungalt
matrixokat.

Megoldas: itt
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4-15. Feladat: Igazoljuk, hogy ha A,B € M,,«,, 6nadjungaltak és felcserélhetdk, akkor AB is 6nadjungalt.

Megoldas: itt

4-16. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A € M,,«,, nilpotens mdtrix, akkor minden sajatértéke sziikségképp
0.

Megoldas: itt

4-17. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A € M,,«,, nilpotens matrix, és |c¢| < 1, akkor (¢ + A)™ — 0
elemenként, ha m — +oco.

Megoldas: itt

4-18. Feladat: Egy négyzetes A mdtrixot antiszimmetrikusnak neveziink, ha A* = — A. Igazoljuk, hogy ha
A reguldris és antiszimmetrikus, akkor nem lehet valds sajatértéke!

Megoldas: itt

4-19. Feladat: Legyen A € M, «, olyan mdtrix, hogy minden sajatértékének abszolut értéke 1-nél kisebb.
Igazoljuk, hogy ekkor I — A reguldris.

Megoldas: itt
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4-20. Feladat: Van-e olyan 3 x 3-as valds elemi matrix, melynek sajatértékei az i, 2i és a 3i imagindrius
szamok?

Megoldas: itt

-3 2 1 5 —3 2
4-21. Feladat: Legyen A := 1 -1 0 |éB:=]0 40 Hat4rozzuk meg AB — B2
3 -2 -1 1 3 2
matrixot.
Megoldas: itt
1 -2
4-22. Feladat:  Hatdrozzuk meg (AB)C és A(BC) mdtrixokat, ha A = -2 2], B =
0 3
1 1 1
<210 0> c—| 301
05 3 —-1)° 0 21
-2 3 4

Megoldas: itt



10. lecke, 10. oldal

4-23. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezd determinansok értékét (ahol x,a,b € R tetszolegesek):
4 6
-1 5

cosx sinx
’ —sinxz cosx

a+b a—->
a—b a+b

Megoldas: itt

4-24. Feladat: Oldjuk meg z-re a kovetkez6 egyenletet.

.’IJ2

N

9
3(=0
1
Megoldas: itt

4-25. Feladat: Oldjuk meg a kovetkezo linedris egyenletrendszert Gauss-eliminacidval:

2¢1 — 3x2 + r3 = —1
T1 — 2x9 — 3x3 =
201 + 1y + x3 = 3

Megoldas: itt



4-26. Feladat:

Megoldas: itt

4-27. Feladat:

Megoldas: itt

4-28. Feladat:

Megoldas: itt

10. lecke, 11. oldal

Oldjuk meg a kovetkezd linedris egyenletrendszert Gauss-Jordan-eliminaciéval:

2017 — 3x9 + r3 = —1
r1T — 21‘2 — 3$3 = 6
21 4+ x99 + x3 = 3

Oldjuk meg a kovetkezd linedris egyenletrendszert Gauss-eliminacioval:

201 — 3 + x3 = 3
2.’,5'1 + 2$2 — 4[63 = 4
1 — 2x3 + 33 = 1

Oldjuk meg a kovetkezd linedris egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval:

201 — x93 + 3x3 + x4 = 0
ry — x9 — 223 + 3zy4 = 0
r1 + To + 2x3 — 2x4 = 0
r1 + 2I2 — r3 — 2584 = 0



10. lecke, 12. oldal

3 2 -1 7
4-29. Feladat: frjukfelab= | 1 | vektortaza; = | 1 |, as = 3 | ésazas=| —7 | vektorok
1 1 1 -1

linearis kombinaciéjaként.

Megoldas: itt

4-30. Feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezé matrix inverzét.

-2 3 1
A= —1 1 1
2 -2 -1
Megoldas: itt
3 —1

4-31. Feladat: Hatarozzuk meg az A := < ) matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

4 =2

Megoldas: itt



10. lecke, 13. oldal

1 1 0
4-32. Feladat: Hatdrozzuk meg az A = 1 —1 0 | matrix sajatértékeit és sajatvektorait.
0 00

Megoldas: itt

4-33. Feladat: Hatdrozzuk meg az A := matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

N DN Co
o N O
w = W

Megoldas: itt

4-34. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha egy A € M,,,, négyzetes matrixot akar jobbrdl, akar balrél szoroz-
zuk meg az adjungaltjaval, az eredmény mindig egy 6nadjungalt, pozitiv szemidefinit matrix lesz.

Megoldas: itt

4 1 3
4-35. Feladat: Definitség szempontjabdl vizsgaljuk megaz A:= | 1 2 0 | o6nadjungdlt matrixot.
3 0 8

Megoldas: itt



10. lecke, 14. oldal
4-1 Megoldas:

Ilyen matrix a kovetkez6: J = ( _01 (1) >

Megjegyzés: A J?> = —I egyenl8ség a komplex i> = —1 egyenl8ség pontos megfelelSje. Ily médon a
komplex szamok egyértelmiien reprezentalhatdk 2 x 2-es matrixokkal. Feleltessiik meg a z = a + ib komplex
a

szamnak a Z :=al + bJ = < b

a matrixot, akkor ez a megfeleltetés 6sszeg- és szorzattarto.



10. lecke, 15. oldal
4-2 Megoldas:

(a) Jeldlje C := A~'B, akkor CA = A"'BA = A"'AB = B, innen C = BA™.
(b) Jeldlje C := AB~!, akkor BC = BAB™! = ABB~!' = A, innen C = B! A.
(c) A'B~ ' =(BA)' = (AB)"' =B14!



10. lecke, 16. oldal
4-3 Megoldas:

SP(AB) = Z AB kk = ZZAIC] ik

k=1 k=1 j=1
és

sp(BA) = (BA)y, = > Y BpgAg = sp(AB)

p=1 p=1g¢=1



10. lecke, 17. oldal
4-4 Megoldas:

Ugyanis sp(AB — BA) = sp(AB) — sp(BA) = 0, mig sp(/) = n # 0.



10. lecke, 18. oldal
4-5 Megoldas:

Legyen A := ( le 312 > , €s vizsgaljuk az Ax = 0 homogén egyenletet:
21 022

ai1ry + apry = 0
a1r1 + axrs = 0

Az els6 egyenletet ao1-gyel, a masodikat a11-gyel szorozva, és az igy nyert egyenleteket kivonva, kapjuk, hogy:
(a11a22 — a12a21)x2 =0

Haonldan, az els6 egyenletet ass-vel, a mdsodikat a15-vel szorozva, és az igy nyert egyenleteket kivonva,
kapjuk, hogy:

(a11a22 — ar2a21)x1 =0
Ha tehat a determinans nem 0, akkor csak a trividlis 21 = x5 = 0 megoldas létezik. Ha viszont a determinans
0, akkor van nemtrivialis megoldas is.



10. lecke, 19. oldal
4-6 Megoldas:
(a) reguldris (mert det(A) =1-1-2#0)
(b) szinguléris (mert det(4A) =1-(-1+9)—(-1)-(-1-3)+1-(=3—-1)=0).

Megjegyzés: A (b) esetben a matrix szingularitdsa gy is belathatd, hogy az Az = 0 homogén egyenletnek
van nemtrividlis megoldasa, pl. (2,1, — 1).



10. lecke, 20. oldal
4-7 Megoldas:

A szamitas sémdja a kovetkezo:

1 4 2] 5 14 2 5
-3 2 1 |-1]|—=(0 14 7| 14 |-
4 -1 -1 2 0 —-17 -9 | —-18
1 4 2 5 14 2] 5
—-lo 1 1 1| =101 3 1] —
0 —17 -9 | —18 00 —5 | -1
1 4 2|5 1401
(o131 |=(010]0]=
00 1 001]2

A megoldas tehat: x =1,y =0, z = 2.



10. lecke, 21. oldal

4-8 Megoldas: A szamitas sémdja a kovetkezd:

1 01 1 0 O 1 01 1 0 0
0O 0 2 010 — 0 0 2 010 —
-1 3 2 0 0 1 0 3 3 1 01
1 01 1 0 O
-1 0 0 2 010
01 1|3 0 3
Cseréljiik meg a 2. és 3. egyenletet (a hozzajuk tartozé jobboldalakkal egyiitt, hogy az elimindcidt folytatni
tudjuk:
1 01 1 0 0 1 01 1 0 0
1 1 1 1
o1 1|tod|=fo11|do0l]-
002/]010 001030
1 001]1 -0
11
~lo10]4+ 11
0010 3§ 0

Az inverz matrix tehat:

|
—
|
O Wl =
|
D] DO | =D | =
O Wi O



10. lecke, 22. oldal
4-9 Megoldas:

Ha a rendszer determindnsa nem 0O, akkor a rendszer egyértelmtien megoldhaté. Vizsgaljuk meg tehat, hogy
milyen ¢ értékek mellett zérus a determinans.

A determinans kifejtése:
-1 —-t-D+A—-t)=(t—-1)E +t—2)
Ezért a determinans pontosan akkor zérus, ha ¢t = 1 vagy
2 +t—-2=0,azazt = 1vagyt = —2.
At = 1 esetben az egyenlet:

z + y 4+ =z =1
r + vy + z =1
r + y + =z 1

ennek pedig végtelen sok megolddsa van: két ismeretlen, pl. y és z szabadon megvélaszthato, ezekutdn
r=1—y—z.

At = —2 esetben az egyenlet:

-2z + y + z = 1
T — 2y + z = -2
r + y — 2z = 4

Osszeadva az egyenleteket, a bal oldalak 6sszege 0, a jobboldalaké 1, ami nem lehetséges. Ekkor tehét az
egyenletrendszernek nincs megoldasa.



10. lecke, 23. oldal
4-10 Megoldas:

A karakterisztikus polinom:

—2-A 1 1
det(A — A\I) = det 1 —2—-2A 1] =
1 1 —2-X

=(2-N[2+N> 1] - (2-A-D+(1+2+N) =
=—A+2P+24+A+2+A+1+1+24+ A=
=X —6A%7 — 9N = A\ +3)?
A sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokei, tehdt a 0 és a —3 szamok.

A )\ = 0 sajatértékhez tartozé sajatvektor a

—2 1 1
(A-0-I)s= 1 =2 1 |s=0
1 1 -2
homogén egyenlet nemtrividlis megoldasa. Ilyen megoldas (konstans szorzoétol eltekintve) egyetlenegy van, az
1
s = 1 | vektor.
1
A \ = —3 sajatértékhez tartozo sajatvektor a

111
(A+3-Ds=|1 11 |s=0
111



10. lecke, 24. oldal
homogén egyenlet nemtrividlis megolddsa. Itt most két ismeretlen is megvdlasztaté szabadon, igy két,
—1 1
linedrisan fiiggetlen megoldas is létezik, pl. az s = 0 | ,ésazs=| —2 | vektor.
1 1



10. lecke, 25. oldal
4-11 Megoldas:

A karakterisztikus egyenlet:
A2 — sp(A)A +det(A4;) = A2 — 2 cost +1 =0,

innen A = cost + vcos? t — 1. Valds megoldas tehat csak akkor van, ha |cost| = 1, azaz, ha ¢ = kr alakd, ahol
k egész szam.



10. lecke, 26. oldal
4-12 Megoldas:

Ha
As = As,

akkor
A?%s = NAs = N%s,

A3s = NA%s = \3s,

és 1gy tovabb,
Aks = NAF1s = \Frg

Ha pedig A még reguldris is, akkor As = \s-bdl s = AA~!s, azaz
A ls =21

kovetkezik.



10. lecke, 27. oldal
4-13 Megoldas:

Jelolje A € M3.3 az x — x x a leképezés matrixat, akkor Aa = a x a = 0. Tehdt 0 sajatérték, a hozzatartozo
sajatvektor pedig épp az a vektor.



10. lecke, 28. oldal
4-14 Megoldas:

Az A matrix pozitiv definit, mert determindnsa és nyoma egyardnt pozitiv. A B mdtrix indefinit, mert
determinansa negativ.



10. lecke, 29. oldal
4-15 Megoldas:

Ekkor
(AB)* = B*A* = BA = AB,

azaz AB valoban 6nadjungalt.



10. lecke, 30. oldal
4-16 Megoldas:

Legyen N € N akkora, hogy A"V = 0. Ha most \ sajatértéke A-nak, a hozzatartozé sajatvektor pedig s, akkor
As = As: innen
A?s = 2As = Ns,

A3s = NA%s = \3s,

és igy tovabb,
ANs =2 AN 1s = AN

Mivel pedig AN = 0, azért \'Vs = 0, innen s # 0 miatt sziikségképp A = 0.
pedig



10. lecke, 31. oldal
4-17 Megoldas:

Legyen N € N akkora, hogy A" = 0. Mivel A és I nyilvan felcserélhetd, a binomidlis tétel alkalmazhaté az
(cI + A)™ métrixhatvanyra, és:

m N—-1
m _ m k m—km—k _ m m—k pk
(eI +A) —Z<k>Ac I —Z<k>c A
k=0 k=0
A jobb oldalon most mar a tagok szama m-tdl fiiggetlen, és minden tag elemenként 0-hoz tart, ha m — +oo (ui.
< 7;; > végtelenbe tart ugyan, ha m — +oo, de csak polinomidlis sebességgel (1évén m-nek egy N-nél

alacsonyabb foku polinomja), mig |c| < 1 miatt ¢™~* exponencidlis sebességgel tart 0-hoz, igy kett&jiik
szorzata még mindig 0-hoz tart.



4-18 Megoldas:
Tegylik fel, hogy A egy valos sajatértéke A-nak. Legyen

As = )s (s#0
Szorozzuk meg az egyenl6ség mindkét oldalat skaldrisan s-sel:
(As,s) = Alls||”

Masrészt
(As,s) = (s,A%s) = —(s,As) = —A||s||?

Innen s # 0 miatt sziikségképp A = 0, azaz a matrix nem lehet regularis.

10. lecke, 32. oldal



4-19 Megoldas:
Ekkor ui. I — A sajatértékei 1 — X alakuak, ahol )\ sajatértéke A-nak. Vvaldban, ha

As = As,
akkor
(I—A)s=s—As=(1—-N\)s,

és megforditva, ha
(I —A)s=(1-N)s,

akkor ebbdl As = \s kovetkezik.

Mivel pedig
Al <1,

azért
1—-X#0,

tehat I — A valéban reguléris.

10. lecke, 33. oldal



10. lecke, 34. oldal
4-20 Megoldas:

Nincs. A karakterisztikus polinom ui. egy pontosan 3-foku polinom, melynek hatarértéke a —oo-ben —oo, a
+o00-ben pedig +oo (ha a harmadfoku tag el6jele pozitiv) ill. a —oo-ben 400, a +00-ben pedig —oo (ha a
harmadfoku tag el6jele negativ). Mindkét esetben legalabb egy valds gyoke van (Bolzano tétele miatt), tehat
nem lehet mindharom sajatérték tiszta képzetes.

Megjegyezziik, hogy ez az eredmény onnan is adddik, hogy a karakterisztikus polinom valds egyiitthatds, igy
ismeretes, hogy gyokei valdsak vagy konjugdlt komplex gyokparokat alkotnak. A feladatban pedig nem ilyen
gyokok vannak adva.



4-21 Megoldas:

Kiszamitva az AB és a B2 métrixokat:

5] 3] 2 5] 3] 2
0 410 0 41 0
1 3| 2 1 3| 2
3 2 1] -14] 20 4 5 -3 2] 27| 21|14
1 -1 0 5| -7 2 0 4 0] o 16| 0
3 2 -1 14| 20| 4 1 3 2| 7] 15| 6
Innen pedig
—14 20 —4 27 —21 14 —41 41
AB - B? = 5 -7 2 |- 0 16 0 |= 5 —23
14 —20 4 7 15 6 7 -35

Megjegyzés: Egyszer(ibb a szdmolds, ha észrevessziik, hogy AB — B2 = (A — B)B.

—18

10. lecke, 35. oldal



10. lecke, 36. oldal
4-22 Megoldas:

El6szor nézziik meg, hogy a miiveletek elvégezhetdk-e.
A B C ABC

(3x2) (2x4) (4x3)  (3x3)

Az egymas mellett 1év6 bels6 indexek megegyeznek, ezért a szorzasok elvégezhetéek. Hasznaljuk ki, hogy a
madtrixok szorzdsa asszociativ, azaz (AB)C = A(BC), igy elég csak (AB)C matrixot kiszdmolni.

El6szor hatarozzuk meg AB szorzatot.

2 11 0|0
0 5| 3]-1
1 2] 2| -9/-6| 2

Most hatdrozzuk meg (AB)C madtrixot.

1 1 1

-3 0 1

0 2 1

21 3| 4

2 9 6 2 25| 4| -5

-4 8 6 -2| -24 2 8

0O 15 9 -3| -39 9|12

Tehat

25 —4 =5

(AB)C=ABC)=[ -24 2 38

-39 9 12



10. lecke, 37. oldal
4-23 Megoldas:

4 6

| 5 |=45-6-(-1)=26

2

r=1

cosx sinx 9 .
= cos” z + sin

—sinx cosz

a+b a—2>
a—b a+b

= (a+b)? — (a —b)* = 4ab



4-24 Megoldas:

Kezdjiik a determindns kiszamitasaval. frjuk fel az 1. oszlop szerinti kifejtést:

2 49

x 23:372-23—-49—1—1-49:—3624—533—6
11 11 2 3

1 11
—1 -5 —6

A kovetkezé egyenletet kell tehat megoldani:
—2°+52-6=0

A megoldodképletet haszndlva, innen:
T = 3 és To = 2

10. lecke, 38. oldal



10. lecke, 39. oldal
4-25 Megoldas:

Dolgozzunk a tanult tomor jelolésmoddal, azaz az egyenletrendszer bovitett matrixaval. Az elimindcios
1épésekben az egyenletrendszer matrixat felsé hdromszogmdtrix alakura kell hozni.

A bévitett matrix:
2 -3 1] -1
1 -2 -3 6
2 1 1 3

Hozzuk 1étre a fels6 haromszégmatrixot.

1. Eliminéljunk az els6 oszlopban. A szdmolds egyszer(ibb, ha a;; elem éppen 1. Ezért cseréljiik fel az 1. és 2.
sorokat, majd az (4j) 1. sor (—2)-szeresét adjuk hozza a 2., majd a 3. sorhoz.

2 -3 1]-1 1 -2 3| 6 1 -2 -3 6
1 -2 3| 6 — 2 -3 1|-1 — 0 1 7| —-13
2 1 1 3 2 1 1 3 0o 5 7| -9

2. Végezziik el az eliminaldst a 2. oszlopban. A 2. sor (—5)- szorosét adjuk hozzd a 3. sorhoz. Kialakult a
fels6 haromszogmatrix.

1 -2 =3 6
0 1 71 —13
0 0 —28| 56
Egyenletekre ,visszaforditva” ez azt jelenti, hogy:
r1 — 2290 — 313 = 6
ro+Trs = —13

—281:3 = 56



Az utolsé egyenletbdl adédik, hogy:
I3 = -2

Visszahelyettesitve ezt a masodik egyenletbe, innen:
To =1
Visszahelyettesitve az els6 egyenletbe x5 és x5 értékeit, kapjuk, hogy:
r1 =2

Tehat a megoldas:
Tr1 = 2 Tr9 = 1 Tr3 = —2

10. lecke, 40. oldal



10. lecke, 41. oldal

4-26 Megoldas:
A megoldas az 1. oszlopon végrehajtott eliminaldssal indul, pontosan gy, mint a Gauss-elimindacié. Felcserélve
az 1. és 2. sorokat, majd az (4j) 1. sor (—2)-szeresét hozzdadva a 2., majd a 3. sorhoz:

2 -3 1] -1 1 -2 -3| 6 1 -2 -3 6
1 -2 3| 6 — 2 =3 1]-1 — 0 1 7| —13
2 1 1] 3 2 1 11 3 0o 5 7| -9

Most — még mindig a Gauss-elimindci6 algoritmusat kovetve — a masodik sor segitségével eliminaljunk lefelé:

1 -2 =3 6
0 1 7| —13
0 0 —-28| 56

Folytassuk az eliminalast felfelé is. (Ebben kiilonbozik a Gauss-Jordan-algoritmus a Gauss-elimindciotol.) A
masodik sor kétszeresét az els6 sorhoz adva:

10 11| =20
0 1 7| —13
00 —28| 56
A harmadik sort osszuk (—28)-cal:
1 0 11|-20
01 7| -13
00 1| -2

Végiil a harmadik sor (—7)-szeresét ill. (—11)-szeresét adjuk hozzd a mésodik ill. az elsé sorhoz:

2
1
-2

= O O

0
1
0

O O =



10. lecke, 42. oldal
Innen az eredmény kozvetlentil leolvashaté:

x1:2, 1‘2:1, .%'3:—2



10. lecke, 43. oldal
4-27 Megoldas:

Az elimindcios 1épések (a megismert tomor jelolésmodot kovetve):

2 -1 113 1 -2 31 1 -2 311 1 -2 311
2 2 414 | =] 2 2 441 =-(10 6 -10/2 | =10 6 —10]|2
1 -2 31 2 -1 113 0 3 51 0 0 010

Az utolsé elimindldsndl a 3. sor csupa 0 lett. Ez azt jelenti, hogy

T1 —2x2+3x3 = 1
61’2—10:133 = 2

Harom ismeretleniink van, de csak két egyenletiink maradt az elimindlds utdn, az egyenletrendszernek
végtelen sok megolddsa van. Az egyik ismeretlen, pl. x3 szabadon megvalaszthaté: z3 := ¢ (ahol ¢t € R
tetszOleges). Ezekutan a masodik egyenletbdl:

2410t 145t

TG 3
Visszahelyettesitve az els6 egyenletbe:
x1=1+2~?—3t=§+%t
Az egyenletrendszernek tehat végtelen sok megoldasa van:
o+t 14 5¢
xlzT, IEQZT, r3 =1

ahol ¢t € R tetszbleges lehet.



4-28 Megoldas:

Az elimindcios 1épések (a megismert tomor jelolésmodot kovetve):

2 -1 3 1]0 1 -1 -2 3]0 1 -1
1 -1 -2 3]0 2 -1 3 1]o0 0 1
1 1 2 =200 711 1 2 =207 o0 2
1 2 -1 —2]0 1 2 -1 —2]0 12
1 -1 —2 3]0 1 -1 —2 3]0 1
o1 o o o1 7 sfo| |0
0 2 4 —5|0 0 0 —10 5|0 0
0 3 1 =5|0 0 0 —20 100 0

0
0

10. lecke, 44. oldal

3]0
510 |,
—510
—20
—2 3]0
7 —5|0
~10 50
0 0]0

Fellépett egy csupa nullabdl 4ll6 sor. Ez azt jelenti, hogy az egyik ismeretlent (célszeriien x4-et), szabadon
megvalaszthatjuk, igy végtelen sok megoldas van. Legyen tehdt x4 := t és folytassuk az eliminaldst.

1 -1 -2 310 1 -1 -2 310 1 -1
0 1 7 —=5|0 _ 0 1 7T =510 N 0 1
0 0 —-10 5|0 0 0 -2 110 0 0
0 O 0 1]1¢ 0 0 O 1]¢ 0 O

1 -1 -2 0| -3t 1 -1 0 0] —2¢ 1

_ 0 1 7 0 ot _ 0 1 0 0|3t/2 0

0 0 1 0] ¢t/2 0 0 1 0| t/2 0

0 0 01 t 0 0 01 t 0

Innen az egyenletrendszer megolddsa leolvashatd:
L N S
Tl = 9’ $2_2a l’3—2, Ty =

-2

7

-2

OO = O

0

o= O O

-3t
ot
—t
t

o O O

—t/2
3t/2
t/2

o O O

ahol ¢t € R tetszbleges. A tortek fellépését elkeriilhettiik volna, ha x4 := 2t valasztassal éliink x4 := t helyett.



10. lecke, 45. oldal
4-29 Megoldas:

Nézziik meg, hogy milyen 1, z2 és x3 ismeretlenek esetén teljesiil az z1a; + z2a2 + r3ag = b vektoregyenlet.
Ez az egylitthatdkra nézve a kovetkezd linedris egyenletrendszerrel egyenértéki:

201, — T + Txs = 3
ry + 31‘2 - 7353 =1
r1 + T2 — r3 = 1

Oldjuk meg Gauss-elimindcioval ezt az egyenletrendszert. A tanult tomor jelolésmddot haszndlva:

2 -1 7|3 1 3 =71 1 3 =71
1 3 711 |=12 -1 73 |]—=|0 =7 21|1 |—
1 1 —-1|1 1 1 111 0 -2 610
1 3 =71 1 3 =71 1 3 —-7]1
10 -2 6/0] =10 1 -3{0])]—={(01 =3
0 -7 211 0 -7 211 0 0 0]1

Az utolsoé sor szerint:
0-21+0-294+0-23=1

ami nyilvanvalé ellentmondas, tehat b vektor nem allithat6 el6 a megadott harom vektorral.



10. lecke, 46. oldal
4-30 Megoldas:

Mindenekel6tt nézziik meg, hogy van-e inverze a matrixnak, evégett szamitsuk ki a determinanst. Erre
det A =1 # 0 adddik (ellendrizziik!), igy van inverze a matrixnak.

Az inverzet Gauss elimindcidval fogjuk meghatdrozni, a tanult tomor jelolésmdédot haszndlva. A kiinduld
tablazat:

-2 3 1|1 0 0
-1 1 110 1 0
2 -2 -1|/0 0 1

Els6 1épésben cseréljiik fel az 1. és a 2. sort. Majd végezziik el az els6 oszlop eliminaldsat. Az 1. sor
(—2)-szeresét adjuk hozzd a 2. sorhoz, majd az 1. sor 2-szeresét adjuk hozzd a 3. sorhoz.

-1 1 110 1 0O 1 -1 -1}]0 -1 0
-2 3 11 0 0 | =10 1 -1]1 -2 0 | —
2 -2 -1|0 0 1 0 O 110 21

A bal oldali blokkban kialakult a fels6 haromszogmatrix. A bal oldali matrix féatldja felett folytassuk az
eliminalast:

1 2
01
2 1

O =

1 00 1 1 1 00
1 0/1 01 )—={(0T1F0
0 0 1(0 2 1 0 01

atrix automatikusan a keresett inverz

=

A bal oldali matrix helyén kialakult az egységmatrix, igy a jobb oldali
matrix lesz, azaz

—_ =N

11
Al=(10
0 2
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4-31 Megoldas:

frjuk fel a matrix karakterisztikus polinomjat és keressiik meg a gyokeit:

det(A—)J)—g_)\ -1

— I —_) — —_— 2_ —_— -
L g A |F B2 H4=N oA 220

ahonnan két kiilénbozé sajatérték adodik: \j o = EYH8 = 13 azaz:

A=2, és A=-—1

Keressiik meg a sajatértékekhez tartozd s = ( 81 > sajatvektorokat.
2

l.eset: A =2

A keresett sajatvektor a kovetkezé homogén linearis egyenletrendszer megoldasaként adodik:
. 1 -1 S1 . 0
- (5 5)(5) = (0)

1 —-110

4 —410

1 —-11]0

0 00
Kialakult a csupa nulla sor, végtelen sok megoldas van, legyen a szabadon valaszthaté ismeretlen sy := ¢

(t € R tetszdleges, de t # 0):
1 —-11]0 - 1 0¢
0 1(¢ 0 11|t

A tanult tomor jeloléssel:

Gauss eliminaciét alkalmazva kapjuk:




Tehat a A = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

2. eset: A= —1.

A keresett sajatvektor most a kovetkezo egyenletrendszer megoldasaként adodik:

aens= (5 5)(2)-(0)
=
(o ld)

A szabadon vélaszthato6 ismeretlen legyen s; :=t (¢t € R tetszbleges, de ¢ # 0):

4—10_)4()15_)1015/4
0 1|¢ 0 11¢ 0 1] ¢

Tehat a A = —1 sajatértékhez tartozé sajatvektor:

() () e

A tanult tomor jeloléssel:

Gauss elimindciét alkalmazva kapjuk:

10. lecke, 48. oldal
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4-32 Megoldas:

frjuk fel a karakterisztikus polinomot:

—1-A 1 0
det (A — \I) = 1 —=1-X 0|=0
0 0 -\

A 3. sor szerint kifejtve:
M= =12 =1 = AN +20) = A2 (A +2) =0

Ennek a harmadfoku polinomnak a gyokei: A\ = Ao = 0 és \3 = —2. Tehat A matrix sajatértékei:

A=0, és A=-2

A sajatvektorok meghatarozasa kovetkezik.
l.eset: A\=0

A sajatvektor egy homogén linearis egyenletrendszer megoldasaként adédik, amelynek egyiitthatomatrixa:

-1 1
A-0-1= 1 -1
0 0

o O O

Lathatd, hogy az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van. S6t, ha az 1. sort hozzaadjuk a 2. sorhoz,
akkor most nem csak egy, hanem két csupa nulla sor van. Ebben az esetben tehat két ismeretlen is szabadon
valaszthatd. Legyen sy := u és s3 := v, ekkor az egyenletrendszer megolddasa:

S1 = U
S9 u

S3 = U
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u

ahol u,v € R. A X = 0 sajatértékhez tartozé sajatvektor tehat: s = | u |, feltéve, hogy u és v egyszerre nem
v
egyenl6 0-val.
0 1
Megjegyzés: Ebben az esetben megadhato két linedrisan fiiggetlen sajdtvektoris,pl. s:= | 0 |,éss:=| 1
1 0

2. eset: A= —2

Irjuk fel a homogén linedris egyenletrendszer matrix4t, amelynek megolddsaként adédik a keresett sajatvektor.
1 1 0
A+2-1= 1 10
0 0 2

Ha az 1. sor (—1) -szeresét hozzdadjuk a 2. sorhoz, kialakult a csupa nulla sor, végtelen sok megoldas van.
Legyen s, := t, akkor:

A megoldas:
S1 = —t
S9 = t
S3 =
—1
ahol ¢t € R. A megfelel6 sajatvektor tehdt: s = t |, aholt #0.
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4-33 Megoldas:

frjuk fel a karakterisztikus polinomot és keressiik meg a gyokeit:

8-\ 0 3
det (A — \I) = 2 2- )\ 1|=2=-N[B=ANB=X\)+6=0
—2 0 3-A

(a determinanst a masodik sora szerint kifejtve). Innen a sajatértékek: \; = 2, és Ay 3 = 11EV 1212120 — 114l
Tehat a matrix sajatértékei: \; =2, Ay = 5 és A3 = 6.

A sajatvektorok meghatarozasa kovetkezik.

1. eset: A =2

A megfelel6 homogén linedris egyenletrendszer egyiitthatomatrixa:

A-2.1=

NN O
o O O

3
1
1
Az egyenletrendszer a tanult tomor jeloléssel:

6 0 3
2 01
-2 0 1

o O O

El6szor cseréljiik fel az els6 és utolsé sort. Majd adjuk a 1. sort 2. sorhoz, utdna az 1. sor 3-szeresét adjuk
hozza a 3. sorhoz, végiil a 2. sor (—3)-szorosat adjuk a 3. sorhoz.
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Kialakult egy csupa nulla sor, igy végtelen sok megoldds van. Az elimindlast folytatva lathatd,hogy s; = s3 = 0,
a szabadon valaszthat6 ismeretlen most csak sy lehet.

-2 0 0|0 1 0 00
00 0|0 ]]—=[01TO0]t
00 2|0 0 0 1|0
Az egyenletrendszer megolddasa:
81:0
82:t
83:0

ahol t € R. A \ = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor tehat:

0
s = t
0
ahol ¢ # 0.
2.eset: A=5
A megoldand6 homogén linedris egyenletrendszer egyiitthatématrixa:
3 0 3
A-5-1= 2 -3 1
-2 0 -2

Az egyenletrendszer megolddsakor elészor osszuk el az 1. sort 3-mal. Majd az 1. sor (—2)-szeresét adjuk hozza
a 3. sorhoz. Majd az 1. sor 2- szeresét adjuk hozzd a 2. sorhoz.

3 0 3|0 1 0 1
2 -3 1|0 | — 2 -3 1
-2 0 =210 -2 0 -2
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Elértiik, hogy az egyenletrendszer matrixa fels6 haromszog alakd. Kialakult a csupa nulla sor, végtelen sok
megoldas van. Egy ismeretlen szabadon valaszthatd, legyen s := t.

1 0 110 1 0 110 1 00 3t
0 1 0t -1 01 0] ¢ -1 010 t
0 -3 —-1]0 0 0 —1]3t 0 0 1|3t
Az egyenletrendszer megoldasa:
S1 = 3t
SS9 = t
S§3 = —3t

ahol t € R. A )\ = 5 sajatértékhez tartozd sajatvektor tehat:

3t
s = t
-3t
ahol ¢ # 0.
3.eset: A=6

A megfelel6 homogén linedris egyenletrendszer egyiitthatomatrixa:

2 0 3
A—6-1= 2 -4 1
-2 0 =3

Oldjuk meg az egyenletrendszert. El6szor az 1. sort vonjuk ki a 2. sorbol. Majd az 1. sort adjuk hozz4 a 3.
sorhoz. Majd a 2. sort osszuk el (—2) -vel.
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2 0 3]0 2 0 3]0 2 0 3|0
2 -4 10 )—-{0 -4 -2/0|]—=1102 1|0
-2 0 =310 0 0 0]0 0 0 0]0

Kialakult a felsé haromszog alak és egy csupa nulla sor, végtelen sok megoldas van. Egy ismeretlen szabadon
valaszthatd, most legyen s, := ¢.

2 0 3|0 2 0 3 0 2 0 0] 6t
01 0|t ]—=(0T1P0 t ] —=1010 t
0 2 1|0 0 0 1|-2¢ 0 0 1]|—-2¢
Az egyenletrendszer megolddasa:
S1 = 3t
SS9 = t
S3 = —2t

ahol t € R. A )\ = 6 sajatértéknek megfelel6 sajatvektor tehat:

ahol t # 0.
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4-34 Megoldas:

Négyzetes matrixok esetén AA* és A* A matrixok is 1éteznek (és ezek is négyzetesek).

Felhasznélva az adjungdldsra vonatkozé (AB)* = B* A* azonossdgot:
(AA)* = (A*)* A" = AA*

és
(ATA)* = A" (A")" = A"A

azaz az AA* és A* A matrixok megegyeznek sajat adjungdltjukkal, tehdt 6nadjungaltak.

Ugyanakkor
(A* Az 2) = (Ax, Az) = ||Az||* > 0,
és hasonldan,
(AA*z 2) = (A*z, A*z) = ||A*z|)* > 0,

minden = € R" esetén, tehat azaz az AA* és A* A matrixok pozitiv szemidefinitek is, mert kvadratikus alakjuk
csupa nemnegativ értéket vesz fel.
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4-35 Megoldas:

Az A € M,y 6nadjungdlt métrix pozitiv definit, ha minden minormatrixanak determindnsa pozitiv.

Az A € M;,«y, 6nadjungélt métrix negativ definit, ha elsé6 minormatrixdnak determindnsa negativ, és az
egymast koveté minormadtrixok determindnsai valtakozé elgjeltiek.

Irjuk fel az A mAtrix minormatrixait.

A= (4)
4 1
w=(15)
4 1 3
As=1|1 2 0
3 0 8
Szamitsuk ki a minormatrixok determindnsait:
detA1—4
4 1
detAg_l 2_8 1=7
4 1 3
det A3=|1 2 0|=3-(—6)—0+8-7=38
3 0 8

Az A matrix tehat pozitiv definit, mivel minden minormatrixanak determinansa pozitiv.
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Tobbvaltozos fliggvények, alapfogalmak
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5. Tobbvaltozds fiiggvények

Ebben a fejezetben R” — R tipust fiiggvények analizisével foglalkozunk. Latni fogjuk, hogy mar a
folytonossag és kiilonosen a differencidlhatésag fogalma lényegesen bonyolultabb a megfelel6 egyvaltozoés
fogalmaknal. A sz€ls6érték problémak esetében az analizisbeli és a linedris algebrai eszk6zok egy természetes
0sszekapcsolddasat figyelhetjiik meg. Végiil a Riemann-integral fogalmat altalanositjuk tobbvaltozds
fliggvények esetére.

5.1. Tobbvaltozos fiiggvények bevezetése

Legyen f : R™ — R egy leképezés, jelolje 2 C R"™ az értelmezési tartomdnyat. f-et egyarant tekinthetjiik
olyan leképezésnek, mely t6bb vdltozéhoz rendel egy szamot, vagy olyannak, amely vektorhoz rendel szamot,
ahogy az épp kényelmesebb. Egy-egy konkrét leképezés megadasa altalaban explicit formulakkal térténik (pl.
f:R? = R, f(z,y) := e*t¥), ritkdbban implicit médon. Ez utébbi 4ltalédnos alakja:

g($1,$2,---,$n,y) = Oa

ahol g egy (n + 1)-valtozos kifejezés. Amennyiben ebbdl az egyenléségbdl az utolsé valtozé (y) egyértelmiien
kifejezheté az elsé n valtozo fliggvényében, akkor a fenti egyenletet ezen n-valtozds fiiggvény implicit
alakjanak nevezziik.

Hasonldan az egyvaltozds fiiggvényekhez, az {(x1,x2,..., 20, f(T1,....20) : (T1,22,...,2,) € Q} € R*T! halmazt az
f figgvény grafikonjdnak nevezziik. Sajnos, ennek csak n = 1 és n = 2 esetben van szemléletes jelentése:
el6ébbi esetben a grafikon altalaban egy sikgorbe, mig a masodikban egy térbeli feliilet.

Kétvaltozods fliggvények esetében egy masik szemléltetési forma a szintvonalas dbrdzolds, ahol az értelmezési
tartomany azon pontjait tiintetjiik fel, melyekben a fiiggvényértékek egy-egy elére meghatarozott értékkel
egyenlok (ezt a technikat a térképeken mindmaig elészeretettel hasznaljak). Ez olykor haromvaltozds
fliggvények esetében is alkalmazhato (itt a fliggvényt a szintfeliiletek rendszere szemlélteti). Szamitogépes
grafika segitségével oly mddon is lehet szemléltetni a fiiggvényeket, hogy az értelmezési tartomany és/vagy a
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grafikon pontjait az ott érvényes fiiggvényértéktol fliggden mds-mads szintire szinezziik. Ilyen dbrazolasi
modokat pl. a MAPLE vagy a MATLAB matematikai szoftverek messzemeno6en tdmogatnak.

5-1. Példa: A kovetkez6 formula implicit médon egy olyan kétvaltozds leképezést definidl, melynek grafikon-
ja egy origo kozéppontu, egységnyi sugaru félgomb-feliilet:

24y +22-1=0 (Jz|,ly <1,2>0)

A leképezés explicit alakja: z = f(z,y) = \/1 — 22 — y?2, szintvonalai pedig az xy-sikon origd kozepi koncen-
trikus korok.
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5.2. Folytonossag

A folytonossdgot az egyvaltozds fiiggvények folytonossdganak mintdjara definidljuk. Ehhez el6bb azonban be
kell vezetni a vektorsorozatok konvergenciajanak fogalmat:

5-1. Definicié: Azt mondjuk, hogy az (z,,) C R", =, := (x%),x%),...,a:gf)) vektorsorozat konvergens, éspedig

az z := (M 2@ . 2(") ¢ R" vektorhoz tart, ha mindegyik (x%)) komponens-sorozat tart az = limeszvektor
megfeleld =) komponenséhez, azaz 23 — 20) (j = 1,2,....n, m — +00).

Nyilvdnvald, hogy x,, — = pontosan akkor teljesiil, ha az ||x,, — z|| szdmsorozat 0-hoz tart.

Ezekutdn a folytonossag mar nehézség nélkiil definidlhaté. A definicid 1ényege itt is — akarcsak egyvaltozds
esetben — az, hogy a fliggvény "konvergenciatartd" legyen:

5-2. Definicié: Azt mondjuk, hogy az f : Q@ — R fiiggvény folytonos az = € Q) helyen, ha minden (z,,) C €,
x;, — x vektorsorozat esetén f(x,,) — f(z).

Sajnos, a jeloléstechnika e téren sem egységes. Alsé indexszel pl. hol az R"™-beli vektorok komponenseit

jeloljiik, hol egy vektorsorozat indexét (ekkor a komponenseket jobb hijan zardjelben tett fels6 indexekkel
jeloljik). Elterjedt ezért — legaldbbis 2- és 3-valtozds fiiggvények esetében —, hogy a vektorkomponenseket
kiilonboz6 bettikkel jeloljik (pl. z, vy, ), ekkor az index a félreértés veszélye nélkiil sorozat-elemet jelolhet.

A Lipschitz-féle feltétel teljesiilése most is elegend6 a folytonossaghoz:

5-1. Allitas: Ha van oly C' > 0 szam, hogy minden z1,z5 € () esetén
|f(z1) — f(22)| < C - ||z1 — 22|

teljestil, akkor f folytonos €2 minden pontjaban.
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Bizonyités:

Ekkor ui. minden z € 2 és z,,, — x vektorsorozat esetén |f(z) — f(zn)| < C - ||z — zn|| — 0, azaz

f(@m) = f(x). O

Konnyen lathatd, hogy a szokasos fiiggvénym{veletek a folytonossagot megtartjak, azaz folytonos
fiiggvényekbdl a szokasos fiiggvénymiiveletekkel nyert fiiggvények maguk is folytonosak (ahol egyaltalan
értelmezettek). Sot, folytonos egyvaltozds fliggvényekbdl "osszerakott" fiiggvények szintén folytonosak:

5-2. Allitas: Legyenek f1,f....,f» : R — R folytonos (egyvaltozés) fiiggvények. Akkor az

f(x1,@9,my) = fi(x1) + fa(xza) + ... + fr(zy)

és az
f(z1,x9, ) == fi(x1) - fa(xa) - ... - fulzn)

el6irassal értelmezett f : R™ — R (n-valtozos) fliggvények szintén folytonosak. Ha pedig f : R® — R
folytonos n-valtozés fliggvény, ¢ : R — R pedig folytonos egyvéltozos fliggvény, akkor az osszetett g o f
fiiggvény is folytonos (n-valtozoés) fiiggvény.

Kovetkezésképp folytonos fiiggvényekbdl "képlettel" nem is lehet mast, mint folytonos fiiggvényt értelmezni.

A definicié egyszertisége ellenére a folytonossag ill. szakadas megéllapitasa mar kétvaltozds esetben sem
mindig magatdl értet6do. Jellemzben az okozhat nehézséget, ha egy fiiggvényt egyes helyeken eltér6 médon
definidlunk, tipikusan ott, ahol egy formula értelmét veszti (pl. 0-val valé osztas vagy negativ szambol vald
gyokvonads stb. miatt). A jelenséget két példan keresztiil érzékeltetjiik:
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5-2. Példa: Tekintsiik az aldbbi el6irdssal értelmezett kétvaltozos fliggvényt:

2,2

z2y 2, .2
flzy) =< =°+y? haz°+y°#0
0 haz=y=0

Az origén kiviil a fiiggvény nyilvan mindendiitt folytonos, a kérdés az, hogy az origéban folytonos-e. Megmu-
tatjuk, hogy f folytonos az origéban. Legyenek ui. x,,y, — 0 tetsz6leges zérussorozatok, akkor:

TaVn o Ta(Th + Un)

2
S =z, — 0,
x2 492 x2 42

|f (Znyn)| =

tehdt f(x,,yn) — 0 = f(0,0), azaz f valéban folytonos az origéban.

5-3. Példa: Tekintsiik most az alabbi fiiggvényt, melyet majdnem ugyanugy definidlunk, mint az elébb:

. haz?+y?#0
e 12+y2
Hay): { 0 haz=y=0

Az origén kiviil a fiiggvény most is mindeniitt folytonos, azonban az origéban nem folytonos. Hogy ezt
megmutassuk, elég egyetlen olyan z,,y, — 0 zérussorozat-pdrt taldlni, melyre f(x,,y,) nem tart 0-hoz.
Legyen pl. z,, := y, := %, akkor nyilvan z,,y, — 0, de

1.1

f(@nyn) = 42

DN |

Ezért f valéban nem folytonos az origdban. Lathat6 tehat, hogy a folytonossdg nem mindig allapithaté meg
"ranézésre". Szemléltetésként javasoljuk az Olvasénak, hogy a fenti két fliggvény grafikonjat allitsa el6 pl. a
MAPLE segitségével, és figyelje meg az orig6 koriili viselkedésiiket.
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5.3. Tobbvaltozds fiiggvények differencialhatéosaga

Az egyvaltozos f : R — R fliggvény egy = € R helyen vett a := f’(x) derivaltjanak szokasos definicidja:
o S~ f@)

h—0 h N

altalanositasra alkalmatlan, hiszen tébbvaltozos f fiiggvény esetén h vektor, és a vele vald osztds értelmetlen.
Am ez a definicié konnyen lathatéan ekvivalens az aldbbival:

f(:c+h)—f(x)—a-h:0’

lim

h—0 ’h’
és ezt mar konny altaldnositani. Ennek a definicidonak a szemléletes jelentése a kovetkez6: a fliggvényérték
f(z + h) — f(x) vdltozasa kis h értékek mellett j6l kozelithetd az a - h szorzattal, abban az értelemben, hogy
kettdjiik kiilonbsége nemcsak, hogy 0-hoz tart, de még |h|-val osztva is a 0-hoz tart, mikor h — 0. Roviden:
f(x 4+ h) — f(x) kozelitéen ardnyos h-val, és a derivalt épp az ardnyossagi tényezd.

Ez a megfogalmazds mar értelemszer(ien altaldnosithatd tobbvaltozos fliggvények esetére:

5-3. Definicié: Legyen f : Q@ — R egy n-valtozés fiiggvény, és legyen = € ) az értelmezési tartomdny
bels6 pontja, azaz tegyiik fel, hogy nemcsak maga =, de még egy x kozéppontd, valamely » > 0 sugaru
{y € R" : ||x — y|| < r} gobmb pontjai is mind 2-ba esnek. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény differencidlhato
az x helyen, és derivdltja az a € R™ vektor, ha

o f@ ) = f@) = (o h)

0 20 =0

A fenti a € R" vektort az f fliggvény = helyen vett gradiensvektordnak vagy roviden gradiensének nevezziik,
és a grad f(z) szimbdélummal (néha vy f(x)-szel) jeloljiik.
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A derivaltra — mint az varhaté — az egyvaltozds derivalthoz hasonlé Osszefiiggések igazak. Megjegyezziik
azonban, hogy a definicié gyakorlati szamitasokra teljesen alkalmatlan: ezt a problémat majd a kovetkezé
szakaszban, a parcialis derivaltak fogalmanak bevezetésével kiiszoboljiik ki.

A kovetkezbékben 0sszefoglaljuk a tobbvaltozds derivalt legfontosabb tulajdonsagait. Az allitdsok a definiciébol
az egyvaltozds esettel analég mdédon kovetkeznek, igy a bizonyitdsokat elhagyjuk.

5-3. Allitds: Ha f,g : Q@ — R differencidlhaték az = € Q helyen, akkor f + g, fg és 5 is differencialhatok
xz-ben (utébbindl feltéve, hogy g(x) # 0), és:

grad(f + g)(z) = grad f(z) + grad g(x)

grad(fg)(z) = (grad f(z)) - g(x) + f() - (grad g(z))

7, _ (grad f(@) - g(a) — (z) - (grad g(a)
grad /(=) 2(@)
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5.4. Parcidlis és iranymenti derivalt, a masodik derivalt matrixa

Legyen f : QO — R egy n-valtozds fiiggvény, és legyen = € 2 az értelmezési tartomdny bels6 pontja. Legyen
e € R" egy tetszOleges, 1 normdju (irdny)vektor. A késébbiekben kiemelt szerepet fog jatszani a kovetkezd
egyvaltozos fliggvény:

ge(t):=f(z+t-e)

Megjegyzés: Ezeknek a g, fliggvényeknek n = 2 esetén igen szemléletes jelentésiik van. Képzeljiink el egy

hegyes-volgyes terepet. Ez felfoghat6 egy f : R? — R fiiggvény grafikonjaként: minden sikbeli (z,y) pont
esetén f(z,y) jelentse a terepmagassdgot. Helyezziink egy megfigyel6t a terep (x,y,f(z,y)) pontjara. Ekkor
a g. fiiggvény grafikonja az ezen a ponton athaladé, vizszintesen e irdnyt utvonal, azaz a g. fiiggvény értékei
a terepmagassagok egy kitiintetett e irdnyban.

Ily médon egyetlen tobbvdltozos fiiggvény vizsgalatat visszavezetjiik sok (méghozza végtelen sok) egyvdltozos
fiiggvény egyidejl vizsgalatdra. Els6 eredményiink ezen g, fliggvények derivaltjaira vonatkozik. A széhasznalat
egyszer(sitése érdekében bevezetjiik egy = € R" pont kérnyezetének fogalmat: ezalatt egy tetszéleges olyan
R"-beli halmazt értiink, mely tartalmaz egy = kozépponti (nemnulla sugard) gombot. Ily médon R-ben egy x
szam kornyezete olyan szdmhalmaz, mely tartalmaz egy x kozéppontu, pozitiv hosszisdgu intervallumot.

5-4. Allitas: Ha az f : Q — R differencialhaté az x € Q belsé pont egy kornyezetében, akkor az Gsszes fenti
ge fliggvény differencidlhaté a 0 egy kornyezetében, éspedig:

g.(t) = (grad f(z +t-e).e),

ahol e € R" tetszbleges, 1 normdju irdnyvektor.

Bizonyités:



Legyen T € R tetszdleges, irjuk fel a g.-re vonatkoz¢ kiilonbségi hanyadost:

gt+71)—gt)  flz+te+Te)— f(z+te)

T T

flx+te+Te)— f(x+te) — (grad f(z+t-e),me) |7|

|I7el| T
+(grad f(x +t-e),e)
Jelolje h := Te, akkor innen:
glt+7) = glt) _
T
_ fle+te+h)— flz+te) —(grad f(z+t-e)h) m+
- [|A] T

+(grad f(x +t-e),e)

11. lecke, 9. oldal

Ha most 7 — 0, akkor h — 0; ekkor a jobb oldal elsé tagja az f fiiggvény derivalhatésaga miatt 0-hoz tart, mig

a bal oldal ¢/ (t)-hez. Innen az allitas adédik. O

Megjegyzés: Az 4llitds az Osszetett fiiggvény derivaldsi szabdlyat dltaldnositja. A fenti g, fliggvény ui. f-
nek és at — x+te vektorértéki fliggvénynek a kompozicidja. Ez utdbbi fiiggvény derivaltjat értelemszertien
e-nek definidlva, az allitds pontos megfeleldje az Gsszetett fiiggvény derivaltjara vonatkozé formuldnak (a
szorzas szerepét a skaldris szorzat veszi at). A dolog tovabb altaldnosithaté: legyen h := (hy,...,h,) : R = R™
egy vektorfiiggvény, ahol a h; komponensfiiggvények differencialhaté egyvéltozds fiiggvények. A h vektor-
fiiggvény derivaltjat b’ := (h/,...,h],)-nek definidlva, konnyen megmutathatd, hogy az foh Osszetett fliggvény
derivaltja egy t helyen a (grad f(h(t)),h'(t)) szdm. Erre az altaldnosabb eredményre azonban e jegyzet

keretein beliil nem lesz sziikségiink.
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Elnevezés: A fenti g, fliggvény 0-ban vett derivaltjat az f fliggvény x-ben vett e irdny menti derivaltjanak
nevezziik, és a g—é(x) szimbélummal (ritkabban 9, f (z)-szel) jeloljiik. A 5-4. Allitas értelmében teht:

% (2) = (grad f(2).e)

Az allitas egyuttal a gradiensvektor komponenseinek kényelmes kiszamitasara is alkalmas. Legyen e := ey,
(ahol ey,...,e, jeloli R™ standard bazisat). Akkor g. derivaltja egy, csak a k-adik x; valtozdra vonatkozo
kiilonbségi hdnyados hatarértéke. Ugyanakkor (grad f(x),e) épp a gradiensvektor k-adik komponense. Kaptuk
tehat, hogy a gradiensvektor k-adik komponensét 1igy szdmithatjuk ki, hogy f-et mint egyvdltozos fiiggvényt
derivdljuk, csak a k-adik vdltozot tekintve "valodi" vdltozonak, mig az 6sszes tobbit konstansnak tekintjiik.

Elnevezés: Az ej, irdny menti derivaltat az f fliggvény k-adik valtozdja szerinti parcidlis derivdltjdnak nevezziik,
és a %(w) szimbélummal jeldljiik. Tovabbi hasznalatos jeldlések: Dy f(z), Opf(z), fz, (). Ha a véltozdkat
nem indexszel, hanem kiilon bettikkel jeloljiik (tipikusan z, y, z), akkor a parcidlis derivaltakat értelemszertien
igy jeléljiik: 3L, d, f, f1, és igy tovébb.

Ezeket a fogalmakat haszndlva, azt kaptuk, hogy a gradiensvektor komponensei a parcialis derivéltak (az
attekinthet6ség kedvéért az argumentumokat elhagyva):

grad f = (D1f,Daf,....Dn f)
5-4. Példa: Legyen f(z,y,z) := 22 sin(5y + z3), akkor

of _ . 3
e 2z sin(by + 2°)

of . » 3
oy 5z cos(by + 2°)

% = 32222 cos(5y + 23)
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5-5. Példa: Legyen f:R" — R, f(z) := |[z]|* = Y7_, 23. Akkor k = 1,2,...,n-re

4 _9
a,f[,'k. xk?

innen pedig:
grad f(z) = 2z

5-6. Példa: Legyen f:R" — R, f(z) := ||z|| = \/>]}_, 23. Akkor k = 1,2,...,n-re

of 2wy,
Oz 2y/ 25 25
azaz:
X
grad f(z) = —

]
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5-7. Példa: Legyen f: R" — R, f(x) := (Ax,z), ahol A = [ay;] € M,,«,, €gy 6nadjungdlt métrix. Alkalmaz-
zuk most a tobbvaltozds fiiggvények derivaltjanak definicidjat: tetszéleges h € R esetén

flz+h)— f(z) =(Az + Ah,z + h) — (Az,x) =

= (Az,x) + (Ax,h) + (Ah,z) + (Ah,h) — (Ax,z) =

= 2(Az,h) + (Ah,h)

Mivel pedig a Cauchy-egyenl6tlenség miatt \ Ah h)| < HAﬁ”‘H'h” ||Ah|| — 0, ha h — 0, azért innen a

gradiensvektor mar meghatdrozhato, éspedig:

grad f(z) = 2Ax.

A gradiensvektornak — legaldbbis n = 2 és n = 3 esetben — szemléletes jelentése van, de ez eltér az egyvaltozds
fiiggvények derivaltjdnak jelentésétdl:

5-5. Allitas: A gradiensvektor a fiiggvény legmeredekebb vdltozdsdnak irdnydba mutat, azaz tetszbleges e €
R"™ egységvektor esetén
5

o @) <[t @)|
ahol e* a grad f(z) irdnyba mutat6 egységvektor (feltéve, hogy grad f(z) # 0).

Bizonyitas:
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Nyilvan e* = Hg:i}%, innen a jobb oldal:
of ‘ (grad f(z),grad f(z))
2)| = = ||grad f(x
86*( ) ngad'f(x)H Hg f( )H
A bal oldali kifejezés pedig:
of B
=L(@)| = I(grad f(z).e)

Az allitds most mar a Cauchy-egyenl6tlenség egyenes kovetkezménye. [J

Végiil a masodrendii derivaltat altalanositjuk tobbvaltozds fiiggvényekre. Tegyiik fel, hogy az f : 2 — R
fiiggvény az = € ) bels6 pontban kétszer differencidlhatd, azaz mindegyik parcidlis derivaltfiiggvénye
differencidlhaté. Képezziik a x; szerinti parcidlis derivaltfiiggvény x szerinti parcidlis derivaltjat az = helyen
(j,k = 1,2,...,n). Az igy kapott szamokat az f fliggvény x helyen vett mdsodrendi parcidlis derivdltjainak

nevezziik, és a 8355% (x) szimbdélummal jel6ljiik. Tovdbbi haszndlatos jelolések: Dy D; f(x), Dy;f(x), Ok; f(2),

(z). Ha j = k, akkor a megfeleld, un. tiszta mdsodrendii parcidlis derivdltakat még igy is jelolik: g%:(:c)

2
TETj

vagy D3 f(x). (Megkiilonboztetésill, j # k esetén a Dy D, f(x) derivaltakat vegyes mdsodrendd parcidlis
derivdltaknak is nevezik.)

Elnevezés: A masodrendi parcialis derivaltakbdl 6sszeallitott

Dllf(.’l:‘) Dlgf(w) Dlnf(l')

D2f(:r) :: Do1f(x) Daaf(x) ... Daf(x) €M,

Dpif(x) Dpof(x) ... Dpnf(x)
matrixot az f fliggvény x helyen vett mdsodik derivdlt mdtrixdnak vagy Hesse-féle mdtrixdnak nevezziik.

A Hesse-matrix a legtobb gyakorlati esetben énadjungdlt (szimmetrikus). Ervényes ui. az aldbbi tétel, melyet
bizonyitas nélkiil kozliink:
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5-6. Tétel: Ha az f fliggvény masodrendi parcidlis derivéltjai mind 1éteznek és folytonosak valamely x € Q2
pontban, akkor ott
Dy;f(z) = Dji.f (),

azaz a parcidlis derivaldsok sorrendje felcserélheto.

5-8. Példa: Verifikdljuk a fenti tételt a kovetkez6 konkrét esetben. Legyen f(x,y) := x5 + 2%siny? + e%V.

Akkor:
of of

= 62" + 2zsiny?, =L =42y3 cosy? + 2%
ox oy
innen pedig:
O*f 0 f
= 8zy3 cosy?, és = 8xzy> cosy*.
0yox & d 0x0y 4 J
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Tobbvaltozos fliggvények, széls6értékszamitas
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5.5. Tobbvaltozds fiiggvények lokalis szélsoértékei

5-4. Definicié: Azt mondjuk, hogy az f : Q@ — R fiiggvénynek lokdlis maximuma (ill. minimuma) van az
xo € § pontban, ha zp-nak van olyan 2y kornyezete, hogy f(z) < f(zo) (ll. f(x) > f(z0)) teljesiil minden
x € Qg esetén.

A kovetkezd tétel pontos analogonja az egyvaltozoés fliggvényekre vonatkozd megfelel6 tételnek:

5-7. Tétel: Ha az f fiiggvény differencidlhat6 az ) értelmezési tartomany egy x, bels6 pontjaban, és ott
lokélis széls6értéke (maximuma vagy minimuma) van, akkor zp-ban mindegyik parcidlis derivalt eltlinik,
azaz grad f(xzg) = 0.

Bizonyités:

Tekintsitk R"-ben az e, standard bazisvektort, és jelolje gx(t) := f(xo + t - ex). Konnyen lathatd, hogy gi-nak a
0-ban szintén széls6értéke van (éspedig ugyanolyan tipust, mind f-nek xg-ban). A 5-4. Allitas értelmében
ezért g;.(0) = (grad f(zo),ex) = Dif(xo) = 0. Ez igaz minden k = 1,2,...,n-re, és ezzel az llitast igazoltuk. OJ

A tétel megforditdsa nem igaz! Abbdl, hogy egy fiiggvénynek valahol mindegyik parcidlis derivéltja elt(inik,
altalaban nem kovetkezik, hogy ott a fliggvénynek lokalis széls6értéke lenne. Ellenpéldaként tekintsiik az
f(z,y) := x> — y? elbirdssal értelmezett fiiggvényt. Az origéban a fiiggvényérték és mindkét parcidlis derivalt
zérussal egyenld, a fliggvénynek itt mégsincs szélséértéke: minden x # 0, y = 0 koordinataju helyen f pozitiv,
mig minden z = 0, y # 0 helyen negativ értéket vesz fel. Szemléletesen: a fiiggvénynek az origéban az (1,0)
irdny szerint lokdlis minimuma, mig a (0,1) irdny szerint lokdlis maximuma van. Az ilyen tulajdonsdgu helyet
nyeregpontnak nevezziik. Az elnevezést a fenti fliggvény grafikonjanak nyeregfeliiletre emlékeztet6 alakja
indokolja (1d. az abrat).

Most megmutatjuk, hogy — az egyvaltozds esethez hasonldan — ha az els6rendii parcidlis derivaltak eltlinésén
kiviil a masodik derivéltra tovabbi feltételek teljesiilnek, akkor ez mar biztositja a széls6értékhely létezését,
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19. abra. Példa nyeregfeliiletre és nyeregpontra

sOt, a széls6érték jellege is eldonthetd. Figyeljiik meg, hogy mig egyvdltozds esetben ehhez elég volt a méasodik
derivalt elgjelét vizsgdlni, addig tobbvaltozds esetben a masodik derivalt matrix definitségének vizsgalata
sziikséges.

5-8. Tétel: Ha az f fiiggvény kétszer folytonosan differencidlhat6 az ) értelmezési tartomdny egy xz( bels6
pontjéban, grad f(zo) = 0, tovdbbd a D? f(x() Hesse-matrix definit, akkor f-nek az z( helyen biztosan lokalis
széls6értéke van, éspedig lokalis minimuma, ha D?f(xq) pozitiv definit, ill. lokdlis maximuma, ha D? f(z¢)
negativ definit. f-nek nincs széls6értéke (mégpedig nyeregpontja van), ha D?f(xz) indefinit.

Bizonyités:

Legyen e = (ey,e2,...,es) € R" teszéleges egységvektor. Vezessiik be most is a g.(t) := f(zo +t - ;) elbirdssal
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értelmezett fiiggvényt. A 5-4. Allitas kovetkeztében

g.(t) = (grad f(zo +1t-e) ZDfx0~|—t e) - e,
7j=1

ezért g/ (0) = 0.

Még egyszer derivélva g.-t, a jobb oldali szumma minden tagjaban tjra alkalmazhatjuk a 5-4. Allitast (most
mdr a parcialis derivaltfiiggvényekre), innen a ¢ = 0 helyen:

n

gr(0) = Z(grad Djf(zo), ZZD’W x0) - €j - e

j=1 k=1 j=1

Amde a jobb oldalon, mint az kénnyen ellenérizhetd, épp a Hesse-métrix kvadratikus alakja 4ll (az e vektorra
alkalmazva), azaz

9:(0) = (D*f(xo)e.e)

Ezekutén a tétel 4llitdsa mér egyszertien ldthat6. Mar tudjuk, hogy ¢.(0) = 0. Ha most D? f(x) pozitiv definit,
akkor ¢”(0) > 0, igy az egyvaltozos g. fliggvénynek a 0-ban lokélis minimuma van. Ez igaz minden e irdnyra,
igy f-nek zo-ban valéban lokdlis minimuma van. A lokalis minimum esete ugyanigy lathaté be. Végiil, ha
D?f(x¢) indefinit, akkor a kvadratikus alak pozitiv és negativ értéket egyardnt felvesz, tehét van olyan irdny
mely szerint zo-ban f-nek lokdlis minimuma, és olyan irany is, mely szerint lokdlis maximuma van, azaz g
nyeregpontja f-nek: ekkor tehat nincs lokalis széls6érték. [

Specidlis eset: Kétvaltozos fliggvények esetében a Hesse-matrix 2 x 2-es matrix, melynek definitségét az el6z6
fejezet eredményei alapjan nagyon konny( eldonteni. Innen nyerjiik a kétvaltozds fliggvényekre vonatkozd
alabbi tételt:
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5-9. Kbvetkezmény: Ha a kétvaltozds f fiiggvény kétszer folytonosan differencidlhaté az 2 értelmezési tar-

tomdany egy (z,y0) belsé pontjdban, g—i(xo,yo) = %(xo,yo) = 0, tovabbd a D? f(x() Hesse-matrix determinén-

sa pozitiv, akkor f-nek az (z¢,yo) helyen biztosan lokdlis széls6értéke van, éspedig lokdlis minimuma, ha még
tr(D? f(z0,90)) > 0, ill. lokalis maximuma, ha még tr(D?f(z0,y0)) < O is teljesiil. f-nek nincs szélséértéke
(mégpedig nyeregpontja van), ha a D? f(z() Hesse-métrix determindnsa negativ.

A fenti tételeket néhdny példaval illusztraljuk:

5-9. Példa: Keressiik meg az f(z,y) := 222 — zy — 3y® + 5z — 1 elbirdssal értelmezett kétvdltozds fiiggvény
lokalis szélsGértékeit.

Megoldds: Az elsérend( parcidlis derivaltak:

8—f:4ac—y—|—5, af:—x—Gy.
ox Y

Innen kapjuk, hogy a Hesse-matrix konstans matrix:

D?f(z,y) = ( _41 :é )

Lokalis széls6érték ott lehet, ahol mindkét parcidlis derivalt eltlinik: azonban e hely(ek)et fel sem érdemes
térképezni, mert a Hesse-matrix mindeniitt indefinit (mert determinansa negativ), igy lokalis széls6érték sehol
sincs, a fliggvénynek nyeregpontja van ott, ahol az els6rendli parcidlis derivaltak elt(innek.

5-10. Példa: Legyenek (x1,y1),(x2,%2),...,(xn,yn) € R? adott sikbeli pontok. Keressiik azt az (z,y) € R?

pontot, melyre a
N
D (-2’ + (y—9y)?)
7=1

tavolsadg-négyzetosszeg a lehetd legkisebb.
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Megoldds: Jeldlje f(x,y) := Ejvzl((x — ;)% + (y — yj)?), meg kell keresni az igy definidlt kétvéltozds f
fliggvény minimumhelyét. Minimumbhely ott lehet, ahol mindkét parcialis derivalt eltlinik, azaz

N

of of
%:22(93—:1:3-)20, @IQ;(Q—%):O»

=1

ahonnan x = % Z;V: 1T, Y = % Z;V: 1Yj, tehdt (z,y) a pontrendszer sulypontja. Itt pedig f-nek valéban lokalis
minimuma van, mert a Hesse-matrix

D f(ay) = ( A ) — N1

nyilvan pozitiv definit.

Megjegyzés: A fenti példa nemcsak az R? sikon defini4dlhat, hanem R"-ben is (tetszéleges n € N-re): a
minimumhelyet mindig az adott vektorrendszer sulypontja adja.
A példa a tdvolsdgnégyzetek Osszegének minimalizdlasara vonatkozik. A tdvolsdgosszegek minimalizdlasa
egészen mas — és sokkal nehezebb — feladat!

5-11. Példa: Egy kerti (téglatest alaki) medencét szeretnénk épiteni. A medence bels6 oldalait ki kell
csempézni. Hogyan vélasszuk meg a medence méreteit, hogy a térfogata 32 m?, a csempézés koltsége (ami a
kicsempézendo feliilettel egyenesen aranyosnak vehet6) pedig a lehet6 legkisebb legyen?

Megoldds: Jeldlje =, y a medence alapjanak méreteit, z pedig a mélységét. Akkor kicsempézends feliilet
nagysaga:
F=xy+2xz+ 2yz
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Azonban z, y és z nem fiiggetlenek, a térfogat eldirt: V' = xyz, ahonnan az egyik hossztisagadat pl. z
kifejezheté a masik ketto fiiggvényében: z = ?Vz; Ezt beirva a feliiletet megado formuldba, F' mar csak z-t6l és
y-tdl fiigg:
F(zy) =xy+ £l + 2V
Yy xr

Ezzel a kifejezéssel értelmezett fliiggvényt kell minimalizdlni. Széls6érték ott lehet, ahol mindkét parcidlis
derivalt eltinik, azaz:

oOF_ W _,
Oz z?
OF 2V
a e

Ennek az z, y-ra nézve nemlinedris egyenletnek megolddsara nyilvan teljesiil, hogy x?y = zy?> = V, ahonnan
egyetlen megoldds adédik, éspedig = y = v/2V. Szamitsuk ki a Hesse-métrixot:

&1
DQF('ray) = acl %

: 7 . 2 2 .7 . Ve .. 7 Vé .
Ennek determindnsa a fenti helyen: 263‘;3 —1= 14652 — 1 = 3, azaz pozitiv. Nyoma nyilvan pozitiv, igy a fenti

helyen valéban lokdlis minimum van. A konkrét adatokkal: = y = 4 m, ahonnan a medence mélysége: z = 2
m.

5-12. Példa: Szimmetrikus trapéz keresztmetszet(i egyenes csatornat épitiink. Belsé oldalait (mindentitt
azonos vastagsaggal) ki kell betonozni. Hogyan valasszuk meg a trapéz méreteit, hogy a csatorna kereszt-
metszete elbirt 7' nagysagu, a betonozas folyométerenkénti koltsége pedig a leheto legkisebb legyen?

Megoldds: Jelolje a a csatorna szélességét a fenéken (azaz a trapéz rovidebb parhuzamos oldalét), b a csatorna
oldalfalanak hosszat (azaz a trapéz szarait). Jeldlje tovdabba m a csatorna mélységét (a trapéz magassagat), a
pedig az oldalfal lejtési szogét (a trapéz szara és hosszabbik parhuzamos oldala altal bezart szoget). A
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folydméterenkénti betonozasi koltség nyilvan ardnyos az (a + 2b) hossz-6sszeggel, ezt kell tehat minimalizalni.
Am a és b egymastdl nem fliggetlenek, a trapéz T teriilete el6irt. Célszerd attérni az m és az « valtozokra, azaz
minden adatot ezek fliggvényében kifejezni. Elemi trigonometriai 6sszefiiggések alapjan:

B 2a + 2bcos o
I

Az els6 egyenl6ségbol b azonal kifejezhet6: ezt beirva a masodik egyenl6ségbe, ezekutan onnan a is
kifejezhetd m és a segitségével:

m=bsina, T m = (a+bcosa)-m

m T
b=——, a=——m-ctga
sin «v m

Igy a minimalizalandé (a + 2b) mennyiség is kifejezhetd m és « fiiggvényében:

T
fim,a) == — —m-ctg a+ —
m sin «

v s

Széls6érték ott lehet, ahol az els6rend( parcidlis derivaltak eltlinnek, azaz ahol

of m 2m cos « 1—2cosa

9 _ _ —m.-— """ _0
da  sin’a sin? o sin? o
of
S =0
om m? gat sin «
Az els6 egyenletbdl azonnal kapjuk, hogy cos o = %, azaz o = 60°. Ezt beirva a masodik egyenletbe, m is
;s ‘. . T
szamithaté: m = 1/\/5-
A méasodrend derivaltakat kiszamitva a fenti «, m értékek mellett, kapjuk, hogy:
0? 2sin®a — (1 -2 - 25si
—f:m- sin® a — ( .CZSQ) sinacosar
e sin® a
O*f 2T
7f — > 0

om  m3
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0% f ~ 1—2cosa

dadm  sina

Ezért a Hesse-matrix pozitiv definit (mert determinansa és nyoma is pozitiv), igy f-nek a fenti helyen valéban
lokalis minimuma van.

A minimumbhoz tartozé a, b értékek a, b kifejezéseib6l most mar minden tovabbi nélkiil adédnak. A
részletszamitasok levezetését az Olvasora bizzuk. Az eredmény: a = b = % TV3.
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5.6. Feltételes szélsoérték feladatok

Az el6z6 szakasz két utolsé példédjan is megfigyelhetd, hogy a gyakorlati széls6érték feladatokban eléggé
tipikus, hogy a sz6ba johet6 "valtozdk" nem fiiggetlenek, kozottiik valamilyen kényszerkapcsolat eléirt: a 5-11.
Példa esetében a medence térfogata, a 5-12. Példa esetében pedig a csatorna keresztmetszete. Ilyenkor az
egyik lehetséges megoldasi technika az, amit az el6z6 szakaszban alkalmaztunk: a kényszerfeltételi
egyenl6ségbol kifejezziik az egyik valtozdt, és ezt beirjuk az illetd valtozd osszes eléforduldsi helyére. Egy
masik — bizonyos értelemben sokkal természetesebb — megoldasi modszer a problémat un. feltételes szélséérték
feladatként kezelni, melyet az alabbiakban vazolunk.

5-5. Definicié: Legyenek f,g : R™ — R adott fiiggvények. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xo € R"
helyen lokdlis feltételes maximuma (ill. minimuma) van a g(x) = 0 feltétel mellett, ha g(zo) = 0, és zp-nak van
oly Qy kornyezete, hogy minden olyan x € € esetén, melyre g(z) = 0, teljesiil, hogy

f(z) < f(xo) (. f(z) > f(=0))-

Igy pl. a 5-11. Példdban a feltétel az, hogy a medence térfogata 32 m? legyen, azaz most g(z,y,z) = zyz — 32.

A feltételes széls6értékek 1étezésére ad sziikséges feltételt az alabbi alapvet6 jelent6ségl tétel, mely az un.
Lagrange-féle multiplikdtor mddszert alapozza meg:

5-10. Tétel: Ha f,g: R™ — R folytonosan differencidlhaté fiiggvények az z(y € R™ pont egy kdrnyezetében,
f-nek xy-ban lokdlis feltételes széls6értéke van a g(x) = 0 feltétel mellett, tovabba grad g(x() # 0, akkor a
grad f(zp) és a grad g(x¢) vektorok parhuzamosak, azaz van oly A € R szdm (az an. Lagrange-féle multip-
likdtor vagy Lagrange-szorzo), hogy

grad f(zo) = A - grad g(z0)
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Bizonyités:
A szigoru bizonyitds meghaladja e jegyzet kereteit, mert itt nem targyalt tételekre épiil. R6viden vdzolunk
viszont egy nem egészen korrekt levezetést, mely mindazonaltal jol szemlélteti a tétel elméleti hatterét.

Csak a feltételes maximum esetével foglalkozunk, a feltételes minimum esete hasonléan kezelhet6. A
tobbvaltozds derivalt definiciéjabol adéddan, xy egy kis kornyezetében 1év6 = := xg + h alaki vektorokra:

9(x) ~ g(zo) + (grad g(xo),h).

Igy tehat a g(x) = 0 feltétel nem minden z-re teljesiil ¢ egy kornyezetébdl, hanem csak azokra, melyek
x = xo + h alaktak, ahol (grad g(x(),h) = 0, azaz h ortogondlis a gradiensvektorra. Ezekre a h-kra teljesiil,
hogy

f(xo +h) < f(zo)

Amde f(xzo+ h) ~ f(xo) + (grad f(xo),h), innen kapjuk, hogy minden (elég kis normajti) grad g(zo)-ra
ortogonadlis h vektor esetén f(xz¢) + (grad f(z¢),h) < f(x¢), azaz:

(grad f(zg),h) <0

h helyébe (—h)-t irva, ellenkez6 iranyu egyenlétlenséget kapunk. Mindkét egyenlétlenség csak ugy teljesiilhet,
ha minden (elég kis normdju) grad g(x)-ra ortogondlis h vektor esetén

(grad f(zo),h) = 0,

azaz a grad f(x) vektor ortogondlis az 6sszes ilyen h-ra. Ebb6l mdr kovetkezik, hogy a grad f(z¢) és a
grad g(zo) vektorok sziikségképp egymds szdmszorosai. [J

Javasoljuk az Olvasonak, hogy a fenti "bizonyitast" gondolja at n < 3 esetén (amikor az ortogonalitds a
geometriai mer6legességgel egyezik, igy a dolog eléggé szemléletes) olyan feltétel mellett, amikor g els6foku
polinom, azaz a g(z) = 0 feltételt egy egyenes vagy egy sik pontjai teljesitik. Ekkor a kivant eredmény korrekt
modon levezethet6.
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A tétel gyakorlati alkalmazdasa rendszerint a kovetkez6 sémaban foglalhat6 0ssze. Bevezetve az

L(z,\) := f(z) = A~ g(x)

formuldval értelmezett (n + 1)-valtozds fliggvényt (a Lagrange-fiiggvényt), felirjuk és megoldjuk az aldbbi,
altalaban nemlinedris egyenletrendszert:

oL _of Jg B B
87%(37,)\) = Txk(x) — A Tm(x) =0 (k=12,.n)
0
O (2.2 = ~g(a) =0

A feltételes széls6értékhely(ek) a megoldasok kozott van(nak): ez(eke)t aztan kiilon-kiilon kell vizsgdlni és
megallapitani, hogy ott valéban feltételes széls6érték van-e, és ha igen, milyen tipusu.

A modszert néhdny példan keresztiil szemléltetjiik.

5-13. Példa: Keressiik meg az
flay) = 2xy

kifejezéssel értelmezett fliggvény feltételes maximumhelyét a
g(zy):=x+3y—12=0

feltétel mellett.

1. Megoldds: A problémat visszavezethetjiik feltétel nélkiili szélséérték feladatra. A feltételbol pl. x kifejezhet6:
x = 12 — 3y, ezt visszahelyettesitve f kifejezésébe, egyvaltozds széls6érték feladatot nyeriink:

£(20 = 3y,y) =2 (12 — 3y)y = 24y — 6y° =: F(y)
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SzElsGérték ott lehet, ahol az els6 derivalt 0, azaz F'(y) = 24 — 12y = 0, tehat az y = 2 helyen. Itt pedig
val6ban lokdlis maximum van, mert F”(y) = —12 < 0. Az igy kapott y értéket a feltételbe visszahelyettesitve
kapjuk, hogy = = 6, azaz a feltételes szélséértékhely koordinatdi: x = 6, y = 2.

2. Megoldds: A Lagrange-féle modszert alkalmazzuk. A Lagrange-fiiggvény:
L(xz,y ) =2xy — A - (x + 3y — 12)

Feltételes széls6érték ott lehet, ahol a Lagrange-fiiggvény parcidlis derivaltjai elt(innek, azaz:

oL

— =2y— A=

ox Y

oL

— =2x—-3X=0

oy o
x4+ 3y =12

Az els6 két egyenletbol: 3\ = 6y = 2x, innen = = 3y. Ezt beirva a 3. egyenletbe: = + 3y = 6y = 12, innen
y=2,x=06.
Megjegyezziik, hogy a 5-10. Tétel alapjan nem lehet megallapitani, hogy a lehetséges helye(ke)n valéban

van-e lokalis feltételes sz€ls6érték, és ha igen, az minimum-e vagy maximum. Ezt egyéb meggondoldsokkal
(pl. feltétel nélkiili szélséérték feladatra vald atirdssal) lehet vizsgdlni.

5-14. Példa: Legyen A € M, «,, egy onadjungdlt matrix. Jelolje S az n-dimenzids egységgomb feliiletét,

azaz az 1 normdja vektorok halmazat: S := {x € R" : ||z|| = 1}. Hatdrozzuk meg az (Ax,z) kvadratikus alak
maximumbhelyét az S halmazon.

Megoldds: A probléma egy feltételes szélsGértékfeladat.
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Meghatérozandé az f : R" — R", f(z) := (Az,z) fiiggvény feltételes maximumhelye a g(z) := ||z||> —1 =0
feltétel mellett. A Lagrange-fiiggvény:

L(z\) = (Azz) = A (||| = 1)
Kiszamitva az x szerinti gradiensvektort, az alabbi egyenletrendszerre jutunk:
24z —X\-2x =0, |z|]*=1

azaz Az = Az, ||z|| = 1, tehat a maximumbhely sziikségképp sajatvektora A-nak, és a Lagrange-féle
multiplikdtor épp a hozzatartozo sajatérték. Megjegyezziik, hogy a feltételfiiggvényt definidlhattuk volna pl.
g(x) == ||z|| — 1 = 0 alakban is, de akkor a Lagrange-multiplikdtor jelentése nem annyira szemléletes.

5-15. Példa: Tekintsiik ismét a 5-11. Példat:

Egy kerti (téglatest alakl) medencét szeretnénk épiteni. A medence bels6 oldalait ki kell csempézni. Hogyan
valasszuk meg a medence méreteit, hogy a térfogata 32 m?3, a csempézés koltsége (ami a kicsempézend6
feliilettel egyenesen ardnyosnak vehetd) pedig a lehet6 legkisebb legyen?

Megoldds: A probléma feltételes széls6érték feladatként azonnal megfogalmazhaté. Jelolje ismét z, y a
medence alapjanak méreteit, z pedig a mélységét, akkor kicsempézendo feliilet nagysaga:

F=ay+2xz+2yz
A térfogat: V = xyz = 32, igy minimalizalandé az
F(xy,z) == xy+ 2xz + 2yz

formuléval értelmezett fliggvény a
g(x,y,2) :=xyz—32=0
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feltétel mellett. A Lagrange-fiiggvény:

L(xzy,z,\) == xy +2x2 4+ 2yz — X - (vyz — 32)

A feltételes minimumbhelyen tehat teljesiilnek az alabbi egyenléségek:

oL
— =y+2z2—IAyz=0
ox
a—L:x—l—Qz—)\xz:O
dy
L
a—:2x+2y—)\my:0
0z
xyz = 32
Az 1. és 2. egyenletbdl \-t kifejezve:
12 1 2
A=—-+-"=24

)
z Yy z

innen z = y. Ezt a 3. egyenletbe beirva kapjuk, hogy A = 2

-, amit visszairva a 2. egyenletbe: x 4 2z — 4z =0,
azaz z = %

. Végiil innen és a 4. egyenletbdl most mar adédik, hogy z =y = 4, z = 2.

5-16. Példa: Tekintsiik ismét a 5-12. Példat:

Szimmetrikus trapéz keresztmetszet(i egyenes csatornat épitiink. Belsé oldalait (mindeniitt azonos vastagsag-
gal) ki kell betonozni. Hogyan valasszuk meg a trapéz méreteit, hogy a csatorna keresztmetszete el6irt T’
nagysagu, a betonozas folyométerenkénti koltsége pedig a leheto legkisebb legyen?

Megoldds: Jelolje ismét a a csatorna szélességét a fenéken (azaz a trapéz révidebb parhuzamos oldalat), b a
csatorna oldalfalanak hosszat (azaz a trapéz szarait). Jelolje « az oldalfal lejtési szogét (a trapéz szara és
hosszabbik parhuzamos oldala altal bezart széget). A folydméterenkénti betonozasi koltség nyilvan aranyos az
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(a + 2b) hossz-0sszeggel. Mivel a csatorna m malysége nyilvan m = bsin «, a csatorna keresztmetszete (a
trapéz tertilete): 7" = (a + bcos «) - bsin . A probléma tehdt a kovetkezd feltételes szélsGértékfeladatként

fogalmazhaté meg: minimalizdljuk az
flab,a) :=a+2b

el6irassal értelmezett fliggvényt a
gla,ba) :== (a+bcosa)-bsina — T = absina + b* cosasina — T =

2
:absina—i—asinZa—T:O

feltétel mellett. A Lagrange-fiiggvény:

bQ
L(a,b,a,\) = a+ 2b— A(absina + 5 sin2a —T)

A feltételes minimumbhelyen tehdt teljesiilnek az alabbi egyenl6ségek:

a—L:I—/\bsinazo
Oa
L
gb =2— Aasina + 2bsinacosa) =0
L
oL = —A(abcos a + b* cos 2a) = 0
Oa

2
absina+58in2a:T

Az 1. és a 2. egyenletbdl \-t kifejezve:
1 2

bsinaw asina 4+ 2bsinacosa’

A




12. lecke, 16. oldal
ahonnan kapjuk, hogy a = 2b(1 — cos «). Ezt beirva a 3. egyenletbe:
2b cos a — 2b cos? a + beos?a — b2 sin? o = 0, ahonnan cos a = %, azaz o = 60°. Ezt visszairva az imént nyert

a = 2b(1 — cos ) egyenldségbe, kapjuk, hogy a = b. Végiil innen, és a 4. egyenletbdl: a = b = 2/TV/3.

Latjuk tehat, hogy ugyanazt a problémat legtobbszor feltételes és feltétel nélkiili széls6érték feladatként is meg
lehet fogalmazni. Altaldnos észrevételként megallapithaté, hogy a feltételes széls6érték feladatként valé
megfogalmazas sokkal természetesebb és sokkal gépiesebb is. Azonban a Lagrange-multiplikator modszer altal
szolgaltatott egyenletrendszer mindig nagyobb méret(, és gyakorlati megoldasa sokszor nehezebb. A feltétel
nélkiili széls6érték feladatként valé megfogalmazas nem mindig kézenfekvé (Id. a 5-12. Példat), de ha ez mar
megtortént, a megoldando egyenletrendszer kisebb méret(i (nincs benne a Lagrange-multiplikator és egy
tovabbi valtozdt kifejezhetiink a feltételi egyenletbdl, igy az ismeretlenek szama 2-vel kevesebb), és altalaban
konnyebb megoldani. igy gyakorlati széls6érték feladatok esetén célszerti mindkét megkozelitést készenlétben
tartani.
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5.7. Néhany alkalmazas

Linedris regresszio

Legyenek (x1,y1),(z2,92),...,(zn,yn) adott szdmpdrok (pl. mérési adatok). Tegylik fel, hogy az z-ek és y-ok
kozt kozel linedris kapcsolat van, azaz y, ~ a - xx + b, ahol a, b egyel6re ismeretlen paraméterek. Feladatunk
tehat meghatarozni a-t és b-t Ugy, hogy az y = ax + b egyenlet(i egyenes a "lehet6 legjobban" illeszkedjék az
(xg,yx) (k =1,2,...,N) adatokra.

A fenti probléma jellemzden statisztikai probléma, és szamos gyakorlati alkalmazasban felbukkan, ahol
egymastol fliggd adatokat kell kiértékelni. Ilyen problémak gyakran elé6fordulnak a biolégiaban,
orvostudomdanyban, kézgazdasagban stb.

A probléma igazi nehézsége az, hogy a "lehetd legjobb" illeszkedés eléggé intuitiv, és szdmos kiilonb6z6 médon
lehet értelmezni. Elsé pillanatra taldn a legtermészetesebb az illeszkedés hibajat a

max{|az1 + b — y1|,|axs + b — yal,...,Jaxny + b — yn|}

szammal, azaz a maximalis abszolut eltéréssel mérni. Ennek matematikai kezelése azonban eléggé nehézkes,
kiilonosen nagy N esetén. Technikailag legkénnyebb az alabbi hiba haszndlata:

N

E(ab) := Z(amk +b—yp)?
k=1

Ez is j0l méri az illeszkedés hibajat abban az értelemben, hogy ha az adatok torténetesen illeszkednek az
egyenesre, akkor nyilvdn E(a,b) = 0, és minél inkdbb tévol esnek az egyenestdl, E(a,b) értéke anndl nagyobb.
Kézenfekvo tehdt "legjobban illeszkedd" egyenesnek azt nevezni, melyre E(a,b) minimadlis: ezt regresszids
egyenesnek nevezziik.

A probléma egy lehetséges megoldasa tehat a fenti F(a,b) kétvéltozos fliggvény minimalizdldsa. Minimum ott



lehet, ahol mindkét parcialis derivalt eltlinik, azaz

N
oE
% = 2Z(axk+b—yk)xk =0
k=1
N
oF

k=1
Innen a-ra és b-re a kovetkez6 egyenletrendszert nyerjiik:

N N N
2
aE ZEk—i-bE xkzg TrYk
k=1 k=1 k=1

N N N
aZxk—l—b21 :Zyk
k=1 k=1

k=1
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Az egyenletrendszernek egyetlenegy megolddsa van, mert a rendszer determindnsa pozitiv, ui. a

Cauchy-egyenl6tlenség szerint
N

N N
Q1w < Q13- ad),
k=1 k=1

k=1

és egyenldség csak akkor fordul el6, ha az (1,1,...,1) és az (x1,z2,...,x 5 ) vektorok egymds szdmszorosai, azaz
mindegyik z; egyenl6; masszéval, ha az (x1,y1),...,(xn,yn) adatpontok egy fliggbleges egyenesen
helyezkednek el (ekkor egytttal ez a legjobban kozelit6 egyenes is, de ez nem irhat6 fel y = ax + b alakban).
Kovetkezésképp ettdl a specidlis esettdl eltekintve az egyenletrendszer megoldasa valdoban egyértelmi. Az igy
adddo a, b paraméter mellett pedig valéban minimuma van E-nek, mert a masodik derivalt matrixa:

N 2 N
DQF(I7y) —9. Z%:l mk Zkﬁl Lk
Zk:1 Tk Zkzl 1
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és ez pozitiv definit, mivel mar lattuk, hogy determinédnsa pozitiv, nyoma pedig szintén pozitiv.

Fiiggvények kozelitése polinomokkal

Legyen f : [0,1] — R adott folytonos fiiggvény. Keressiink olyan p(z) := ag + a1z + a2x? + ... + a,z" legfeljebb
n-edfoku polinomot, mely a "lehet6 legjobban" kozeliti f-et!

A kérdés most is az, hogy hogyan definidljuk a "lehet6 legjobb" kozelitést. Ennek egyik legegyszeriibb mddja,
ha a kozelités hibajat az
1 n
E(ag,a1,....,an) ::/ (Z ajzl — f(x))dx
0o “
7=0

négyzetintegral értékével mérjiik. Valéban, ha f maga egy legfeljebb n-edfokt polinom, akkor a p := f
valasztds mellett ¥ = 0. Kézenfekvo tehat "legjobban illeszkedd" polinomnak azt a p polinomot nevezni,
melyre a fenti £ minimalis.

A probléma egy lehetséges megoldésa tehat a fenti (n + 1)-valtozds E fliggvény minimalizdldsa. Minimum ott
lehet, ahol az Osszes elsérend(i parcialis derivalt eltinik, azaz

k _ _
8—% _22/ (aja! — de=0 (k=0,1,.,n)

ahonnan az ismeretlen ag,aq,...,a, egyiitthatokra a kovetkez6 egyenletrendszert nyerjiik:

- 1
j§:0 k—i-'] T1 aj bk‘ (k 07 ’ 7”)7

ahol by, := [} f(z)a"dz.
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A rendszer matrixa (n + 1)-edrend Hilbert-matrix:

1 1 1 _1

2 3 1
111 "t

2 3 1 nTZ

H — 1 1 1 1

n+l = 3 1 5 n+3 )

1 1 1 1

n+1 n+2 n+3 2n+1

Bizonyitas nélkiil megemlitjiik, hogy H,, .1 pozitiv definit, igy az egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd
(bar, mint mdr lattuk, nagyon gyengén meghatdrozott: az adatok ill. a szdmitdsok kis hibdja a szamitott
egylitthatékban nagy valtozasokat eredményez). Az igy adodé ag,as,...,a,, paraméterek mellett pedig valéban
minimuma van E-nek, mert a masodik derivédlt métrixa konnyen ldthatéan D?E = 2H,,,, tehdt szintén
pozitiv definit.



13. lecke

Tobbvaltozos fiiggvények integralasa
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5.8. Tobbszoros integralok

Ebben a szakaszban az integralfogalmat altalanositjuk tobbvaltozds fliiggvényekre. Mar most megjegyezziik,
hogy a kérdéskor szabatos matematikai targyaldsa nagyon nehéz, és eddigi matematikai eszkdzeinkkel nem is
lehetséges. Ezzel a mérték- és az integralelmélet foglalkozik. Ugyanakkor az alkalmazasok szempontjabol
legtobb esetben nincs sziikség ezekre az eszkozokre, csak néhdny, az integrdlokra vonatkoz6 tételre. Ezért ezen
szakasz targyalasmddjaban az alabbi kompromisszumot tessziik. Lesznek tételek, melyeket bizonyitas nélkiil
mondunk ki és fogadunk el, és lesznek olyanok is, melyek bizonyitdsdban a szemléletet részesitjiik elényben,
és a levezetés nem minden 1épését igazoljuk. Viszont a bizonyitds nélkiil kimondott ill. felhasznalt allitdsokra
ill. kovetkeztetésekre minden esetben fel fogjuk hivni a figyelmet.

Az integralfogalmat el6szor kétvaltozos, éspedig téglalapon értelmegzett fliggvényekre altalanositjuk, de latni
fogjuk, hogy ugyanez a konstrukcié tetszéleges n-valtozds fiiggvények esetében is végigviheto, értelemszer(
valtoztatasokkal.

A témakorben valamennyire jartas Olvasdinknak felhivjuk a figyelmét, hogy a kimondéasra keriilé definiciok
egy része nem torekszik teljes altaldnossagra (pl. egy tartomdny felbontdsanak fogalma vagy az
integralkozelitd Osszegek értelmezése esetében). Céljainknak ez is megfelel: igyekeztiink az anyagot ugy
felépiteni, hogy a lehet6 legkevesebb eldismeretet kdveteljen.

Legyenek tehat [a,b],[c,d] C R véges intervallumok, és jelolje 7" a
T=lap] x [ed ={(zy) eR*:a <o <b, c<y<d}

téglalapot. Legyena = xg < x1 < ... <zny =bésc=yp < y1 < ... < yy = d az [a,b] ill. a [¢,d] intervallumok
egy-egy — nem feltétlen egyenkozii — felbontésa. Jelolje Axy, := x), — xp—1 ill. Ay; :=y; — y;—1 a lépéskdzoket
(k=12,.,N,j=12,..,M). Akkor a Ty; := [z_1,2] X [yj—1,y;] téglalapok az eredeti T" téglalap egy
felbontasat szolgdlatjak: T teriilete nyilvan megegyezik a Z]kvzl Z]Ni 1 Az Ay, teriiletosszeggel.
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5-6. Definicio: Az
N N M )
SED () =357 1 A Ay
k=1 j=1

szamot az f fiiggvénynek a fenti felbontdshoz tartozoé alsé integrdlkozelité Osszegének nevezziik. Hasonldan,
az

N M
SEM(f) = 303 15 Ay
k=1 j=1

szamot az [ fliggvénynek a fenti felbontashoz tartozo felsé integrdlkézelitd dsszegének nevezziik, ahol f,g g

ill. fk(;;.mx) jeloli az f fiiggvény minimdlis ill. maximalis értékét a T},; téglalapon.
Nyilvdn minden f folytonos fliggvény és 7' minden felbontdsa esetén SV (f) < SELN’M) (f)-
5-7. Definicié: Az alsé integralkozelité 6sszegek halmazdnak S_ ( f)-fel jelolt fels6 hatdrat (szuprémumadt) az

f fliggvény also integrdljdnak nevezziik. Hasonldan, a fels6 integralkozelité 0sszegek halmazanak S, (f)-fel
jelolt alsé hatarat (infimumat) az f fliggvény felsé integrdljdnak nevezzik.

Nyilvdn minden f folytonos fiiggvény esetén S_(f) < Si(f).

5-8. Definicié: Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény Riemann-integrdlhatd a T téglalapon, ha alsé és felsé inte-
gralja egyenld. Ezt a kozos értéket f-nak T-n vett Riemann-integraljanak nevezziik és az fT f> fT f(zy)dzdy
szimbdlumok valamelyikével jeloljiik.

Vilagos, hogy a definicid nehézség nélkiil altalanosithaté ketténél tobb valtozods fiiggvényekre is. Két- és
haromvaltozds fiiggvények esetén (utébbi esetben 1" egy téglatest) szokdsos még a [ [,.f(z,y)dzdy ill. az
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[ | [1f(xy,2)dzdydz jelolés is. Elterjedt sz6hasznalat kétvaltozos fiiggvény Riemann-integraljat kettds,
haromvaltozoés fiiggvény Riemann-integraljat hdrmas integrdlnak nevezni.

Bizonyitds nélkiil megemlitjiik, hogy — az egyvaltozos fiiggvények esetéhez hasonléan — minden, a T téglalapon
folytonos fiiggvény Riemann-integrdlhato is.

A most bevezetett integralfogalom az analizis egyik legfontosabb fogalma. Szdmos fizikai jelentése koziil
megemlitiink kettét:

(a) Ha V egy haromdimenzids téglatest, f pedig valamilyen, V-ben eloszlott anyag koncentraciéfiiggvénye,
azaz f(x,y,z) jelenti az anyag koncentracidjat az (x,y,z) € V pontban, akkor az [ [ [, f(x,y,z)dzdydz hdrmas
integral az illet§ anyag teljes tomege a V' térfogatban. Hasonldan, ha f az energiastiriség eloszlasat irja le,
akkor ez a harmas integral a teljes energiat jelenti.

(b) Legyen Q C R? egy korldtos, 6sszefiigg halmaz, T D Q egy bévebb téglalap. Képzeljiink el egy (2 alakd,
mindeniitt egyenletesen vékony és homogén lemezbdl késziilt sikidomot. Ennek a lemezdarabnak a sulypontja
(M,,M,), ahol
v = S e flay)dedy

Y [ [ f(ay)dady
v = Sy Sley)dedy

Y [ f(ey)dedy

és f az ) tartomany karakterisztikus fiiggvénye, azaz f(x,y) = 1, ha (z,y) € Q, ill. f(x,y) =0, ha (z,y) nincs
()-ban.
A Riemann-integral fenti definicidja az egyvaltozds fiiggvények Riemann-integraljanak pontos megfelelgje.
Latni kell azonban, hogy a definici6 gyakorlati szdmitasokra teljesen alkalmatlan. Szemléletes jelentését
viszont jél mutatja a kovetkez6 tétel, melyet bizonyitas nélkiil mondunk ki:
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5-11. Tétel: Tekintsiik az [a,b] és [c,d] intervallumok felbontdsainak egy korldtlanul finomodd sorozatdt, azaz
tegylik fel, hogy a max;—1 . n Az ésamax;j—; r Ay, szdmok is 0-hoz tartanak. Legyen f;,; egy tetszdleges
fliggvényérték, melyet f a Tj; téglalapon felvesz. Akkor a

N M
YO fribziAy;

k=1 j=1

Riemann-Osszegek sorozata az [ [.f(x,y)drdy Riemann-integralhoz tart (a konkrét felbontdstdl és az fy;
fliggvényértékek megvalasztasatol fliggetleniil).

Megjegyzés: Ahogy az egyvaltozés Riemann-integrdl szemléletes jelentése a fliggvénygorbe alatti (el6jeles)
teriilet, gy a kétvaltozds Riemann-integralé a fiiggvény grafikonja (ami egy feliilet) alatti (el6jeles) térfogat,
melyet a Riemann-0sszegek a felbontas finomoddsaval egyre jobban kozelitenek. Ezt szemléltetik az alabbi
abrak, ahol a [-1,1] x [~1,1] négyzeten az f(x,y) := 3—x?—y? formuldval értelmezett fiiggvény grafikonja, és
harom, egyre finomabb felbontdshoz tartozé Riemann-0sszegnek megfelelé oszlopok lathatdk: az oszlopok
térfogatosszege épp a megfelel6 Riemann-6sszeget adja.

A fenti tétel egyuttal a T' téglalapon vett Riemann-integral kozelit6 kiszamitasara is eljarast ad: elég egy
"kelléen finom" felbontas mellett egy Riemann-6sszeget kiszamitani. Arra nézve viszont, hogy ez milyen
pontosan kozeliti a Riemann-integralt, a tétel nem mond semmit. A pontossaggal nem fogunk foglalkozni,

mert a kettOs integralok kiszadmitasat egyvdltozos integrdlok egymds utdni kiszdmitdsdra vezetjiik vissza a
kovetkezo tétel segitségével:



13. lecke, 5. oldal

o e
TR

20. dbra. Az (z,y) — 3 — x? — y? fiiggvény grafikonja
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21. dbra. Az (z,y) — 3 — 22 — y? fiiggvény Riemann-6sszegei egyre finomabb felbontdsok mellett
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5-12. Tétel: Ha f folytonos fiiggvény a T = [a,b] x [c,d] téglalapon, akkor

| [ s@aasay= [ b ( / df(as,y>dy) aa= [ ' ( / bf(z,wdx) d

Bizonyités:

Kozelitsiik az [ [.f(x,y)dzdy integrélt az aldbbi Riemann-6sszeggel:

N M
S Flany;)AzpAy;

k=1j=1

Osszegezve el8szor j szerint, minden rdgzitett k indexre:

M d
> k) Ay, ~ / f(@ry)dy
=1 ;

Axy-val szorozva, és k szerint 0sszegezve:
N M N d
S floey) AAag ~ 3 ( / f(a:k,wdy) Az,
k=1 j=1 k=1 ¢

A jobb oldalon szintén egy Riemann-6sszeg 4ll, éspedig az F'(x) := fcd f(x,y)dy formuléaval értelmezett F’
fliggvény egy Riemann-6sszege. Ezért:

S5 Hona) ijAmkN/ da:—/ </ i ,ydy)

k=1 j5=1
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Ha most a felbontés korlatlanul finomodik, akkor a kozelité egyenléségek pontos egyenléségekbe mennek at:
ezt azonban nem bizonyitjuk.

A masik egyenloséget ugyanilyen meggondoldsokkal lathatjuk be. [J

A tétel azonnali kovetkezménye, hogy ha f(z,y) = g(x) - h(y) alakd, akkor a kettds integral kiszdmitdsa
kiilénosen egyszerti:

5-13. Kbvetkezmény: Legyenek ¢ : [a,b] — R, h : [c,d] — R folytonos fiiggvények, és legyen f(x,y) =

g(x) - h(y). Akkor: b d
[ [ swarisas=( [ sorte) - ([ pwa)

Az el6z6 tétel és kovetkezmény értelemszeriien altaldanosithatd ketténél tobb valtozods fiiggvények esetére.

A fenti tételek alkalmazasat az alabbi példakon illusztraljuk:

5-17. Példa: Legyen T := [0,2] x [0,1]. Szdmitsuk ki a [ [ (z + zy?)dzdy kettSs integralt.

Megoldds: [ [, (z + zy?)dady = f02 ( fol (x + xy2)dy) dx. A belsé integralban az integralas y szerint torténik,

z-et konstansnak tekintve: )
3

1
/ (x4 zy?)dy = [xy + ;vy} = —
0 3], 3

Most mar a kiils6 integral is kiszamithato, és:
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Eljarhattunk volna gy is, hogy elébb x szerint integralunk:

/02($+xy2>dx — (1442 [x;K o 1es)

majd pedig y szerint, igy kapjuk, hogy
1 yg 1 8
// (x+xy2)dxdy—/2-(1+y2)dy—2-[y+} ==
T 0 3] 3

5-18. Példa: Szémitsukkia [ [, z-sin(z+y)dzdy kettds integrdlta 0 <z < m, 0 < y < 7 egyenl6tlenségek
altal meghatdrozott 7" téglalapon.

Megoldds: Célszerli (de nem kotelezd) el6szor y szerint integrdlni. ¢ := = + y helyettesitéssel:
w/2 T4m/2
/ x - sin(z + y)dy :x-/ sintdt =
0 T

=z- (—cos(g + ) +cosx) =z - (sinz + cosx).

Most x szerint integralunk, parcidlis integraldst alkalmazva: legyenek u := x, v’ := sinx + cos z, akkor v/ = 1,
és v = — cosx + sin x, innen:
// x - sin(z + y)dzdy =
T

s
= [z (—cosz+sinz)]j — / (—coszx +sinx)dr =
0

=7 —[—sinz —cosz]j =71 — 2.
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A megoldashoz a 5-13. Kovetkezmény alkalmazdsaval is eljuthatunk:

T /2
// x - sin(x 4+ y)dzxdy = / / (z-sinxcosy + x - cosx siny)dydr =
T o Jo

™ w/2 ™ w/2
= </ x sin xda;) . / cosydy | + </ Z cos xdx) . / sin ydy
0 0 0 0

A fellép6 (egyvaltozos) integralokat kiszamitva, a jobb oldal értékére a kovetkez6 adddik:
T-14+(=2)-1=7—-2.

5-19. Példa: Legyen T := [0,1] x [0,1]. Szamitsuk kia [ [ (

1 v s ,
dedy kettds integralt.

Megoldds: El6szor y szerint integralva (¢ := x + y + 1 helyettesitéssel), majd x szerint integralva:

1 2 1 1
_dzdy= S S— ) | -
//T @+y+12Y /0 </0 (@+y+1)? y) !
2 x+21 2 1 1
- SdtVde= [ (- dr =
/0 (LH 2 ) v /0 ( x+2+w+1) v

4
= [~log |z +2| +log o + 1]} = log 5
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A Riemann-integralt most téglalapnal dltaldnosabb halmazok esetére fogjuk definidlni. Legyen 7" ismét
téglalap, ) C T egyelére tetszbleges (korldtos) halmaz, és f : 2 — R adott folytonos fiiggvény. Ertelmezziik az
alsé és felso integralkozelité Osszegeket ugyanugy mint iddig, azzal a kiilonbséggel, hogy az 6sszegekbe csak
azon T}; téglalapoknak megfelel tagok keriilnek, melyekre Tj,; C €2

SEM(py = 3T AweAy,

Tk]'CQ

SO (py = 3T ) Ay Ay,
Tkj c

Ezekutan a Riemann-integralt és a Riemann-6sszegeket is az el6bbiekhez hasonléan lehet definidlni. A helyzet
most bonyolultabb, mert a felbontds stiritésével az integralkozelité 6sszegekben figyelembe vett Tj,; téglalapok
Osszessége dltaldban nem marad allandd, hanem egy olyan 2y, halmazt alkot, mely bizonyos értelemben
"konvergdl" (2-hoz, ha a felbontds korlatlanul finomodik. A Tj,; téglalapok teriileteinek 6sszegei ekkor — a
gyakorlat szdmara fontos esetek tilnyomo tobbségében — egy szamhoz tartanak, melynek szemléletes jelentése
az ) halmaz teriilete. A geometriai teriilet fogalma mindazonaltal nem 4altalanosithaté tetszdleges 2 halmazra:
ezen kérdések részleteivel a mértékelmélet foglalkozik. Jelen jegyzet keretein beliil csak egy nagyon specidlis
esetet targyalunk, mikor €2 bizonyos egyenesek és bizonyos folytonos egyvaltozds fiiggvények grafikonjai altal
hatarolt halmaz (ezeket normdltartomdnyoknak nevezziik). Itt ki lesz hasznalva 2 kétdimenzids volta: az
eredmény magasabb dimenzids terekre csak nehézkesen altaldnosithaté.
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5-14. Tétel: Legyenek g,h : [a,b] — R folytonos fiiggvények, melyekre g < h teljesiil az [a,b] intervallumon.
Tekintstik az

Q:={(zy) eR*: a <z <b,g(x) <y<hy))}

normaltartomanyt. Legyen f : 2 — R folytonos fliggvény, akkor

[ [ senisas= | b ( /g :()) f(:c,y>dy> dr

Bizonyités:

A 5-12. Tétel bizonyitas-vézlatdhoz hasonlé gondolatmenetet kovetiink. Az [ [.f(z,y)dxdy integral egy
Riemann-0sszege:

N

SN flanyy) Ay Ay,

k=1 j
ahol a j szerinti 0sszegezés — rogzitett k£ mellett — olyan j indexekre terjed ki, melyekre g(zy) < y; < h(xy).
Ekkor a j szerinti 0sszeg az fg}éik)) f(z,y)dy integral egy Riemann-féle Osszege, ezért:

h(zy)

> flary;)Ay; ~ / flky)dy
j g(zk)

Axy-val szorozva, és k szerint 0sszegezve:

N

N h(zy)
DO Flanyy)AyAz, =Y ( / f(xk,mdy) - Az,
g

k=1 j k=1 (z1)
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A jobb oldalon szintén egy Riemann-0sszeg all, éspedig az F'(z) := fgh(gcik)) f(x,y)dy formulédval értelmezett F’
fliggvény egy Riemann-0sszege. Ezért:

N b b h(zy,)
ZZf(xk,yj)ijAxk A / F(z)dx = / (/ f(x,y)dy) dx

k=1 j (zx)

Ha most a felbontas korlatlanul finomodik, akkor a kozelité egyenl6ségek pontos egyenléségekbe mennek at:
ezt azonban nem bizonyitjuk. [J

Megjegyzés: A tételben az integraldsok sorrendje — értelemszertien — most nem cserélhet6 fel.

Megjegyzés: Hasonld tétel fogalmazhaté meg az

Q:={(zy) eR*: a<y<b g(y) <z <h(y)}

tipust (tehdt vizszintes egyenesek kozotti) normaltartomdanyra is. Ez esetben tetszbleges f : @ — R

folytonos fiiggvényre:
b h(y)
[ ] tewisay= [ [ swaiz)
T a 9(y)

5-20. Példa: Legyen () egy origd kézep(i R sugard kor. Szamitsuk ki az [ [ 1 dody kett6s integralt.
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Megoldds: ) normaltartomany, az [—R,R] - R, x — —vVR? — 22 ésa [-R,R] — R, © — v R? — 22 fiiggvények
grafikonjai hataroljak. Innen:

R VRI=32 R R
// ldxdy:/ (/ 1>dy:2-/ \/R2—:r:2da::4-/ V R2 — 22dx
Q -R -R 0

—VR2—z2

A jobb oldalon = = Rsint helyettesitést alkalmazva:

w/2 /
// 1 dxdy = 4-/ VR2 — R?sin?t-Rcost dt = 432/
Q 0

/2
0

™/2 1 2t 1
cothdt:éle/ H%dt:llRQ- I Rn

s
0 2

N |

Az azonosan 1 fliggvénynek az ) tartomanyon vett integralja tehat ) teriiletével egyezik, ami a
Riemann-0sszegekkel vald kozelités értelmében szemléletesen nyilvanvalo.

5-21. Példa: Szémitsuk ki az [ [ (2% +y) dzdy integralt, ahol Q az y = z? és az y* = x egyenlet(i parabolak
altal hatarolt tartomany.

Megoldds:
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5-22. Példa: Hatdrozzuk meg az egységnyi sugaru félkor sulypontjat.

Megoldds: Helyezziik a félkort a koordinatarendszerbe 1gy, hogy a félkorvonal a [-1,1] -+ R, z — v/1 — 2

fliggvény grafikonja legyen. Ekkor a stlypont koordinatai:

M:ffga;dxdy M:ffgydxdy
* ffﬂlda:dy’ Y ffﬂlda:dy’

ahol 2 jeloli a széban forgd félkort. A nevezd épp e félkor teriilete, azaz 7. Tovabba:

1 V1—x2 1
// xdxdy—/ </ xdy)dm—/ V1 — 22dx =0,
Q -1 \Jo -1

mert az integrandusz pdratlan fiiggvény. A masik integral:

1 Vi—z? 111 1—22
// y dxdy = / / ydy | dx = / [yQ] dr =
0 ~1 \Jo 1127 Jo

1 /! 1 #1002
— . 1 — 22 — . _ i
2 /;1( :E)dx 2 |}E 3:|—1 3

Innen a sulypont koordinatai: M, =0, M, = %r.
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Specidlis eset: integrdlds poldrkoordindtdk szerint

Ha az integraldsi tartomany kor vagy korszert tartomany (korcikk, korgy(iri), akkor az integralas sokszor
egyszerlsithet6 polarkoordinatdk alkalmazdsaval. Ekkor az (2 tartomdnyt téglalapok helyett korcikkekkel
fedjiik le. Pontosabban, legyen Q) egy origd kozépponta R sugarud kor, ahol R akkora, hogy Qy D  teljesiiljon.
Legyen0=rg <11 <..<ry=Ral0,R],0=¢o < ¢1 <..< ¢y =2m pedig a [0,27] intervallum egy
felbontasa. Ezek létrehoznak egy olyan felbontdsét 2p-nak, mely csupa korcikkbdl all. Az [r;_,r;] sugér- és a
[Pr—1,01] szogintervallum 4ltal meghatarozott By; korcikk tertilete: ”%WATJ»A@, ahol Arj :=r; —rj_q,
Ady = P — Q1.

Legyen f : Q — R tetsz6leges folytonos fiiggvény. Tetszbleges (z,y) € R? esetén jelolje r és ¢ az (x,y) pont
poldrkoordindtdit, azaz azokat a szamokat, melyekre = r cos ¢ és y = rsin ¢ (nyilvan r = /22 + 32 és

tgp = ¥). Jelolje F az f fliggvény poldrkoordindtds alakjdt, azaz az F(r,¢) := f(r cos ¢,rsin ¢) eléirdssal
értelmezett fiiggvényt. Akkor az [ [, f(x,y)dzdy integral egy Riemann-6sszege (a korcikk-felbontdsra nézve):

. Ti—1+ 7
Z f(rjcos ¢p,rjsin¢y) - %ArjA@c =
k.j

ri—1+7;
=> F(rj.n) - %A%‘Am,
k7j
ahol az 0sszegzés csak azokra a k,j indexpdrokra terjed ki, melyekre a Bj,; korcikk Q-ban van: By; C Q. Haa
felbontds elég finom, akkor % ~ 1;, igy a jobb oldali 6sszeg kozelitben: > . F(rj,¢x) - rjAr;Ady alakba
irhaté, mely viszont az (r,¢) — r - F(r,¢) leképezés egy Riemann-6sszege. Igazolhatd, hogy ha a felbontds
korlatlanul finomodik, akkor a kozelit6 egyenléségek pontos egyenloségekkel valthatok fel, igy nyertiik, hogy:
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5-15. Tétel: Jelolie Q0 az Q tartomdny poladrkoordintds megfeleléjét, azaz Q := {(r¢) ¢
R? : (rcos¢,rsing) € . Legyen f : O — R folytonos fiiggvény, jelolje F' ennek poldrkoordindtds alakj4t,
azaz F(r,p) := f(r cos ¢,rsin ¢). Akkor

//Qf(x,y)dxdy = //QF(T,QS)rdrdqb.

A tételt jellemzéen akkor lehet j6l alkalmazni, ha a transzformalt () tartomany mar norméaltartomany az (r,¢)
stkon, éspedig Q-ndl egyszeribb. gy pl. egy origd kozepti R sugarti negyedkor megfelelSje az (r,¢) sikon a
[0,1] x [0,7] téglalap; az R1, Ry sugaru korok kozotti korgytiriitartoméany megfeleldje az (r,¢) sikon a
[R1,R2] x [0,27] téglalap, és igy tovabb.

5-23. Példa: Hatdrozzuk meg az egységsugaru félkor sulypontjat.

Megoldds: A feladatot most poldrkoordinatdk haszndlatdval oldjuk meg. A félkornek az az (r,¢) sikon a
0<r<1,0< ¢ <regyenlbtlenségek altal meghatarozott téglalap felel meg. Ezért:

//Qld“”dy:/oﬂ/ol?“dTM:(/Oﬂmqs).(/olrdr):g
//Qxdxdy:/Uﬂ/olrcosqﬁ‘rdrdd):(/Uﬂcosqﬁdgﬁ).(/olqur)
//demdy:/Oﬂ/ol?”sind)Wdrdd):(/Oﬂsinqbd¢>.</olr2dr> %

innen ismét megkaptuk a stilypont koordin4téit: (0,5%).

és
0

tovabba
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5-24. Példa: Szadmitsuk ki az [ [y dxdy integrélt, ahol  az % <r <1,1< ¢ <% egyenl6tlenségek dltal
meghatarozott korgytrtcikk.

Megoldds: Attérve polarkoordinatakra:

w/2 rl
//me dxdy = /0 /1/2 rcos¢ rsing rdrdgp =
w/2 1 1 /2 1 15
e 1 . 3 — — 1 . 3 e —
= (/0 cosqﬁsmqﬁdgb) </1/2r dr> =3 (/0 sm2¢d¢> (/1/27° dr) = 128"
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Ellenorzo kérdések és feladatok
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5.9. Ellen6rz6 kérdések

Begin Quiz Kattintson a Start-ra, a kviz kitoltése utan pedig a Stop-ra.

1.Ha az f : R® — R kétszer folytonosan differencidlhaté leképezés olyan, hogy grad f(0) = 0, és D?f(0)
pozitiv definit, akkor f-nek az origéban sziikségképp
lokalis minimuma van
lokalis maximuma van
nyeregpontja van
feltételes lokdlis minimuma van
2. Ha az f,g : R® — R leképezések olyanok, hogy f-nek az origéban feltételes maximuma van a g(z,y,2) = 0
feltételre nézve, akkor az origéban sziikségképp
grad f és grad g merélegesek
grad f =0
gradg =0
grad f és grad g parhuzamosak
3. Ha a kétszer folytonosan differencialhaté f : R® — R fiiggvény gradiensvektora az origéban 0,
Hesse-matrixa pedig ugyanott negativ definit, akkor f-nek az origéban
lokdlis minimuma van
nyeregpontja van
lokdlis maximuma van
szakadasa van
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4. Az (z,y) — 2% — 3 leképezésnek az origéban az z + 2y = 0 feltétel mellett

feltételes lokalis minimuma van
feltételes lokalis maximuma van
nyeregpontja van

egyik sem

5.Az f(zy) = m formulaval értelmezett fliggvénynek az origéban

lokalis minimuma van
nyeregpontja van
lokalis maximuma van

szakadasa van
6. Az f(z,y) := cos(z? — y?) formuldval értelmezett fiiggvénynek az origéban az y = 0 feltétel mellett

feltételes lokalis minimuma van
nyeregpontja van
feltételes lokdlis maximuma van

nincs feltételes lokalis széls6értéke
7.Az f(z,y) := zy + 1 formuldval értelmezett fliggvénynek az origéban a g(z,y) := = + y = 0 feltételre nézve

feltételes lokalis minimuma van
nyeregpontja van

feltételes lokalis maximuma van
szakadasa van
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8.Legyen T := {(z,y) e R*: —1<uz,y <1} (négyzet). A [ zydzdy kettbs integral értéke:
0 1 3 :

9. Legyen ) az origé kozept, 1 sugari kor. Az [, /22 + y? dzdy kett6s integral polarkoordinatds alakja:

27 1
/ /rdrdd)
0 0
2 pl
/ / r* drde
0 0
™ 1
/ / r? drdé
0 0
™ 1
/ / r* drde
0 JO

10. Legyen Q := {(z,y) € R?: 1< a? +y? < 4} egy korgylrd. Az [, 1 dzdy kett6s integral értéke:

T 27 3T 47

End Quiz



5.10. Feladatok

5-1. Feladat: Igazoljuk, hogy az

. 1 . 1
x-sins4+y-sin-, haxy#0
— Y x

formuldval értelmezett fiiggvény folytonos az origéban.

Megoldas: itt
5-2. Feladat: Igazoljuk, hogy az

i ) )
f(xuy) = \/W*l’ ha z +y ;é 0
0, haz?+y2 =0

formuldval értelmezett fiiggvény nem folytonos az origéban.

Megoldas: itt

5-3. Feladat: Legyen f: R"™ — R, f(z) := log||z|| (x # 0). Szdmitsuk ki a gradiensvektort.

Megoldas: itt

14. lecke, 4. oldal
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5-4. Feladat: Mutassuk meg, hogy

(a) az
1

u(z,y) = log ——
V2 + 12

formulaval értelmezett (kétvaltozds) fliggvényre % 4 Zu— teljestl ((z,y) # (0,0));

Ty? pr—
(b) az
1

u(,Y,2) i= ———
e V2 +y? + 22

formulaval értelmezett (haromvaltozos) fiiggvényre % + giy% - ‘3273 = 0 teljestl ((z,y,2) # (0,0,0)).

Megoldas: itt

5-5. Feladat: Hol és milyen tipust lokdlis széls6értéke van az
f:R2= R, flzy)=2+zy+y?—bx—4y+1
fliggvénynek?

Megoldas: itt

5-6. Feladat: Egy téglatest egy csticsba 6sszefutd éleinek 6sszhossza 24 cm. Legfeljebb mekkora a térfogata?

Megoldas: itt
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5-7. Feladat: Van egy 2 méteres madzagunk, ezzel atkotiink egy téglatest alakd csomagot, méghozza két
irdnyban is. Legfeljebb mekkora lehet a csomag térfogata?

Megoldas: itt

5-8. Feladat: Tervezziink egy 16 m? térfogatu téglatest alaki medencét. A fenék kicsempézése olyan csem-
pével torténik, melynek négyzetméterara feleakkora mint az oldalfalakra keriilé6 csempéé. Hogyan valasszuk
meg a méreteket, hogy a csempézés koltsége minimadlis legyen?

Megoldas: itt

5-9. Feladat: Legyen (2 az egységkor. Szamitsuk ki az [ [, (z + y)*dady integrélt.

Megoldas: itt

5-10. Feladat: Hatérozzuk meg az f : R?2 — R, f(z,y) = 22+ 9% — 4 + log(y — 22 + 1) formuldval
értelmezett kétvaltozds fiiggvény legb6vebb értelmezési tartomanyat.

Megoldas: itt
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5-11. Feladat: Szamitsuk ki az aldbbi hatarértéket (ha létezik egyaltalan):

li Ty
11m —
(z,y)—(1,1) Y2 — 22

Megoldas: itt

5-12. Feladat: Szamitsuk ki az aldbbi hatarértéket (ha létezik egyaltalan):

2z + 3y
1m
(z.y)—(0,0) © — 4y

Megoldas: itt

5-13. Feladat: Szamitsuk ki az alabbi formuldval definidlt haromvaltozds fiiggvény elsérend parcidlis de-
rivaltfiiggvényeit:
fRP =R, flayz) = (2" +ay)- (logz + V7)

Megoldas: itt
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5-14. Feladat: Hatdrozzuk meg az aldbbi formuldval definidlt kétvaltozos fiiggvény Osszes mdsodrendd
parcidlis derivalt fliggvényeit és adjuk meg a fiiggvény mdasodik derivalt matrixat, azaz a Hesse-matrixot:

f:R> >R, flxy) = zy + x2y3

Megoldas: itt

5-15. Feladat: Hatdrozzuk meg az aldbbi formdldval definidlt hdromvéltozos fiiggvénynek az (1,1,1) pon-
thoz tartoz6 Hesse-matrixat, és definitség szempontjabdl vizsgaljuk meg a kapott matrixot:

FiR®P SR, flaye) =ayz+a® +y° + 27

Megoldas: itt

5-16. Feladat: Mutassuk meg, hogy az f(x,t) := sin(kz — wt + ¢) formuldval definidlt fiiggvény (ahol k£ # 0,
w # 0, ¢ adott konstansok) kielégiti a

O*’f  19%f

0r2 2 92
mdsodrendil parcidlis differencidlegyenletet, ha fenndll a |w| = |k| - |c| Osszefiiggés.
(Ezt a differencidlegyenletet hulldimegyenletnek is hivjak, mert a megoldasai végtelen Kkiterjedésii szinusz-
hullamok, melyek ¢ sebességgel terjednek az x tengely mentén.)

Megoldas: itt
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5-17. Feladat: Hatérozzuk meg az f : R? — R, f(z,y) := x - log(z + y) kétvéltozds fiiggvény gradiensét a
(3, — 2) pontban.

Megoldas: itt

5-18. Feladat: Keressiik meg az f : R? — R, f(x,y) = vy — 23 — y? kétvéltozds fiiggvény lokalis szél-
s6értékhelyeit.

Megoldas: itt

5-19. Feladat: Hatarozzuk meg a 3z + 2y + z — 14 = 0 egyenletii siknak az origéhoz legk6zelebb es6 pontjat.
Kezeljiik a feladatot feltétel nélkiili sz€éls6értékfeladatként.

Megoldas: itt

5-20. Feladat: Hatdrozzuk meg a 3z +2y+ 2z — 14 = 0 egyenlet(i siknak az origéhoz legkdzelebb es6 pontjat.
Kezeljiik a feladatot feltételes széls6értékfeladatként.

Megoldas: itt

5-21. Feladat: Hatdrozzuk meg az x + 2y + z = 16 egyenlet( siknak az A := (1,1, 1) ponthoz legkdzelebb
es6 pontjat. Kezeljiik a feladatot feltételes sz€ls6értékfeladatként.

Megoldas: itt
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5-22. Feladat: Keressiik meg, hol lehetnek a f : R? — R, f(z,y) := 2y kétvaltozds fiiggvénynek lokalis
szélsOérték helyei az origd kozepi, 1 sugaru korvonalon.

Megoldas: itt

5-23. Feladat: Szdmitsuk ki az f : R? — R, f(z,y) := x cos(wy) cos?(rz) fiiggvény kettds integrljit a

0<z< 0<y<m

1
2 )
egyenl6tlenségek altal meghatarozott D téglalaptartomanyon.

Megoldas: itt

5-24. Feladat: Szamitsuk ki az f : R?2 — R, f(z,y) := oy fliggvény kettds integraljat az
x
CC:]., 33:4, y:§a Z/:ﬁ
egyenesek ill. gorbe altal hatarolt D tartomanyon.

Megoldas: itt
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5-25. Feladat: Szdmitsuk ki az f : R2 — R, f(z,y) := e * ¥ fiiggvény kettds integraljat a (polarko-
ordinatakban adott)
0<r<2, O<o<m

egyenlotlenségek altal meghatarozott 2 félkoron.

Megoldas: itt

5-26. Feladat: Vezessiik le a valdszintiségszamitasban alapvet6 fontossagu
+o0 5
/ e "2 de =\ 2n
— 00

egyenlOséget.

Megoldas: itt
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5-1 Megoldas:

Legyenek x,,,y, — 0 tetszbleges zérussorozatok, akkor:
1 .1
|f(@nyn) = F(0,0)] < [@n] - [sin yfl +ynl - [sin—| < || +[ya| = 0,
n n

tehat f valoban folytonos az origéban.
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5-2 Megoldas:

Legyenek x,,,y, — 0 tetszbleges zérussorozatok, akkor:

Fanan) — f00)) < T ) VISR ELED y 4

2 +y2+1-

tehat f nem folytonos az origdban.



14. lecke, 14. oldal
5-3 Megoldas:

Felhaszndlva a 5-6 példa eredményét:

1 T T

BRI ET RIS

grad f(z)
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5-4 Megoldas:

(a) Nyilvén u(z,y) = —3 log(z* + ¢?), innen

ou B T

oxr a2 +y?’
@ B 7(x2+y2) —x-22? B —x2 + 92
o2 (@2 + 2)2 T T+ y2)2

Hasonldan:

ou .y

oy  x24y2’
Pu_ @4y -y o’
a2 (22 + 42)2 T T @ yd)?

igy kett6jiik 6sszege valoban azonosan zérus (ahol értelmezett).

(b) Nyilvan u(z,y,z) = (2 + y* + 22)~ /2, innen

0
& u 2 2 2\—3/2 2 2 2\—5/2
W:_(:ﬁ +y° 4+ 2%) +z-3x- (2 +y” +2%) =
_ —x? —y? — 22 4 322
(ng + y2 + 22)5/2
Hasonldan: 9
U 2 2 2\—3/2
—=—y-(@*+y*+ ,
oy~ Y (" +y° +27)
9%u

a7 =22+ + Zz)—3/2 +y-3y- (2 + 97+ 22)75/2 _
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—x? —y? — 22 4 32
(1'2 +y2 +22)5/2

és
0
ETZ =z (22 + P+ 2272
&u 2 2 2\—3/2 2 2 2\—5/2
@:—(x +yt+2%) T 2Bz (2 Yt 2%) T =

B —x? —y? — 22 + 322
(1'2 +y2 +22)5/2

A harom kifejezés Osszege tehat valdban azonosan zérus (ahol értelmezett).




5-5 Megoldas:

Széls6érték ott lehet, ahol mindkét valtozé szerinti parcialis derivalt zérus, azaz

g:2x+y—5:07 g:$+2y_4:0
Ox dy

azaz az (z,y) = (2,1) helyen. A mésodik derivalt mdtrix konstans matrix:

D= (1 ).

14. lecke, 17. oldal

mégpedig pozitiv definit (nyoma és determindnsa egyardnt pozitiv). Az (z,y) = (2,1) helyen a fliggvénynek

tehat lokalis minimuma van.
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5-6 Megoldas:

A feladat egy feltételes széls6értékfeladat: maximalizalandé a V (z,y,z) := zyz térfogat a
g(z,y,2) == x +y+ z — 24 = 0 feltétel mellett. A Lagrange-fliggvény: L(z,y,z,\) = zyz — ANz +y + 2z — 24).
Feltételes sz€ls6érték ott lehet, ahol L parcialis derivaltjai eltinnek, azaz:

OL

%:yz—)\zo

(;5::132—)\:0

gi:xy—)\:o
g—i:—(x+y+z—24)zo

Innen x = y = z = 8 cm (tehét, ha a téglatest kocka), azaz a térfogat legfeljebb 512 cm3. Az Olvasé bizonyitsa
be, hogy itt valéban lokalis feltételes maximum van.
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5-7 Megoldas:

A feladat egy feltételes széls6értékfeladat: maximalizalandé a V (z,y,z) := zyz térfogat a
g9(z,y,2) == 2z + 4y + 2z — 2 = 0 feltétel mellett. A Lagrange-fliggvény: L(x,y,z,\) = zyz — A\(2x + 4y + 22 — 2).
Feltételes sz€ls6érték ott lehet, ahol L parcialis derivaltjai eltinnek, azaz:

0L

=y -2 =0
gZI//::pz—4)\:O
‘ggzmy_m:o

%:—(21‘4—4?/4-22—2):0

Innen z = z = £ m, y = ¢ m. A térfogat tehat legfeljebb -, m3. Az Olvasé bizonyitsa be, hogy itt valéban
lokalis feltételes maximum van.
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5-8 Megoldas:
A feladat egy feltételes széls6értékfeladat: minimalizdlandé a f(z,y,z) := % + 2xz + 2yz koltség a
V(z,y,z) := xyz — 16 = 0 feltétel mellett. A Lagrange-fiiggvény: L(z,y,z,\) = xy + 2xz + 2yz — Mxyz — 16).
Feltételes sz€ls6érték ott lehet, ahol L parcialis derivaltjai eltinnek, azaz:

oL 1
%—5?]4‘22’—)\3/2—0
L 1
gy:2x—|—22—)\xz:0
L
8—:2%—1—23/—/\3173/:0
Ox
oL
T —(zyz—16) =0
Az els6 két egyenletbdl: \ = 2z + = 27 + 5, innen = = y. Ezt beirva a 3. egyenletbe, kapjuk, hogy A = %
Innen, és a 2. egyenletbdl: z = £ Vegul a 4. egyenlet alapjan: = y = 4 m, z = 1 m. Az Olvasdra bizzuk

annak belatdsat, hogy itt Valéban feltételes lokalis minimum van.
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5-9 Megoldas:

Attérve polarkoordinatakra:

2 pl
/ / (z + y) dady = / / (rcost + rsint)rdrdt =
Q o Jo

2T 1
= / / 7’3(Cos2 t+ 2costsint + sin? t) drdl =
o Jo

= </02ﬂ(1+sin2t)dt> : </01r3dr> -

N
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5-10 Megoldas:

Vizsgaljuk meg el6szor a gyokos kifejezést. Mivel négyzetgyok alatt csak nemnegativ szam szerepelhet, igy a
keresett (z,y) pontokra
22 +y2—4>0

kell, hogy teljesiiljon. Vegyiik észre, hogy az
22 4+ y? = 22

egyenlOség egy origd kozéppontd, 2 sugaru korvonal pontjaira teljesiil. Az
z? + y2 > 22,

egyenlétlenséget pedig azon pontok teljesitik az xy sikban, amelyek 2-nél nagyobb tdvolsdgra vannak az
origétdl, azaz az origd kozéppontd, 2 sugart koron kiviil helyezkednek el.

22. abra.



14. lecke, 23. oldal
Mivel a logaritmusfiiggvény argumentumadban csak pozitiv szam allhat, igy a mdsodik kifejezés olyan (z,y)
pontokban értelmes, amelyekre
Yy — 241> 0,

y-ra rendezve:
y > z2—1.

El6szor abrazoljuk az y = 2% — 1 egyenlet(i parabolat. Ekkor a parabola két félsikra osztja az xy sikot. Az
egyenl6tlenségnek eleget tevé pontok halmaza az aldbbi dbran lathato.

23. 4bra.

Ahhoz, hogy f(z,y) értelmezve legyen, az el6bbi két feltételnek egyszerre kell teljesiilnie, tehat csak azok a
pontok tartoznak bele f(z,y) értelmezési tartomanyaba, amelyekre mindkét feltétel egyszerre teljesiil. Igy
f(z,y) legb6vebb értelmezési tartomanyat a két feltételhez tartozé halmaz metszete adja. Ezt szemlélteti az
alabbi dbra:
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24. abra.
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5-11 Megoldas:

Az (1,1) pontban a fiiggvényiink nincs értelmezve. Tegyiik fel, hogy =, — 1 és y,, — 1. Vegylik észre, hogy a
nevezot szorzatta bonthatjuk:
In — Yn In — Yn

(@n,yn)—(1,1) y721 - x% (@nyn)—=(1,1) (Yn — Zn) (Yn + Tn)

Egyszerlsités utan mar tudunk hatarértéket szamolni.

. —1 1
lim
(x’ﬂvyn)ﬂ(lzl) yn + w’l’b 2

A keresett hatarérték tehat létezik, éspedig:

| T —y 1
11m —_—_
(@y)—(1,1) y? — 2 2



5-12 Megoldas:
Olyan pontban keresiink hatédrértéket, ahol a fliggvény nincs értelmezve.

Kozelitsiink el6szor egy specidlis sorozattal.
Tn — 0, és vy, :=2x, = 0.

Ekkor:
2x, + 6z, 8xy, 8

= e _— ——

Probaljunk ki egy masik kozelitést:

Tn — 0, és y,:=5x, — 0.
Ekkor pedig:
2wy, + 152, 17z, . 17
T — 20z,  —20z, 20

f(mnayn) =

14. lecke, 26. oldal

A hatarérték definicio szerint akkor 1étezik, ha tetszdleges sorozattal (azaz tetszbleges iranybdl) tartva a
kérdéses pontba, a fliggvényértékek sorozata mindig ugyanahhoz a szdmhoz tart. Ez most nem teljesiil: két
kiilénb6z6, de ugyanoda tart6 sorozat esetén a fiiggvényértékek sorozata két kiillonb6z6 szamhoz tart. Tehat a

vizsgalt hatarérték nem létezik.
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5-13 Megoldas:
Az f fiiggvénynek harom véltozéja van, igy harom elsérend(i parcidlis derivaltat tudunk megadni.

Kezdjiik az = szerinti derivalassal. (Ekkor y-t és z-t derivalaskor konstansnak tekintjiik.) Mivel mindkét
tényezOben szerepel z, ezért most a szorzatfiiggvényre vonatkozd derivaldsi szabalyt fogjuk alkalmazni.

% = (log z + \/E)(%(xz + zy) + (2 —i—xy)(%(logz + V1) =

= (log 2 + V) (22 + y) + (2 —i—:1:y)2\1/5

Az y szerinti derivalasnal z-et, -t (és a log z + /= tényez6t is!) konstansként kezeljiik.

= o4 V) (a2 ) =
= (logz + Vz)x
Kovetkezik a z szerinti derivédlds. Most az (22 + zy) tényezbt kezeljiik konstansként.
O — (@ ) 5 (log = + V) =
— (a® + ay)

z



5-14 Megoldas:

El6szor képezziik az elsérend(i parcidlis derivaltakat.

% =y + 2zy°
gf = x + 3x?y?
Y
Kovetkeznek a masodrendi parcialis derivaltak.
0? 0
c')Tvé = 9 (y+ 2:Uy3) =27
2
gyJ; N aay (z + 32%y%) = 62y
0? 0
Tudjuk tovabb4d, hogy a vegyes masodrendi parcidlis derivaltak megegyeznek, igy:
*f _ Pf 2
= = ]_
Oyox  Oxdy 6y

Az f fliiggvény masodik derivalt matrixa (Hesse-madtrixa) a kovetkezd 2 x 2-es matrix:

9%f 0% f
2
D?f(a) = ( & )
Oxdy 9y?

Tehat ebben az esetben

293 1+ 6zy?
2 _ Yy Yy
D f(xay) - < 1—|—6£L‘y2 6m2y >

14. lecke, 28. oldal
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5-15 Megoldas:

Elsé 1épésben meg kell hatdrozni az 6sszes elsé és masodrendli parcidlis derivaltakat és képezni kell a
helyettesitési értékeiket. Majd felirjuk a Hesse-matrixot.

of of of
97 yz + 2x, y Tz + 2y, o2 Ty + 22
Br ., R,
oz2 7 oyz 7 022
A vegyes masodrendiieknél elég csak harom derivaltat szamolni:
0’ f 0 f 0’ f

Oxdy -5 ooz OyOz -

Most az f mdsodik derivalt matrixa az (x,y,z) pontban egy 3 x 3 matrix lesz:

2 z oy
D2f(l',y,2) = z 2 x
z 2
Tehdt f mdsodik derivalt métrixa az (1,1,1) pontban:
2 11
D?f(1,1,1)=| 1 2 1
1 1 2

Még azt kell eldonteni, hogy milyen definit a kapott (6nadjungalt) matrix. Ehhez nézziik meg a minormatrixok

determinansait.
det (2) =2
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2 1
det(1 2)—4—1—3

2 1 1
det [ 1 2 1 |=24-1)-@2-1)+(1-2)=4
11 2

Mivel az 6sszes minormatrix determindnsa pozitiv, igy a (1,1,1) pontban a Hesse-matrix pozitiv definit.
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5-16 Megoldas:

Szamitsuk ki elészor az f fliggvény x szerinti masodik parcidlis derivaltjat:

OF _ 0 gnlha—wi+e) = costha—wtto)k = L 2 (costha — wt+ ) - k) = — sin(ka—wt+ )k
5 = 5y S(kr —wt+p) = cos(kr—wi+e 92 =y (Cos(hr —wt+¢ = —sin(kzr—wt+¢

Most szamitsuk ki az f fliggvény ¢ szerinti masodik parcialis derivaltjat:

of o0 . B _ _
5 = B sin(kz—wt+¢) = cos(kr—wt+p)-(—w)

*f _ 0
o2 ot

(= cos(kx — wt + @) - w) = — sin(kz—wt+p)-w?

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

2
—sin(kx — wt + @) - k* = —% sin(kx — wt + @)

Ha egy oldalra rendezziik a kifejezést, a kovetkezot kapjuk:
w2
sin(kz — wt + ¢) <k2 - 02> =0

Ha pedig |w| = |k| - |¢|, akkor ez az egyenl6ség minden z,t értékre fenndll, azaz f valéban megolddsa a
hulldmegyenletnek.
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5-17 Megoldas:
Egy kétvaltozos f(x,y) fliggvény gradiense az (x,y) pontban:

o o) @)

Vo) = grad 1) = (5.5

El6szor tehat ki kell szamitanunk a parcialis derivaltakat, utdna pedig be kell helyettesiteniink a megadott pont

koordinatait.

Az x szerinti parcidlis derivalt:
of

%zl-log(a:—i—y)—kx

dlog(z +y) x
o leslety o

Az y szerinti parcialis derivalt:

of _w'ﬁlog(x—ky) o

oy y T +y
igy tehat

Vo) = grad f(e) = (togto o)+ T T

A gradiens (3, — 2)-ben felvett értéke:

Vf(3,—2)=grad f(3,—2) = (log(3 —-2)+ ?j2,:£2> = (3,3).
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5-18 Megoldas:
El6szor a staciondrius pontok megkeresésével kezdjiik, azaz azon pontokéval, ahol mindegyik parcidlis derivalt
eltlinik:
of

—:y—SxQZO, a—yzm—Qy:O.

Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk. Fejezziik ki pl. y-t az els6 egyenletbdl, és helyettesitsiik be a
masikba:
y = 322 = r—2(32%) =0 = (1 —6z)=0

Két megoldast kaptunk:

1
Ir = 0 Tro = =
6
A hozzatartozé y-értékeket kiszamitva, két staciondrius pontot kapunk:
1 1
z1 =0, 91:07 x2:67 yQZE

Most meg kell vizsgalnunk, hogy ezen stacionarius pontok valéban széls6érték helyek-e. Ehhez sziikségiink
lesz a masodrendi parcidlis derivaltakra, és a Hesse-matrixra. A vegyes masodrend parcialis derivaltak
egyenlok, igy elég csak az egyiket kiszamitani:

0*f 0 0% f d 0% f

0
_— — 2 = — = — — = _— = — — = —

Vizsgdljuk meg el6szor a (0,0) pontot. Az ehhez tartoz6 Hesse matrix:

D?£(0,0) = ( ? _; )

A Hesse-matrix determindnsa tehdt (—1), ami azt jelenti, hogy a Hesse-matrix indefinit, vagyis a (0,0) pont nem
lokdlis szélsoértékhely.
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N 11 . o
Most vizsgaljuk meg a <6’12> pontot. Az ehhez tartozé Hesse matrix:

11 11
D2f<6’12>:< 1 —2>

A Hesse-matrix determindnsa 1, azaz a Hesse-matrix definit; nyoma pedig (—3), tehat a Hesse-matrix negativ
definit. Ez azt jelenti, hogy ez a pont lokdlis maximumhely. Ebben a pontban a fiiggvény értéke:
f (%,%) = 4—:1,)2. A fiiggvény grafikonja az alabbi abran lathatd.

N

KR

>
~ N

) - \\

7

7

N

2 N
S
,1"..:.~:~::§\\§§§\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\

25. 4bra.
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5-19 Megoldas:

A feladatban megadott sik az g(x,y) := 14 — 3z — 2y fiiggvény grafikonja (hdromdimenziés derékszogi
koordinatarendszerben &brdzolva). Azok a pontok esnek erre a sikra, amelyek koordindtdi:

(r,y,14 — 3z — 2y)

E pont tavolsaga az origo6tol:

d(zy) = Va2 +y? + (14 - 3z — 29)2
A kérdés az, hogy mely (z,y,9(z,y)) pontra lesz ez a d(x,y) tdvolsdg minimadlis.

A feladat tehat egy szokvanyos (kétvaltozds) szélséértékfeladat. Nem kotelezo, de célszertl a d fiiggvény
szélsértékei helyett a d? fiiggvény szélséértékeit megkeresni: a gyokfiiggvény folytonossaga és szigoru
monotonitasa miatt mindkét kifejezés ugyanott veszi fel a szélséértékeit, azonban

flay) = d(zy)* = 2% +y* + (14 — 32 — 2y)?

konnyebben derivalhato.

A staciondrius pontok megkeresésével kezdjiik, ahol mindegyik parcialis derivalt elt(inik:

0
8—£:2x+2(14—3x—2y)-(—3):2033+12y—84:()
of
8—y:2y+2(14—3x—2y)‘(—2):12x+10y—56:0

Szorozzuk be az els6 egyenletet 3-al, a masodikat 5-el, és vonjuk ki az els6bdl a masodikat:
36y — 252 — (50y — 280) = 0

Innen
—14y +28 =0 = y=2 = =3
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Tehét f-nek egyetlenegy staciondrius pontja van, éspedig (3,2).

A masodrendi parcidlis derivaltak:

o2f 9 o%f 9
= —(2 12y — 84) = 12 — = —(12 10y — =1
920y ay( 0z + 12y — 84) , 042 ay( x + 10y — 56) = 10

20 12
D*f(3.2) = < 12 10 )

Ennek determindnsa 56, nyoma pedig 30. Ezért a (3,2) pontbeli Hesse-matrix pozitiv definit, igy f-nek lokdlis
minimuma van ebben a pontban, 6sszhangban a varakozasainkkal.

92f 0
Sl = 2 (200 + 12y — 84) = 2
52 8$(Ox—|— y — 84) 0,

Igy a Hesse-matrix a (3,2) pontban:

A g fiiggvény itt felvett értéke ¢(3,2) = 14 — 3 -3 — 2 - 2 = 1. Tehdt a siknak az origédhoz legkozelebb esé pontja
a (3,2,1) pont, ennek tavolsaga az origétol:

d(3,2) =+/32+22+12=114



14. lecke, 37. oldal
5-20 Megoldas:
A probléma megfogalmazasa feltételes széls6értékfeladatként sokkal egyszert(ibb, mint feltétel nélkiili
szélsGértékfeladatként. Minimalizalandé az (z,y,z) pontnak az orig6tdl mért tavolsaga, azaz /22 + y2 + 22; a
feltételt az jelenti, hogy a pontnak az adott sikra kell illeszkednie, azaz fenn kell dllnia a 3z + 2y + 2 — 14 =0
egyenléségnek.
Célszerl az origdtol vett tavolsag helyett annak négyzetét minimalizalni: a négyzetgyokfiiggvény szigoru
monotonitasa miatt e kettének ugyanott van minimuma (ha létezik egyaltalan), de a tavolsagnégyzet nem
tartalmaz négyzetgyokos kifejezést, igy derivaldsa egyszertiibb.
A probléma megfogalmazésa tehét: legyen f(x,y,2) := 2% + y? + 22, és g(x,y,2) := 3x + 2y + 2z — 14.
Minimalizaljuk f-et a g(x,y,z) = 0 feltétel mellett.
A Lagrange-fiiggvény: L(z,y,2,\) = 22 + y? + 22 — X\ - (3z + 2y + z — 14). Ahol feltételes szélséérték van, ott L
mindegyik parcialis derivaltja elt(inik.

Keressiik tehat mindazon helyeket, ahol L parcialis derivéltjai eltlinnek, azaz:

oL 2x
— =2z—-3XA=0 A= —
ox o - 3
OL
— =2y—2X=0 = A=y
oy
@:22_3/\:0 = A=2z
0z
oL
a:—(395—1—23;4—2:—14):O = 3r+2y+z=14

Az egyenletekbdl tehat A kikiisziibolhetd. Az els6 két egyenletbdl: y = %’”, a masodikbodl és a harmadikbdl:
z = § = %. Ezeket behelyettesitve a negyedik egyenletbe:
@ =z

3x+?+§:14 = r=3, y=2, z=1
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Ha tehat van egyaltalan lokdlis feltételes szélséértékhely — és a geometriai szemlélet alapjan tudjuk, hogy van
—, akkor az csakis a (3,2,1) pontban lehet. E pont tavolsaga az orig6tdl: v/3% 4+ 22 + 12 = v/14.
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5-21 Megoldas:

Minimalizdland6 az (x,y,z) pontnak az A = (1,1, 1) ponttdl vett tavolsdga, azaz pontnak az origétdl mért
tdvolsdga, azaz \/(z — 1)2 + (y — 1)2 + (2 — 1)2; a feltételt az jelenti, hogy a pontnak az adott sikra kell
illeszkednie, azaz fenn kell dllnia az = + 2y + z = 16 egyenl6ségnek.

Célszerti az A ponttdl vett tavolsag helyett annak négyzetét minimalizalni: a négyzetgyokfiiggvény szigora
monotonitasa miatt e kettének ugyanott van minimuma (ha 1étezik egyaltalan), de a tavolsagnégyzet nem
tartalmaz négyzetgyokos kifejezést, igy derivalasa egyszertbb.

A probléma megfogalmazdsa tehét: legyen f(z,y,2) := (x — 1)+ (y — 1)2 4 (2 — 1)2, és

9(x,y,2) == x + 2y + z — 16. Minimalizdljuk f-et a g(x,y,z) = 0 feltétel mellett.

A Lagrange-fiiggvény: L(z,y,2,\) = (x — 1)+ (y —1)2+ (2 = 1)2 = X - (z + 2y + z — 16). Ahol feltételes
széls6érték van, ott L mindegyik parcialis derivaltja elt(inik.

Keressiik tehat mindazon helyeket, ahol L parcialis derivaltjai eltinnek, azaz:

oL
oy —2@=1=A=0 = A=2@-1)
dy
oL
o, =2-D=-A=0 = A=20:-1)
oL
oy = @+t z-16)=0 = r+2y+z=106

Az egyenletekbdl tehat A kikiisziibolhetd. Az els6 két egyenletbdl: y = 22 — 1, a mdsodikbdl és a harmadikbdl:
z= yT“ = x. Ezeket behelyettesitve a negyedik egyenletbe:

r+4dr—24+2x=16 = xr=3, y=5 2z=3

Ha tehat van egyaltalan lokalis feltételes széls6értékhely — és a geometriai szemlélet alapjan tudjuk, hogy van
—, akkor az csakis a (3,5,3) pontban lehet. E pont tavolsaga az A ponttdl: /22 + 42 + 22 = /24.
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5-22 Megoldas:
Az origé kozept, 1 sugaru kérvonal egyenlete: 22 + 2 = 1.

A feltételes szélséérték feladat megfogalmazésa tehdt: keressiik f szélséértékeit a g(z,y) == 2? +y> —1=0
feltétel mellett.

A Lagrange-fiiggvény: L(z,y,\) = zy — X - (22 +y? — 1)

A feltételes lokalis széls6értékhelyeken a Lagrange-fliggvény Osszes parcialis derivaltja elt(inik:

%:y—)\'Zl‘:O = )\:%
ggl//:x—)\ﬂy:O = )\:;—y
%:x2+y2—1:0 = 2 4y? =1
Az elsé két egyenletbdl: 32 = 22, azaz y = +x. Behelyettesitve a harmadik egyenletbe:
?+yt=227=1 = x:i\}i

Ebbdl 6sszesen négy staciondrius pontot kapunk:

() () (- 3) - )
Mar csak azt kell eldonteni, hogy létezik-e ezekben a pontokban feltételes széls6érték és ha igen, akkor vajon

maximumot vagy minimumot talaltunk-e.

A vizsgélt f fliggvény teljes xy sikon értelmezett folytonos fliggvény; ennek szélséértékhelyeit keressiik a
korvonalon, azaz egy korldtos és zdrt halmazon (azaz a korvonalon). Az egyvaltozos fiiggvényekhez hasonléan
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most is érvényes (bar nem bizonyitottuk), hogy egy korldtos és zart halmazon folytonos fiiggvénynek van
minimuma és maximuma.

Mivel pedig

és
Ly s (- L) -
v2'v2) o T\ V2 2
ezért az f fliggvény feltételes maximumhelyei:
N
a feltételes minimumhelyek pedig:
Cad) G

Megjegyzés: Feltételként — elvileg — hasznalhattuk volna a g(z,y) := /22 + y?> — 1 = 0 képlettel definialt
fliggvényt is, de akkor a Lagrange-fiiggvény parcidlis derivaltjai bonyolultabbak lettek volna.
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5-23 Megoldas:

Téglalaptartomanyon integralunk, tehat — elvileg — kétféleképp is eljarhatunk. Integralhatunk el6szor y szerint,
majd z szerint:

0

D/xcos(xy) cos?(rx)dady = /% </07r x cos(zy) cos? (mx) dy) dzx,

vagy el6szor x szerint, azutdn y szerint:

/mcos(wy) cos®(mx)dxdy = /07r (/0é x cos(zy) cos® (mx) dac) dy

D

Azonban kis vizsgalddas utdn észrevehetjiik, hogy a két sorrendben nem azonos nehézségii integralokat kell
elvégezni. A masodik felirds esetén az x szerinti integral elvégzése nagyon nehéz és hosszadalmas lenne, mig
az els6 felirdsi modban az y szerinti integral gond nélkiil elvégezhetd. (Széls6séges esetben elképzelhetd, hogy
egy kétszeres integralnak nem létezik zart alakban megadhaté primitiv fliggvénye az integralas adott sorrendje
mellett, de a sorrendet felcserélve az integralas elvégezhetd.)

Induljuk ki ezért az els6 felirasbol:

J

hiszen sin(z - 0) = 0.

( /0 " ¢ cos(wy) cos(nz) dy) do = / * [sin(ey) cos?(ma)] 7 do = / ® in(na) cos?(re) do

0 0

Nl

Figyeljiik meg, hogy ha az integrandust (—n)-vel bévitjiik, akkor az f'(z) - f2(x) alakd lesz, aminek a primitiv
3

fliggvénye % Tehat:

=

/02 sin(mz) cos®(mx) de = —— /()é(_w sin(mz)) cos?(wa) dz —
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hiszen cos 5 = 0.
A kett6s integral tehdt:
1
/:Ucos(asy) cos?(rx)dzxdy = — .
3T
D
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5-24 Megoldas:

Az integraldst most nem egy téglalap alaku tartomanyon, hanem valamilyen gorbék altal hatarolt ugynevezett
normdltartomdnyon kell elvégezni. A kovetkez6 dbrdn a D tartomdny lathatd, mely felfoghaté
normaltartomanynak (az x valtozd szerint).

3

26. abra.

Ebben az esetben ugy szamitjuk ki a kettds integrélt, hogy mikozben x értékei végigfutnak az [1,4] intervallum
pontjain, minden adott = érték mellett elvégziink egy egyvdltozos integrdldst az y tengellyel padrhuzamosan,
azaz y szerint. Ez utébbi integrélds konkrétan az y = § és az y = /x hatédrok kozt torténik:

4 va
/:L"yd:ndy:/ / zydy | dr.
1 z
D

2
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El6bb a bels6, majd a kiils6 integralt kiszamitva:

4 27Y=Vx 4 7.2 3 3 474 3 4 3 4
/xydxdy:/ L d:c:/ S | :4——4—— L :8—1.

1 2 y=2 1\ 2 8 6 32, 6 32 6 32 32
D

Figyeljiik meg, hogy a megadott tartomdny felfoghaté y szerinti normdltartomanynak is. Ebben az esetben a
kettés integral kicsit bonyolultabb, ugyanis az % <y<l1lésal <y <2 tartomanyokat kiilon kell kezelni.
Ennél a sorrendnél minden egyes rogzitettnek gondolt y érték mellett elvégziink egy integrdlast az = tengellyel
parhuzamosan, azaz x szerint. Azonban az integraldsi hatar fiiggni fog attdl, hogy épp milyen y koordinata
mellett végezziik az = tengellyel pdrhuzamos integraldst. Emiatt a hatdrolé gorbéket most y(z) helyett z(y)
alakban, vagyis y fliggvényében kell felirni. Ez azt jelenti, hogy az egyenleteinket x-re kell rendezni. Most y
fiiggvényében felirva a kovetkez6 gorbék hataroljak ezt a tartomanyt:

1 2
Yy =2, T =2y, T =1y".

Amig % <y < 1 esetén ezeket az integralokat x = 1-t6l = = 2y-ig kell elvégezni, addig 1 < y < 2 esetén az

integralés alsé hatdra x = g2, a felsé hatdr pedig tovabbra is x = 2y.

Igy ilyen sorrendben a kovetkez8képpen néz ki az integral:

1 2y 2y
/a:ydmdy:/ </ a:yda:) dy+/ </ :L‘ydx)
1 1 y2
D 2

Mivel
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€és

2 2y 2 2 T=2y 2 y5
[ o= [ o)
1 y?2 1 2 r=y2 1 2
2

igy végiil kaptuk, hogy:

e 200w 9 9 81
/ﬂb‘ydﬂcdy—/é </1 xyd:E)der/l </y2 xydx)dy—%+4—32,

D

egyezésben az el6z6 eredménnyel.
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5-25 Megoldas:

Polarkoordinatakra attérve:

T 2 i 2 2
/ eV dady = / / I L LI (/ 1 dqﬁ) . </ ey dr> = / e rdr
Q 0 JO 0 0 0

mert cos’ ¢ + sin? ¢ = 1. Az integranduszt (—2)-vel bévitve, a primitiv fiiggvény épp e~ (visszaderival4ssal
ellenérizziik!), innen:

2
—z?—y? __T, —ome P dr = — o = T (o4
/Qe dxdy = 5 /0 (—=2r)e” " dr 5 [e } 5 (e 1).
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5-26 Megoldas:

Jelolje

o0 5
I ::/ e /2 dx

Az integranduszban a valtozot formalisan z-16l y-ra cserélve:

+0oo 5
I:/ e V2 dy

— 00

A két egyenlGséget Osszeszorozva:

“+o00 “+o00
I2 = </ 67:[2/2 dx) . (/ €7y2/2 dy) — / 67(12+y2)/2 d.’]}'dy
—00 —00 R2

Polarkoordinatakra attérve, a teljes sik polarkoordinatas megfelelgje nyilvan a 0 < r < 00, 0 < ¢ < 27
egyenl6tlenségek dltal meghatarozott félig végtelen szalag. Innen

2 00 2 00
"= / / e rdrdg = </ 1 d¢> ' ( / e~ (ot ortainta) /2. mr) =
o Jo 0 0
= 277-/ e 2 dr
0
mert cos? ¢ + sin? ¢ = 1. Az integrandusz — egy negativ eléjel erejéig — épp e derivaltja, innen:
I? = —2r. / (—T)e_TZ/Q dr = —2m [6_72/2}:) =-2r-(0-1) =27,
0

ahonnan az

+o0o 9
:/ e 2 de = 21

eredmény mar kovetkezik.
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Megjegyzés: A levezetés nem volt teljesen korrekt: a véges Q := {(z,y) € R? : x<b c<y<d}
téglalaptartomdnyokon érvényes

o= (1) ([ )

egyenl6ségbol nem kovetkezik azonnal, hogy hasonld egyenl6ség végtelen intervallumok esetén is érvényes.
Megmutathato, hogy a végtelenben elég gyorsan csokkend fliggvények esetében, mint jelen feladatban is, ez
mégis igy van: a részletektdl eltekintiink.

Megjegyzés: A kapott eredmény azért is kiilonésen érdekes, mert az e=°/2 integrandusz primitiv fiigg-
vényét nem szamitottuk ki, sét, megmutathatd, hogy ez a primitiv fiiggvény nem is fejezhet6 ki zart alakban,
azaz a szokdsos elemi fiiggvényekbdl a szokdsos miveletekkel véges sok 1épésben nem allithat6 el6. Ennek
ellenére a hatdrozott (improprius) integrdl mégis kiszamithato.
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