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1 Bevezetés

A tudomdnyos és mérnoki problémakban a kozonséges és parcidlis diffe-
rencidlegyenletek kitiintetett szerepet jatszanak. Ezeknek a differencial-
egyenleteknek a szigoru targyaldsa altaldban meglehet6sen nehéz: ugyan-
akkor gyakorlati szempontokbol ezeknek a differencidlegyenleteknek sokkal
inkdbb a kozelitd, numerikus megoldasa érdekes mintsem az elméleti vizsga-
latuk. Amde a numerikus megoldasok még mindig nehezek, és sok matem-
atikai eszkozt igényelnek kiilonosképp az analizis és a numerikus analizis
tertiletérdl (pl. nagyméretii linedris egyenletrendszerek megoldésa stb.).

Ebben a jegyzetben megkiséreliink egyfajta kompromisszumot koétni a
differencidlegyenletekre vonatkozo elméleti matematikai és a numerikus mate-
matikai eszkozok kozt. Csak idéfiggetlen jelenségeket leird parcialis differ-
encidlegyenletekre szoritkozunk, ezek koziil is csak az elliptikus problémakra.

Mindenekel6tt attekintjiik a legf6bb vektoranalizisbeli fogalmakat és alli-
tasokat, melyek alapvetd fontossaguak az parcidlis differencidlegyenletek tar-
gyaldsakor. Ezutan néhany fizikai problémén keresztiil megmutatjuk, hogyan
lehetséges parcidlis differencidlegyenletekkel leirni a jelenséget, fizikai torvé-
nyekre tdmaszkodva. Ramutatunk a peremfeltételeknek természetes médon
valé szarmaztatdsara is.

Ezutan egy viszonylag fiatal, de figyelemremélté elényoket felmutatod
modszert vazolunk mind elméleti, mind numerikus szempontbél (perem-
integralegyenlet mddszer).

A kovetkez6 fejezet a jelenleg legelterjedtebb médszert, a véges elemek
modszerét mutatja be réviden. Csak a modszer miitkodésének megértetésére
koncentraltunk, és igyekeztiink olyan kevéssé belemenni a matematikai rész-
letekbe, amilyen kevéssé csak lehetséges: mindazonaltal a mddszer 1ényegét
képez6 elméleti hatteret is vazoljuk.

Végiil egy-két hagyoményos és modernebb maddszert is korvonalazunk.
Ezek: a Fourier-mdédszer, a véges differencidk modszere. A cél pusztan annyi,
hogy az Olvasé ldssa, min alapulnak, hogyan mtikodnek ezek a médszerek. A
fejezetet egy ardnylag 1j, de néhany teriileten nagy népszertiségnek 6rvendo
modszerrel zarjuk: ez az alapmegoldasok mddszere, ami — bizonyos szem-
pontbdl — a perem-integralegyenlet mddszer egyszertsitett valtozatanak is
tekintheto.

Miutan az itt alkalmazott matematikai eszk6zok meglehetésen nehezek,
megprobéltuk a matematikai hatteret olyan részletességgel bemutatni, am-
ilyennel csak lehetséges, de sok allitast és bizonyitast el kellett hagyni:
megprébaltunk a bemutatott médszerek numerikus vonatkozasaira koncent-
ralni.
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2 Vektoranalizis, 0sszefoglald

El6szor roviden Osszefoglaljuk a {6 jeloléseket és fogalmakat, melyeket a jegy-
zetben hasznalni fogunk.

e N: a természetes szamok halmaza
e 7: az egész szamok halmaza
e R: a valds szdmok halmaza

e RV: a rendezett valés szdm-N-esek halmaza (&ltaldban oszlopvek-
torként értve)

C: a komplex szamok halmaza

e CV: arendezett komplex szdm-N-esek halmaza (&ltaldban oszlopvek-
torként értve)

ha a = (a1, as,...,an),b = (b1, b, ...,by) € RN N-dimenziés vektorok,
akkor jelolje (a,b) az a és b vektorok skaldris szorzatat:

N
(a,b) := Zaj - b
j=1

Megjegyezziik, hogy a skalaris szorzat a komplex CV vektortérben is értel-

mezhetd a
N —_
<a,b> = Zaj . bj
j=1
formulaval, ahol a feliilvonas a szokasos komplex konjugaldst jeloli.

2.1 Differencidlas

Legyen Q C R egy korlatos tartomany az N-dimenziés térben (a késébbiek-
ben altaldban az N = 1, N = 2 vagy N = 3 esetek fordulnak elé) és legyen
u: Q — R egy tobbvéltozés szamértéki fliggvény (skaldrfiggvény). Jeloljon
E:Q — RY egy tébbvéltozés vektor értékii fiiggvényt (vektormezdt):

E:= (B, Es,...,Ex)

ahol Ej-k az E fliggvény komponensfiiggvényei vagy komponensei. Feltessziik,
hogy u és FE elegendben sima fliggvények.



Vezessik be az alabbi vektormezot:

ou Ou ou >

radu = —, =—,..., =—
& (8951 8902 (‘)x N
és a kovetkezd skalarfiiggvényt:

J0F n % OFEN
N &%1 81'2 8.%']\/'

grad u-t az u fliggvény gradiensének nevezziikk. div E az E vektormez6 di-
vergencidja.
A kovetkezd allitas kozvetlen szamolasokkal igazolhaté:

Allitas: Legyenek u, v elegenden sima skalarfiiggvények, E pedig egy ele-
gend&en sima vektormezd. Akkor:

grad (u - v) = (gradu) - v + u - (grad v)

div(u- F) = (gradu, E) + u - (div E)

Legyen u egy differencidlhaté stalarfiiggvény és jeloljon n egy tetszéleges

egységvektort. A
ou

on
kifejezést u-nak az n irdnyban vett (vagy n irdny menti) derivdltjdnak nevezziik.
Ez a kovetkezd tortkifejezés hatarértéke:

() := (grad u(z),n)

u(x +e-n)—u(x)
€

midén € — 0.

Ha u egy (kétszer differencidlhat) skalarfiiggvény, definidljuk a Awu skalar-
fliggvényt a kovetkezoképp:

A A differencidloperatort Laplace-operdtornak nevezzik.



A definicidék azonnali kovetkezménye:
Au = divgrad u
(ellendrizziik!)

Megjegyzés: Néha kényelmes bevezetni a V szimbolikus vektort, melynek
komponensei az egyes valtozdk szerinti parciélis differencidloperdtorok (nab-

la operdtor):
o 0 0
V = (8:[‘17 871:2, ceey axN>

Akkor a gradiens és a divergencia a nabla operatorral a kévetkezéképp fe-
jezhetd ki:
gradu = Vu

divE =V E = (V,E),

azaz a divergencia a V vektor és a megfelel6 vektormez6 ”skaléris szorzata”.

2.2 Integralas

Jelolje I' az  tartomany peremét. Ez egy zart gorbe, ha Q C R2, ill. egy
zéart feliilet, ha Q C R3. Emlékeztetiink ra, hogy ha u egy Q-n integralhaté
szamértéki (skalar-) fiiggvény, akkor az

/udQ
Q

térfogati (teriileti) integral egy valds szam. Ennek szemléletes jelentése a
kovetkezo. Osszuk fel az 2 tartomanyt a disgjunkt Qq, Qo, ..., Q,, résztarto-
manyok egyesitésére, akkor

/ wdQ~ Y - |9y,
Q =

ahol || jeloli az §2; résztartomény térfogatat (teriiletét), mig u; az u
fiiggvény egy helyettesitési értéke az (2; résztartomany egy tetszéleges pontjd-

ban. Hasonléan, a
/ udl’
r



vonalintegral (ill. felileti integrdl) egy masik valés szém: ha a 'y, I'g, ..., T,
részhalmazok I'-nak egy diszjunkt felbontasat adjak, akkor

n
/udI‘ ~ Zu]‘ : |Fj‘,
r j=1

ahol |I';| jeloli a I'; részhalmaz hosszat (ill. teriiletét), u; pedig ismét az
u fliggvénynek a I'; egy tetszlleges pontjaban felvett értéke. A kozelitd
egyenléségek pontos egyenléségekbe mennek at, ha a felbontdsokban sze-
repld részhalmazok maximélis térfogata ill. hossza/teriilete 0-hoz tart, azaz
a felbontds minden ”hataron tul finomodik”.

Fizikai szempontbdl fontos, hogy a fenti integralok mértékegységgel is
ellathaték, éspedig:

( / udQ) mértékegysége) = (u mértékegysége) - méter’™”
Q

and

( / wdl' mértékegysége) = (u mértékegysége) - méter™ ~!
r

A vektoranalizis egyik legalapvetobb és legfontosabb tétele a divergenciatétel:

Divergenciatétel (Gauss): Ha £ : Q — R elegendéen sima vektormezd,
és () elegendden sima tartoméany, akkor:

/divEsz/(E,n>dF,
Q r

ahol n jeloli a kifelé mutatd normdlis irdnyu egységuektort a I’ perem mentén
(azaz n mer6leges I'-ra, és hossza mindig 1). Ezért (E, n) az E vektor kifelé
mutaté normélis irdnyt komponensének hossza.

A divergenciatétel matematikai jelentése, hogy egy fliggvény egy derivaltja-
nak (a divergencianak) integralja egy mésik integrallal egyenls, amely azon-
ban csak az eredeti tartomdny peremén van véve (mely egy eggyel kisebb
dimenzids sokasdg, mint az eredeti tartomany). Ilyen értelemben a diver-
genciatétel a jol ismert Newton-Leibniz tétel egy erds altalanositésa.

A / (E,n)dl integralt gyakran E-nek a I' peremen keresztiili flurusdnak

nevezzik. Ennek kozvetlen fizikai jelentése is van. Ha E egy mozgé folyadék



pl. viz sebességmezdje, akkor /(E,n> dl' fizikai dimenziéja 2% - m? =

sec
r

T, azaz vizhozam. Mivel a viz Osszenyomhatatlan, a tomegmegmaradas
torvénye szerint egy zart feliileten keresztiili teljes fluxus mindig nulla (feltéve,
hogy a tartomédnyban nincsenek forrdsok és nyel6k). Kovetkezésképp a di-
vergenciatétel miatt E sziikségképp divergenciamentes, azaz divE = 0. Ez
a divergenciatétel egy fizikai interpretaciodja.

Most véazoljuk a divergenciatétel egyfajta szemléltetését (ami persze tavol
all a szigori bizonyitastol). 2D-ben tekintsiink egy E = (F, G) vektormezot,
melynek értékeit csak egy merdleges, ekvidisztans, h 1épéskozii racshalo
kozéppontjaiban ismerjiik, masutt kozelité értékekkel kell szamolnunk (1d.
az abrat). Tegylik fel, hogy a h 1épéskoz kicsi. Egy elemi celldban
(jeloljiik ezt C-vel), kozelitsiik a divergenciatétel bal oldaldt. Jeldlje a C-
vel szomszédos cellakat rendre N, W, S és E, és az elofordulé derivaltakat
kozelitsiik centralis differenciasémékkal. Akkor, mivel

oF oG Fr— F Gy — G
(div E)¢ = () + () B TW o TN TS
c 9 )¢

ox 2h 2h

azért E divergencidjanak a C cellan vett integralja kozelitéleg az aldbbival
egyenlo:

. Fg—-Fy Gn—Gg o h
div E dQ ~ 2=l p_F _
/CIV ( o7 + 57 ) 5 (Fg w+ Gy —Gg)

Ahhoz, hogy kiszamitsuk a divergenciatétel jobb oldalan all6 peremintegralt,

el6szor is osszuk fel a C cella peremét négy részre, jelolje ezeket 'y, Ty,
I's és I'p (északi, nyugati, déli és keleti részek). I'y mentén, a kifelé mu-
taté normadlis irdnyd egységvektor n = (1,0). Az (F,G) vektorfliiggvény
normélis irdnyi komponensét (azaz az F fiiggvény értékét) a keleti peremen
az Flr, ~ FEEEC gtlagértékkel, a kovetkezét kapjuk:

1 1
/ (E,n)dl' ~ <FE+FC> -h
. 2 P

Hasonldan:
1 1 .
/ (E,n)dl’ ~ <GN + Gc> -h (itt n = (0,1))
T'n 2 2
1 1 .
/ (E,n)dl" ~ <—FW - FC> -h (itt n = (—1,0))
Ty 2 2



®
W,
® | % Lo
®
S

Figure 1: Cellarendszer; egy centralis cella és szomszédjai

/FS<E, n) dT ~ (—;GS _ ;G(,v) b (ittn=(0,-1))

Osszeadva a fenti négy (kozelitd) egyenléséget:

/(E,n)dl“z
oC
1 1 1 1 1 1 1 1
~|(=F —F, — — ——Fy — -F¢c — = - = -h =
<2 E+2 C+2GN+2GC 5 tw —5tc 2GS 2Gc> h
h
:(FE+GN—Fw—Gs)'2%/divEdQ.

c

Igy a tétel szemléltettiik (nem bizonyftottuk!) egy elemi C celldra.
Ha most Q véges sok elemi Cy, Cs, ..., Cy, celldk egyesitése, akkor:

/divEdQ:Z/ div E dQ ~
@ k=1 Ck

m

~ Z/ (E,n)dl’ ~
k=1"9Ck

Legyen I'g egy olyan cellaoldal, mely az ) tartomany belsejében fekszik.

Akkor a [ (E,n)dl integrél a fenti 6sszegben pontosan kétszer fordul eld,
To
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Figure 2: Szomszédos cellak kozos hatarahoz rendelt peremintegralok

de ellenkez6 elgjellel (1d. a abrat), igy kiejtik egymadst, ezért a diver-
genciatétel ez esetben is (kozelitéen) igaz marad. Az altalanos esettel nem
foglalkozunk.

A divergenciatételnek szamos kozvetlen kovetkezménye van. Az alabbi allita-
sokban 0Osszegytijtottiikk a legfontosabbakat. Legyenek u és v elegendGen

sima skalarfiiggvények (pontosabban, tegyiik fel, hogy kétszer folytonosan
differencidlhatdk € lezarasan). Akkor:

/Audﬂz/audf
9} p8n

/AudQ:/divgradudQ
Q Q

A jobb oldalon a divergenciatételt alkalmazva:

Allitas:

Bizonyitds: Nyilvan

/ AudQ) = /(grad u,n)dl’ = @df.
Q r T on
O
Green elsd tétele:
ou
(Au) -vdQY = — [ (gradu,gradv)dQ + | — -vdl
Q Q r on

Bizonyitds: Mivel div grad u = Au, azért:

div ((grad u) - v) = (Au) - v + (grad u, grad v)

12



Integralva €2 felett a bal oldalt, és alkalmazva a divergenciatételt, kapjuk,
hogy:

/div((gradu) cv)dQ = /((gradu) v,n)dl’ = / .odl
& r
Integralva € felett a jobb oldalt:

/(Au) -0 dQ + / (grad u, grad v) d€2,
Q Q

ahonnan a tétel mar kovetkezik. O

Green masodik tétele:

/(Au)-vdﬂ—/u AvdQ) = / ~vdl — / @df
QO r on

Bizonyitds: Green els6 tétele szerint:

0
/(Au) cvdQ = /(gradu grad v) dQ) + Y ydr
Q 8n
Felcserélve u és v szerepét:
ov
(Av) - udQ) = (grad v, grad u) d2 + ~udl
Q - on

Kivonva a két utolsé egyenletet egymasbédl, a tételt kapjuk. [

2.3 A Laplace-operator polarkoordinatas alakja

A késébbiekben sziikségiink lesz arra, hogy a derivalasok hogyan végezhetok
el, ha az illet§ fliggvény polarkoordindtds alakban adott. FEzen belil is
kiemelt fontossdgu a Laplace-operator polarkoordindtas alakja.

Legyen u : R?> — R egy elég sima kétvaltozos fiiggvény. Vezessiink
be R2-ben polarkoordinatakat (1d. a |3l &brat). Itt =,y jelolik a szokésos
derékszogli koordinatdkat, mig r, t a megfelel6 polarkoordinatakat. Ismeretes,

hogy
xr =71-cost, Yy =17-Cost,

r= \/m, t= arctg%

és

13



Figure 3: Polarkoordinatik R2?-ben

(amennyiben (z, y) az els6 siknegyedben van; a tobbi siknegyedben t szamita-
sa kissé eltérd, itt eltekintiink a részletektdl, de javasoljuk, hogy az Olvasé
ellenérizze a formuldkat mindegyik siknegyedre).

Jelolje U az u fiiggvény polarkoordinatds megfelel6jét:

u(z,y) = U(r,1)

Szamitsuk ki u-nak az x, majd az y szerinti parcialis derivaltjait. A jelolések
egyszerusitése érdekében itt alsé indexszel fogjuk jelolni a valamelyik valtozé
szerinti parcidlis derivalast. Mindenekel6tt:

Uy = Up -1 +Up -ty
Még egyszer derivalva x szerint:
Ugy = (Upr 1o+ Ut - ta) -0 + Up - rag + (Upe -7 + Un - ty) ~te + Up -ty
Hasonléan:
Uyy = (Upp -1y + Uyt - ty) -1y + Uy -1y + (Upg - 1y + Usp - ty) -ty + Up - tyy

Osszeadva:
AU = Uy + Uyy =
=Upr - (r7 +72) + 2Upt - (rote + 1yty) + Uy - (82 + 1) + Uy - Ar + Uy - At

r és t kifejezéseibdl a parcidlis derivaltak konnyen szamithaték. Az eredmények
(ellendrizziik!):

z Yy
ry = — Ty = =
r’ Yoo
y x
te = — 2 t, = =
72 vy T2

14



Kovetkezésképp:

1
7“32&—1—7“551, Taty + 1yty =0, ti+t§:r—2

Némi szamoléds aran az is adédik, hogy:

Innen azt kapjuk, hogy:
1 1
AUZUTT"i_*Q‘Utt"'*'Ur:
r r

10, Uy, 1 U
o or or r2  Ot?
A gyakorlatban sokszor el6fordul, hogy a fiiggvény radidlis fiiggvény, azaz

U csak r-tdl fiigg, de t-t6l nem. Ilyen fiiggvényekre a Laplace-operétor
polarkoordinatas alakja kiilonGsen egyszerti:

1 0 oUu
Au:r'ar<r'8r)

15



3 A fizikai torvényektol a parcialis differencial-
egyenletekig

Most néhany példan keresztiil bemutatjuk, hogyan vezet egy fizikai torvény
parcialis differencidlegyenletre, ami leirja a széban forgé fizikai folyamatot.
A kules mindeniitt a divergenciatétel lesz. Csak elliptikus (ezért id6fiiggetlen)
egyenletekkel foglalkozunk.

3.1 Hobvezetés

Tekintsiink egy valds, hdromdimenziés objektumot, melyben héforrasok (és
esetleg -nyelék) vannak, melyek egy térben nem feltétlen egyenletes hémér-
sékleteloszlast hoznak létre. Tegyiik fel, hogy mar elértiikk a staciondrius
allapotot, azaz a hémérsékletek idében mar nem véltoznak. Jeldlje u(x) az

anyag hémérsékletét az x térbeli pontban (mértékegysége: K). Legyen o az
teljesitmény

hossz-hdmérséklet’

sége %), ami az anyag hovezetd képességének "hatdsossagat” jellemzi.

anyag hdvezetési tényezdje (fizikai dimenzidja mértékegy-
. . . . PSR Cdu
Legyen n egy tetszOleges egicylseg?yl hossm;sagu 11:;Lnyvel‘:tl(')1r.,t A oG
eljesitmeny omeérséklet cjesimeny
mennyiség fizikai dimenzidja - — homérséklet hossz -

Fourier torvénye szerint a héfluxus sliriisége ardanyos a hémérsékletnek
az n irdnyban vett derivaltjaval, és az ardnyossigi tényezé épp a (negativ)
hovezetési tényezo.

Ezért ha I'y egy tetszéleges (zért vagy nem zart) feliilet a térben, az

/Uaudf
To 8n

integrdl a I'g-on masodpercenként atmend teljes homennyiség, ahol n a I’y
feliilet normélvektora. Az energiamegmaradds torvénye (a termodinamika
elsd torvénye) szerint tehat
/ U— dl' =0
To

érvényes minden zdrt felilletre, mely egy g térrészt hatarol. A divergen-
ciatétel miatt:

/ div (o - gradu) d2 =0
Qo
minden, a hovezetés 2 tartomanyaban fekvo g résztartoméanyra. Ezért

div (o - gradu) =0
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érvényes az () tartoméany minden pontjaban.
Ha a o hévezetési tényezd konstans a teljes €2 tartomanyban, akkor a
fenti parcidlis differencidlegyenlet leegyszeriisodik a

oc-Au=0

vagy egyszeriien a

>
IS
|
o

alakra.

3.2 Diffuzié

Tekintsiink egy nyugvé folyadéktomeget, melyben valamilyen szennyezd-
anyag molekuldris diffizidja megy végbe. Tegyiik fel, hogy mar elértitk
a staciondrius allapotot, azaz a folyamat fizikai jellemz6i id6ben mar nem
véltoznak.

Jelolje u(x) a szennyezdanyag koncentréaciéjat az = térbeli pontban (mér-
tékegysége: %) Legyen o a szennyezbanyag diffizids tényezdje (diffuzivité-
sa, fizikai dimenzidja h?S%ZQ), ami a diffizié ”sebességét” jellemzi (azaz a
szennyezbanyag-részecskék mozgékonysagat).

Legyen n egy tetszéleges egységnyi hosszusagu irdnyvektor. A o - %Z

tomeg
. s . . . .z hossz2 hoqq73 o tOmeg
mennyiség fizikai dimenzidja =5 3% hoss2 = hossg® "

A Fick-torvény szerint a diffizids fluxus stirusége a koncentracionak az n
irdnyban vett derivéltjaval ardnyos, és az ardnyossdgi tényez6 épp a (negativ)
diffuzids tényezd.

Ezért ha T'y egy tetszéleges (zért vagy nem zart) feliilet a térben, az

0@ dl’
To 8’0

integrél a I'g-on masodpercenként atmend teljes szennyezbanyag-tomeg, ahol
n a [y felilet normalvektora. A tomegmegmaradas torvényébdl igy az
adédik, hogy
ou
c—dl'=0

T on
érvényes minden zart felilletre mely egy € térrészt hatarol. A divergen-
ciatétel miatt:

/ div (o - gradu) d2 =0
Qo
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minden, a diffizié € tartomanyaban fekvo Qg résztartomanyra. Ezért
div (o - gradu) =0

érvényes az ) tartomany minden pontjaban.
Ha a o diffiziés tényez6 konstans a teljes {2 tartomanyban, akkor a fenti
parcialis differencidlegyenlet leegyszeriisodik a

vagy egyszeriien a

alakra.

3.3 Elektromos aram kiterjedt kozegben

Tekintstink egy elektromosan vezeté 3D anyagot (pl. elektrolit, biolégiai
szovet, talaj stb.), melyben id6ben &llandésult elektromos dram van jelen.
Jelolje u(x) az x térbeli pontban érvényes elektromos potencidlt (mérték-
egysége: V), és legyen o a kozeg fajlagos vezet6képessége (konduktivitas,

mértékegysége Ohnll_m). Ez a kozeg fajlagos ellenallasanak reciproka.
A 02 mennyiség mértékegysége —1— - ¥ = 4 minden n irdnyban

(ahol n tetszbleges egységvektor). Azaz a a% mennyiség az n irdnyu dram-

stiriség.

Az Ohm-torvény szerint az aramsliriiség egyenesen aranyos az elektromos
potencidlnak az n irdnyu derivéltjaval, az ardnyossagi tényez6 pedig épp a
fajlagos vezetéképesség.

Ezért ha Ty egy tetszéleges (zért vagy nem zart) feliilet a térben, az

integral a I'g-on dtmend teljes dram, ahol n a I'y feliillet normélvektora. A
toltésmegmaradds torvényébdl igy az adodik, hogy
ou

c—dI'=0
To 871

érvényes minden zdrt felilletre mely egy € térrészt hatarol. A divergen-
ciatétel miatt:

/ div (o - gradu) d2 =0
Qo
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minden, az elektromos dram (2 tartomanyaban fekvd Qg résztartomanyra.
Ezért
div (o - gradu) =0

érvényes az ) tartomany minden pontjaban.
Ha a o fajlagos vezet6képesség konstans a teljes € tartomanyban, akkor
a fenti parcidlis differencidlegyenlet leegyszeriisodik a

oc-Au=0

vagy egyszeriien a
Au=0

alakra.

3.4 Szivargas porozus kozegen keresztiil

Tekintsiink egy 3D porézus kozeget (talaj, homok stb.), melyben talajviz-
szivargds jon létre. Tegylik fel, hogy ez a szivargd mozgds mar idében
allandosult, azaz a kialakuld szivargdsi sebességek nem fliggenek az id6tol.
Jelolje u(z) az x térbeli pontban érvényes sebességpotencialt (hidraulikus
magassdg, hydraulic head). Akkor

U = L + z,
Py
ahol p a nyomas, p a viz stirlisége, g a nehézségi gyorsulds; z jeloli az x pont
magassagat egy referencia szint felett (azaz a pont fiiggéleges koordinatajat).
Fizikai dimenziéja hossz, mértékegysége méter.

A Darcy-torvény szerint a szivargasi sebességnek egy n irdnyi kompo-
nense (egy dimenziémentes konstans szorz6tol eltekintve) a hidraulikus ma-
gassagnak, azaz a sebességpotencidlnak n irdny menti derivaltjaval ardanyos
(ahol n tetszéleges egységvektor). Az ardnyossdgi konstans minusz egysz-
eresét a kozeg hidraulikus vezetdképességének (vagy permeabilitdsanak, vagy
szivargdsi tényezOjének) nevezzik, és K-val jeloljik. Fizikai dimenzidja
hfcf’gz, azaz sebesség.

Ezért ha Ty egy tetszbleges (zdrt vagy nem zart) feliilet a térben, az
ou

K.—drI
o (‘371

integral a I'y felilleten ataramlé teljes vizhozam, ahol n jeloli a T'g feliilet
normalvektorat. A tomegmegmaraddas torvénye miatt
ou

K-—dI'=0
To on
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érvényes minden zdrt feliiletre, mely egy Qy térrészt hatarol. A divergen-
ciatétel miatt:

/ div (K - gradu) dQ = 0

Qo

minden, az {2 szivargasi tartomanydban fekvd Qg résztartomanyra. Ezért
div (K - gradu) =0

érvényes az ) tartomany minden pontjaban.
Ha a K szivargasi tényez6 konstans a teljes € tartoméanyban, akkor a
fenti parcialis differencidlegyenlet leegyszeriisodik a

K- -Au=0

vagy egyszeriien a
Au=0

alakra.

A fenti négy példa mindegyikében az (id6fuggetlennek feltételezett) fizikai
folyamatot egy alabbi alaku parcidlis differencialegyenlet irja le:

div (o - gradu) = 0,

ahol az ismeretlen u fiiggvény az a fizikai mennyiség, ami az adott folyam-
atot jellemzi, o egy adott tobbvaltozds, pozitiv fliggvény, mely bizonyos
anyagi tulajdonsagokat ir le. Forrdsok és nyel6k jelenléte esetén a fenti dif-
ferencialegyenlet a kovetkezdképp mddosul:

div (o - gradu) = f,

ahol f adott, tobbvaltozds fliggvény, mely a forrassiiriiség eloszlasat irja le.

Megjegyezziik még, hogy a o fliggvény olykor nem skalar-, hanem mdatriz-
fiigguény is lehet (mely azonban mindenhol 6nadjungélt, pozitiv definit). Ez
a helyzet pl. staciondrius szivirgas esetén, ha a talaj szivargasi tényezdje
irdnyfiiggo.

A fenti differencidlegyenletek a legegyszeriibb példdk mésodrendii ellip-
tikus parcidlis differencidlegyenletekre. Ezek allanddsult fizikai folyamatokat
irnak le, ahol a fizikai mennyiségek id6fiiggetlenek.

Léteznek ennél &ltalanosabb elliptikus parcidlis differencidlegyenletek,
ilyen pl. a konvekciés-diffizids egyenlet, mely gazban vagy folyadékban
végbemend transzportfolyamatot ir le. A gaz- ill. folyadékmozgdst leird
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egyenletek sokkal bonyolultabbak, és nem is linedrisak. E jegyzet keretein
beliil a fenti egyszertiibb elliptikus egyenletekre szoritkozunk. Megjegyezziik
még, hogy az id6fligg6é folyamatok hasonld, de még bonyolultabb parcialis
differencidlegyenletekkel irhatdk le, melyek id6 szerinti derivaltakat is tar-
talmaznak.

Fontos specialis eset, amikor a o anyagjellemzo fliggvény konstans a teljes
Q tartomanyon. Ez esetben a div (o-grad u) = f egyenlet Poisson-egyenletre
egyszertsodik:

Au = f

ahol a o konstanst beleolvasztottuk a jobb oldali f fliggvénybe. Ha f
azonosan zérus, akkor a Laplace-egyenletre jutunk:

Au=0

A Laplace-egyenlet megoldasait harmonikus fiigguényeknek nevezziik.

Gyakran el6fordul, hogy a o fiiggvény szakaszonként (azaz résztartomd-
nyonként) konstans, ill. ilyennel kozelithet. Ez esetben a differencidlegyenlet
maga nem bonyolultabb a Laplace-egyenletnél, de egy extra jelenséggel
allunk szemben azon belso felillet mentén, mely elvédlasztja azokat a rész-
tartomanyokat, ahol o kiillonb6z6 értékeket vesz fel. Modellfeladatként tegyiik
fel, hogy az 2 két résztartomanybdl all, 21-bdl és 29-bol. Tegytk fel, hogy
o = o1 = const. 1-ben, és 0 = g9 = const. (o-ben. Legyen I'g az 2 és
Qy résztartomédnyokat elvilaszté belsé feliilet (interface): T'g := 091 N 0Ny.
Tekintsiink egy vékony Qg résztartomanyt a I'g interface-nél (1d. a4 dbrat).
Legyen n az §21-bol 2s-be mutatd normalvektor. Legyen u a

Figure 4: Az interface feltétel levezetéséhez.
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div (o - gradu) =0

parcialis differencidlegyenlet megoldésa, és jelolje uy := ulq,, us := ulq, az
u fiiggvény lesziikitéseit az € ill. €y résztartomdnyra. Akkor, Q1 és o
belsejében az

Au1 = 0, A’UQ =0

differencialegyenletek teljesiilnek, de nem ez a helyzet a I'g interface mentén
(itt ugyanis u nem kétszer folytonosan differencidlhaté). Am u folytonos itt
(ami fizikai szempontbdl nyilvanvald), azaz:

up = ug I'op mentén

Az div (o - grad u) fliggvényt integralva Qgp-on, az integral zérus: masrészt,
a divergenciatétel miatt:

ou

O:/ div(aogradu)dQ:/ o-—dl' =~
Q o0, On

z/ ag-auzdf‘/ 01-%df‘,
Ty 871 I 871

mivel n 1-bél Qo-ba mutat, igy, n a kifelé (ill. befelé) mutaté normalvektor
[y (ill. T';) mentén. Midén e — 0, a kozelitd egyenldség pontos egyenléségbe
megy at, és mivel )y tetszOleges volt, azt kapjuk, hogy:
8U1 6U2
g1+ — = 09 +» ——
Yon 7 on
'y mentén. Megjegyezziik, hogy fizikai szempontbdl ez is nyilvanvalo: pl.
ha u elektromos potencial, akkor az oy - %h‘o = oy - %h‘o egyenlOség a
toltésmegmaradast jelenti, ami I'g mentén is teljesiil.
Roviden, a megoldas folytonos marad a I'g interface mentén, de a normaélis
irdnyu derivaltnak itt ugrasa van.

Idédig csak parcidlis differencidlegyenleteket vezettiink be, és igyekeztiink
tisztazni ezek fizikai jelentését. Am a fizikai folyamatot magat a differ-
encialegyenlet még nem hatarozza meg teljes mértékben. Fizikailag ez nyil-
vanvalé: pl. amikor egy 3D objektumon &tfolyd elektromos dramot vizs-
galunk, a potencialeloszlas donté mértékben a be- és kilépo aramstirtiségek
eloszlasatol fligg. A folyamat leirdsdhoz tehat még bizonyos extra feltételek
(mellékfeltételek) megadésa is sziikséges.
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4 Peremfeltételek

Ahogy azt méar kordbban is emlitettiik, a differencidlegyenlet nem irja le
egyértelmiien a megfeleld fizikai folyamatot. Matematikai szempontbdl ez
azt jelenti, hogy egy parcidlis differencidlegyenletnek végtelen sok megoldasa
van. Valéban, tekintsiik a legegyszeriibb 2D Laplace-egyenletet:

Au =0,

akkor az u =1, u =z, u:=y, u:=2>—y?, u=x-7,... és ezek tetszbleges

linearis kombindaciéja mind kielégiti a differencidlegyenletet.

Feladat: Legyen n természetes szam, és tekintsiik az alabbi formulakkal
értelmezett fliggvényeket:

u(z,y) == Re ((z +iy)"), v(z,y) = TIm ((z +1iy)"),

ahol 7 a képzetes egység. Mutassuk meg, hogy u, v pontosan n-edfoku
polinomok, és harmonikusak, azaz Au = 0, Av = 0 mindeniitt R?-en. O

Ha egy konkrét megoldast akarunk meghatérozni (ami a megfelel6 fizikai
folyamatot leirja), akkor bizonyos plusz informdcié is sziikséges. Elliptikus
egyenletek esetében ez az extra informacié dltalaban a tartoméany pereméhez
kotédnek. Ezeknek a peremfeltételeknek szintén van fizikai jelentésiik.

Most korvonalazzuk a szokasos peremfeltételeket. Anélkiil, hogy a részle-
tekbe belemennénk, megjegyezziik, hogy e peremfeltételek valamelyikével
ellatva a korabban bevezetett elliptikus egyenleteket, a kapott peremérték
feladatnak altaldban egyetlenegy megoldasa van egy jol definidlt fliggvény-
térben.

Tekintsiik tehat az alabbi elliptikus egyenletet:

div (o - gradu) = f Q-ban
ahol 2 egy korlatos tartomany. Jelolje I' az €) tartomény peremét.

Elsé (vagy Dirichlet) peremfeltétel:

’ u eléirt I' mentén

Példaként tekintsiik a kévezetési egyenletet. Tegyiik fel, hogy egy 3D objek-
tum hoforrasokat is tartalmaz. Ha az objektumot olvadé jég kozé tessziik,
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akkor Dirichlet-peremfeltételt kényszeritiink ezzel ki: a peremen a hGmérsék-
let mindentitt 0 Celsius fok lesz (feltéve, hogy a hdegyenstlyi allapotot mar
elértiik, a hémérséklet mar nem fiigg az id6t6l). A gyakorlatban ez ritkan
tehet6é meg. Sokkal valdsziniibb, hogy a perem mentén elegendden siiri
térbeli pontokon megmeérjik a hémérsékletet, igyhogy a hémérsékleteloszlas
a peremen a mérésekbol ismertnek vehetd.

Madsodik (vagy Neumann) peremfeltétel:

o, ,
o - — eloirt I' mentén

on

ahol n a kifelé mutaté normélvektort jeloli a I' perem mentén. Gyakorlatilag

ez azzal egyenértékii, hogy a g% normalis irdnyu derivéltat irjuk el6 a T’

perem mentén.

Fontos specialis eset, amikor a normadlis iranyd derivalt azonosan nulla a
perem mentén. Ez a helyzet pl. a hévezetési probléma esetén, ha az ob-
jektumot hészigetel6 hataroldssal latjuk el. Ha kiterjedt testben elektromos
aram eloszlasat modellezziik, akkor ez a peremfeltétel azt jelenti, hogy a test
elektromosan szigetelve van a koérnyezé anyagoktol.

Megjegyzés: Poisson-egyenleteknél, ahol az ismeretlen u fliggvény 6nmagaban
nem, csak annak gradiense fordul eld, nyilvanvalé, hogy az azonosan kon-
stans fliggvény mindig megolddsa a differencidlegyenletnek. Ha az egyen-
letet Neumann-peremfeltétellel latjuk el, akkor az is nyilvanvalé, hogy a
megoldas legfeljebb egy additiv konstans erejéig lehet egyértelmii. Valéban,
ha u megoldésa a

ou
8n‘F
Neumann-problémanak, akkor barmilyen C' € R esetén u + C' is megoldés.

Ekkor ezt az additiv konstanst egyéb feltétellel tehetjiik egyértelmiivé, igy
pl. megkovetelhetjiik, hogy az u megoldésra

/udQ:O
Q

teljesiiljon. Tovabba a fenti Neumann-problémanak nem mindig van meg-
oldasa: integrdlva a differencidlegyenletet €2-n, és alkalmazva a divergen-
ciatételt, kapjuk, hogy a megoldhatdsdghoz sziikséges, hogy az

/QfdQ:/FvodI‘
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kompatibilitdsi feltétel teljestiljon.

Harmadik (vagy Robin) peremfeltétel:

ou
Az u és a n fiiggvények egy linedris kombinaciéja eloirt I' mentén
n

Els6 pillanatra gy tlinhet, hogy ez egy pusztan matematikai altalanositasa
a Dirichlet- és a Neumann-peremfeltételeknek. Valgjaban ilyen peremfeltétel
természetes mdédon feltiinik, mikor a

div (o - gradu) = 0,

differencialegyenletet akarjuk megoldani, ahol a tartomédny két részbol all:
egy bels6 2 tartomanybdl, és egy vékony €2y rétegbdl, mely koriilveszi €2-t.

Tegyiik fel, hogy ¢ = const. Q-ban, és 0 = og p-ban, ahol 0 < gy <
o, és az )y réteg vastagsdga sokkal kisebb, mint az 2 tartoméany jellemzo
mérete (1d. a[5| abrdt). Ez a helyzet pl. akkor ha u elektromos potenciélt
jelent, és az Qg réteget egy "majdnem” szigetel6anyag tolti ki, melynek
fajlagos vezetOképessége sokkal kisebb, mint az €2 tartomany belsejét kitolto
anyagé. (Vagy akar a nem tokéletes hoszigetelé anyaggal burkolt kozegre is
gondolhatunk, ha hévezetési probléma vizsgilata a feladat, és igy tovébb.)

Figure 5: A Robin-peremfeltétel szérmaztatdsihoz.

Tegytik fel, hogy I'g mentén, ami most az {2y réteg kiils6 peremét jeloli,
az Ueyt potencidl adott mint Dirichlet-peremfeltétel. Akkor a I' interface
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mentén (1d. az el6z6 szakaszt) teljesiil, hogy:

ou Oug
g — = 0'0 - -
on on
. p .y " Ug|rg — U0l Uert — U
Mivel Qg vékony, a % derivdlt egyszerlien a olro = to| = =
" d d

kiilonbségi héanyadossal kozelithet. Kapjuk, hogy (kozelitéen):

ou Uegt — U
g-—=0n°* ———
on 0 d
Atrendezve ezt az egyenl6séget, azonnal kapjuk a I' mentén érvényes Robin-

peremfeltételt:
o0 n ou  og
—u+to-—=—-u
d o d
Azaz, maga a fizikai probléma hozza magaval természetes moédon a Robin-

peremfeltételt.

A gyakorlatban a fenti ”tiszta” peremfeltételek viszonylag ritkén fordulnak
el6. Sokkal gyakoribb, hogy a perem t6bb (diszjunkt) részbél tevédik Gssze,
és a kiilonboz6 peremdarabok mentén kiilonbozé tipusi peremfeltételek van-
nak el6irva (kevert peremfeltétel). Durvan szélva ez azt jelenti, hogy a perem
minden pontjihoz pontosan egy peremfeltételt rendeliink. Megemlitjik azt
is, hogy a peremfeltétel nem tartalmazhatja az ismeretlen fiiggvénynek ma-
sod- vagy magasabb rendii derivaltjat.

A kevert peremfeltételek igen természetes eléfordulasat az alabbi szivar-
gashidraulikai példan keresztiil szemléltetjiik. Tekintsiink egy 2D szivargasi
problémat, mely egy foldgdton keresztiil torténik. A[6l dbra egy gét kereszt-
metszetét mutatja, melynek anyaga pordzus. A gat bal oldaldn a vizszint
magas (Hp), mig a gat jobb oldaldn alacsony (Hz). A nyomdskiilonbség
szivargdst hoz létre a gaton keresztiil: az egyszeriiség kedvéért a gat anyagat
homogénnak tételezziik fel, mindeniitt azonos szivargasi tényezével.

Allandésult allapotban a szivargast feltlrdl egy I' gorbe hatarolja Ez a
szabad felszin, melynek elhelyezkedése el6re nem ismert, igy I' meghatarozasa
is a probléma része (szabad felszin probléma). Az Q) tartoményban az u
sebességpotencidl kielégiti a Laplace-egyenletet:

Au=0

A perem mentén tobbféle tipusu peremfeltétel érvényes:
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I" (free surface)

[y (seepage face)

[

Figure 6: A klasszikus gat probléma (szabad felszin probléma).

Ha az (z,y) pontra (z,y) € I'1 teljesiil, akkor a nyomés szamithato:
p = (Hy —vy) -7, ahol v a viz fajsilya. Behelyettesitve ezt a sebesség-
potencial u = % + y formuléjaba, kapjuk, hogy:

’ u=H; I'1 mentén

(Dirichlet-peremfeltétel).

Iy mentén a sebességvektor érintdirdnyt, igy normalis irdnytd kompo-
nense azonosan zérus:

Il
o

I's mentén

QJ‘Q)
SEES

(Neumann-peremfeltétel).

A I's peremszakaszon a helyzet hasonlé, mint I'; esetében, azaz:

‘ u = Hy I's mentén

(Dirichlet-peremfeltétel).

Ha (z,y) € T4, a nyomds itt atmoszferikus, ezért:

’ u(z,y) =y  I'y mentén
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(Dirichlet-peremfeltétel). Megjegyezziik, hogy a I'y és I's peremszaka-
szok esetével ellentétben, a peremfeltétel nem konstans: a perempont
helyzetétdl figg. T'y-etszabad kiszivdrgdsi feliletnek (seepage face)
nevezziik.

e Ha (z,y) € I', ahol I' az (elére nem ismert) szabad felszin (free surface),
két fiiggetlen peremfeltétel is tehetd. A sebességvektor érintdiranyni,
ezért:

0 " mentén

QJ‘Qv
3
11

(T'y esetéhez hasonléan). Mésrészt a nyomads atmoszferikus, amibél
kovetkezik, hogy:

’ u(z,y) =y T mentén

A szabad felszin jelenléte az egész probléméat nemlinedrissa teszi. Mind-
azonaltal konnyen megoldhaté egy specialis iterativ technikdval, amikor is a
szabad felszin helyzetét minden lépésben alkalmas mdédon korrigaljuk. Min-
den iteraciés 1épésben egy kevert peremfeltétellel ellatott Laplace-egyenletet
kell megoldani. A részleteket elhagyjuk: itt csak a peremfeltételek szarmaz-
tatasat szemléltettik.
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5 A perem-integralegyenlet modszer

Ebben a fejezetben egy viszonylag 1j numerikus modszert, a perem-integral-
egyenlet médszert vazoljuk. Mar most megemlitjiik, hogy a médszer nem
minden elliptikus egyenletre alkalmazhatd, de amikor alkalmazhaté akkor je-
lent&s numerikus elényokkel rendelkezik a hagyoméanyos médszerekhez (véges
differencia médszer, véges elem mddszer) képest. Nem kell ugyanis a tar-
tomanyt magat diszkretizalni sem szamitasi raccsal, sem végeselemes héléval:
elég a tartomany peremét diszkretizalni, ami — eggyel kisebb dimenzids
sokasag 1évén — sokkal egyszeriibb, és sokkal kevesebb ismeretlen bevezetését
teszi lehetové.

A modszer lényegében dllandd egyiitthatds ill. erre visszavezethetd ellip-
tikus egyenletekre alkalmazhaté. A moédszert a 2D Poisson-egyenlet példajan
fogjuk bemutatni, melyhez kevert peremfeltételt csatolunk. Ezt megel6zoleg
az ehhez sziikséges eszkozoket vazoljuk.

5.1 A 3. Green-formula

Mindenekel6tt egy onmagaban is érdekes és fontos fliggvény vizsgalatat
tessziik meg;:

, 1

Allitas: A @ : R? —» R, ®(z) := o log ||z|| figgvény az origdt kivéve
7r

mindeniitt harmonikus, azaz kielégiti a Laplace-egyenletet (itt ||.|| jeloli az

euklideszi normat R2-ben).

Bizonyitds: Jelolje x1, 9 az x pont derékszogii koordindtait: x = (x1, x2).

Nyilvan:
P (21, 22) = L log(af + z3)
4

Innen

9 1 2

0x1 47 a:% + a;%
Ismét derivalva x1 szerint:

0?® 1 ‘x%—i—x%—ml-le_i —x? + 23

or?  2m (22 + 23)2 T2 (a2 4 a2)2

Hasonléan kapjuk, hogy:

>’ 1 —z3 + 22
ord 21 (22 + 23)2

ahonnan mér kovetkezik, hogy A®(x) = 0 minden z # 0 esetén. [J
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Megjegyezziik, hogy ugyanezt az eredményt poldrkoordinatakra attérve egy-
szeriibben is megkapjuk. ® polarkoordinatéds alakja nyilvan

1
O(r) = 7 log

s

ahonnan

feltéve, hogy r # 0.
Most kimondjuk és igazoljuk a perem-integralegyenlet médszer alapjiul
szolgalé formulat, ami Green 3. tételeként is ismert:

Tétel (Green 3. tétele): Legyen Q C R? szakaszonként sima korldtos tar-
tomdny, jeldlje I := 0 a peremet. Legyen U : Q) — R tetszOleges, kétszer
folytonosan differencidlhato fiiggvény. Akkor minden x € ) esetén érvényes
az alabbi egyenl6ség:

Y Nl TS _1./ -
Ua) = —5-- [ S v ar, — o [ olla—yl)- G ) dr, +

1
+ 5 -/(log\lx—yll)AU(y)de
m Q

ahol n, jel6li a perem y pontjdhoz tartozé kifelé mutaté normalvektort; (., .)
ill. ||.]| jeldli az R2-ben értelmezett skaldris szorzatot ill. normat.

Bizonyitds: A bizonyitas lényege, hogy alkalmazzuk a Green 2. tételét egy
"kilyukasztott” 2\ Q. tartomanyra, ahol € kicsi, majd elvégezziik a e — 0
hataratmenetet.

Legyen tehat ¢ > 0 olyan kicsi, hogy az x kdzéppontt, ¢ sugard kor Q.
lezarasa teljes egészében () belsejébe esik. Jeldlje I'z := 0€). e kor peremét.
Ha y € I, jelolje ny az Q. korbél kifelé mutaté normdlvektort (ami 2\ Q.
belsejébe mutat!); ha pedig y € I, akkor legyen n, az {2 tartomanybdl kifelé
mutaté normalvektor abra).

A rogzitett x € Q mellett vezessiik be az alabbi V fliggvényt:

1
V(y) = o log ||z — |
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Figure 7: A 3. Green-formula bizonyitasdhoz.

Az eléz6 allitasbol mar tudjuk, hogy V harmonikus az Q \ Q. tartomanyon.
Alkalmazzuk erre a tartomanyra Green 2. tételét, mely szerint:

/ (AU)‘VdQ—/ U-(AV)dQ =
2N\Qe O\

:/ (9U_VdF_/ U.aldr
a@\an) on a0  on

A bal oldal masodik integrdlja tehat zérussal egyenld, mert ott AV = 0,
mig az elsd integrdl el6all az Q) és az (). tartomanyokon vett integralok
kiilonbségeként. Ugyanakkor a jobb oldal mindkét peremintegraljaban a
perem két gorbe (I" és I'.) egyesitése, tehat két-két peremintegral dsszegeként
all el8. Figyelembe véve, hogy T mentén a normélvektor a Q \ €. tar-
tomany belsejébe mutat, a I'. mentén vett integralok eldjelet valtanak:
végeredményben azt kaptuk, hogy:

/Q(AU)-VdQ/ (AU) -V d =

£

U oU oV )
= [ G V- Faan-VdF—/FU~8ndF+/EU-8ndF

Tekintsiik a bal és a jobb oldalon 4ll6 harom, e-tdl fiiggd integralt:

I ::/ (AU) -V dQ, I = a—U-VdF, I ::/ U~a—vd1“,
3 r. on : on

és szamitsuk ki ezen integralok hatarértékét, midén e — 0.
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lim Iy kiszamitasa:
e—0

|To| =

/ (AU)-VdQ‘ < max |AU]| - |V (y)|dQ
€ QE

A jobb oldali integralban térjiink &t polarkoordinatékra:

1 3
/QE |V (y)|dQ2 = o </0 | log r| -rdr) 27

Az integrandusz folytonossa tehetd a O-ban, mert r-logr — 0, midén r — 0.
Innen:

< ).
1V 019 < mas,ltogr 7)== 0,

midon € — 0. Kaptuk tehat, hogy lir% Iy =0.
e—

lim I; kiszamitéasa:
e—0

oU
L = — - Vdl
e on
Amde T, mentén definici6 szerint V = % - loge, igy a jobb oldalon V'
kiemelhet6 az integraljel elé, ahonnan:
1 oU 1
=28 [ g =% [ Ava,
21 r. on 21 0.

ahol a jobb oldalon a divergenciatétel egy kovetkezményét alkalmaztuk. In-

nen:

| log e
7

|loge]

|| < - (max |AU|) - €%

-(max]AU|)~/ 1dr =

€

Ismert, hogy ha € — 0, akkor £?loge — 0. Kaptuk tehat, hogy liH(l) I =0.
E—

lim Iy kiszamitésa:
e—0

ov 1 0
12_/FEU-andr—%-/Ewg)-%logux—yudu

Az integranduszban:

<y -, ny>

0
o 108 2 =yl = {gmad Qo |z — ). my) =

Ony
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Amde T. mentén |jy — z|| = e. Tovébba ugyanitt n, = ﬁ, innen (y —

—_ 2 . . 7 ’” i .
= ‘H;_Z!"‘ = ¢. Innen Iy kifejezése leegyszeriisodik:

1
I = / U dr,
2me T

azaz Is egy vonal-integrélkozép, mely € — 0 esetben az U(x) értékhez tart.
Vagyis: lin% I, =U(x).
E—r

x, Ny)

Visszahelyettesitve a most kiszamitott hatarértékeket a korabbi egyenléségbe,
az alabbi egyenléséget nyerjiik:

/Q(AU)-VdQ—

oU oV
[ Zvar- [v-Zar+u
r on d /F 6nd +U@),

ahonnan a tétel allitasa mar kovetkezik, tekintve, hogy ahogy fentebb mar
kiszamitottuk:

ov 1 <y - Z, ny> 1 <£L’ - Y ny>

oy 2m ly—alP  2m [le—ylP

Green 3. tétele ugy is felfoghatd, mint egy ”megolddképlet” a
AU = f

Poisson-egyenletre: segitségével az U megoldds barmely belsé x pontban
kiszamithaté. Bevezetve az

ou
u = U|F, v = %h"

peremen értelmezett fiiggvényeket, a 3. Green-formula az alabbi alakba
irhaté:

Ue) = /Fw-u@)dry = [ og eyl vlw)ar, +

o Jp -yl 2m

+ 5+ [ Goglle =yl - F) a2,
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tetszOleges x € () esetén.
A jobb oldali harom integral kiilondsen fontos, ezért kiilon nevet is kap-
tak:
A (x —y,ny) dC. i A . fiioovénvét. kettdsré
z /F 7”33 — 2 - u(y)dl'y integralt, mint x fliggvényét, kettdsréteg

potencidlnak, az [ (log||lz — y||) - v(y)dl'y integralt, mint x fliggvényét,
r

egyszert réteg potencidlnak nevezzik. Az /(log llz—wyl])- f(y) dSYy, integral,
Q

mint x figgvénye: logaritmikus potencidl vagy Newton-potencidl. Az elsé
két elnevezést az indokolja, hogy ha wu stirliségli (kétdimenzids) toltéseket
helyeziink el I' mentén, akkor az &ltaluk keltett elektromos potencial (kons-
tans szorzotdl eltekintve) épp az egyszerii réteg potencial; hasonléan, ha v
stirtiségfiiggvénnyel jellemezheté (kétdimenzids) dip6lusokat helyeziink el T’
mentén, akkor az altaluk keltett elektromos potencial (konstans szorz6tol
eltekintve) épp a kett8sréteg potencidl.

A formula megolddképletként valé alkalmazasihoz ismerni kell az U és
a g—g fiiggvények értékeit a teljes I' peremen (azaz az u és v fiiggvényeket).
A (kevert) peremfeltételek viszont csak azt jelentik, hogy a perem minden
pontjiban vagy U, vagy ‘g—g vagy kettdjik egy linearis kombinaciéja adott —
de egyiitt a ketté sohasem.

Sziikséges tehdt egy olyan mddszer, amely segitségével U és g—g értékeit
meg tudjuk hatdrozni a I' perem mentén. Ez egy, a I' peremen kitlizott
integrdlegyenlet lesz: ennek szarmaztatasaval foglalkozunk a kévetkezo sza-
kaszokban.

5.2 A logaritmikus, az egyszeri réteg és a kettOsréteg po-
tencialok tulajdonsagai

Tétel: Ha f folytonos az ) tartomany lezdrdasan, akkor a logaritmikus
potencial folytonos az €2 tartomény peremén, azaz tetszoleges £ € ) bels6
pont és z € I' perempont esetén:

/ (log [l€ — yll) - F(y) d, — / (loglle — yll) - (y) dy,  midén € - x.
(9] Q

Bizonyitds: Tekintsiik az x perempont koriili € > 0 sugart 2. kort abra).
Felteheto, hogy & € Q.. Jeldlje

F() = /Q log 1€ — ]| - £(y) dy
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Figure 8: A logaritmikus potenciél folytonossagénak bizonyitaséhoz.

és
Flz) = /Q log ||z — g1l - £(4) dy.
Akkor

F(&)—F(w)—/ﬂ\ﬂ1ogH£—yH-f(y)dy—/Q\logHa:—yH-f(y)der

5

+f sl =l fdy— [ togle —yil- £s) dy

Innen:

[F (&) — F(z) < /Q\Ilogllﬁ —yll = Hog |z —ylIl - [ (y)| dy+

Qe

+ [ loglle—yll-Ifeldy+ [ Toglle il 15wl dy

€

=L +L+]I
A jobb oldali harom integralt kiilon-kiilon becsiiljik.

I; becslése. Az integrandusz regularitdsa miatt nyilvan
I — 0,
midén £ — z.

15 becslése. Kihasznalva f folytonossagat:

fzsufumax/ llog [I€ — yl|| dy <
QN
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Sllfllmax‘/ﬂ llog |1 — yll| dy <

A jobb oldali integralt nyilvan feliilrél becsiiljiik, ha az integraldst egy &
kozépponti, 2e¢ sugard koron végezziikk. Ez utébbit pedig kiszamithatjuk
polarkoordinatakra vald attéréssel:

2 p2e
I2<Hf||max'/ / |logr|-rdrdt =
o Jo

= || |max - 27 - (22| log 2¢| + €2) = O(e)
I3 becslése. Kihasznélva f folytonossdgat:

13<Hf||max-/ llog ||z — y|| dy <
QN

sufumax-/Q llog|[z — gl | dy <

A jobb oldali integralt polarkoordinatakra vald attéréssel kiszamithatjuk:

2w €
I3§Hf”max'/ / \logr]~rdrdt:
0 0

1 1
— 1l 27+ 5% 10821 + 16°) =000

Kaptuk tehat, hogy ha &, — =z, akkor alkalmas, n-tol és e-tél fiiggetlen
C > 0 konstans mellett:

limsup |F(&,) — F(z)| < C-¢

Ez igaz minden € > 0O-ra, igy a bal oldalon a limesz is 1étezik (nemcsak a
limesz szuperior), és:

lim |F(&,) — F(z)| =0,
azaz F(&,) — F(x). O
Megjegyezziik, hogy a tétel nagyobb &ltalanossagban is igaz: elég, ha f

négyzetesen integralhaté 2-n. Tovabba a logaritmikus potencial 2 belsejében
is folytonos, nemcsak a peremen.
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Tétel: Ha v folytonos az ) tartomany I' peremén, akkor az egyszeri réteg
potencial folytonos az {2 tartomany peremén, azaz tetszdleges £ € €2 bels6
pont és x € I' perempont esetén:

/(10g 1€ = wll) - v(y) Ty — /(10g |z = yll) - v(y)dly,  midbn & — .
r T

Bizonyitds: Tekintsiik az x perempont korili € > 0 sugaru 2. kort, mely a
I' perembdl a I'. peremdarabot vagja ki @ abra). Feltehetd, hogy £ € Q..
Jelolje

Figure 9: Az egyszerli réteg potencidl folytonossagédnak bizonyitasdhoz.

V() = /F log [|€ — | - v(y) T,
Vi(z) = /F log [l — ]| - v(y) dT'.

V(é)—V(J«“)Z/F\F logllﬁ—yl'v(:tl)dfy—/r\F log [l —yl[ - v(y) dT'y+

+/F 1og\|s—y|r-v<y>dry—/r log [l — 1| - v(y) T,

Innen:

V(€)= V(z) < /F llog 1§ — yl| = [log ||z = y[|[ - [v(y)[dT'y+

g
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+/F |10g|\§—y!|\'Iv(y)\alfzﬂr/F log [[z —yl[ [ - [o(y)| dT

=11 + 1>+ I3
A jobb oldali hdrom integralt kiilon-kiilon becsiiljik.

I; becslése. Az integrandusz regularitdsa miatt nyilvan

Il—>0,

midén & — x.
I5 becslése. Kihasznalva v folytonossagat:

I < Hvumax-/r log|[¢ — yl]| dT,

Egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy I' poligon, x pedig egyik oldaldn van.
Akkor alkalmas lokalis koordinatarendszerben I'. paraméterezése: y = (¢,0),
ahol t befutja a (—¢, ¢) intervallumot. Legyen & := (£1, &), akkor ||€ —y||? =

(t—&)*+&, fgy:

1

[ Moglle =yl dry =5 [ Jiog (¢~ €02 +€3)| dt <
e —e

e e—¢1
< [ ogle -l de< [ oglul| du <

—€ —&=&1

2e 2e
</ |log|dew:2-/ [logw | dw =
€ 0

A jobb oldali integral kiszamithatd, innen:

Iy < ||v||max - 4€ (| log 2¢| + 1) = O(Ve)

I3 becslése. v folytonossdga miatt:

s < ol |l e =il T,
Mint el6bb, most is tegyiik fel, hogy I' poligon, x pedig egyik oldalan van.

Akkor alkalmas lokalis koordindtarendszerben I'. paraméterezése: y = (¢,0),
ahol ¢ befutja a (—¢,¢) intervallumot. Ezért:

€ g
| ol =il ar, = [ ozt at =2 [ poge| a
5 —&

38



A jobb oldali integral kiszamithato, innen:
I3 < [[v||max - 2 (|loge| + 1) = O(Ve)

Kaptuk tehdat, hogy ha &, — x, akkor alkalmas, n-t6l és e-tdl fliggetlen
C > 0 konstans mellett:

limsup |V (&,) — V()| < C-ve

Ez igaz minden € > 0O-ra, igy a bal oldalon a limesz is létezik (nemcsak a
limesz szuperior), és:

lim [V(&n) = V(z)] = 0,
azaz V(&) — V(z). O

A kettésréteg potencidl azonban masképp viselkedik:

Tétel: Ha u folytonos a I' peremen, akkor a kettésréteg potencidlnak ugrasa
van a ' perem mentén, éspedig tetszdleges £ € €2 belsé pont és x € ' perem-
pont esetén:

<£ y7 ny) / y7 ny

~u(y)dl'y — ~u(y) dly —u(z) - (27 — a(z)),
/ 1€ = yl? |z — yl[? Y

midén & — z, ahol a(x) jeloli a perem x pontbeli belsé torésszogét; sima

perem esetén «a(x) = 7.

Bizonyitdas: A bizonyitast egy lemmaéval készitjiik eld:

Lemma: Legyen 'y C R? egy sima fvdarab, és z ¢ T'g. Akkor a I'g-on
definidlt egységnyi stirtiségli kettdsréteg potenciél z-beli értéke —O(z), ahol
©(z) jeloli Ty 1atészogét x-bél nézve abra):

) o
/0 ey &v="°@

A lemma bizonyitdsa: Kossiik 6ssze egyenes vonalakkal x-et a I'g iv végpont-
jaival; az igy nyert alakzatbdl hagyjuk el mindazon pontokat, melyet x-tol
egy € > 0 tavolsdgnal kozelebb vannak, igy nyerve a (). tartomanyt
abra). Az ). tartomanyon alkalmazzuk a divergenciatétel kovetkezményét
a V(y) :=log||x — y|| formuldval értelmezett fiiggvényre:

ov

/AVdQ: —dIl
00 8n
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Figure 10: Egységnyi stirtiségii kettosréteg potencidlja.

Mar tudjuk hogy V harmonikus {2.-en, igy mindkét oldal zérussal egyenlo.
Kiszdmitva V normalis iranyu derivaltjat (az y valtozé szerint):

<y G ny>

0
i 105 e = 31l = (grad, (log]Jz — yl). my) = 08

Ony

Innen:

/ @=4m) p g
o

. |lz—ylP
A bal oldali integral négy integral dsszegére bonthatd. Ezek koziil az egyenes
oldalakon vett integralok szintén zérussal egyenldk, mert ott n, merdleges
(x — y)-ra. Ezért:

ro |l —yll r. |z —yll

A bal oldal els6 integrélja épp a I'g iven definidlt egységnyi siirtiségii kettOs-
réteg potencidl értéke az x pontban. A masodik integralt polarkoordinatak
szerinti integralassal egyszertien kiszamithatjuk:

/ <5”_9’”y>dr:f“2./ lszlwf‘@(”?)v
F €

.z =yl 2 €
mivel I'. mentén n, = _||y_7||7 és ||z — y|| = . Innen a lemma allitdsa
y—x

mar kovetkezik.
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A tétel bizonyitdsa: Egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy I' poligon, x pedig
egyik csicspontja (esetlegesen akdr m torésszoggel). Jelolje I'. a peremnek
azt a részét, melynek pontjai az « € ' peremponttdl e tavolsdgnal nincsenek
messzebb. Legyen © a I'; peremdarab latészoge a € € €2 bels6 pontbdl nézve,
és legyen « a perem bels6 torésszoge x-ben abra). Jelolje

Figure 11: A kettOsréteg potencial ugrasanak bizonyitdsahoz.

U(é) ::/ b v ) dr’y

v TE— ol
" v = [ ),
Akkor
r0-r =, (55250~ 2 s
+/Fgw.u<y>dry_/rem-u<y>dry

A jobb oldali mésodik integralban u(y)-t irjuk fel u(y) —u(z)+u(z) alakban,
innen:

<<§ —yny) (T —y,ny)

T Hx—y|r2> uly) dly+

U - v = |

I\T.

C=9m) oy —w@par, — [ ET8W
) e it | s
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. <§*y,ny> d
Ful@) /F ey v

A jobb oldali utolsé integral a lemma alapjén szamithato:

. <§_y7ny> — —O0 . - ulz
u(e) /p ey v =" u@h

amit atvisziink a bal oldalra. Innen az alabbi becslést kapjuk:

_ wlz) - <§_y7ny>_<x_y7ny> ‘U
o) -vt)+ute) ol < | [ (Ge2ing - ) |+
w18 ) - wlar, - [ Sl ar, =

=L +5L+]I
A jobb oldali harom integralt kiilon-kiilon becstiljiik.

I; becslése. Az integrandusz regularitdsa miatt nyilvan
I — 0,
midon & — x.

15 becslése. Kihasznalva u folytonossagat:

<£*y7ny>
I < a. — . _— dr <27 - a. — =
2 < maxfuty) (o)) ||y < or - mauty) — (o)
=: C,,

ahol C; — 0, midén ¢ — 0.

I3 becslése. Mivel I" poligon, azért feltehetd, hogy az (x—y) kiillonbségvektor
érintSirdny, {gy minden y € I'c esetén merdleges ny-ra. Ezért az I3 integrél
zérus:

I3 =0

Kaptuk tehdt, hogy ha &, — x, akkor alkalmas, (n-t6l fiiggetlen) C; konstans
mellett:
limsup |U(&,) — U(y) + u(z) - ©] < C:
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Ez igaz minden € > 0-ra, igy a bal oldalon a limesz is létezik (nemcsak a
limesz szuperior), és mivel nyilvidn © — 27 — «, azért:

lim|U(&,) — U(z) + (27 — ) - u(x)| =0,

azaz U(&,) — U(z) — (21 — o) - u(z). O

Megjegyezziik, hogy a fenti potencidlok 2 belsejében is folytonosak, de a
késObbiekben szamunkra elsésorban a peremen val6 viselkedés lesz sziikséges.

5.3 Perem-integralegyenlet a 2D Poisson-egyenletre

Tekintsiik az Q@ C R? korltos, elég sima (pl. szakaszonként folytonosan
differencidlhaté peremii) tartoményon kit{izott Poisson-egyenletet:

AU = f

melyet az aldbbi kevert peremfeltétellel latunk el. Legyen 'pUT' y a T := 002
perem egy diszjunkt felbontdsa, és definialjuk a peremfeltételt a kovetkezo-
képp:
Ulr, = uo, g%mv = v,
ahol ug, vy adott fliggvények.
Legyen & € Q2 tetszoleges belsd pont, akkor a 3. Green-formula értelmében:

_ 1 &y A oelie — ol v
U©) = 5=+ [ Se - utwyar, — o [ oglie =) - o) ar, +

N ;T./Q<1og||g—y||>-f<y>dﬂy

ahol az o
u = U|1“, U::%h"
jelolésekkel éltiink.
Most legyen x € I tetszoleges perempont. Elvégezve a & — x hataratmenetet,

az eloz6 szakasz tételel alapjan az aldbbi egyenloséget kapjuk:

1

I Gt L) (2 — al)) —
uw) = —g=- [ St u(w) ary + o (u(w) - (27— (a))

- 2;_-/£Uong——yH)-v(y)dFy + 2;_-jéﬂogﬂw——y”)-f(y)dﬂy,
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ahonnan

ate) uto)+ [0 agar, - [ (g ) ot r,

rollz =yl |z =yl

= —/Q<log|’$in> - f(y) dQy,

A kapott formulat a fenti Poisson-egyenlethez tartozé perem-integrdlegyenletnek
nevezzik.
Definidljuk az alabbi magfiiggvényeket:

r—y.my)

K@ﬂ%:ﬂu—yW’ R(z,y) = log

|z =yl

és vezessiik be az aldbbi integréloperatorokat:

(Ku)(zx) := /FK(m,y) ~u(y)dlly  (zel)

(Rv)(z) := /FR(:U,y) v(y)dly  (xel)

(Lf)(z) = /Q Rzy)- f@)d, (zeT)

K és R valddi perem-integrdloperdatorok: peremen értelmezett fliggvényekhez
peremen értelmezett fiiggvényeket rendelnek, mig L tartomanyon értelmezett
fliggvényhez peremen értelmezett fiiggvényt rendel.
Ezekkel a jelclésekkel a perem-integralegyenlet az alabbi alakra egyszerti-
sodik:
a-u+Ku—Rv=—-Lf

Specidlisan, ha I' sima, akkor o = w. Ha pedig Laplace-egyenletbdl indul-
tunk ki, azaz f = 0, akkor a jobb oldal zérus:

a-u+Ku—Rv=0

A perem-integralegyenlethez csatolva még a (szintén peremen értelmezett)
peremfeltételi egyenleteket is, az uw = Ulp és v = ‘g—ghﬂ peremfiiggvények mér
(4ltaldban) meghatérozhaték. Ezek ismeretében pedig a 3. Green-formula
segitségével most mar valéban, explicit formaban el6allithaté az U megoldas
Q belsejében.
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A fentiek mintajara, vezessiik be a hasonlé formulaval definidlt integrél-
operatorokat: az egyetlen kiilonbség, hogy ezek tartomdnyon értelmezett
fliggvényeket allitanak elo:

(K’U,)(l‘) = /FK(x,y) -u(y) dly, (xr € Q)

(Rv)(z) := /FR(az,y) co(y)dly  (ze€Q)

(Lf) () = /Q Rz f@)d2y,  (z€9)

Ezen integraloperatorok segitségével a 3. Green-formula egyszeriien és at-
tekinthetden felirhaté:
1 1

- 1 - -
- _—— . K . - — . ]
v 27 u+27r Ro 27 !

Megjegyzés: Numerikus szempontbdl sokszor komoly nehézséget jelent az L
operator megfelel6 kezelése: ez ugyanis tartomdnyon definidlt f fiiggvényhez
rendel hozza egy peremfiiggvényt, azaz minden x € I' esetén egy-egy kétvdl-
tozds integralt kell (numerikusan) kiértékelni, ami sokszor problematikus
lehet. Szerencsére feltehetd, hogy f = 0, pontosabban, az eredeti Poisson-
egyenletet Laplace-egyenletre lehet visszavezetni. Az alabbi eljaras a par-
tikuldris megolddsok mddszere néven ismert. Legyen Uy az eredeti Poisson-
egyenlet egy partikuldris megoldasa, azaz AUy = f (semmilyen perem-
feltételt nem koveteliink meg). Keressitkk az U megoldast U = Uy + W
alakban, akkor W kielégiti a
AW =0

Laplace-egyenletet, és az alabbi, mddositott peremfeltételeket:

ow U

Wir, =uo — Uolrp, 87|FN =1 37er

Ha tehat egy Uy partikularis megoldast el tudunk &llitani, akkor a probléma
leegyszeriisodik, mert akkor a még meghatarozandé W fiiggvény mar a
Laplace-egyenletet elégiti ki, igy a perem-integralegyenletben elkeriilhet6 az
L integraloperdtor alkalmazasa. A partikularis megolddsok eléallitdsanak
néhany technikajat késobb vazoljuk.
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5.4 A perem-integralegyenlet numerikus megoldasa kolloka-
cios modszerrel

Egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy Laplace-egyenlethez tarozé perem-
integralegyenletet kell megoldani (az el6z6ek alapjén a Poisson-egyenlet meg-
olddsa mindig visszavezetheté Laplace-egyenletre). Helyezziink el a I" pere-
men N db perem-kollokdcios pontot, legyenek ezek x1, xa, ..., xn. Jelolje
a1, Qo, ..., ay a perem belsé torésszogeit a perem-kollokédciés pontokban.

Definidljuk a ¢1, @2, ..., N valamint a 1, 19, ..., ¥ linedrisan fiiggetlen
peremfiiggvényeket. Keressiik a

a-u+ Ku= Rv

perem-integralegyenlet kozelité megoldasat, azaz az u, v peremfliggvényeket
e peremfiiggvények linearis kombindacidjaként, mégpedig:

N N
ur Y g, va Y vy,
=1 j=1

és koveteljiik meg a perem-integralegyenlet teljesiilését csak az x1, o, ..., TN
kollokdcios pontokban. Akkor az egyelére ismeretlen u;, v; egylitthatdkra az
alabbi egyenletrendszert kapjuk:

N N N
j=1 Jj=1 Jj=1

ahol
Kij = (Kpj)(xg),  Ryj:= (Rab;)(x)

A fenti egyenletrendszerhez még csatoljuk a peremfeltételek diszkrét alakjat
is:

N
Zuj . ng({L'k) = U[)({L'k), ha X € FD,
=1

N

ZU]' : wj(xk) = Uo(xk), ha T € FN

j=1
Ezzel 2N diszkrét egyenletiink van 2N ismeretlenre. Az egyenletrendszer
(sokszor) egyértelmiien megoldhaté: megjegyezziik mindazonaltal, hogy az
egyenletrendszer métrixa altaldban teljesen kitoltott matrix, nem szimmetri-
kus, és sokszor rosszul kondicionalt.
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Megjegyzések:

e Mivel az u peremfiiggvény ”simdbb” v-nél (nem részletezziik, milyen
értelemben), sokszor szokédsos ehhez igazodni mar a ¢y, ¥y bézisfige-
vények megvalasztasakor is. fgy pl. egy kézenfekv@ valasztas u-t sza-
kaszonként linearis, v-t pedig szakaszonként konstans alakban keresni.

o Megkonnyiti a részletszamitasokat, ha a ¢, 1 béazisfiiggvények Kro-
necker-tulajdonsagiak a kollokacidés pontokra nézve, azaz

or(zr) =1, és minden j # k esetén ¢;(z) =0
és hasonléan
Yr(z) = 1, és minden j # k esetén ¢;(zy) =0

Ez esetben az uy, v egyiitthatoknak szemléletes jelentése is van: wug
(ill. vg) a kozelité w (ill. v) megoldas helyettesitési értéke az xj kol-
lokécids pontban.

A legegyszeriibb, de a gyakorlatban is m{ik6dd eljaras a kovetkez6. Tegyiik
fel, hogy a I'" perem poligon (ill. azzal kozelithets). Jeldlje I'y, T'a, ...,
'y az oldalakat (megengedve 7 nagysagi belsé szogeket is), x1, x2, ..., TN
pedig az oldalfelezé pontokat. wu-t és v-t egyarant szakaszonként konstans
alakban keressiik: mind a ¢ mind a ¢ bazisfiiggvény legyen azonosan 1 a
I’y oldalon, mésutt pedig azonosan 0:

orp(x), Yp(x) :=1, haxely,

or(z), Yr(z) =0, hazxely, j#Fk

Ekkor az u, v fiiggvényeket az alabbi alakban keressiik:

N N
u%Zuj-wj, v%ZUj-wj,
j=1 j=1

A bels6 torésszogek a kollokécids pontokban mind w-vel egyenlék, és a diszk-
retizalt perem-integralegyenlet az alabbi alaku lesz:

N N
W‘uk+ZKk,juj:ZRk,jUj (k=1,2,..,N),
J=1 j=1
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ahol most
Ky j = (K¢j)(vk),  Rij = (Rabj)(zk)
A peremfeltételek diszkrét alakja is leegyszeriisodik:

ug := ug(z), haxzy € T'p, vg = vo(xg), haxz, €y

A peremfeltételekbdl N db ismeretlen azonnal kikiisz6bolhetd (tudniillik a
peremfeltételben adott ug, vy értékek). A diszkretizalt perem-integralegyen-
let viszont ekkor nem ”szokvényos” alakd egyenletrendszer: minden egyes
kollokaciés pontrdl szamon kell tartani, hogy milyen tipust peremszakaszhoz
tartozik (azaz, hogy Dirichlet- vagy Neumann peremen van-e), és a megfelels
uy ill. vy ettdl fliggden adat avagy ismeretlen.

A fenti esetben — amikor a 1 bazisfliggvények szakaszonként konstans
alakiak — a diszkrét perem-integralegyenlet matrixanak elemei egyszeriien
szamithatok. Minden egyes I'; oldal esetén vélasszuk meg az alkalma-
zott lokélis koordindtarendszert gy, hogy a I'; oldalnak az adott (pozitiv)
koriiljaras szerinti elsé végpontja az origéba, mésodik végpontja az (a,0)
pontba essék: ekkor a I'; oldalbdl kifelé mutaté normalvektor n = (0, —1).
Legyen A és B az xj pont két koordindtdja ebben a koordindtarendszerben

abra).

(A!B) = Xr

a

Figure 12: A diszketizalt perem-integrilegyenlet matrixelemeinek szamita-
sahoz..

Mivel a bazisfiiggvények szakaszonként konstans alaktak, azért a matrix-
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elemek felirasa kiilénosen egyszerii:

Ky = (K03)(e) = [ SE=mdar,

és
1

Ry j = (Rd}j)(xk) = /1‘ log m d

J

Ly

A T'; oldal paraméterezése ebben a koordindtarendszerben értelemszertien
y := (t,0), ahol ¢ befutja a [0, a] intervallumot. Tovdbba xp —y = (A—t, B),
és ezért ||z, —yl|* = (t — A)* + B*.

Ky, ; kiszamitasa: A Ky ;-t definidlé integrdl nyilvan zérus, ha B = 0. Ha
pedig B # 0m akkor

<.’L’k _y7ny> /a 1
S | o (t—A)?+B?

t—A
A jobb oldali integral w := ——— helyettesitéssel nehézség nélkiil kiszamithato.
A kovetkez6t kapjuk (ellenérizziik!):

A A—a
Ky, =— arcth — arcth = —Qg,j

Ry, ; kiszamitasa:

1 1 a
Rk,:/ log —————dT’ :./ log ((t — A)* + B?) dt
1= T T g, e )

A jobb oldalon integraljunk parcidlisan (a parcidlis integralds szokdsos [ fg' =
fg— [ f'g formalizmusaban most legyen f(t) := log((t — A)? + B?), g(t) :=
2(t—A
t—A, f'(t) = o 90 = 1):
t— A)? + B% - B2
(t—A)?+ B?

Rk,jz—;-[(t—A)-log((t—A)2+B2)]g+/0a( dt =

-(A—a)-log((A—a)2+B2)—%-A‘log(Az—FBz)—i—a—

a B2
_/0 (t—A)2+Bth
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A jobb oldal utolsé integralja 0, ha B = 0. Ha pedig B # 0, akkor az
integral ismét csak a w := _T helyettesitéssel szamithatd. A kovetkezot

kapjuk (ellenérizziik!):

Ry, = -(A—a)~log((A—a)2+B2)f%.A.log(/ﬁJrB?)Jraf

A A—a
—B - | arctg B arctg

| =

B
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6 A véges elem modszer

6.1 Elmélet di6héjban

Most réviden Osszefoglaljuk a véges elem médszer megalapozasdnak legfébb
elméleti vonatkozasait. E szakaszban a legtobb allitds, tétel ismertnek téte-
lezhet6 fel, igy bizonyitas nélkiil mondjuk ki Oket.

Mindenekel6tt felidézziik a legfontosabb fogalmakat.

6.1.1 Emlékeztetd

Normalt terek. Egy X vektorteret normdlt térnek neveziink ha X-en
értelmezett egy ||.||-val jelolt fiiggvény X (norma), mely a kovetkezd tulaj-
donsagokkal rendelkezik:

e Minden z € X vektorra: ||z|| > 0 és ||z|| = 0 akkor, és csak akkor, ha
z=0.

e Minden z € X vektor és minden « € R skalarra: ||a - z|| = |af - ||z]].

o Tetszbleges =,y € X vektorra: ||z + y|| < ||z|| + ||y|| ("héromszog-
egyenl6tlenség”).

Az x,y € X vektorok tdvolsdga alatt a kiilonbségvektor normajat, azaz az
||z — y|| szdmot értjiik.

Azt mondjuk, hogy az (z,) C X vektorsorozat konvergens és az x € X
vektorhoz tart, ha ||z, — x|| — 0, midén n — oo. Minden konvergens
vektorsorozatnak csak egy limesze van.

Azt mondjuk, hogy az (x,) C X sorozat Cauchy-sorozat ha tetszéleges
€ > 0-hoz van oly N index, hogy minden n,m > N esetén ||z, — x| < €
teljesiil (szemléletesen: ”az elég nagy indexii sorozatelemek akarmilyen kozel
lehetnek”).

Tetszoleges normélt térben: ha egy sorozat konvergens, akkor sziikség-
képp Cauchy-sorozat is. A forditott allitds dltalaban nem igaz.

Az X normélt teret teljesnek vagy Banach-térnek nevezzik, ha benne
minden Cauchy-sorozat konvergens. Minden normélt tér teljessé tehetd bi-
zonyos extra vektorok hozzavételével, és a miiveleteknek valamint a norma-
nak ezen 14j vektorokra val6 alkalmas kiterjesztésével.

A leggyakrabban el6fordulé példak normalt terekre az aldbbiak. min-
denekelétt R maga az abszolit értékkel, mint norméval, valamint RV a
kovetkezo, leginkabb haszndlatos norméakkal:

o ||Z||max == max. |z (maximum-norma)
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o ||z|] := Z |z (6sszeg-norma)
k=1

Z |z | (euklideszi norma)

o ]| ==

ahol x = (z1, 22, ...,zN). E terek mind véges dimenziés terek; minden véges
dimenziés normalt tér automatikusan teljes is, azaz Banach-tér. Végtelen
dimenzids terek esetében ez nem igy van. A legfontosabb végtelen dimenzids
terek a gyakorlatban bizonyos fiiggvényterek:

o A véges, zért [a,b] intervallumon értelmezett folytonos, valés fliggvé-
nyek Cla,b] tere a maximum-normaval:

[ llmax := max [f(z)]

a<z<b

A véges, zart [a,b] intervallumon értelmezett m-szer folytonosan dif-
ferencidlhaté fiiggvények C™[a, b] tere a maximum-norméval:

[ fllemap : Z max | (z)|

a<z<b

A (véges vagy végtelen) (a,b) intervallumon értelmezett integralhaté
fiiggvények Lj(a,b) tere az Li-normaval:

b
1 zaen) == / f (@) de

A (véges vagy végtelen) (a,b) intervallumon értelmezett négyzetesen
integralhaté fliggvények Lo(a,b) tere az Lo-norméval:

b
1l aany == / F@) P da

A fenti fliggvényterek értelemszertien bevezethet6k tobbvaltozds fliggvények-
re is. Az (a,b) intervallum szerepét ekkor egy N-dimenzids € tartomdny
veszi at.

A fenti fiiggvényterek mind teljesek, azaz Banach-terek. Jegyezziik meg
azonban, hogy pl. a Cla,b] tér normalt tér az L;(a,b)-norméval is, de e
norméval nem teljes: teljessé tétele pontosan megegyezik az Lq(a,b) térrel.
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Euklideszi terek. Azt mondjuk, hogy az X valds vektortér euklideszi tér,
ha értelmezett rajta egy kétvaltozos, valds értéki (.,.) fiiggvény (skaldris
szorzat), melyre az aldbbiak teljestilnek:

o Tetszbleges © € X vektorra: (r,z) > 0 és (z,z) = 0 pontosan akkor,
haz =0

o Tetszbleges x,y € X vektorokra: (x,y) = (y,x)
o Tetszbleges =,y € X vektorra és a € R skaldrra: (ax,y) = a - (z,y)
o Tetszbleges ,y, z € X vektorokra: (x + vy, z2) = (x,2) + (y, 2)

Megjegyezziik, hogy ezekbdl a tulajdonsagokbdl az is kovetkezik, hogy tet-
szOleges x,y € X vektorra és a € R skalarra: (z,ay) = o - (z,y), toviabba
tetszOleges x,y, z € X vektorokra: (z,y + z) = (x,y) + (z, 2).

Minden euklideszi tér maga is normaélt tér a skaldaris szorzat dltal indukalt
normaval:

2|l := (2, )

Ebben az allitasban csak a haromszog-egyenlétlenség fennéllta nem magatol
értet6do: ez utébbi a kovetkezo fontos egyenlétlenség folyoménya:

Tétel (Cauchy-egyenl6tlenség): Ha X euklideszi tér, akkor tetszéleges x,y €
X vektorokra:

(@, y) | < lI] - llyll,

és egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha x és y linearisan Gsszefliggdk,
azaz egyikiikk a masiknak konstansszorosa.

Bizonyitds: Tetsz6leges o € R skaldr esetén nyilvan ||z — ay||? > 0, azaz:
lo = ay|]® = (z — ay,z — ay) =

= ||z]* = 2a(z,y) + ||yl > 0

— ll=ll

Most definidljuk a-t igy: « := ol (feltéve, hogy y # 0, maskiilonben az
allitds a 0 = 0 trividlis egyenlGségre egyszertisodik). Azt kapjuk, hogy:
||| 2] 2
llell* = 237 (@, y) + lyll” = 0.
[yl [lyI[?

Ez az aldbbi egyenlGtlenségre egyszertisitheto:

(z,y) <|lz[l - [lyll
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Ez tetszéleges z,y € X vektorokra fennall. Ha tehdt y helyébe (—y)-t {frunk,
az egyenlGtlenség tovabbra is fennall:

(@, —y) <[l - |[ = yll = [l - [lyll,
ahonnan (z,y) > —||z|| - ||y||- Kaptuk tehét, hogy

=l Nyl < () < ]| - [lyll;

azaz |(z,y)| < ||z|| - ||ly||- Az egyenléség pontosan akkor &ll fenn, ha ||z —
ay||? =0, azaz = = ay.

A Cauchy-egyenl6tlenségbdl a haromszog-egyenlGtlenség mar egyszeriien ko-

vetkezik:

|z +yl[? = [|2]]” +2(z, y) +[[yl1* < =l +20lz]]- |yl + 1> = 2]+ y])>.

Véve mindkét oldal négyzetgyokét, a haromszog-egyenlotlenséget kapjuk. [

Erdemes megemliteni a kdvetkezd egyszerti, de hasznos egyenldségeket is:
e+ yl* = {2l + 2(z, y) + [|y[]*

2 2 2
[z = yll” = [lzl]” = 2(z, y) + [ly]|
tetszbleges =,y € X-re.
Az X euklideszi teret Hilbert-térnek nevezziik, ha teljes a skaldris szorzat
altal indukalt normaval.

Az egyik legfontosabb Hilbert-tér a mar emlitett Lo(a,b) tér, azaz a
négyzetesen integralhaté fliggvények teret az

b
(F. 9) Loty == / f(@) - gla) de

skalaris szorzattal, és a megfelels tobbvéltozos fliggvények Lo () tere az

9 o) = /Q f(@) - glx) de

skalaris szorzattal.
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Ortogonalitas. Az X euklideszi térben az z,y € X vektorokat orto-
gondlisaknak nevezziik, ha skalaris szorzatuk zérus: (z,y) = 0. Ilyen vek-
torokra érvényes a Pitagorasz-tétel:

llz +ylI? = [l + [lyl%,

ami altalanosithaté tobb vektorra is: ha x1, 9, ..., x, € X paronként orto-
gondalisak, akkor:
m m
2 2
1Y 2l =D Il
j=1 j=1

Korlatos linearis operatorok. Legyenek X, Y normadlt terek, és legyen
A: X — Y egy linedris leképezés (operator). Az A operatort korldtosnak
nevezzik, ha van oly K konstans, hogy minden = € X esetén az

[Az]] < K - [|z]]

egyenlétlenség érvényes. Egy ilyen K szamot az A operator egy korldtjanak
nevezzik. A korlatossdg az A operator folytonossagaval ekvivalens: A pon-
tosan akkor korlatos, ha megorzi a limeszt tetszoleges konvergens sorozatra,
azaz x, — x-bol kovetkezik, hogy Ax, — Ax. Az A operétor korlatjainak
minimumét A normdjinak nevezziik, és ||A|-val jeloljiik. Igy tetszéleges
x € X esetén:

4] < 1141 - ||z

érvényes. Az operdtornorma a kovetkezd extremadlis tulajdonsdggal ren-
delkezik:

|A[l = max [[Az|]
zeX)||z]|=1
Ha az A linearis operator szamértékii, azaz ¥ = R, akkor A-t linedris

funkciondlnak nevezziik.

Az operatornorma valéban norma, ami az X — Y korldtos linearis
operatorok vektorterét normélt térré teszi. (Ez a tér teljes is, amennyiben
Y teljes.) Specidlisa, ha A, B: X — Y korldtos linearis operatorok, akkor:

1A+ B[ < [|A][ + [| B

Tovéabbd ha Z egy djabb normalt tér, A : X — Y, B : Y — Z korlétos
linearis operatorok, akkor a BA kompozicidjuk is az: BA : X — Z, és:

IBA[| < [IBI] - ||A]

95



Fontos specidlis esetként jegyezziik meg, hogy egy N x M-es matrix maga
is korlatos, linedris R — R operdtornak tekinthet. Operatornormaja
nyilvan fiigg az RM ill. az RN terekben definidlt vektornormaktél. A
leggyakrabban hasznélt (vektornorma éltal indukélt) métrixnormék a kévet-
kezok:

e Sor-norma: Ha RN-ben és RM-ben is a maximum-norma adott, akkor

M
1Al = max_ 1 | Al
]:

e Oszlop-norma: Ha RN-ben és RM-ben is az 6sszeg-norma adott, akkor

1<j<M

N
1Al = max Y |Al
k=1

o Az euklideszi norma dltal indukdlt mdtriznorma: Ha RN -ben az euk-
lideszi norma adott, akkor tetszoleges négyzetes A € My y matrixra:

1Al] = max /g,

1<E<N

ahol p11,...,un az (6nadjungdlt, pozitiv szemidefinit) A* A matrix sajat-
értékei.

Kovetkezésképp, ha A maga is 6nadjungalt, akkor az euklideszi norma dltal
indukalt normaja a kovetkezd:

All = A
141l = max A

ahol itt A1,...,Axy az A matrix sajatértékei. Specialisan, ha A még pozitiv
definit is, akkor

1
[|A|| = max A\g, és HA_IH =
1<k<N min A
1<k<N

6.1.2 Absztrakt varidcios problémak

Legyen H valés Hilbert-tér, és legyen a : H x H — R egy szimmetrikus,
korldtos €s koerciv bilinedris funkciondl, azaz:

e ¢ mindkét véltozéjaban linedris
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e a(u,v) = a(v,u) minden u,v € H-ra (szimmetria)

o |a(u,v)| < M-||ul|-||v|] teljesiiljon alkalmas M > O-ra minden u,y € H
esetén (korldtossag)

e a(u,u) > m-||u||? teljesiiljon alkalmas m > 0-ra minden u € H esetén
(koercivités)

Megjegyezziik, hogy ekkor
2 2
m - |ul]” < a(u,u) < M - |Jull
teljestil minden u € H esetén.

Legyen £ : H — R adott, korldtos linedris funkciondl.

Variacios probléma: Keressiink olyan v € H vektort, hogy minden v € H
esetén az

a(u,v) = fv

egyenlGség teljestl.
A variaciés problémak és modszerek alapvet6 jelentGségti tétele a kovet-
kez6 tétel (bizonyitds nélkiil):

Tétel (Lax-Milgram): Az a-ra és l-re tett fenti feltételek teljesiilése esetén
a variacios problémanak egyetlenegy megoldasa létezik.

Az a bilineéris funkciondl valéjaban egy skaldris szorzat a H Hilbert-térben,
mely az alabbi norméat indukélja:

lulla == v/a(u, )
(energetikai norma, vagy egyszeriien csak a-norma).

Megjegyzés: A gyakorlatban az a bilinedris funkcional egy elliptikus diffe-
rencidlegyenletbol jon, melyet épp meg szeretnénk oldani.

Jelolje u* a varidciés probléma (egyértelmiien 1étez6) megoldasat. Legyen
Vi, C H egy véges dimenzids altér, melynek N dimenzidjat a h paraméterrel
jellemezziik (a gyakorlatban ez hosszisagot fog jelenteni). A V}, altér elemeit
gyakran proébafiigguényeknek nevezziik.
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Hogy az u* pontos megoldas egy kozelitését eloallitsuk, a varidcids prob-
lémat lesziikitjik a Vj altérre.

AV, altéren értelmezett variaciés probléma: Keressiink olyan u, € Vj,
vektort, hogy az alabbi

’ a(up,vp) = boy, ‘

varidacios egyenldségek teljesiiljenek minden v, € Vj vektorra.

A Lax-Milgram-tétel azonnali kvetkezményeként, ennek a varidciés problé-
méanak is létezik, éspedig egyetlenegy megoldésa, jeldlje ezt up € V. Az
up, vektort az eredeti varidciés probléma egy kozelité megoldasaként inter-
pretaljuk. Természetes mdédon vetddik fel az alabbi két kérdés:

1. Hogyan tudjuk up-t kiszamitani?
2. Hogyan tudjuk az (u* — up) hibét megbecsiilni?

Ami az els6 kérdést illeti, jelolje N a Vj altér dimenzidjat, és legyen o1,
©2, ..., N egy béazis Vj-ban. Keressiik az uy megoldast a bazisvektorok
linearis kombindcidjaként:

N
un =) 05
k=1

A varidcids egyenléségeket nyilvén elég a v, = oy, vektorokra megkovetelni(k =
1,2,...,N). Igy jutunk a diszkrét varidciés problémahoz:

N

Zaj‘a(@j,ipk>:€90k (k:1a2a“-aN)
j=1

Tomor formaban: Aa = b. Az A métrixot merevségi mdtriznak nevezzik.
Ennek elemei: Ay; := a(yj, ¢r). A jobb oldal komponensei: by := {py,.

Az a bilineédris funkciondl szimmetridja miatt az A merevségi matrix
onadjungalt. Ezenfelil:

Allitas: Az A métrix pozitiv definit.
Bizonyitds: Elég vizsgéalni A kvadratikus alakjat. Legyen z = (21,22, ...,ZN) €
RY tetszéleges nemzérus vektor, akkor:

N N N N
(Az,2) =N Agaga; = DY alg), er)ars; =

k=1 j=1 k=1 j=1
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N N
=a > wror, Y w505 | = alwn, wp),
k=1 =1

N
ahol wy, := Z xjpj. A pj vektorok linedris fiiggetlensége miatt a wy, vektor
j=1
zérustdl kilonbozik. Az allitds most méar az a bilinedris funkciondl koer-
civitasabol kovetkezik. [

A diszkrét megoldds fontos jellemzbje egy specidlis ortogonalitdsi tulajdonsdg:

Allitas: A kozelités hibéja, azaz az (u*

altérre, azaz

— uyp,) vektor a-ortogondlis a Vj,

a(u* —up,vp) =0 for all v, € Vj,

Bizonyitds: Tekintsiik az eredeti varidciés problémat. Akkor, specidlisan,
minden vy, € V), C H esetén:

a(u*,vp) = lup
A diszkrét varidcios probléméra pedig definicié szerint teljesiil, hogy:
a(up,vp) = loy,

Kivonva egymasbdl a fenti két egyenlGséget, az allitast kapjuk. [J
Az ortogonalitasi tulajdonsag alapjan az alabbi becsléshez jutunk:

Allitas: Tetszoleges vy, € Vj, vektor esetén
v = uplla < |Ju” — valla
Bizonyitds: Legyen vy, € V, tetszoleges. Akkor:
[l —onlf7 = [I(u* = up) + (un —vp)|lz =

= |Ju* — up|[2 + 2 - a(u* — wp, up — vp) + |Jup — opl[2

Az ortogonalitasi tulajdonsdg miatt a(u* — up, up — vp) = 0. Mésrészt nyil-
vanvaléan ||uy, — vp||2 > 0. Kapjuk tehét, hogy:
[l —onlf3 > |lu* — unl[2,

ahonnan az allitas kovetkezik. OJ
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A fenti &llitas hibabecslésként is interpretalhaté. A bal oldal a kdzelitd
megoldds hibdja a-norméban mérve. A jobb oldal egy approzimdcids hiba,
mely megmutatja, hogy az u* vektort milyen pontossaggal lehet kozeliteni
a Vj, altér elemeivel. Az éllitas azt fejezi ki, hogy az wuy vektor eredményezi
a legkisebb tavolsidgot (az a-norma szerint):

* _ . *
= wnlla = min " =l
A fentihez hasonlo becslés a H Hilbert-tér eredeti normaja szerint is érvényes:
Tétel (Céa-lemma): Tetszbleges vy, € V}, vektorra:
M
[u" —unll < — - [|[u" — ]
m

Bizonyitds: Legyen vy, € Vj, tetsz6leges. Felhasznélva az m-||ul|?> < a(u,u) <
M - ||ul|? egyenlStlenségeket kapjuk, hogy:

m - |Ju* —upl)? < a(u® — up, vt —up) = alu® —up, u* — v, +vp —up) =

=a(u™ —up,u” —vp) + a(u” — up, vy — up)
Az ortogonalitasi tulajdonsag miatt a jobb oldal utolsé tagja eltlinik, igy:
m- |[u* —un|[* < alu® —up,ut —vp) < M- [[ut =] Ju® = o],
ahonnan a tétel dllitdsa mar kovetkezik. [
A jobb oldali becslés standard eszkozokkel elvégezhets, anélkil, hogy is-
mernénk az up, diszkrét varidcios megolddst.
Megjegyzések:
1. A megeloz6 allitast

|[u” = uplla < [[u” = vnlla,

Céa-lemma egy élesebb valtozatahoz jutunk:

és az m - |[ul|?* < a(u,u) < M - ||u||? egyenlStlenséget hasznélva, a

M
[Ju” = unl| </ — - llu” = vl
m

minden v, € V}, esetén.

me o = up? < [l = uplf < [l = oplls < M- JJu” = o],

ahonnan:
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2. A fenti technika (mikor ugyanazt a V}, alteret hasznaltuk a varidcids
egyenl6ségekben) Galjorkin-mddszer néven is ismert. Mindazonaltal
definidlhatunk mas W}, véges dimenzids alteret is (tesztfigguények tere)
valamilyen 1, 19, ..., ¥ps bazissal (az N és M dimenzidk akar kiilon-
bozhetnek is). Ez az tgynevezett Petrov-Galjorkin-mddszer. Ez eset-
ben a varidciés egyenldségeket a iy, (k= 1,2, ..., M) vektorokra kény-
szeritjik ki. fgy egy masik diszkrét variacids problémahoz jutunk:

N
ZO‘J‘ -a(pj, V) = Ly (k=1,2,..., M)

=1

Amde ennek az egyenletrendszernek a métrixa mar nem feltétlen 6n-
adjungalt, és a megoldhatdsag sincs elore biztositva.
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6.2 Véges elem mdédszer az 1D Poisson-egyenletre

Legyen (a,b) C R egy véges intervallum. Legyen f : (a,b) — R egy
adott (négyzetesen integralhatd) fiiggvény, és tekintsiik a legegyszertibb 1D
Poisson-egyenletet:

—u" = f (a,b)-ben,

melyet homogén Dirichlet-feltétellel latunk el:
u(a) = u(b) = 0.

Mindenekel6tt egy alkalmas H Hilbert-teret kell definidlnunk, amiben majd
kitlizzlik az egyenlethez tartozd varidcids problémat.
Vezessiik be az alabbi fliggvényteret:

H := H}(a,b) := {w € Lay(a,b) : w' € Ly(a,b), w(a) =w(b) =0}
az alabbi skaldris szorzattal:

(u,v)g == /ab o' (z) -V (z) dz

Az egyszerliség kedvéért az Lo(a,b) térhez tartozd skaldris szorzatot ill.
normat a kovetkezoképp fogjuk jelolni:

b b
(u,v)o ::/ u(zx) - v(z)de, [lu]]o == / |u(z)|? dz

Konnyel ellendérizhetd, hogy a fenti H-ban definialt skaldris szorzat tel-
jesiti a skalaris szorzattdl elvart tulajdonsagokat, ezért H euklideszi tér. A
teljesség nem nyilvanvald. Bizonyitas nélkiil kimondjuk az alabbi tételt:

Tétel: A fenti H tér Hilbert-tér. [J
A H Hilbert-tér norméja az aldbbi fontos tulajdonsdggal rendelkezik:

Tétel (Poincaré-egyenldtlenség): Létezik olyan ¢ > 0 szdm, hogy minden
u € H}(a,b) esetén :

b b
/ () dx > e / ()2 da,

azaz:
[lullo <

L
7-u
N
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Bizonyitds: Mivel u(a) = 0, azért tetszileges = € (a,b) mellett nyilvan:

Az Lo (a,b) térben alkalmazva a Cauchy-egyenlStlenséget, a kovetkez6t kapjuk:

/azl-u’(t)dtQS </j12dt> : </:|u’(t)|2dt> <

b
<@-a) [ WP

Mindkét oldalon x szerint integréalva:

/ab [ (@)|? dz < (/ab@ —a) dx>'</ab ’“/(t)’zdt> - ;a)g'/ab o

ahonnan a tétel mar kovetkezik. O

Ju(e)? =

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a bizonyitdsban nem hasznaltuk ki, hogy u
az intervallum mindkét végpontjan eltlinik. A bizonyitas lényegében valtozat-
lan marad, ha csak azt tessziik fel, hogy u(a) = 0 vagy u(b) = 0.

Most az a bilinedris és az ¢ linearis funkcionédlokat fogjuk definidlni. Az

eredeti differencidlegyenlet mindkét oldalét egy v € Hi(a,b) fiiggvénnyel
szorozva, és az intervallumon integralva kapjuk, hogy:

b b
—/ u’(z) - v(z)de = / f(z) v(x)dz
A bal oldalon parcialisan integralva:
b b
/ u'(z) V' (z) dz = / f(z) v(x)dz

Ezt az eredeti Poisson-probléma gyenge alakjdinak nevezziik.
Most mar definidalhatjuk a kivant funkcionalokat:

b
a(u,v) = (u,v)g = / o' (z) - () do

b
0i= (o) o = | 1) v(o)do

Ellendrizni kell, hogy e funkcionalok rendelkeznek-e a megkivant tulajdonsa-
gokkal. A valasz igenl6:
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a mindkét valtozdjaban linedris;

e a(u,v) = a(v,u) minden u,v € H esetén, azaz a szimmetrikus;

la(u,v)| = [(u,v)m| < ||ullg - ||v||g, azaz a korlatos (itt a Cauchy-
egyenl6tlenséget alkalmaztuk);

a(u,u) = |[ul|%, azaz a koerciv;

1 N
vl = [(f,v)ol < IIfllo-Iv]lo < 7 [ Fllo- [[v]|1, azaz £ korlatos (itt a

Cauchy-egyenlétlenséget és a Poincaré-egyenlStlenséget alkalmaztuk).

Az absztrakt eredményeknek koszonhetéen mér tudjuk, hogy a megfeleld
variaciés probléménak létezik éspedig egyetlenegy megoldasa a H Hilbert-
térben. Hangsilyozzuk, hogy a variacids probléméaban nem fordul elé mdsod-
rendt derivdlt. Ez egyszerlsiti a kozelité megoldas meghatarozasat is.

6.2.1 Végeselemes alterek

A kovetkezé feladat a véges dimenzids Vj, altér alkalmas definicidja. Leg-
egyszerlibb példaként legyen Vi, a homogén Dirichlet-feltételt kielégitd szaka-
szonként linedris figguények altere. Evégett definidljuk az (a,b) intervallum
egy (nem feltétlen ekvidisztans) felbontdsat az a = xop < 1 < ... < xny = b
racspontok segitségével. Jelolje hy := xp11 —xp (k=0,1,...N — 1) a k-adik
részintervallum hosszat.

Tekintsiik a szakaszonként (azaz részintervallumonként) linedris fiiggvé-
nyeket (nyilvan elegendé ezeket a racspontokban definidlni):

er(zk) =1, and ¢p(z;) =0 ifj#k
(k=1,2,..,N —1). Akkor
Vi = span{p1, p2, ..., oN -1}

Vildgos, hogy V}, egy (N — 1)-dimenzids altere H-nak, és a 1, p2, ..., pN—1
fliggvények bazist alkotnak Vi,-ban. A ¢y fliggvényeket gyakran kalapfiiggué-
nyeknek is nevezik, utalva ezzel a grafikonjuk alakjara abra). Az absz-
trakt eredmények biztositjak, hogy a diszkrét varidcids problémanak szintén
egyértelmli megoldésa van a Vj altérben, és ez kifejezhetd az

N-1
Up = E AjPj,
J=1
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Figure 13: Kalapfiliggvények.

alakban, ahol az a1, ..., ay_1 egylitthatdk kielégitik a diszkrét egyenletrend-
szert:

Ao = b,
ahol .

A oy, bazisfiiggvények definicidja miatt, az A merevségi matrix tridiagondlis.
Mivel a kalapfiiggvények derivaltjai szakaszonként konstans fiiggvények, neve-
zetesen:

o (@€ (1, 21))

pi(z) =

—n (2 € (Th 2 41))

azért a merevségi matrix elemeinek szamitasa kiilonosen egyszerti:

1 1

_|_
hip—1 — hy

s / 2
Ap k —/ (¢(z))” dr =

Thp—1

Thk+1 ; , 1
s = [ ps(@) - o) e = —
T k—1

k—1

Th41 , , 1
Ag g1 = / @k+1(33) - () dx _h:

k—1
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Az A matrix minden tovabbi eleme zérussal egyenld.

A jobb oldal komponenseit altaldban csak kozelitéen hatdrozhatjuk meg
(ha az integrélok nem szamithaték analitikusan). Példaképpen, a trapéz-
szabdlyt alkalmazva, a kovetkezoét kapjuk:

b Tk+1
bk:/ f(x)-@k(x)d:v:/ F@) - o) da ~

0+ fa)
T2

f(a:k) +0

(:Ck — .’Ek71) + 9

6.2.2 Hibabecslések

A Céa-lemmaénak koszonheten, elegend6 azt vizsgalni, hogy a H tér elemei
milyen pontossdggal kozelitheték szakaszonként linearis fiiggvényekkel.
Egyszeriség kedvéért tegyiik fel, hogy az xg, x1, ..., xny pontok ek-

vidisztansak: xp = a + k- h, ahol h = % 1épéskoz. Itt N egy elore
megadott szam, ami a V}, altér "felbontasat” jellemzi.

Legyen egyelére F' € C2[a,b] egy tetszbleges sima fiiggvény, Jelolje S
az els6foku spline fiiggvényt (azaz szakaszonként linedris fiiggvényt), mely
Fy, := F(xy) értéket vesz fel az xp pontban (k = 0,1,...,N). Az [z, Tgi1]
intervallumon, definici6 szerint:

Fi1 — Fy

S(QZ):Fk+ 3

Az — xp)

A Lagrange-kozépértéktételt alkalmazva azt kapjuk, hogy:
S(z) =Fr+ F'(&) - (x — x,)

valamely & € (zg, xg41) mellett. Azaz:

S'(x) = F'(€) = const.

az [xg,xps1] részintervallumon. Maésrészt, fejtsiikk az F' fliggvényt véges
Taylor-sorba xj, koriil:

F'(z) = F'(x) + F" (1) - (z — )

alkalmas 7 € (xp, xg41) mellett.
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Még egyszer alkalmazva a Lagrange-kozépértéktételt (az F” fiiggvényre),
kapjuk, hogy:

|[F'(x) = S'(2)* = |F'(xx) — F'(€) + F'(7) - (x — ap)|* =

= |F"(0) - (wx — &) + F'(r) - (@ —2p)* <
<F | - (o [ = 2 ) < [ F”| By - 4B

I3
max max

Ez a becslés érvényes minden egyes részintervallumon. Integrilva az (a,b)
intervallum felett x szerint:

b
/ F'(2) — S'(@)Pde <4~ (b—a) ||| - H2
azaz.
1P = Sl = 11F = Sllsm1any < 2+ 1F lhnax - Vb —a - h = O(h)

Ez az eredmény azt mutatja, hogy az eredeti probléma u* megoldédsa a Vj
altér elemeivel szintén O(h) pontossiggal kozelithets. Igy a Céa-lemma a
kovetkezo hibabecslést eredményezi:

[[u” = unll g apy < 2 1) lmax - VO —a-h = O(h)

feltéve, hogy az u* pontos megoldas elégendéen sima (ami teljesiil, ha a f
fliggvény elegendéen sima).
Tehdt a diszkrét megoldds hibdja O(h) a Hi(a,b)-norma szerint.
Megjegyzés:
e Ha a hibat a gyengébb La(a,b)-normdban szeretnénk becsiilni, egy
élesebb becslés kaphat6 (ez ”Nitsche-tritkkk” néven ismert).

Elészor is, foglaljuk 6ssze, hogy az el6z6 meggondolasokbdl miféle
becslések allnak mar rendelkezésre. Létezik egy C > 0, h-tdl fiiggetlen
konstans, melyre:

L[|z < C -1l fllo
2. [u* —unllg < C-h-[l(w)"llo

Idézziik fel az ortogonalitasi tulajdonsagot is:

(u* —up,vp)g =0  minden vy € Vj-ra
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Most tekintsiik az alabbi segédfeladatot:
—w” = u* — uy, w(a) =0, w(b)=0

Jelolje w* a pontos megoldést, és legyen wy, € Vj, a megfeleld diszkrét
variacios feladat megoldéasa.

Alkalmazva az a(w*,v) = f:(u* — up) - vdx varidciés egyenlséget a
v = u* — uy figgvényre, kapjuk, hogy:

a(w*, u* —up) = [[u* — upf3
Masrészt, az ortogonalitasi tulajdonsagbol kovetkezoen
a(wp,u” —up) = a(u® — up,wp) =0
Kivonva ezt az egyenl6séget az el6z6bol:
a(w" —wp,u* —up) = || — w3,
azaz:
[ — up| |2 = a(w* —wp, u* —up) = (W = wp, u* —up)g <

< w* —wpl|g - |[w* — upllm,

ahol a Cauchy-egyenlotlenséget alkalmaztuk. Most alkalmazzuk a 2.
becslést a jobb oldal mindkét tényezdojére, innen:

[lw* — unlfg < const. - b [|(w”)"[[o - [|(w)"llo

Amde [|(w*)"||o = ||u* — up||o, ahonnan kovetkezik, hogy:

l[u* — upllo < const. - % - ||(u*)"||o = O(h?)

Azaz a diszkrét megoldds hibdja O(h?) az La(a,b)-norma szerint.

6.2.3 Végeselem moddszer altalanosabb 1D problémakra

Legyen (a,b) C R egy véges intervallum. Legyen f : (a,b) — R adott
(négyzetesen integrélhatd) fiiggvény, és tekintsiikk az aldbbi 1D elliptikus
egyenletet:

—(o-u) +d-u=Ff (a,b)-ben
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melyet homogén Dirichlet-peremfeltétellel latunk el:

Itt o adott pozitiv, korlatos fiiggvény, d pedig nemnegativ fiiggvény.
Tegylik fel, hogy

0 <09 <o(x) <o, 0<d(z) <dy
A feladatot varidciés formaéra kell hozni. Vezessik be ismét a
H := H}(a,b) := {w € La(a,b) : w' € Ly(a,b), w(a) =w(b) =0}

Hilbert-teret az alabbi skalaris szorzattal:
b
(u, vy == / o' (z) - (z) do
a

Most az a bilinearis funkcionélt és az ¢ linearis funkcionélt kell definidlni.
Megszorozva az eredeti differencidlegyenlet mindkét oldalat egy tetszéleges
v € Hi(a,b) fiiggvénnyel, és integrdlva az (a,b) intervallumon:

b b
—/ ((o(x) - v (2)) +d-u(x) v(x))dr = / f(z) v(x)dx

A bal oldalon parcialisan integralunk. Innen:

b b
/<dm-wmyv%w+dwyuw»vuwdx:/"ﬂ@-wmdx

Ezt az eredeti elliptikus feladat gyenge alakjdnak nevezziik. Definidljuk az
alabbi funkcionalokat:

b
a(u,v) == / (o(z) - (x) -V (2) + d(z) - u(z) - v(z)) de

b
€w=%wmm:/f@wmmx

Ellenérizziik, hogy ezek a funkciondlok rendelkeznek-e a megkivant tulaj-
donsagokkal. Kozvetlen szamitasokkal igazolhatd, hogy:

e ¢ mindkét véltozdjaban linedris

e a(u,v) = a(v,u) minden u,v € H-re, azaz a szimmetrikus
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e |a(u,v)| < const.-||ul|g - ||v||m, azaz a korlatos (itt a Cauchy-egyenlSt-
lenséget alkalmaztuk)

e a(u,u) > oo - ||u||%, azaz a koerciv

1 [ .
o Lol = [(f,v)ol <[Ifllo-lv]lo < 7 [ llo - l|v][z, azaz £ korlétos (itt a

Cauchy-egyenl6tlenséget és a Poincaré-egyenl6tlenséget alkalmaztuk).

Definidljuk a V}, alteret ugyanigy, mint korabban: legyen V}, a homogén
Dirichlet-peremfeltételeket kielégits, szakaszonként linedris fliggvények al-
tere. Definidljuk az (a,b) intervallum egy felbontdsat a nem feltétlen ek-
vidisztans a = xg < x1 < ... < xx = b racspontokkal, és vezessiik be ismét
az alabbi bazisfiiggvényeket:

er(zk) =1, & @p(r;):=0 haj#k

(k=1,2,..,N —1).

Az absztrakt eredmények most is mindig biztositjdk, hogy a diszkrét
variacios problémanak is egyetlenegy megoldasa létezik a V}, altérben, és ez
az aladbbi alakba irhaté: Nt

Up = Z AiPj,
j=1

ahol az aq, ..., ay_1 egyltthatdk kielégitik az alabbi diszkrét egyenletrend-

szert:
Aa =0,
ahol
b
Ap,j = alpj, pr) = / (0(z)@j (@) (@) + d(z)p;(2) k() do

b
b= [ $@)- pula)da

A gyakorlatban az a jellemz0, hogy a o fiiggvény szakaszonként konstans.
A merevségi méatrix és a jobb oldal komponenseinek kiszamitasa épp gy
(bar esetleg Osszetettebb szdmoldsok aran) torténik, mint a kordbbi egyszerii
példaban.
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6.2.4 1D elliptikus feladatok, inhomogén Dirichlet-feltétel mel-
lett

Legyen (a,b) C R egy véges intervallum. Legyen f : (a,b) — R adott
(négyzetesen integralhatd) fiiggvény, és tekintsiik az aldbbi 1D elliptikus
egyenletet:

—(o-u)Y +d-u=Ff (a,b)-ben

melyet inhomogén peremfeltétellel latunk el:
u(a) = A4, u(b) = B.

Itt o ismét adott, pozitiv, korlatos fiiggvény, d pedig nemnegativ fiiggvény.
Tegylik fel, hogy

0<op<o(x) <oy, 0<d(z)<dy

A pontos megoldas elvben a kovetkezOképp fejezhet6 ki. Legyen g egy
elegendGen sima fiiggvény, mely kielégiti a homogén peremfeltételt:

gla)= A,  g(b) =B,

és keressiik a megoldast u := w 4+ ¢ alakban, ahol w kielégiti az aldbbi
modositott elliptikus egyenletet:
—(c-u)Y+d-u=f+(c-¢g)+dg (a,b)-ben

melyet homogén peremfeltétellel latunk el:
w(a) =0, w(b)=0.

Innentol kezdve a mar megismert technika alkalmazhatd.

A gyakorlatban, az algoritmus sokkal egyszer(ibb. Vezessiik be az "egy-
oldali” szakaszonként linearis ¢q és o kalapfliggvényeket ezzel a definicidval:
wolzg) = 1 és pn(zny) = 1 abra). Most keressiik a diszkrét wy,
megoldast a kovetkez6 alakban:

N-1
Up ‘= Zajgoj-—i-A-goo—i-B'goN,
j=1
és a diszkrét varidcios egyenletek a kovetkezok lesznek:
N-1
> ajales, or) + A - alpo, or) + B - alon, or) = log
j=1

minden k£ =1,2,..., N — 1-re.
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Figure 14: Egyoldali kalapfiiggvények.

6.2.5 1D problémak kevert peremfeltétellel

Legyen (a,b) C R egy véges intervallum. Legyen f : (a,b) — R adott
(négyzetesen integralhatd) fiiggvény, és tekintsiik az aldbbi 1D elliptikus
egyenletet:

—(o-uY +d-u=f (a,b)-ben,

melyet az alabbi kevert peremfeltétellel latunk el:
u(la) =0, o) - (b)=C

azaz az intervallum jobb oldali végpontjan Neumann peremfeltételt frunk
eld.

Mint kordbban is, o adott, pozitiv korlatos fiiggvény, d pedig nemnegativ
fliggvény. Tegyiik fel ismét, hogy

0 <o <o(x) <o, 0<d(z) <d

A tiszta Dirichlet-peremfeltétellel ellentétben, ahol a peremfeltétel a H
Hilbert-tér definiciéjaban jatszik szerepet, a Neumann peremfeltétel az ¢
funkciondl definicigjat érinti.

Vezessiik be az aldbbi Hilbert-teret:

H :={w € Ly(a,b) : w' € La(a,b), w(a) =0}
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a kovetkezd skalaris szorzattal:

b
(u, vy == / o' (z) - v (z) dz

Latjuk, hogy a Dirichlet-feltétel H definicicdjiban fordul el6. Nem magatol
értet6dd, hogy H ismét Hilbert-tér (ezt nem bizonyitjuk). Ahogy kordbban
is megjegyeztiik, a Poincaré-egyenlGtlenség e térben is is érvényes marad:
van oly ¢ > 0 konstans, melyre

/ab [/ (z)|* dx > c-/ab |u(z)|* dz

teljesiil tetszoleges u € H mellett.

Hogy az a bilinedris és az ¢ lineéris funkcionalt megfelel6képp definidlhassuk,
szorozzunk meg az eredeti differencidlegyenlet mindkét oldalat egy tetszole-
ges v € H fiiggvénnyel, és integréljunk az (a,b) intervallumon:

b b
—/ ((o(z) - v/ (2)) + d(z) - u(x) - v(z))dz = / f(z) - v(x)dz
A bal oldalon parcialisan integralva:
b b
[—au'v]z —i—/ (o(x) -/ (z) -V (z) +d(z) - u(z) -v(x)) dz = / f(z)-v(x)de
azaz, mivel v(a) = 0, de altaldban v(b) # 0:
b
/ (o(z)-u'(z)- (x)+d(z) u(z) ) dx = / f(x)-v(z)de+(ou')(b)-v(b)

A Neumann-peremfeltétel miatt o(b) - ' (b) = C. Ily médon megkaptuk az
eredeti probléma gyenge alakjdt:

b
/ (0(2) /(@) - (@) + d(@) - w() - v(x)) dz = / F@) - v(@) dz + C - v(b)

Most mar definidlhatjuk a kivant funkcionédlokat:

b
a(u,v) := / (o(z) - (z) -V (z) + d(z) - u(z) - v(z)) de

o= (f,0) 100 + C - 0 /f ) dz + C - v(b)

Ellenérizni kell, hogy ezek a funkciondlok rendelkeznek-e a megkivant tulaj-
donsagokkal. Koriiltekintéen kell eljarni, mert a H és ¢ definiciéja megvalto-
zott. Itt Osszefoglaljuk a sziikséges allitasokat:
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a mindkét véltozéjaban linedris

a(u,v) = a(v,u) minden u,v € H-re, azaz a szimmetrikus

la(u,v)| < const.-||u||g-||v||m, azaz a korldtos (itt a Cauchy-egyenlét-
lenséget alkalmaztuk)

a(u,u) > o¢ - ||u||%, azaz a koerciv

1 [ .
[eo = [{f; 0)ol < [ fllo-[lvllo < —=-[Ifllo- ||v]|z, azaz £ korldtos (itt a

Ve

Cauchy-egyenl6tlenséget és a Poincaré-egyenlotlenséget alkalmaztuk).

Megjegyzés: Az utolsé egyenl6tlenségben felhasznaltuk azt a tényt, hogy a
v — v(b) funkciondl korldtos H norméja szerint. Valéban:

b b
U(b):/ 1-v’(x)dm§\/(b—a)-/ ()2 dz = VB —a- |[v]a.

Legyen most mar a Vj altér a szakaszonként linedris fiiggvények altere,
melyek kielégitik a homogén Dirichlet-peremfeltételt, de csak az x = a pont-
ban. Definidljunk az (a,b) egy felbontdsit a (nem feltétlen ekvidisztans)
a=1xy < w1 < ..<xy = bracspontokkal. Vezessiik be ismét az alabbi
bazisfiiggvényeket:

or(zr) =1, & ¢p(x;):=0 haj#k

(k = 1,2,...,N). Vegyiik észre, hogy az ”egyoldali” ¢y fliggvény is sz-
erepel Vj;, bazisaban; ezért V;, dimenzidja N (szemben a tiszta Dirichlet-
peremfeltétel esetével).

A diszkrét variacids problémanak most is egyetlenegy megolddsa van a
Vi, altérben, és ez a kovetkezd alakban fejezhet6 ki:

N
up =Y ajpj,
j=1
ahol az ay, ..., ay egyiitthatdk kielégitik az alabbi diszkrét egyenletrendszert:
Aa =0,

ahol

b
Ay = alpj, ox) = / (0(2)6) (2) 0l () + dipy () pu () dix

a
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b
b = / f(x) - pr(w) da + C - oy (b)

(k,j=1,2,...,N).
Megjegyzés: Ha a Dirichlet-feltétel inhomogén, ez a korabbi mdédon kezel-
heto. Ha pl.

u(a) = A

eloirt, akkor az uy, diszkrét varidciés megoldas a kovetkezd alaku lesz:

N
Uh:ZO‘j‘Pj‘f‘A"POa
j=1

ami a diszkrét egyenletek jobb oldalaban okoz valtozést.

Osszefoglalva a végeselemes technikdkban alkalmazott fogdsokat és kon-
strukciés elveket, a f6 1épések a kovetkezok:

frjuk fel a parcidlis differencidlegyenletet és a peremfeltételeket a ha-
gyomanyos formaban.

Definidljunk egy alkalmas H Hilbert-teret, melynek elemei kielégitik a
megfelel6 homogén Dirichlet-peremfeltételt.

Szorozzuk meg az differencidlegyenlet mindkét oldalat egy tetszdleges v
tesztfiiggvénnyel, és alkalmazzunk integraldtalakitédsi tételt (parcidlis
integraldst). Definidljuk megfeleléen az a bilinedris és az ¢ linedris
funkciondlokat. Megjegyezziik, hogy a Neumann-tipusi peremfeltétel
mindig az ¢ funkciondl definiciéjaban 1ép fel, mig a Dirichlet-tipusi
peremfeltétel a H tér definicidjat befolydsolja.

Ellenérizziik, hogy a fentebb definialt funkciondlok megkivant tulaj-
donsdgai teljesiilnek-e (koercivitds, korlatossag).

Definidljuk a probafiiggvények V; alterét.
Allitsuk 6ssze és oldjuk meg a diszkrét variaciés egyenletrendszert.

Ha lehetséges, préobaljuk meg megbecsiilni a médszer hib&jat.
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6.3 Véges elem mddszer 2D Poisson-problémakra

Legyen Q0 C R? egy korlitos tartomény, jelolje I' a tartomény peremét.
Legyen f : Q — R adott (négyzetesen integralhatd) fliggvény, és tekintsiik
az alabbi 2D Poisson-egyenletet:

—Au=f Q-ban
melyet homogén Dirichlet-peremfeltétellel latunk el:
ulp = 0.
Vezessiik be az alabbi fliggvényteret:

ou Ou

H:=H}(Q) := {w € Ly(Q) : 9z 9y €

az alabbi skalaris szorzattal:
(u,vyp = / (grad u, grad v) dzdy
Q

A rovidség kedvéért az Lo () tér skaldris szorzatét ill. normajét a kovetkezd-
képp fogjuk jelolni:

(u, v)o :z/QU(x,y)-v(x,y) dxdy, [lullo == \//Q |u(z, y)|? dedy

A H-skaléris szorzattdl megkovetelt tulajdonsagok teljesiilnek, azaz H
euklideszi tér. Bizonyitas nélkiil megjegyezziik, hogy:

Tétel: A H euklideszi tér teljes is, azaz Hilbert-tér. [J

A Poincaré-egyenlétlenség itt is igaz marad. A bizonyitas lényegi gondolatai
valtozatlanok:

Tétel (Poincaré-egyenlétlenség): Létezik olyan ¢ > 0 pozitiv konstans, hogy
minden u € H} () esetén:

/ngadqudxdyZa/ lu(z,y)|? dedy
Q Q

azaz:
[lullo <

L
7-u
N
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Bizonyitds: Mivel ulg = 0, azért az u fliggvény kiterjeszthetd egy bévebb
téglalapra ugy, hogy Q2-n kiviil zérus legyen; kiterjesztett fliggvény négyzete-
sen integrdlhaté marad ezen a bovebb téglalapon. Feltehet6, hogy ez a
téglalap épp (0,a) x (0,b). Legyen y € (0,b) tetszOleges, rogzitett szam.
Mivel u(0,y) = 0, azért:

T O0u

Innen:

we = ([ Lana) < ([ra) (/0 (2 dt) _
:m./oa <gz(t,y)>2 dt

Mindkét oldalon integrélva x szerint a (0, a) intervallumon:

a 9 a? @ 0u 2
[ i< G [ (Giwn)

Mindkét oldalon integrélva y szerint a (0,b) intervallumon:

b ra 2 b ra 2
9 a ou
u(x,y dxdyg-// < :U,y) dxdy =
/o/o [ulz.9)l 2 Jo Jo 390( )

a? ou 2
= —. — dzd
5 /Q ( o (x,y)) rdy
Hasonléan:

b ra b2 ou 2
| [ tuteP sty = [ jutwasay <5 [ (<x,y>) dady
o Jo Q 2 Jo \ Oy

Osszeadva a két egyenlétlenséget:

b a
[ ety = [ [ jute. ) dedy <
Q 0 Jo

< GQII’Q /Q ((?gj(x’y)y + <gZ($,@/)>2) dxdy,

ahonnan a tétel mar kovetkezik. O
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Megjegyzés: Anélkiil, hogy a részletekbe belemennénk, megjegyezzik, hogy
a tétel akkor is igaz marad, ha H definiciéjaban csak annyit kdveteliink meg,
hogy u|r, = 0 legyen (u|r = 0 megkdvetelése helyett), ahol I'g a peremnek
egy nemiires, nyilt darabja. Azaz elég megkovetelni, hogy u a peremnek
csak egy részén tlinjon el.

Most definialni fogjuk az a bilinedaris és az ¢ linearis funkcionalt. Szoroz-
zuk meg az eredeti differencidlegyenlet mindkét oldalat egy tetszoleges v €
H () fiiggvénnyel, és and integréljunk a tartomanyon:

- / Au(z,y) - v(e, y) dedy = / f(@y) - vz, y) dedy
Q Q

Felhasznalva az elsé Green-formulat, azt kapjuk, hogy:

/<grad(w,y),gradv(fr,y)>dwdy=/f(m,y)'v(:v’y) dxdy
Q Q

Ezt az eredeti Poisson-feladat gyenge alakjdnak nevezziik. Definidljuk a
szoban forgd funkcionalokat az alabbi médon:

a(u,v) := (u,v)g = A(gradu(m,y),gradv(a:,y)) dxdy

S <f,?)>0:/Qf(ﬂf,y)'v(ﬂ?,y)dﬂfdy

Most ellenérizni kell, hogy vajon ezek a funkciondlok rendelkeznek-e a kivént
tulajdonsagokkal. A valasz igenld:

e ¢ mindkét véltozdjaban linedris

a(u,v) = a(v,u) minden u,v € H-ra, azaz a szimmetrikus

la(u,v)| = [(u,v)m| < ||ullg - ||v||g, azaz a korlatos (itt a Cauchy-
egyenl6tlenséget hasznéltuk)

a(u,u) = ||ul|%, azaz a koerciv

1 [ .
[ev] = [, v)ol < [[f]lo-[[vllo < 7 [ fllo- [[v]| 1, azaz £ korlatos (itt a

Cauchy-egyenlétlenséget és a Poincaré-egyenl6tlenséget hasznaltuk).

Az absztrakt eredményeknek koszonhetéen mar tudjuk, hogy a varidcids
probléméanak egyetlen megoldésa létezik a H Hilbert-térben. Hangsilyozzuk,
hogy a varidciés problémaban mar csak elsérendid derivdltak fordulnak elo,
ami megkonnyiti a kozelitd megoldds meghatarozasat is.

78



6.3.1 Végeselemes alterek

A véges dimenziés Vj, altér megfelelo definicidja sokkal nehezebb, mint az 1D
problémak esetében, ahol egy intervallumot kellett csak felbontani részinter-
vallumokra. 2D problémak esetén az () tartoméany bonyolult alakd lehet, és
a V}, altérnek bizonyos értelemben jél kell illeszkednie a tartomanyhoz.

Talan a legtermészetesebb megkozelités az, ha az €2 tartoményt harom-
szogekkel fedjiik le (a tovdbbiakban: ”halé”). A kovetkezd megszoritdsok
oka nyilvanvalo:

e a haromszogek belseje paronként diszjunkt kell, hogy legyen;

e a haromszogek egyesitése olyan pontosan ki kell, hogy adja az eredeti
tartomanyt, amennyire az csak lehetséges;

e a hiromszogek olyan pontosan kell, hogy illeszkedjenek a tartomany
peremre, amennyire az csak lehetséges;

e a haromszogek teljes oldallal kell, hogy csatlakozzanak egymashoz;
e a haromszogek szogei nem lehetnek ”tul kicsik”.

A hiromszoghdlé haromszogeit véges elemeknek nevezzik. A haromszogek
cstucspontjait csomdpontoknak fogjuk nevezni. Illusztracidként 1d. a
abrat. Két dimenziéban (és kiilondsen harom dimenziéban) a bazisfiiggvények

':"‘-q._
--_."
R'H.
r,
¥
-" |
1
.-"1
.-..--""'

Figure 15: Egy 2D tartomény lefedése haromszoghaloval.

(prébafiiggvények) definidlasa sokkal koriilményesebb, mint 1 dimenziéban.
Az egyik legegyszerlibb példa a prébafiiggvényekre a szakaszonként linedris
(kétvdltozos) fliggvények haszndlata. Az ilyen fiiggvények alterében egy
tipikus bézis a ”satorfiiggvények” rendszere. Egy ilyen fliggvény értéke 1
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egy kivélasztott csomoépontban, és zérus minden méas csomépontban. Ez az
1D ”kalapfiiggvények” egy kézenfekv( altalanositasa abra). Mivel egy

Figure 16: Egy tipikus satorfiiggvény grafikonja.

kétvaltozds, szakaszonként linearis fiiggvény gradiense szakaszonként kon-
stans vektorfiiggvény, a merevségi matrix és a jobb oldali vektor 6sszeallitasa
elvben egyszerii. A gyakorlatban mindazondltal ez a kovetkezdkkel jér.
Definidlni kell

e egy csomopontlistat;

e cgy elemlistdt (az elemekre a megfelelé csomépontok indexeivel hi-
vatkozva);

e minden csomoponthoz a ra illeszked6 elemek listdjat.

A merevségi matrix ritka matrix lesz, mivel minden csomépont esetén csak
azok a prébafiiggvények adnak zérustdl kiillonb6z6 matrixelemet, melyek az
adott csomoponttal szomszédos csomépontokhoz tartoznak. fgy a diszkrét
variacios egyenletek numerikus megoldésdhoz célszertien valamilyen iteracios
(lehetéleg Kryov-altereken alapuld) médszer hasznélata javasolt.

Ami a Neumann-peremfeltételeket illeti, ismét hangsulyozzuk, hogy a H
Hilbert-tér megfelel6 definidldsa a Dirichlet-peremfeltételek alapjan torténik
(a H-ba tartozo fliggvényeknek el kell t{inniiik azon peremszakaszokon, ahol
Dirichlet-peremfeltétel adott). A Neumann-peremfeltételek az ¢ linedris
funkcionalok konkrét forméajat befolyasoljak.

Szemléltetd példaként tekintsiink egy négyzet alakil tartoményt, melyet
egy ekvidisztans raccsal fedtiink le, melynek 1épéskdze mindkét koordinata-
irdnyba ugyanaz, h. Bontsunk fel minden cellat két egybevagd haromszogre
a bal alsé saroktol a jobb fels6 sarokig terjedd atléval. A centrélis C' ponthoz
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Figure 17: A p¢ bazisfiiggvény tartéja.

tartozé @c bazisfiiggvény tartéjat a dbra szemlélteti. A ¢ fiiggvény
gradiensvektora konstans mindegyik haromszogon, melyek o tartdjahoz
tartoznak. Mégpedig:

e gradpc = - (0,—1) az 1. hdromszogén
e gradpc =+ - (—1,0) a 2. hdromszogén
e gradpc = 7 - (—1,1) a 3. hdromszogon
e gradpc = 7 -(0,1) a 4. haromszdgon

e grad po = % - (1,0) az 5. haromszogon
e gradypc =+ - (1,—1) a 6. hdromszogén

Mindegyik haromszog teriilete %2 gy a merevségi matrix po-hez tartozo
diagonéleleme:
1 1 1 1
dec|Pdrdy=-+-+1+=-+-+1=4
/Q||gra wol|* dxdy 2+2—|— +2+2+

Ami a diagonélison kiviili matrixelemeket illeti, csak azok a bézisfiiggvények
adnak zérustdl kiillonboz6 adalékot, melyek egy C-vel szomszédos csomé-
ponthoz tartoznak. Az N helyzeti csomépont esete lathaté a adbran:
Konnyen lathatd, hogy a megfelel6 matrixelem:

/ (grad pc., grad @) dady = —1,
Q

81



Figure 18: A ¢ és pn bézisfiiggvények tartdi.

és ugyanez igaz a tobbi, W, S és E f6iranyok esetében is:

/(grad vo, grad pw) dedy = —1,
Q

/ (grad g, grad pg) dady = —1,
Q

/ (erad oo, grad i) dady — —1.
Q

Van még két szomszédos barisfiiggvény, melyek az NE és SW irdnyokhoz
tartoznak. Az els6 eset a abran lathato: Itt a két hdromszog adaléka
kiejti egymaést (ellendrizziik!):

/ (grad ¢, grad oy g) dedy = / (grad ¢, grad psw) dedy = 0.
Q Q

fgy tehat a C csomodponthoz tartozé diszkrét varidciés egyenlet a kovetkezo:
dac —any —awy —ag — ag = bo,

ahol
bo = /Qf(w,y) ooz, y) dedy

Lathaté, hogy a diszkrét variacidés egyenletek Osszeallitisa meglehetésen
bonyolult lehet, kiillondsen, ha a héléstruktira osszetettebb.
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Figure 19: A ¢¢ és a png bazisfiiggvények tartoi.

Gyakorlati szempontbol kényelmesebb a probafiiggvényeket elemenként
kezelni, azaz kiszamitani azokat a tagokat, melyek a kivalasztott elemekkel
kapcsolatban 4116 merevségi matrixelemekhez (és persze a jobb oldal kom-
ponenseihez) adnak adalékot.

Az elemekre lesziikitett bazisfliggvényeket formafiggvényeknek is nevezik.
A diszkrét varidcios egyenletrendszer generaldsahoz elegendd csupan a for-
mafliggvényeket ismerni (a prébafiiggvények helyett).

6.3.2 Néhany 2D végeselem-tipus

A formafiliggvények leirdsa sokszor egyszeriibb, ha a szokésos x, y koordinatdk
helyett baricentrikus koordinatakat hasznalunk. Mindenekel6tt réviden fel-
idézziik a definiciot:

Baricentrikus koordindtdk: Legyenek (z1,y1),(w2,%2), (73,73) € R? nem
kollinearis pontok. Jeloljon (x,y) egy tetszSleges pontot a sikon. Akkor az
(z,y) pont egyértelmiien kifejezhetd (z1,y1), (z2,y2), (z3,y3) konvex kom-
bindciojaként, azaz 1éteznek A1, A2, A3 € R egyiitthatok, melyekre:

TIANL 4+ Todo +x3N3 =7
YA+ 12X +y3A3 =y
AMF+X+A3=1

A A1, Ao, A3 szamokat az (x,y) pont baricentrikus koordindtdinak nevezzik.
Nyilvanvald, hogy = és y fliggvényeként ezek els6fokd polinomok. Az is
nyilvanvald, hogy

MNe(@k, i) =1, Mi(xj,y5) haj#k
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(k,7=1,2,3).
Courant-elem (vagy T3-elem): Tekintsiink egy haromszogelemet, melynek
csucsai (csomépontjai) (x1,y1), (z2,92), (x3,y3) a

A, A2, Az

baricentrikus koordinatafiiggvényekkel mint formafiiggvényekkel abra).
Akkor Vj, az elemenként linedris fiiggvényekbdl (a kordbban mar emlitett
"satorfliggvényekbél”) 4ll.

=

Figure 20: Courant- (73-) elem

Mdsodrendii hdaromszégelem (vagy T6-elem): Tekintsiink egy haromszog-
elemet az (z1,41), (z2,y2), (x3,y3) cstcspontokkal (csomépontokkal) (21}
abra). Jelolje (z4,y4), (%5,95), (x6,ys) & hdromszogek oldalfelez pontjait.
Definidljuk az aldbbi formafiiggvényeket:

wliz)\l-(Q')\l—l), wQZ:)\Q'(Q-)\Q—l), w3::)\3-(2-)\3—1)
w4::4-)\1-)\2, w5::4-)\2-)\3, w6::4‘/\3‘/\1
Akkor

(k,7 =1,2,...,6). Tovabbd a V}, altér elemenként kvadratikus fiiggvényekbdl
all, melyek a haromszogek oldalai mentén folytonosan csatlakoznak egymas-
hoz.

A fenti elemek természetes médon altalanosithaték 3D problémakra (tet-
raéderhalék). Megjegyezziik azonban, hogy egy valéban j6 hélégenerdld
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Figure 21: Marodrendii (Ts-) haromszogelem

eljards megalkotasa, ami bonyolult alaki tartomanyokra is jol illeszkedik
(kiilonosen 3D-ben) a gyakorlatban még ma is nehéz feladat, és specidlis
eszkozOket és algoritmusokat igényel.
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7 Kitekintés — egyéb technikak

7.1 A Fourier-moddszer

A moédszert a 2D Poisson-egyenlet példdajan mutatjuk be. Ebben a sza-
kaszban a szokdsos x,y jeloléseket fogjuk hasznalni a térvaltozok jelolésére:
ezek tehat itt nem vektorokat fognak jelenteni.

7.1.1 A Fourier-méddszer a 2D Poisson egyenletre

Tekintsiik a
Au=f  Q-ban

Poisson-egyenletet, melyet homogén Dirichlet-peremfeltétellel latunk el:
u‘r = 0,

Tegyiik fel, hogy az Q tartomany téglalap alaki: Q = (0, A) x (0, B).
A moddszer alapgondolata, hogy a megoldédst szinuszos Fourier-sor alak-

ban keresstik:
MWL
ag,;j - m— in ==,
k=1 j=1 B

ahol az ay ; Fourier-egyiitthatok egyel6re ismeretlenek.
El6szor is, fejtsiik szinuszos Fourier-sorba a jobb oldalon all6 f fliggvényt:

Z Z Trx i jﬂ-y
Ck.i + Sin —— sin
7 B’
k=1 j=1

ahol a Fourier-egyiitthatok az alabbi integralok kiszamitdsaval hatarozhatok
meg:
/ fz,y) smﬂsm%dxdy

Bizonyitds emlékeztetd (egyszeriisitésekkel): Szorozzuk meg az

ZZC;W smﬂa %,

k=1 j=1
prx qmy
egyenléség mindkét oldalat sin I sin 5" -vel, és integraljunk az €2 téglalapon.

A kovetkezét kapjuk:

/f z,y) smﬂsm%dd’cdy—
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B
= Z Ck / sin krz sin %% gz ) - / sin Ty sin Y dy
4 0 A A 0 B B

K('jzvetlen szamolasokkal lathaté, hogy ha k # p, akkor:

A
kmx prTx
/0 SIHT sin 7 dx 0,

és hasonléan, ha j # ¢, akkor:

A .
/ sinﬂsi malx—O
0 B

A fenti egyenl6ség tehdt az alabbira egyszeriisodik:

B

A B
_ .o PTT ) (/ 2 qTY >
= Cpyq - sin“ ——dzx | - sin dy
. (/o A o B

A jobb oldali integrdlasok konnyen elvégezheték a t := 7F helyettesitéssel,
ahonnan:

A A T A [T 1—cos2pt A
/ sin? 278 :U:-/ Sinzptdtz-/ b L
0 A Vs 0 i 0 2 2

Hasonldéan: B
. 9 qTT B
_— d = —.
/0 YT

AB
/f:ny s1nﬂsm—dazdy—cpq R

/f z,y) smﬂsinqidxd

Innen az adodik, hogy:

ahonnan az allitds mar kovetkezik.

Most definidljuk az u fliggvényt a kovetkezoképp:

i . kmx | gy
xy):ZZakjj-sstm?,

k=1 j=1
az alabbi Fourier-egytitthatokkal:

Ck,j

m (k‘,]: 1,2,)

akJ =
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Az u figgvény eltiinik a tartomany peremén, azaz az y =0,z = A, y = B,
= 0 egyenesek mentén (ellendrizziik!). Tovéabba wu kielégiti a Poisson-
egyenletet a tartomany belsejében, mert:

> 0% | kmx\ . jmy _ kmx (0% | jmy
Au(z,y) = k;l %J‘((W sin A) sin == +sm7 <8y2 sin B>> =

B Ck.j k2m2  52m2 . kmr . gmy
Z k27r2 7r2 . A2 + B2 - S1n 7 Sin F =
kgj=1 " AZ

= Z C,; - sin 7mljsin%:j‘“(:lc,y)

Osszefoglalva a fenti szamitésokat, az algoritmus a kovetkez:

e Szamitsuk ki az f fiiggvény szinuszos Fourier-egyiitthatdit:

krx | jmy ,
ki = 4p / flz,y) Sln—sm—dxd (k,j=1,2,...)

e Szamitsuk ki az aldbbi Fourier-egyiitthatokat:

- Ck.j
k,j "= T 922 | on?
Az B

(k,j=12,..)

e Allitsuk el6 u-t szinuszos Fourier-sor alakban:

oo o0 .
SO an - sin 22 gin 27
- b SIS T

k=1 j=1

A gyakorlatban a mddszer ritkan alkalmazhatd, mivel fel kellett tenniink,
hogy:

e az () tartomany téglalap;

e a megoldandd probléma egy Poisson-egyenlet.
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A moédszert nehéz altalanositani. Ha viszont a mddszer alkalmazhaté, akkor
numerikus szempontbdl igen gazdasagos, feltéve, hogy a fellépé Fourier-
sorokat csonkitjuk az els¢ N tag Osszegére, és a Fourier-sorfejtéseket ill.
-kiértékeléseket a gyors Fourier-transzformacios algoritmussal (Fast Fourier
Transform, FFT) végezziik. Ez esetben a sziikséges aritmetikai miiveletek
széma csak O(N?log N), ami majdnem idedlis.

Az algoritmusnak mar a Laplace-egyenletre valé dltalanositdsa sem maga-
tél értetddd. Az aldbbiakban ezt a technikat vazoljuk.

7.1.2 A Fourier-médszer a 2D Laplace-egyenletre

Tekintsiik az
Au=0 -ban

Laplace-egyenletet, melyet inhomogén Dirichlet-peremfeltétellel latunk el:
ulr = uo,

ahol az Q) tartomény ismét egy téglalap: Q = (0, 4) x (0, B).

Az altalanossag csorbitdasa nélkiil feltehet6, hogy az ug peremfeltételi
fligguény eltinik o téglalap csucspontjaiban. Ha ugyanis ez nem igy van,
keressiik az u megolddst az aldbbi alakban: u(z,y) = w(z,y) + wo(x,y),
ahol wo(z,y) = a+ bx + cy + dzxy, és az a, b, ¢, d egylitthaténégyes az alabbi
egyszerl egyenletrendszer megoldédsa:

a ZUO(O,O)
a+b-A = ug(4,0)
a+b-A+c-B+d-AB =uy(A,B)
a+c-B = uo(0, B)

Akkor definicié szerint ug és wp értékei megegyeznek a csucspontokban.
Mivel pedig a wq fliggvény nyilvan harmonikus, azért w megoldéasa az alabbi
Dirichlet-feladatnak:

Aw =0 €-ban, w|r = uy — wolr,

ahol a peremfeltételi fliggvény mar eltinik a csicspontokban.

Innentdl feltessziik, hogy az ug peremfeltételi fliggvény maga is rendelkezik
a fenti tulajdonsaggal, azaz eltiinik az €2 tartomény csdcspontjaiban. Jelolje
'y, 'y, I's és I'y az Q téglalap oldalait:

I':={(z,0): 0<z< A}
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Iy :={(4y): 0<y<B}
I's:={(z,B): 0<z <A}
I'y:={(0,B): 0<y<B}
Fejtsiik szinuszos Fourier-sorba az ug fliggvényt mind a négy oldal mentén:

e 'y mentén:

. k
ug(z,0) = Z a,(gl) - sin %a:
k=1

e ['5s mentén:

uo(A,y) = Zag) - sin JTY
k=1

e ['3 mentén:
> (3) . krx
uo(z, B) = Zak - sin ——
k=1
e 'y mentén:
o
k
w(0,9) = > afY -sin A2
k=1

Mivel az ug fiiggvény ismert, az a(t), a®@, a® ¥ Fourier-egyiitthaték —
elvben — nehézség nélkiil szamithatok.
Most definialjuk az alabbi kétvaltozds fiiggvényeket:

000 = 3ol g in G
u®(a,y) = i ) o sh kgx -sin kgy
k=1 B
ul® (z,y) = ]:1 a;(gg) ) sh 123 sin k;rlx -sh kzy
u® (2, y) = g b = %A “sh /W(x‘]l3 —) o kgy
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Egyszerii szamitasok mutatjik, hogy Aul) =0 (j = 1,2, 3, 4-re). Val6ban,

tetszOleges k indexre:
. kmx | kmy
A (Sln Tsh A) =

kK*m? |k kry  k*n? | knx | kmy

T
= - sin ASh 1 + 12 - sin Ash 1
(a fenti Fourier-sorok &ltal definidlt masik harom fiiggvény hasonléan kezel-
hetd). Ha pedig az ug fliggvény elég sima, akkor a Laplace-operator tagonként
alkalmazhat6 a Fourier-sorokra.
Kozvetlen szamitasokkal ellenérizhetd, hogy mindegyik 7 = 1,2,3,4 in-
dexre:

=0

u(j)lrj = uo|r;,
azaz a I'j oldal mentén u9) azonosan egyenld az ug peremfeltételi fiiggvénnyel,
és eltinik a tobbi hdrom oldal mentén:

uP|p, =0

k # j-re.
Ezért az
wi=uW £ 4@ LB 4@

fiiggvény harmonikus €2 belsejében, kielégiti a I' mentén tett peremfeltételeket.
Roviden tehét az algoritmus a kovetkezo:

e Szamitsuk ki az ug fliggvény szinuszos Fourier-egyiitthatéit Q oldalai
mentén: igy nyerjiik az a](:), a](f), a](cg), a](:‘) szdmokat (k =1,2,...).

e Definidljuk az u(M, u®, «®), 4@ fiiggvényeket a fenti szinuszos Fourier-
sorokkal.

e Az eredeti Dirichlet-feladat megoldasa ezek utan a kovetkezo fiiggvény
lesz: w:=uM +u® + 4B 4@,

A médszer alkalmazhatdsaga a téglalapon kitiizott Laplace-egyenletre korla-
tozddik (ill. néhany, kicsit altaldnosabb elliptikus egyenletre). A gyakorlat-
ban a Fourier-sorfejtések és -kiértékelések legcélszeriibben a gyors Fourier-
transzformacios algoritmussal hajthaték végre. Ekkor az a,gj ) (k=1,2,...,N,
j =1,2,3,4) Fourier-egyiitthaték kiszamitdsdnak miiveletigénye mindossze
O(Nlog N). Am a kapott megoldés kiértékelése minden egyes (z,y) pont-
ban szintén O(N log N) miiveletet igényel. Ha a kiértékelési pontok egy
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h = k"#st 1épéskozii récs pontjai, akkor a teljes miiveletigény O(N?3log V).
Ha viszont a megoldas értékeire leginkabb csak a perem koérnyékén van
szitkség (ami gyakran el6fordul a gyakorlatban), akkor a miiveletigény je-
lentésen lecsokkenthetd, tipikusan O(N? log N) nagységrendre.

Megjegyzés:

e Abban a latszélag altaldnosabb esetben, amikor egy inhomogén Pois-
son egyenletet kell megoldani:

Au= f Q-ban, ulr = o,

a megoldés egyszeriien eléallithaté a kovetkezo két probléma megolda-
sainak Osszegeként:

Av=f Q-ban, vlp =0,
Aw =0 -ban, w|r = up.
Nyilvanvald, hogy az {gy definialt v := v+ w fliggvény mind a Poisson-
egyenletet, mind a peremfeltételt kielégiti.
7.2 A véges differenciak modszere

A parcidlis differencidlegyenletek megoldasanak legrégebbi, hagyoményos
modszere a véges differencidk modszere. Ennek f6 gondolata az, hogy az
egyenletben el6forduld parcidlis derivaltakat differenciasémékkal kozelitjiik.
Ezért a legelsé feladat egy szdmitdsi rdcsot azaz egy véges ponthalmazt
definidlni. Minden fiiggvény kiértékelése ill. (kozelitd) kiszamitasa csak e
racspontokban torténik. Az egyes racspontok kozti kozelité megoldasértékek
szamitdsa egy teljesen mds (lényegében interpolédcids) probléma, ami nem
tartozik a véges differencidk moédszerének témakorébe.

7.2.1 A véges differencidk médszere 1D elliptikus problémakra
Legyen Q egy véges intervallum:  := (0, A). Tekintsiik az

v =f  Q-ban

1D Poisson-egyenletet, melyet Dirichlet-peremfeltétellel latunk el:

ahol a,b adott szamok, f adott, az € intervallumon értelmezett fliggvény.
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Definidljunk egy szamitasi racsot az [0, A] intervallumon a kovetkezoképp:

ari=k-h (k=0,1,..,N)

ahol h a racs lépéskézét jeloli: h := %. Az N (adott) szam jelzi, hoy az
eredeti intervallumot hany részintervallumra osztjuk fel. Az xg, x1, ... , N

szamokat rdacspontoknak fogjuk nevezni. A fentebb definidlt racs egyenkdzd
(ekvidisztans), azaz az egymést kovetd racspontok tdvolsaga allandd. A récs
egy részlete a22] dbran l4thato:

Figure 22: 1D ekvidisztans racs.

A differenciasémak definidlasanak egy természetes segédeszkoze a Taylor-
sorfejtés. Emlékeztetiink, hogy a u elegendden sima (pontosabban: négyszer
folytonosan differencialhatd), akkor zj koriil véges Taylor-sorba fejthetd:

o (z) T u” (z,) Ry u(an) h3+O(hY)
!

u(wpy1) = u(zg +h) = ulzg) + 1! 2! 3!

ahol a jobb oldalon a maradéktagnak csak a nagysigrendje szerepel (O(h*)).
Hasonléan:

Ul(l'k) T u//(zk) e u’”(:nk)

3 4
1! 2! 3! h7+O(h)

u(wp-1) = u(zp —h) = ulzg) —

Egyszerli szdmitasok mutatjék, hogy:

o (zp) = “("”’““)h_ wzk) | O(h) (eléreléps séma)
i u(xg) —u(rp—1) . .
u'(xg) = . + O(h) (visszalépd séma)
ooy w(@eg) — ulzg-1) 2 T o
u'(zg) = 57 + O(h?) (centrélis séma)
-2 _
u'(zy) = w@ki) u}(;:k) + ulzi-1) + O(h?) (centrélis séma)
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A jobb oldali O(h) ill. O(h?) tagok jellemzik a sémdk hib4jat. Azt mond-
juk, hogy egy séma p-edrendii, ha a hibatag (a pontos derivédlt és a séma
értékének kiilonbsége) O(hP) nagysigrendli. Lathato tehat, hogy az el6relépd
és a visszalépd sémdk elsérendiiek, mig a két utolsé centralis séma masod-
rendd.

A gyakorlatban a 1épéskoz elére adott. Kisebb 1épéskoz nagyobb pon-
tossdgot biztosit, kiillonosen, ha a séma magas rendii. Ugyanakkor a kisebb
1épéskoz haszndlata megnoveli a racspontok szamat, igy a szamitdsigény is
megnd. Hangsulyozzuk, hogy az alkalmazott séma pontossiaga mem a dif-
ferencidlegyenlet kozelité megoldasdnak pontossdgat jelenti: a hibaanalizis
sokkal bonyolultabb, és specidlis eszkozoket igényel.

Visszatérve a modellfeladatra:

o' =f u(0) =a, wu(A4) =0,

jeldlje ug, w1, ..., uny a kozelité megoldds értékei a rdacspontokban. Az
xp rdcspontban a mésodrenddi u”(xy) derivdltat a harompontos, centralis
sémaval helyettesitve az alabbi diszkrét problémdt kapjuk:

Ug—1 — 2Up + Ugyq
h2
Az ug és uy értékek a peremfeltételbél adottak: uy = a, uy = b. Kaptunk
tehdt egy (N — 1)-ismeretlenes linedris egyenletrendszert a megolddsnak a
bels6 racspontokban vett kozelito értékeire.
Hogy a pontossagot vizsgalhassuk, vezessiik be az alabbi hibatagokat.
Jelolje u a pontos megoldast, és:

= o= flaw) (k=1,2,..,N —1)

w(rp_1) — 2u(xg) + u(zg
gk = (®x-1) }52 )+ ul@i) — fi (k=1,2,..,N —1).
A g szdmokat lokdlis hibatagoknak nevezziik. Vezessiik be a globdlis hi-
batagokat is, a pontos és a kozelité megoldasok kiillonbségeként:

er = u(xg) — ug (k=0,2,...,N).

Nyilvan eg = ey = 0.

A lokali hibatagok Taylor-soros technikaval viszonylag kénnyen becsiilhetdk.
Ama gyakorlatban nem a lokdlis, hanem a globdlis hibatagoknak van kézvetlen
jelentGségiik. A kovetkezOkben egy egyszerli hibabecslést vezetiink le.

Vegyiik észre, hogy a lokalis hibatagokra a kdvetkez6 egyenloségek érvényesek:

u(xr_1) — 2u(xr) + ulx
(Tk-1) ;sz) (k+1):fk—glc (k=1,2,..,N —1).
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Tekintsiik tjra a diszkrét egyenletrendszert:
Up—1 — 2up + Up41

h2
Kivonva egymasbdl a két egyenletet, azonnal adddik, hogy a globalis hi-

batagok egy, az eredetihez hasonlé egyenletrendszert elégitenek ki, melynek
jobb oldalan a lokalis hibatagok lesznek:

= fx (k=1,2,..,N —1)

€k—1 — 2€f +epp1
h? -

éseg=eny =0.

Jelolje Ap € M(n_1)x(n—1) az egyenletrendszer matrixat. Nyilvanvalo,
hogy minden w € RY~! esetén:
W1 — 2Wg + W11

h2

(ahol definicié szerint legyen wq := wy := 0).

Igy a lokalis és globdlis hibatagok kozti Osszefliggést az aldbbi témor
forméba frhatjuk:

(Apw)y, =

Ape=yg
ahol e := (e1,....,en—1), és g := (g1,...,gn—1). Innan azonnal kovetkezik,
hogy:
llell < 114,11 llgll,
ahol ||.|| jeldli az euklideszi normat RN~ !-ben.

Ez a becslés gyakorlati célokra még nem alkalmas, mert az euklideszi
norma kozvetleniil fiigg h-t6l (N-en keresztiil). Jobb vilasztds a négyzetes
kozéphiba hasznalata:

H ” 6%4—6%4—...—1—6?\]_1
e =
RMS N _1

(Megjegyezziik, hogy egy csupa 1-esekb6l 4116 vektor négyzetes kozepe mindig
1-gyel egyenld, fiiggetleniil a vektor méretétdl). Az imént kapott becslésbél
nyomban kovetkezik, hogy:

el raes < 1AM - gl rass

Megmutatjuk, hogy az inverz matrix A,:l normadja egyenletesen korlatos,
azaz h-bol fuggetleniil becsiilhet6 feliilrél. Pontosabban:

1451 < C
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alkalmas C, h-tdl fliiggetlen konstans mellett. Ezt gyakran a séma sta-
bilitdsanak is nevezik, és nyilvan az alabbi becslést adja:

llel|rars < C - l9llrums,

ami azt jelenti, hogy a globalis hiba feliilrdl becsiilhetd a lokalis hibdval. A
lokélis hibatagok pedig (Taylor-sorfejtéseket haszndlva) viszonylag konnyen
becsiilhetdk, és igy kaphatjuk a kivant hibabecslést.

A stabilitasi becslés a kovetkezd tétel folyoméanya lesz:

Tétel: Az Aj, métrix onadjungalt és negativ definit. A; sajatértékei: Ay,

A2, ..., An_1, a megfeleld sajtvektorok pedig: s, s, ... s(N=1 ahol:
4 k kj
)\k:—ﬁ-sinQ%, s :sin% (k=1,2,....,N —1)

Bizonyitas: Ay, definicigjabdl adoddéan Ay 6nadjungélt, ez nyilvanvalé. Csak
azt kell belétni, hogy: Aps® = \j-s(k) (k=1,2,...,N—1). Definici6 szerint:

(Ahs(k)> _ 1 (Sink(j_l)ﬂ _ QSinkjl + sinw> —

i h2 N N N
(ke gm ke
p2 | sin T cos o — cos —sin sin —
. kjm km n kjm . kw
sin —— cos — + cos ——sin — | =
TN N N N
2 . kjm (1 k:7r>
=——-sin—— - (1—cos—
h? N N
, . .9 1—-cos2a | . . ,
Felhasznalva az elemi sin®a = — trigonometrikus azonossagok,
kapjuk, hogy:
4 kj k
(Ahs(k)>j =3 sin % - sin? %7

ahonnan a tétel allitdsa mar kovetkezik. OJ

Az Aj matrix onadjungaltsagabdl kovetkezik, hogy Aj norméja és A,:l
normaja is Ay sajatértékeivel fejezheto Kki:

Kovetkezmény:

4 S (N—-1Dm 4
[[An]] = [Almax = [An-1| = 2 - sin? < =

2N h?
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h-tél fiiggetleniil (ahol ~ jeloli az aszimptotikus egyenléséget, midén N —
00, azaz h — 0).

A séma stabilitasat tehat igazoltuk, és az alabbi hibabecslés érvényes:

llellrars < C - lgllrMss

A jobb oldal becslése sokkal egyszeriibb. Az u pontos megoldast x; koriil
véges Taylor-sorba fejtve kapjuk, hogy:

/ " "
w(@pr1) = ulwy+h) = u(zg) + — (ff’f) ht 2 ;‘f’“) h2 4 “?E;””’“) 13+ O(h)
és

!/ " n
w(s_1) = u(zy — h) = ulzy) — (ﬁk) ht 2 ;‘f’“) h?— “3(,”“"’“) W+ O(hY)

Osszeadva ezt a két egyenlSséget:

w(wp—1) + u(wpr1) = 2u(xy) + u’(zx) - h* + O(hY),

ahonnan
_u(@g—1) — 2u(wg) + u(Tpy1) _
gk = h2 - fk -
_1)—2
_ u(xg—1) u}(lfk) + u(Tpy1) _ u//(xk) _ O(hz)
azaz
k| < Co - h?

(k=1,2,..., N — 1) alkalmas C( konstans mellett, mely konstans fiiggetlen
h-t6l és k-tél. Kovetkezésképp:

llgl|ras < Co - B?,

ahonnan kovetkezik, hogy a globdlis hibara hasonlé becslés érvényes:
\lel|rars < C - Co - h?

A fenti eredményeket az aldbbi tételben foglaljuk Ossze:
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Tétel: A fentebb definidlt, a centrélis sémaéra alapozott véges differencia
mddszer masodrendf(i pontossdgi, azaz a globalis hiba O(h?) nagysigrendi
(a négyzetes kozéphiba értelmében, feltéve, hogy a pontos megoldas elég
sima).

Megjegyzések:

1. A fenti 3-pontos séma altaldnosithat6 az dltalanosabb

d du
d:c(g‘d:):>_f’

problémadra is, ami az 1D megfelelje a div (o - gradu) = f elliptikus
egyenletnek. A leginkdbb haszndlatos séma:

1 Ok—1+ Ok Ok—1 + 20k + Op41 O+ Ok41
o\ Ty W 5 Uk + 5 Uk+1

2. Ha pl. az z¢ pontban, Neumann-tipusi peremfeltétel adott: u'(zg) =
a, akkor u elsé derivéltjat kell kozeliteni xg-ban. A naiv megoldéds az
egyszerd egyoldali séma alkalmazdasa:

Uy —up

h

Am ez a séma csak elsérendii, ami a teljes (0, A) intervallumon lecsok-
kenti a pontossagot. Ennek egy lehetséges megkeriilése, ha egy mag-
asabb rendli sémat alkalmazunk az u'(xo) derivalt kozelitésére. Egy
elegansabb eljards a kovetkezd. Fejtsiik véges Taylor-sorba /-t az
To + % pont koriil:

u'(zo) = u' <xo + Z) -~ (:co + Z) + O(h?) =

' (20) ~

fgy az xp-ban tett Neumann-peremfeltétel a kovetkez6 mdsodrendi
sémaval kozelitheto:




7.2.2 A véges differencidk médszere 2D elliptikus problémakra

Legyen © C R? egy téglalap Q := (0, A) x (0, B). Tekintsiik az Q-n kit{izott
Poisson-egyenletet:
Au=f  Q-ban

melyet Dirichlet-peremfeltétellel latunk el:
ulp = uo

ahol I" jeloli az ) tartomany peremét, f pedig egy adott, az €2 tartomanyon
értelmezett fliggvény.
Definidljuk a szamitasi racsot €2 lezardsan igy:

(@k,jr Ykj) == (k- ha, J - hy) (k=0,1,..,N; 7=0,1,..., M)

ahol hy, hy jeloli a récs lépéskozeit: h, = %, hy = %. Az adott N, M
szamok azt jelzik, hogy hany (egyenld hosszisagu) részre osztottuk az eredeti
téglalap oldalait. Az (xy ;,yk ;) pontokat rdcspontoknak nevezzik. A fenti
racs egyenkozii (ekvidisztdns). A hy, hy 1épéskozok nem feltétlen egyenlSk.
A récs egy részletét a[23] dbra szemlélteti.

*(x:cr}’;uj

- 7 L
(rp—1.¥) (2 ¥;) (Xpe41,¥5)

»
(xkr}{r—lj

Figure 23: Egy 2D ekvidisztans racs részlete.
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. . 7 ’” 7’ 7 Ve z z 2
A 2D differenciaséma egyszerfien szarmaztathaté az 1D sémakbél, a 2%

Ox2
és giyé‘ parcialis derivaltakat kiilon-kiilon kozelitve. Ez a kovetkez6 diszkrét

egyenletrendszert adja:

Uk j—1 — 2Ukj + Uk ji1
2
hy

Ug—1,j — 2Ukj + Up41,j
2
hx

+ = frj = f(@r,yj)

ahol wy ; jeloli a megoldds kozelité értékét az (xy,y;) racspontban (k =
0,1,..,N, j=0,1,..,M).
Megjegyzés:

e Ha a kiilonbozd irdnyt 1épéskozok egyenlék: h, = h, =: h, akkor a
fenti 5-pontos séma még egyszeriibb alakot 06lt:

uny +uw +ug + ep — 4duc

ahol a C' index egy centralisnak tekintett racspontra utal, melynek
a f6 égtajak szerinti szomszédjai az N, W, S és E indexekkel jelolt
racspontok.

Legyen u a probléma pontos megolddsa Az 1D esethez hasonléan, vezessiik
be a lokélis hibatagokat:

u(mg—t, ) — 2u(Tr, y5) + w(@ka1, y5)
gk’,] L h2 +
xT

w(zg, yj—1) — 2u(xg, y;j) + w(Tk, Yj+1)

+
2
hy

- fk,j)
és a globalis hibatagokat is:

er,j = u(Tg, yj) — Uk

Definicié szerint, a globdlis hibatagok most is kielégitik az alabbi egyenlet-
rendszert:

€h—1,j — 2€kj + eht1, N 2k, +epjv1 e
- 7]’

02 02

és ey ; = 0 az x,; perem-racspontokon (azaz, amikor k = 0 vagy k = N
vagy j =0 vagy j = M).
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Jeloljik Ap, p,-nal a diszkrét Laplace-operatort, azaz azt az operdtort
amely minden, a perem-racspontokon eltiiné w racsfiiggvényekre a kovetkezo
racsfiiggvényt rendeli:

Wr—1,j = 2Wgj + W15 N 2wk, + Wk 1
h2 02

(Ahg iy kg =

Tétel: Az Ay, 1, leképezés onadjungdlt és negativ definit. Az Ay, 5, leképe-
zés sajatértékei Ay j, a hozzdtartozo sajatvektorok pedig az sk racsfiiggvé-
nyek, ahol:

kpm . jqm

-sin® — — —— - sin” =—, sUd) = gin 2= . gin 20—

Mg = Tz SN T e g S N M

ahol k,p=1,...,. N—-1¢ésj,q=1,...M — 1.
Bizonyitds: Az Ay, n, leképezés onadjungélt (ellendrizziik!). Csak azt kell
igazolni, hogy Ahz’hys(k’j) = Agj s(k:9) | Definici6 szerint:

(Ahw,hys(k’j)) =
p,q
1 k(p—1 k k 1 '
— gz (sin MO — 2 S i DT i T
1 i(q—1 ' (g +1 k
+h7§, . <sin‘7(q]\4)7r — 251n‘7(1ﬁ7r +sin](q]_\2 )F> - sin ]2377

Haszndlva ugyanazokat a trigonometrikus azonossdgokat, mint az 1D eset-
ben, a kovetkez6t kapjuk:

(Ahz,hys(k’j)) =
X
. kpr 4 5, km . ggm . Jgm 4 5 gm . kpm
= —sin — - -sin® — -sin=— —sin=— + — -sin” =— - sin — =
N h2 2N M M h% 2M N

. kpm . jqm 4,2k7r+4,2j7r
= —sin —sin>~=— - [ — sin®* — + — sin® —
N M h2 2N h%/ 2M

amivel a bizonyitas kész. [J
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Kovetkezmény:

1 1 1

‘)\‘min B ’)\1,1| N %Silﬂ ﬁ + }%Sinz ﬁ

~

HA;;},hy | =

1 1 1

4 2 4 2 12 A21 B2
L. AL T T +
R INZ TR AM?

~

ha-t6l és hy-tél fiiggetleniil (~ ismét az aszimptotikus egyenldséget jelenti,
midén N, M — oo, azaz hy, hy — 0).

Ez a 2D séma stabilitdsa. Az egydimenzids esethez hasonléan, ebbdl kdvetke-
zik, hogy a

llellraes < C-llgllrRas
becslés a kétdimenzids esetben is érvényes marad. A lokdlis hibatagok az xy,

ill. y; koriili Taylor-sorfejtések alapjan konnyen becsiilheték. Felhasznélva
az egydimenziés eredményeket, azt kapjuk, hogy:

9%u
w(xp—1,Y5) — 2u(zk, yj) + w(@ps1,y5) = @(ﬂ%yy‘) -h2 + O(hy),
és
0*u 2 4
u<$k, yj—l) - 2u($ka yj) + ’U,(l'k, yj-‘rl) - Tyg(xk’yj> : h‘y + O(hy>7
ahonnan
u(wp_1,y5) — 2u(x, yy) + u(Try1, vy)
9k,j = h2 +
X
w(xg, yj—1) — 2u(zr, yj) + w(zg, yjv1) _
+ 2 — Jrj =
y
_ u(rp—1,yj) — 2u(Tr, y;) + u(xk+1’yj)+
h3
w(r, Yi—1) — 2u(zk, y5) + w(Tk, Yjtr1
o o) = 20 ) i)
y
= O(h3 + h)
Kovetkezésképp:

|9k,5] < Co - (R + A7)
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alkalmas, h,-t6l és hy-tél valamint k, j-tél fiiggetlen Cpy konstans mellett.
Ezért:

llgl|rars < Co - (h2 + h2),
és hasonlo becslés igaz a globdlis hibara is:
llel|rars < C - Co - (h3 + hi)

A fenti eredményeket az aldbbi tételben foglaljuk Ossze:

Tétel: A fentebb definidlt, a centrélis sémaéra alapozott véges differencia
mddszer masodrend(i pontossdgi, azaz a globalis hiba O(h?) nagysigrendi
(a négyzetes kozéphiba értelmében, feltéve, hogy a pontos megoldas elég
sima).

Megjegyzés:

e Tegyiik fel, hogy a perem egy részén, pl. a keleti oldala mentén
Neumann-peremfeltétel adott abra):

ou
.
on
Itt g—z = %, ugyhogy u elsé derivaltjat kell kozeliteni az (xy,y;)
I
(x;u}"ﬁﬂ

(X—1,75) (xkryjj

(xkryj—lj

Figure 24: Egy 2D ekvidisztans racs egy részlete, Neumann-peremfeltétel
adott a keleti oldal mentén.
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pontban. A naiv megoldés egy egyoldali séma alkalmazdasa:

8U Uk 5 — Uk—1.4

5J )
— Tk N~
()Tl( 73/]) hx

Amde ez a séma csak els6rendii, ami lecsokkenti a pontossagot az
egész () tartomanyon. Ennek egy lehetséges megkeriilése, ha egy maga-
sabb rend(i sémét alkalmazunk az g—g(xk, y;) derivélt kozelitésére. Egy
elegdnsabb eljards a kovetkez6. Fejtsitk Taylor-sorba u-t az (z,y;)
pont koriil:

ou 1 0% 9 3

Amde: o 52
u u

és u-nak y szerinti masodrendii parcialis derivaltjat kozelitsiik 3-pontos
centralis sémaval, mely (’)(hz) pontossigu. Azt kaptuk, hogy:

ou
u(l'k—layj) = U(ﬂﬁk,yj) - %(I'k,yj) “hg+

+.<_u('rkvyj 1) U($k,y]) +U($k,yj+1) + f(-rkayj) + O(h§)>hi+

2 h12/
+O(h3),
ahonnan: 5 ( ) ( )
ou ] :uxkiay] — U\Tk—1,Yj _
826 (:Bk’ yj) h:L'
L u(wg, yj+1) — 2u(zy, y) + w(@k, yj-1)) 1 ,

+O(h2 + 1Y)
fgy a kovetkezo, mdsodrendi sémét kaptuk a Neumann-peremen:

Upj —Uk—1,j 1 Ukji1 —2up; + Uk 1
e 2 02

1
he + 5 Sy he = kg
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Végil megjegyezziik, hogy a véges differencia moédszer nem téglalap alaki
tartoményokon is miikodik (jollehet, a hibaanalizis sokkal bonyolultabb lehet).
Ez esetben minden racsponthoz meg kell allapitani, hogy az most bels6 pont,
perempont vagy kiilsé pont. A belsé racspontokra differenciasémat irunk fel,
mig a perem-racspontokban a peremfeltétel kozelitése sziikséges. Ez végiil
is egy nagyméretii linedris egyenletrendszerre vezet, de ennek matrixa ritka
matrix, ami lehet6vé teszi a valéban hatékony megoldési technikékat (pl.
a Krylov-alterek mdédszerét). Megjegyezzitk mindamellett, hogy a perem
kozelitése durva, ami a pontossagot csokkenti. Egy lehetséges kompromis-
szum az lehet, ha olyan pontokat definidlunk, melyek pontosan illeszked-
nek a peremre, és a peremkozeli rdcspontokban kiilon definidlunk nemek-
vidisztans sémakat. Meg kell azt is jegyezni, hogy a véges differencias
racsstruktira altaldban nem koveti a megoldas jellemz6 tulajdonsagait: sok
esetben a megoldas sokkal simdbb a tartomany kozéps6 részén, mint a
perem kozelében, tigyhogy ott durvabb racs is elegendd lenne, ami jelentos
szamitasi koltség megtakaritast eredményezhetne. A fenti hatranyok és
nehézségek ravilagitanak a klasszikus véges differencia modszer alkalmazha-
tésaganak hataraira. Ezen hatranyok részben kikiiszobolheték nemegyen-
letes racsok és specialis megold6 technikdak alkalmazasaval, de ezek mar
messze tulmutatnak e jegyzet keretein.

7.3 Az alapmegoldasok modszere

Az alapmegolddsok médszere (Method of Fundamental Solutions, MFS) vi-
szonylag 1j technika bizonyos homogén elliptikus parcialis differencidlegyen-
letekre. Bizonyos szempontbdl a perem-integralegyenlet médszer egyszerii-
sitett valtozatdnak is tekinthet6. FElére megjegyezziik, hogy a moddszer
halonélkili (meshless) mddszer, azaz a véges differencia és a véges elem
mébdszerekkel ellentétben az alapmegolddsok médszere nem igényli semmiféle
specialis struktiura kialakitdsat sem a tartomany belsejében, sem annak
peremén: ilyen szempontbdl a perem-integralegyenlet mddszernél is elényo-
sebb, mert ott a peremen sziikséges valamiféle elemstruktirat definidlni, bar
a tartomanyban nem. Mindossze bizonyos véges ponthalmazok definialasa
sziikséges, am mindenféle racs- vagy elemstuktira nélkiil.
Modellfeladatként tekintsiik a 2D Laplace-egyenletet:

Au=20

egy korlatos 2 tartomanyban kitlizve. A differencidlegyenletet lassuk el
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kevert peremfeltétellel:

ou

ulr, = uo, c‘Tn’FN =g

ahol I'p és I'y az eredeti tartomany I' peremének egy diszjunkt felbontasat
adjék.

Az alapmegolddsok mddszere a kozelité megoldéast az aldbbi forméban
szolgéltatja:

N
u(z) = Zaj -®(x —T5),
i=1

ahol aji,..., ay egyelére ismeretlen egyiitthaték, & pedig a 2D Laplace-
operator egy alapmegolddsa (konstans szorz6tol eltekintve):

®(z) := log |||

Az %1, Zo, ..., Ty elbre definidlt kiilsé pontok (forrdspontok), N pedig adott
egész.
A médszer azon alapul, hogy a @ fliggvény harmonikus (az origé kivételé-
vel):
AP(x)=0 (z#0)

Valéban, egyszerti vektoranalizisbeli szamoldsok mutatjék, hogy ha x # 0,
akkor:

1 1
A®(z) = divgrad <2 log ||:r||2) = div (W : m) =

1 1
- d—— = (divz) =
<gra rx|r2"’“°>+ra:|r2 (diva)

2z n 2 0
= —_—— . X _— .
||+ ||

Az origd nyilvan szinguldris pontja a ® fiiggvénynek.

Megjegyzés: Alapmegoldasnak olyan fiiggvényt neveziink altalaban, amelyre
a szébanforgd linedris differencidloperatort (jelen esetben a Laplace-opera-
tort) alkalmazva (disztribicié-értelemben) az origéra koncentrélt Dirac-diszt-
ribuciét kapjuk. A Laplace-operdtor alapmegoldésa tehat az origd kivételével
mindeniitt harmonikus, de az origéban szingularitasa van: az egész sikon
harmonikus fliggvények nem alapmegoldésok.
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Kovetkezésképp, az
N
u(x) == Zaj - D(x —Ty),
j=1

formulaval definidlt fliggvény az 2 tartomany minden pontjaban kielégiti a
Laplace-egyenletet. Az aq, ..., ay egyiitthaték azaltal hatarozhaték meg,
hogy a peremfeltételeket kikényszeritjiik bizonyos, szintén elére definidlt
T1,T9,...,xN € ' perem-kollokdcids pontokban abra).

Figure 25: Forraspontok és perem-kollokacids pontok.

Innen az egyiitthatdkra a kovetkezo Inearis egyenletredndszert kapjuk:

N
Zajq)(xk — Zj) = uo(xy) ha z, € I'p
j=1
N
0P -
Zaja—(xk—xj) = vo(zg) ha z, € I'y
=1 Ok

ahol ng jeloli a kifelé mutaté normalis irdnyd egységvektort az xj perem-
kollokaciés pontban. A & fiiggvény normalis irdnyu derivaltja konnyen

szamithato:
0P (x,nk)

LN
o = a2

A mdédszer alapalgoritmusa tehat rendkivil egyszerti:

e Definidljuk az %1, %o, ... , Ty kiilsé forrdspontokat.

e Definidljuk az x1, xo, ... , xn perem-kollokécids pontokat.
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e Allftsuk 6ssze és oldjuk meg az aldbbi linedris egyenletrendszert:

N
Zajq)(;rk —Zj) = uo(xy) ha z, € I'p
j=1
N
0P -
Zozja—(xk—xj) :’Uo(.ka) ha zp € I'y
=1 Ok

o A kozelité megoldas ezek utan:

N

u(z) = Zaj - ®(x — )

J=1

Az algoritmus rendkiviil egyszerlien programozhaté. Mindazondltal a
kapott egyenletrendszer matrixa altalaban nemszimmetrikus és teljesen ki-
toltott matrix, és sokszor rendkiviil rosszul kondicionalt. Minél nagyobb
tavolsdgra vannak a forraspontok a peremtol, annal nagyobb lesz a kondicié-
szam. Megjegyezziik, hogy a forraspontok megfeleld elhelyezése tavolrdl sem
magatdl értet6dd: nincs ”optimélis” elhelyezkedéstinek tekinthetd forraspont-
egylittes.

Megjegyzés:

e A forrdspontok és a perem-kollokacids pontos szama nem kell, hogy
megegyezzék. Ha ezek kiilonboznek, akkor a kapott linearis egyenle-
trendszernek nem négyzetes a matrixa. Ez esetben legkisebb négyzetes
megoldést lehet keresni vagy szingularis értékek szerinti felbontést
(Singular Value Decomposition, SVD) alkalmazni.

A médszer Poisson-egyenlet esetére is dltalanosithaté, egy radialis bazisfiigg-
vényeken (RBF) alapuld szért pontd interpoldciés technikét alkalmazva.
Tekintsiik az aldbbi Poisson-egyenletet:

Au=f

az () tartomédnyban kitlizve, és kevert peremfeltétellel elldtva:

ulr, = uo, c‘Tn’FN =g
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A megoldas egy partikuldris megoldds és egy homogén megoldds Osszegeként
keresheto:
u=up-+umg,

ahol az up fiiggvény kielégiti a
Aup = f

Poisson-egyenletet mindenféle peremfeltétel megkiovetelése nélkil. Ha mar
egy up partikularis megolddst megtalaltunk, a homogén megoldas a

Aug =0

Laplace-egyenlet megoldasaval allithaté eld, melyet az alabbi mddositott
peremfeltétellel latunk el:

8UH 8uP
’LLH|FD :UO—UP’FD, 37’FN :’00—87‘1“]\,

Nyilvanvalé, hogy az uv = up + uyg formuldaval definidlt u figgvény mar
kielégiti a Poisson-egyenletet és az eredeti peremfeltételeket is. Ezt a tech-
nikat a partikuldris megolddsok mddszerének nevezik.

A homogén egyenlet az alapmegolddsok mddszerével oldhaté meg, ugy-
hogy az egyetlen fennmaradoé kérdés az, hogy hogyan tudunk eléallitani egy
partikuldris megoldast.

Definidljunk most az 2 tartoméany belsejében tovabbi wy, wa, ... , wys € 2
pontokat (rdcs- vagy elemstruktira nem sziikséges). Legyen U egy radidlis
bézisfiiggvény, és kozelitsiik az f fliggvényt egy, a W fliggvényre mint radidlis
bazisfiiggvényre alapozott szért pontu interpolaciéval (pl. multikvadrikus
modszerrel, vékony lemez médszerrel stb.). Emlékeztetiink réd, hogy az in-
terpoléciés fliggvény az alabbi alakba irhato:

M
fl@) =6 Wz —wy),
j=1
ahol a 1, ..., By egylitthatdk az interpolaciés feltételekbol szamithatok:
M
D B U(wy —wy) = f(wy)  (k=1,.., M)
j=1

A moddszer {6 gondolata ezekutan az, hogy taldljunk egy mdsik, © radidlis
bazisfiggvényt, melyre
AO =T
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teljesiil. Ha © egy ilyen radialis bazisfiiggvény, akkor az

M
up(x) ==Y _ Bj- Oz —w;)
j=1

formuldval definialt fliggvény egy (kozelits) partikuldris megoldds, mivel a
bels6 interpolaciés pontokban

M
Aup(wg) = Zﬁj - AO(wy — wj) =

j=1
M
=508 Uwp —wy) = flw)  (k=1,..,M)
7=1

teljestl.
A teljes algoritmus tehat a kovetkez6képp foglalhatd Gssze:

Definidljunk wy, ws, ..., wys interpolaciés pontokat az{) tartoméany
belsejében.
Valasszunk egy W radialis bazisfiiggvényt, és hajtsunk végre egy inter-

polaciét a W radidlis bazisfiiggvényel, a wi, we, ..., wys interpolacids
pontokra és az f(wi), f(wa), ..., f(war) értékekre tdmaszkodva. Szé-
mitsuk ki az interpolacié 51, B2, ..., B egyiitthatdit az interpolacids
egyenletrendszer megoldasaval.

A most kiszdmitott ; egylitthatokkal definidljuk az

M
up(x) ==Y Bj- Oz —w;)

j=1
partikuléris megoldéast, ahol a © radialis bazisfiiggvényre teljesiil, hogy
AG = V.
Az alapmegoldasok médszerével oldjuk meg a

Aug =0
Dirichlet-feladatot, melyet az aldbbi, mdédositott peremfeltétellel latunk
el:

6uH 8UP
ug|r, = uo — uplry, W'FN =Uo—%|m
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e Az eredeti kevert probléma (kozelité) megolddsa az aldbbi alakban
irhato fel:

U=Uyg +up

Most mér az egyetlen probléma, hogy adott ¥ radidlis bazisfiiggvény
esetén hogyan hatdrozhaté meg a megfelel6 © radidlis bazisfiiggvény. Itt
harom konkrét valasztast mutatunk. Az egyszeriiség kedvéért polarkoordind-
takat haszndlunk. Az aldbbi formuldk kézenfekvd, bar olykor hosszabb
szamitasokkal ellenérizheték. A részleteket az Olvaséra bizzuk.

1. Legyen ¥ a kovetkezd:

’ U(r)y:=1+r ‘

Akkor:
_Llo 13
9(7’)—47‘ —i-gr

2. (Vékony lemez spline.) Legyen ¥ a kovetkezo:

U(r) =72 logr

Akkor:

I Ly
= —ptlogr — —
O(r) 16T ogr 32r

3. (Multikvadrikus fliggvény.) Lagyen ¥ a kévetkezo:

U(r):=vVr24+c2

Akkor

1 3
@(T):§-(462+r2)-\/m—%-log(c—i- r2+02)
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