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Director: Dr. Héctor Diego Rosales

La Plata, Argentina
- Marzo de 2021 -





Prefacio

Esta Tesis es presentada como parte de los requisitos para obtener el grado académico de
Licenciado en F́ısica de la Universidad Nacional de La Plata.

Esteban Andrés Iroulart.
e-mail: estebaniroulart13@gmail.com

La Plata, marzo de 2021.

iii

estebaniroulart13@gmail.com




Resumen

En este trabajo, se estudiaron distintos tipos de interacciones efectivas entre skyrmiones
mediadas por la dinámica de electrones itinerantes.

Se analizó el comportamiento de la enerǵıa del estado fundamental electrónico del sistema y
la fuerza efectiva entre skyrmiones, generada por la dinámica electrónica, en función del llenado
electrónico y de la distancia entre centros de los skyrmiones. Se analizaron en particular tres
tipos de skyrmiones: ferromagnéticos, ferrimagnéticos y antiferromagnéticos, y se compararon
los resultados con los de dominios ferromagnéticos.

Además, se estudió la densidad electrónica en cada una de las texturas magnéticas para
determinar si éstas pueden generar algún tipo de localización de los estados electrónicos.

Para los tres tipos de skyrmiones estudiados, se obtuvo que, a llenados electrónicos bajos, la
enerǵıa presenta un comportamiento oscilatorio con la distancia; se generan mı́nimos locales de
enerǵıa para ciertos valores regulares de la distancia entre centros, es decir, distancias tales que
la configuración de skyrmiones es energéticamente más estable. En particular, las oscilaciones
en la enerǵıa para el caso de los skyrmiones antiferromagnéticos presentan mayor amplitud en
comparación con los otros casos. A medida que se aumenta el llenado, se obtiene que para el caso
de skyrmiones ferromagnéticos y dominios ferromagnéticos, el comportamiento oscilatorio de la
enerǵıa con la distancia se pierde. En cambio, para el caso de skyrmiones antiferromagnéticos,
se genera un interesante patrón regular de mı́nimos y máximos locales bien definidos.

Por otro lado, se evaluó la densidad electrónica en cada sitio para los skyrmiones ferro-
magnéticos, skyrmiones antiferromagnéticos y dominios ferromagnéticos en función del llenado
electrónico. Se podŕıa indicar, en base a lo obtenido, que la configuración para skyrmiones an-
tiferromagnéticos tiende a ser más estable que la de skyrmiones o dominios ferromagnéticos,
estando esto en acuerdo con lo obtenido previamente para la enerǵıa electrónica.

En base a los resultados adquiridos, se puede destacar la estabilidad de los skyrmiones antife-
rromagnéticos por encima de los otros tipos de texturas magnéticas, lo cual los hace candidatos
prometedores para el uso de dispositivos electrónicos y otras potenciales aplicaciones.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

En los últimos años, un tema que ha adquirido gran relevancia y presenta constante e intensa
investigación es el estudio de los sistemas magnéticos con texturas conocidas como skyrmiones
[1, 2]. Los skyrmiones son texturas de esṕın tipo part́ıcula que poseen gran estabilidad topológi-
ca, pueden arreglarse espontáneamente en redes [3], y pueden ser manipulados por corrientes
eléctricas de muy baja densidad [4, 5]. La protección topológica nos asegura la robustez de los
skyrmiones frente a fluctuaciones térmicas, lo cual es extremadamente beneficioso en un contexto
de aplicación tecnológica. Estas propiedades hacen de los skyrmiones candidatos prometedores
como soportes de información para futuros dispositivos de información/procesamiento [6, 7, 8].

Desde el punto de vista experimental, arreglos de skyrmiones fueron observadas por pri-
mera vez en compuestos B20 tales como MnSi[2, 10, 11], FeGe[12, 13] y FeCoSi[14, 15], cuyas
estructuras cristalinas no centro-simétricas permiten una interacción de Dzyaloshinskii-Moriya
antisimétrica [16].

Las dos dificultades más recurrentes encontradas en los skyrmiones presentes en sistemas
ferromagnetos (conocidos como skyrmiones ferromagnéticos) son que las interacciones dipolares
prohiben skyrmiones de tamaño ultra pequeño [17] y hacen extremadamente dif́ıcil estabili-
zar skyrmiones individuales sin la asistencia de campos magnéticos [5, 18, 19]. En los sistemas
antiferromagnetos, dos subsistemas magnéticos equivalentes acoplados que se alinean antipara-
lelamente entre śı con magnetización neta igual a cero, los campos dipolares se anulan. Esta
propiedad es muy interesante para los skyrmiones, ya que puede solucionar los dos problemas
anteriormente mencionados. Más aún, una consecuencia de la topoloǵıa de los skyrmiones fe-
rromagnéticos en su dinámica es la deflexión respecto a la dirección de una fuerza aplicada,
conocida como el efecto Hall de skyrmiones[20, 21]. Este efecto se debe a la interacción entre
los skyrmiones y los electrones, resultando en una fuerza de Lorentz que los deflecta de manera
perpendicular al desplazamiento producido por la corriente. En contraste, este efecto es com-
pensado en los antiferromagnetos y por ende la cancelación del movimiento transversal puede
permitir un movimiento eficiente del skyrmion a lo largo de la dirección de la fuerza aplicada,
crucial para la mayoŕıa de las aplicaciones basadas en la utilización de skyrmiones.

Con estos puntos en mente, entender cómo estabilizar skyrmiones antiferromagnéticos cons-
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1. Introducción

Figura 1.1. Configuración de un skyrmion. Extráıdo de [9].

tituye el primer paso para una fundamental aunque tecnológicamente relevante investigación
[22].

En este trabajo, se propone estudiar el comportamiento de la enerǵıa del estado fundamental
electrónico para un sistema compuesto por dos skyrmiones (ferromagnéticos, antiferromagnéticos
o ferrimagnéticos) aśı como dominios magnéticos, acoplados a un fondo electrónico a cierto
llenado electrónico, en función de la distancia entre centros de cada una de las texturas. Se
analizó además la influencia de distintos parámetros presentes en la muestra.

En primer lugar, se emplea una red discreta de sitios con geometŕıa tipo cinta en donde
se ubican los skyrmiones. Estas texturas se generan a partir de una serie de configuraciones
que reproducen las caracteŕısticas principales de los mismos. Se consideran los tres tipos de
skyrmiones ya mencionados y además se comparan los resultados con dominios magnéticos. Estas
texturas sirven de fondo que interactúa con los electrones itinerantes que se mueven libremente
por la red.

Luego, mediante la diagonalización exacta de un Hamiltoniano de tight-binding electrónico
que rescata las caracteŕısticas básicas del sistema, se estudia la enerǵıa potencial efectiva entre las
diferentes texturas topológicas y la densidad electrónica en función de los distintos parámetros
del modelo.

La tesis está organizada de la siguiente manera:

En este Caṕıtulo 1 se presentan las principales definiciones de sistemas magnéticos: inter-
acciones magnéticas y ordenes magnéticos. Además, se examina la utilidad del modelo de
tight-binding. Por último, se introduce la noción de skyrmiones magnéticos.

En el Caṕıtulo 2 se profundiza el concepto de skyrmiones: observaciones, materiales, cla-
sificación y caracteŕısticas, aśı como el empleo de los mismos en potenciales dispositivos
electrónicos.

En el Caṕıtulo 3 se muestra el desarrollo y el modelo del trabajo, junto con los resultados

2
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obtenidos.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se presentan las conclusiones y perspectivas a futuro de esta
ĺınea de investigación.

1.2. Interacciones magnéticas

En esta sección se describirán brevemente algunos tipos de interacciones presentes en los
sistemas de interés: la interacción de intercambio, la interacción de Dzyaloshinskii-Moriya, el
acoplamiento Zeeman con un campo magnético aplicado y el acoplamiento de Hund entre elec-
trones itinerantes y sitios magnéticos.

1.2.1. Interacción de intercambio

La interacción de intercambio surge del fenómeno de ordenamiento magnético de largo
alcance. Esta resulta de las interacciones electrostáticas entre part́ıculas idénticas [23].

Para entender su origen, se puede considerar dos electrones en posiciones þr1 y þr2. La fun-
ción de onda que representa el sistema es un producto de estados de electrones individuales
ψ(þr1, þr2) = ψa(þr1)ψb(þr2), siendo ψa y ψb funciones de onda representantes del primer y segundo
electrón, respectivamente. Dado que estos electrones son indistinguibles, la función de onda con-
junta debe satisfacer P̂ψ(þr1, þr2) = −ψ(þr1, þr2), con P̂ el operador permutación, y el signo menos
es debido al caracter fermiónico de los electrones. Claramente, ψ no satisface esta simetŕıa: se
deben construir estados producto antisimetrizados (ya que se trata de electrones, en el caso de
bosones debeŕıan de ser estados simetrizados).

Para el problema conjunto, se debe tener en cuenta que la función de onda consta de un
producto entre una parte espacial φ, y una parte asociada al esṕın χ, ambas incluyendo a ambos
electrones y sólo pueden incluirse combinaciones con simetŕıa alternada. Es decir, ya que la
función de onda completa debe ser antisimétrica, sólo se admiten las combinaciones donde una
de las funciones de onda (espacial o de esṕın) es simétrica y la otra es antisimétrica.

El estado antisimétrico en la función de onda de esṕın que corresponde al estado singlete
(S = 0) y el simétrico, al estado triplete (S = 1). Por lo tanto, las combinaciones podrán ser

ψ0 = φSχA = 1√
2

[φa(þr1)φb(þr2) + φa(þr2)φb(þr1)]χ0

ψ1 = φAχS = 1√
2

[φa(þr1)φb(þr2) − φa(þr2)φb(þr1)]χ1.
(1.1)

La enerǵıa de esos estados es
E0 =

Ú
ψ∗

0 Ĥ ψ0 d
2r

E1 =
Ú
ψ∗

1 Ĥ ψ1 d
2r.

(1.2)

donde Ĥ es el Hamiltoniano de los espines de los electrones. Teniendo en cuenta que para el
estado singlete y triplete valen, respectivamente þS1 · þS2 = −3

4 y þS1 · þS2 = 1
4 , se puede reescribir

3



1. Introducción

el Hamiltoniano Ĥ como un Hamiltoniano efectivo dependiente sólo del esṕın

Ĥ = 1
4(E0 − E1) − (E0 − E1)þS1 · þS2 (1.3)

Descartando el término constante, se tiene:

Ĥspin = 2J þS1 · þS2 (1.4)

siendo J la constante de intercambio, descripta en términos de las funciones de onda electrónicas

J = E0 − E1
2 =

Ú
ψ∗

1(r1)ψ∗
2(r2)Ĥψ1(r1)ψ2(r2)dr1dr2 (1.5)

como este tipo de interacciones generalmente ocurren a primeros vecinos, se puede generalizar a

Ĥ = −
Ø
<ij>

Jij þSi · þSj (1.6)

donde Jij es la constante de intercambio entre el esṕın i-ésimo y el j-ésimo. Aqúı se omite el
factor 2 debido a que la suma incluye dos veces cada par de espines.

1.2.2. Acoplamiento Zeeman

El acoplamiento Zeeman es la interacción entre un campo magnético y un cuerpo portando
un momento magnético, que puede ser intŕınseco (esṕın) u orbital. Para un electrón con esṕın
þS en presencia de un campo magnético þH, el Hamiltoniano debido al efecto Zeeman es

HZE = −þS · þH (1.7)

1.2.3. Interacción Dzyaloshinskii-Moriya

La interacción debida a la ruptura de la simetŕıa es llamada la interacción de Dzyaloshinskii-
Moriya (DMI). Esta fue propuesta por I. Dzyaloshinskii en 1958 emergiendo como resultado de
la simetŕıa cristalina en α-Fe2O3, donde surgen momentos magnéticos espontáneos no nulos en
ciertos estados magnéticos [24]. Luego, fue generalizada por T. Moriya dos años más tarde. Por
la teoŕıa de Moriya [25], quien mostró cómo el acoplamiento spin-órbita en sistemas con bajo
orden magnético da lugar a mecanismos de interacción antisimétricos entre espines vecinos þSi y
þSj , se pudo determinar la dirección de la interacción DM, cuyo Hamiltoniano es de la forma

HDM =
Ø
<i,j>

þDij · (þSi × þSj) (1.8)

siendo þDij el vector de de Dzyaloshinksii-Moriya, orientado en el que la simetŕıa de inversión está
rota. Bajo operaciones de inversión, dos espines þSi y þSj se mantienen sin cambios. El producto
vectorial cambia el signo del Hamiltoniano, reflejando aśı la antisimetŕıa de la interacción.

Cuando está presente, esta interacción favorece energéticamente configuraciones donde cada
esṕın es perpendicular a sus vecinos y al vector þDij . Sin embargo, bajo ciertas condiciones, la
interacción DM es el factor clave para estabilizar skyrmiones magnéticos [24, 25, 26].

4



1.3. Órdenes magnéticos

Figura 1.2. Representación de la interacción de Dzyaloshinskii-Moriya entre dos espines þS1
y þS2. El vector D12 de interacción apunta en la dirección perpendicular al plano formado por
los mismos.

1.2.4. Acoplamiento de Hund

La interacción que describe el acoplamiento entre electrones itinerantes y espines localizados
se conoce como Acoplamiento de Hund [26]. En el caso de una red de espines, el Hamiltoniano
debido a este acoplamiento es

HH = −JH
Ø
i

þSi · þsi (1.9)

donde þSi representa los momentos magnéticos localizados en el sitio i y þsi = 1
2
q
a,b ĉ

†
i,aþσ

abĉi,b
representa el esṕın de los electrones itinerantes, con þσ = (σx, σy, σz) siendo σi (i=x,y,z) las ma-
trices de Pauli, y JH la constante de acoplamiento, parámetro que determina qué tan fuertemente
acoplados están dichos espines.

1.3. Órdenes magnéticos

A continuación se describen brevemente los tipos de órdenenes magnéticos más simples que
serán de importancia en el trabajo. Estos están esquematizados en la figura 1.3.

1.3.1. Ferromagnetos

Un material ferromagnético puede tener una magnetización diferente de cero aún en ausen-
cia de campo magnético externo y en este estado de magnetización todos los espines apuntan en
la misma dirección. Este efecto es generalmente producido por la interacción de intercambio
entre los espines.

1.3.2. Antiferromagnetos

Si la interacción de intercambio es negativa (J < 0), el campo molecular es orientado de ma-
nera que favorece la alineación antiparalela de los momentos magnéticos a primeros vecinos. Eso
es lo que se denomina antiferromagnetismo. Generalmente, este tipo de orden se encuentra
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1. Introducción

Figura 1.3. Distintos tipos de ordenes magnéticos: Ferromagnético, antiferromagnético, fe-
rrimagnético y paramagnético.

en redes bipartitas, es decir, redes que están compuestas por dos redes interpenetradas. De esta
manera, en las redes bipartitas los momentos magnéticos en una de las subredes apuntan todos
en una dirección y en la otra subred en dirección opuesta. A este tipo de estado magnético se lo
conoce como estado de Néel [27].

1.3.3. Ferrimagnetos

La discusión antes vista para el antiferromagneto asume que en una red bipartita las dos
subredes son equivalentes, pero si no lo fueran (cristalográficamente, esto es posible), entonces
la magnetización de las dos subredes no seŕıa igual y por lo tanto no se cancelaŕıan. Esto daŕıa
como resultado que aunque el orden magnético es en esencia antiferromagnético el sistema tiene
una magnetización neta. Este fenómeno es conocido como ferrimagnetismo.

Como el campo molecular de cada subred es diferente, entonces la magnetización espontánea
de cada subred tendrá diferentes dependencias con la temperatura y puede ocurrir, por ejemplo,
que una subred domine la magnetización a bajas temperaturas y la otra lo haga a temperaturas
más altas. Cuando esto ocurre se puede variar la magnetización del sistema variando la tempera-
tura de manera que al aumentar la temperatura el sistema puede pasar de tener magnetización
positiva a cero y luego volverse negativa. Finalmente, a temperaturas más altas el sistema se
desordena y la magnetización es nuevamente cero. La temperatura a la cual la magnetización
cambia de signo se conoce como temperatura de compensación.

1.3.4. Dominios magnéticos

P. Weiss propuso que un ferromagneto contiene un número de pequeñas regiones, llamadas
dominios (o islas), dentro de las cuales la magnetización local alcanza un valor de saturación
[28]. La dirección de la magnetización de diferentes dominios no necesita ser paralela. Estos
dominios están separados por paredes de dominio .
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1.3. Órdenes magnéticos

Figura 1.4. Transición de fase ferromagnética. A la izquierda, el estado de alta temperatura
(o desordenado) presentando simetŕıa rotacional. Esta simetŕıa se rompe una vez alcanzadas
temperaturas debajo de la temperatura de Curie TC (imagen derecha).

Si diferentes regiones de un sistema macroscópico rompen la simetŕıa en diferentes formas,
en la interfaz entre ambas regiones la rigidez se puede romper. En general, se esperan paredes
de dominio, vórtices, dislocaciones y otras singularidades. En los materiales ferromagnéticos, las
más importantes son las paredes de dominio.

La existencia de dominios explica el hecho de que en algunos materiales es posible, a tempe-
ratura ambiente, alcanzar la magnetización de saturación de toda la muestra (correspondiente
a µ0M ∼ 1T ) por la aplicación de un campo magnético muy chico (tanto como H ∼ 10−6T )
[23]. En el mismo material ferromagnético, es también posible para la magnetización sea nula a
campo cero. Esto también es una manifestación de los dominios: la magnetización está saturada
dentro de ellos, pero su dirección en cada dominio es tal que la magnetización neta del material
es cero.

Dentro de las ideas para la formación de dispositivos de almacenamiento de memoria, un
concepto popular es el de racetrack memory de paredes de dominio (DWRM, por sus siglas en
inglés) [29], un cable nanoscópico en el cual los dominios magnéticos se mueven por corrientes
de esṕın polarizadas (figura 1.5) . El problema principal de estos dispositivos son las impurezas
en los nano-cables. Éstas impiden que la pared de dominio viaje y, para sobrepasarlas, se deben
aplicar corrientes de alta densidad, lo cual lleva al calentamiento del nano-cable por efecto Joule,
revelando el ĺımite de este enfoque [30].

1.3.5. Frustración magnética

Un concepto sumamente importante en los sistemas magnéticos es el de frustración magnéti-
ca. Los sistemas magnéticamente frustrados son aquellos en los cuales no es posible satisfacer
simultáneamente todas las interacciones del sistema. A menudo, esto conduce a que no exista un
único estado fundamental, sino que existen varios estados en los que no se minimiza la enerǵıa; en
este caso, se dice que el sistema está degenerado. En otros, la competencia entre interacciones
conduce a que se estabilicen configuraciones no convencionales como los skyrmiones magnéticos.

7



1. Introducción

Figura 1.5. Dispositivo racetrack memory de paredes de dominio [29].

Por ejemplo, si se considera la red triangular antiferromagnética (figura 1.6), y dos espines
adyacentes se acomodan antiparalelamente, el tercero no tiene una orientación definida, para la
cual la enerǵıa sea mı́nima. El sistema no puede alcanzar un estado que satisfaga sus v́ınculos
microscópicos, pero śı posee una multiplicidad de estados igualmente “insatisfechos”. Como re-
sultado, un sistema frustrado muestra metaestabilidad, efectos de histéresis, y relajación hacia
el equilibrio dependiente del tiempo [23].

1.4. Modelo de tight-binding

Por último, se introduce aqúı el modelo más simple para estudiar la dinámica electrónica en
redes discretas, conocido como el modelo de tight-binding, donde se asume al sistema como una
red discreta, y se supone que los electrones están fuertemente localizados en los sitios cristalinos
y sólo pueden estar en un sitio de la red. La enerǵıa cinética de los mismos se incluye permitiendo
al electrón saltar (hacer hopping) de un sitio a otro.

En el formalismo de segunda cuantificación, se puede escribir al Hamiltoniano de hopping en
términos de operadores de creación (y aniquilación) ĉ†

i (ĉi) que crean (aniquilan) una part́ıcula
en el sitio i. Éste tiene la forma [31]

Hhop = −
Ø
<ij>

tij(ĉ†
i ĉj + h.c.) (1.10)

siendo ĉ†
i y ĉj los operadores de creación y aniquilación fermiónicos en los sitios i y j, respec-
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1.4. Modelo de tight-binding

Figura 1.6. Esquema que representa un sistema geométricamente frustrado en una disposi-
ción triangular en la que la interacción entre los momentos magnéticos es antiferromagnética.
La doble flecha punteada denota la incapacidad del tercer esṕın para seleccionar un estado
una vez que se establece un par antiferromagnético.

tivamente. Aqúı el sub́ındice éijê de la suma indica que se suma sólo sobre primeros vecinos i,
j y h.c (hermı́tico conjugado) representa en este caso el hopping reverso ĉ†

j ĉi del sitio i al sitio
j. La amplitud de hopping tij es controlada por el solapamiento de los orbitales atómicos entre
sitios vecinos. Se considera aqúı el caso unidimensional, pero el resultado se puede generalizar a
más dimensiones, siendo el proceso análogo.

Figura 1.7. Descripción compacta del formalismo de operadores en segunda cuantificación.
El proceso mostrado tendrá distintos elementos de matriz, pero están descriptos por el mismo
operador ĉ†

2ĉ1.

Para este modelo, una aproximación t́ıpica es asumir que los electrones sólo pueden saltar a
entre sitios a primeros vecinos. En general, es posible a vecinos más lejanos, pero sus amplitu-
des de probabilidad son muy pequeñas (decrecen exponencialmente con la distancia). Por ello,
en muchos casos sólo se tiene en cuenta el hopping a primeros vecinos. Debido a la simetŕıa
traslacional de la red, todos los saltos a primeros vecinos deberán tener la misma intensidad de
hopping. Si se asume que ésta es un número real t independiente de la posición, el Hamiltoniano
es

Ĥ = −t
Ø
<ij>

(ĉ†
i ĉj + ĉ†

j ĉi) = −t
Ø
i

(ĉ†
i ĉi+1 + ĉ†

i+1ĉi) (1.11)

9



1. Introducción

Dentro de este formalismo, y debido a la invarianza traslacional de este Hamiltoniano, se
puede resolver mediante la utilización de la transformada de Fourier discreta, utilizada
t́ıpicamente para describir una función periódica en el espacio real, que tendrá un set de vectores
de onda en el espacio rećıproco. Aqúı, se tiene justamente el caso inverso, el espacio real es dicreto
y el espacio rećıproco es continuo y periódico (la zona de Brillouin ZB). Se pueden reescribir
los operadores fermiónicos como:

ĉk =
√
a√

2π
Ø
j

ĉj e
ikx (1.12)

ĉj =
√
a√

2π

Ú
ZB

ĉk e
ikx dk (1.13)

Como {ĉi, ĉj} = δij , es fácil ver que se debe satisfacer

{ĉk, ĉkÍ} = δ(k − kÍ) (1.14)

y se ve que el primer término del Hamiltoniano toma entonces la formaØ
j

ĉ†
j ĉj+1 =

Ø
j

1ð
2π/a

Ú
ZB

dk ĉk e
−ikja 1ð

2π/a

Ú
ZB

dkÍ ĉkÍ eik
Í(j+1)a (1.15)

el cuál puede reescribirse comoØ
j

1
2π/a

Ú
ZB

dkÍ
Ú
ZB

dk ĉ†
k ĉkÍ ei(k

Í−k)ja =
Ú
ZB

dk ĉ†
k ĉke

ika (1.16)

Realizando el proceso análogo para el hermı́tico conjugado del término de la ecuación 1.15,
se llega que el Hamiltoniano se escribe finalmente como

Ĥ =
Ú
ZB

dk ε(k) ĉ†
k ĉk (1.17)

donde
ε(k) = −2t cos (ka) (1.18)

siendo además periódica en k, con una periodicidad de 2π
a , como se ve en el gráfico de la figura

1.8, lo cual es esperado para ondas de Bloch.
En el espacio rećıproco, se puede construir al estado fundamental en términos de los opera-

dores ĉk según
|GSê =

Ù
k∈SF

ĉ†
k|0ê (1.19)

donde SF ≡ {k : ε(k) < εF } es la superficie de Fermi, con εF la enerǵıa de Fermi. En este caso, a
temperatura T = 0(i), la enerǵıa del estado fundamental depende del llenado electrónico debido
a que resulta de sumar la enerǵıa de todos los niveles ocupados por debajo del nivel de Fermi

EGS =
Ø
εk<εF

εk (1.20)

(i)En este trabajo, se tomó al sistema como a temperatura T =0. En el caso contrario, a temperatura finita,
habŕıa que tener en cuenta la distribución de Fermi f(ε).
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1.5. Skyrmiones magnéticos

Figura 1.8. Relación de dispersión de la ecuación 1.18, graficado en la Zona de Brillouin
unidimensional. En rojo, se muestra como todos los niveles de enerǵıa hasta el nivel de Fermi
(con enerǵıa EF ) son ocupados.

1.5. Skyrmiones magnéticos

1.5.1. Origen y observaciones

En los últimos años, un tema que ha adquirido gran relevancia es el estudio de las pro-
piedades topológicas de sistemas magnéticos y/o electrónicos de baja dimensionalidad. Estas
propiedades tienen la particularidad de permanecer inalteradas bajo deformaciones continuas de
los parámetros microscópicos del modelo conduciendo a fases de gran estabilidad, y de esta ma-
nera, desempeñan un rol muy importante tanto en el campo aplicado como en el de investigación
básica.

En esta ĺınea, los sistemas con las texturas magnéticas conocidas como skyrmiones magnéti-
cos han adquirido gran importancia. Los skyrmiones son texturas de esṕın tipo part́ıcula que
poseen gran estabilidad topológica, pueden arreglarse espontáneamente en redes, y pueden ser
manipulados por corrientes eléctricas de muy baja densidad.

Los skyrmiones han sido originalmente predichos en los años 1960 por Tony Skyrme en el
contexto de f́ısica de part́ıculas [32, 33]. Él propuso una descripción en teoŕıa de campos de piones
interactuantes y mostró que existen soluciones tipo part́ıcula con atributos de bariones [34, 35].
Más adelante, se mostró que estas soluciones exhiben caracteŕısticas de fermiones, mientras que
los piones en śı mismo son bosones. Los solitones, descriptos por un modelo σ no lineal, son
las versiones tridimensionales de lo que se volvió conocido como skyrmiones. En este contexto,
los skyrmiones son configuraciones de mı́nima enerǵıa de campos estáticos clásicos no-lineales y
se puede mostrar que estas soluciones corresponden a solitones topológicos [36].

Las teoŕıas que describen estos sistemas conducen al estudio de excitaciones topológicas
que desempeñan un rol fundamental en muchas áreas de la f́ısica [37]. En el transcurso de las
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1. Introducción

últimas décadas (en el contexto de materia condensada, y, más precisamente, en el estudio de
fenómenos magnéticos y sistemas de espines), el término skyrmion ha ganado progresivamente
aceptación para designar cualquier solución o configuración de campo que está localizada, es
topológicamente estable y tiene el aspecto de vórtice [38]. Se debe aclarar que estas soluciones
no tienen ningún v́ınculo con el modelo de Skyrme en f́ısica de part́ıculas mencionado antes,
excepto por el hecho de que en ambos contextos las soluciones corresponden a solitones con
propiedades topológicas análogas.

En general, este tipo de texturas estás asociadas a la presencia de la interacción DM, por
lo que se espera que aparezcan en sistemas sin simetŕıa de inversión como es el caso del MnSi
[2, 10, 11], FeGe [12, 13], semiconductores con estructura B20 y el Cu2OSeO3 [39, 40].

Sin embargo, hoy en d́ıa, los skyrmiones se hallan en varios campos de la f́ısica, como en
condensados de Bose-Einstein [20, 41, 42], sistemas con efecto Hall cuántico [43], cristales ĺıquidos
[20, 44], f́ısica de part́ıculas [45], teoŕıa de cuerdas [46], y como sera considerado aqúı, magnetismo
[2], entre otros [47].
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Caṕıtulo 2

Skyrmiones en sistemas magnéticos

En este caṕıtulo, se presenta a los skyrmiones magnéticos en más detalle, mencionando el
origen de los mismos y los materiales en los que se han observado, dando lugar a skyrmiones
ferromagnéticos, antiferromagnéticos y ferrimagnéticos. Por último, se describe el estado actual
de algunos dispositivos en donde se emplean skyrmiones individuales involucrando la creación,
aniquilación y manipulación de los mismos.

2.1. Primeras observaciones experimentales

En 1975, A. A. Belavin y A. M. Polyakov encontraron las soluciones correspondientes a dis-
tintos sectores topológicos para un sistema ferromagnético [48]. Más adelante, en 1989, A.N.
Bogdanov y D.A. Yablonskii predijeron la existencia de redes de skyrmiones en ferromagnetos
anisotrópicos no-centrosimétricos al aplicar campos magnéticos [49]. Estos skyrmiones se obser-
varon por primera vez experimentalmente estudiando el efecto Hall cuántico. Sin embargo, la
existencia de skyrmiones formando redes fue verificada experimentalmente sólo recientemente.
En 2009, se encontró evidencia clara de que los skyrmiones aparecen formando una red en la
llamada fase A del compuesto MnSi (ferromagneto metálico) [2]. La evidencia proviene de ex-
perimentos de dispersión de neutrones a pequeños ángulos (SANS, de sus siglas en inglés) que
revelan un patrón hexagonal de skyrmiones.

Recientemente se han realizado observaciones directas, tanto de skyrmiones aislados como
de redes de skyrmiones, mediante microscoṕıa electrónica de transmisión de Lorentz (Lorentz
TEM, de sus siglas en inglés) [51]. En general, este tipo de textura está asociada a la ausencia de
simetŕıa de inversión, por lo que se presenta en sistemas no centrosimétricos, como es el caso de
cristales magnéticos de MnSi [2], Fe0,5Co0,5Si (y en general para semiconductores Fe1−xCoxSi)
[14, 15], FeGe, en semiconductores con estructura B20 y el aislador Cu2OSeO3 [39, 40].

Una de las mayores ventajas de usar TEM es que esta técnica ofrece una observación directa
de la estructura magnética de la muestra. Por otro lado, esta necesita ser transparente, y esto
sólo puede lograrse si las muestras son muy delgadas [51]. Además, otra propiedad que complica
las observaciones es que con TEM sólo se mide la componente en el plano de la magnetización.

La imagen de espacio real de la fase A se muestra en el figura 2.3. Como en los bordes y
en el centro del skyrmion la magnetización es opuesta o en el sentido del campo magnético,
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Figura 2.1. Red de skyrmiones modelada en la fase A del MnSi [2].

la magnetización no es especificada. Lo que śı se aprecia en la figura es cómo se envuelve (el
winding) la magnetización alrededor del centro del skyrmion [52].
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Figura 2.2. Diferentes fases magnéticas del MnSi. El diagrama de fases incluye la fase A que
corresponde a la fase skyrmiónica.[50]

Figura 2.3. Imagen real amplificada de un skyrmion en un campo magnético de B = 50mT
usando microscoṕıa electrónica de transmisión de Lorentz (TEM). [51]
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2.2. Tipos de skyrmiones

2.2.1. Skyrmiones ferromagnéticos

Los skyrmiones magnéticos presentes en un medio ferromagnético, popularmente conocidos
como skyrmiones ferromagnéticos, son caracterizados por una densidad de magnetización
constantemente cambiante que está orientada opuesta en su centro, comparada con la región
adyacente, resultando en una topoloǵıa de espacio real no trivial. Estos objetos pueden ocurrir
en redes periódicas, o como part́ıculas individuales [52, 49].

2.2.2. Skyrmiones antiferromagnéticos

Los skyrmiones antiferromagnéticos pueden entenderse como combinación de dos skyr-
miones con espines mutualmente opuestos, es decir, espines vecinos tienden a alinearse antipa-
ralelamente. Por ende, estaŕıan caracterizados por una carga topológica nula. Sin embargo, en
el presente caso, las subredes de skyrmiones no están espacialmente separados, sino que están
intercalados, resultando en una carga topológica ±1; estos skyrmiones antiferromagnéticos si-
guen siendo entonces skyrmiones desde el punto de vista topológico. No obstante, estos exhiben
diferente dinámica que los ferromagnéticos.

Debido a la carga topológica compensada por la magnetización, un skyrmion antiferro-
magnético puede moverse sin el efecto Hall de skyrmiones [53, 54].

Como es t́ıpico para texturas de esṕın antiferromagnéticas, los skyrmiones antiferromagnéti-
cos pueden ser propulsados mucho más rápidamente que para los skyrmiones convencionales.
Velocidades del orden de kilómetros por segundo han sido simuladas [55, 54, 53]. Esto hace a
los skyrmiones antiferromagnéticos los candidatos ideales para ser utilizados como portadores
de información en dispositivos de almacenamiento de datos.

En términos de la interacción de DM requerida, la estabilización de skyrmiones antiferro-
magnéticos no es problemática [56, 57, 58, 59]. Un skyrmion con espines mutuamente revertidos
(y por lo tanto un skyrmion con polaridad opuesta y una diferencia en helicidad de π) es
energéticamente preferido por la interacción de DM en un sistema.

En 2015, H.D. Rosales, D.C. Cabra y P. Pujol [56] estudiaron un modelo de Heisenberg
antiferromagnético en la red triangular, en el que está presente la interacción de Dzyaloshinskii-
Moriya. Mostraron (mediante el empleo de simulaciones de Monte-Carlo y la aproximación de
Luttinger-Tisza) que al aplicar un campo externo, aparece una novedosa fase a la que denomi-
naron AF-SkX. La misma consiste en tres redes de skyrmiones interpenetradas.

Más recientemente, en 2020, S. Gao, H.D. Rosales, et al [59] combinaron mediciones de
dispersión de neutrones con simulaciones Monte Carlo, y mostraron que una red fraccional de
skyrmiones antiferromagnéticos (ver figura 2.4) es estabilizada en MnSc2S4 a través de aco-
plamientos anisotrópicos. Con su trabajo, demostraron que los skyrmiones antiferromagnéticos
teóricamente propuestos pueden estabilizarse en materiales reales, representando aśı un gran
paso hacia la implementación de los mismos en dispositivos de espintrónica.
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2.3. Carga topológica

Figura 2.4. Redes fraccionales de skyrmiones antiferromagnéticos [59].

2.2.3. Skyrmiones ferrimagnéticos

Los skyrmiones ferrimagnéticos consisten en dos skyrmiones acoplados, con espines mu-
tualmente revertidos, similar al caso de skyrmiones antiferromagnéticos. Sin embargo, los mo-
mentos magnéticos tienen diferentes magnitudes en las dos subredes, llevando a una magnetiza-
ción neta no nula.

Comparados a los skyrmiones antiferromagnéticos, los ferrimagnéticos tienen la ventaja de
una conveniente detección y la posibilidad de localización debido a su magnetización descom-
pensada [60]. Considerando su electrodinámica emergente, estos prometen ventajas similares a
los skyrmiones antiferromagnéticos [61]. No obstante, están limitados por el uso de temperaturas
particulares, lo que limita la aplicabilidad de la espintrónica [62].

Una primera muestra de las ventajas de estas texturas se ha recientemente obtenida en
materiales ferrimagnéticos, más precisamente en láminas ferrimagnéticas de Gd-FeCo [61], como
se muestra en la figura (2.5)

2.3. Carga topológica

La configuración skyrmiónica es f́ısicamente estable. Esto quiere decir que la configuración
de espines de un skyrmion puede minimizar la enerǵıa del sistema y por ende el sistema favo-
rece esta configuración. Más aún, los skyrmiones son topológicamente protegidos: pequeñas
deformaciones del sistema no pueden transformar la estructura de los espines en alguna estruc-
tura trivial. Esta propiedad topológica se hace más expĺıcita con la definición de una carga
topológica.

La carga topológica, o número de skyrmion, es el winding number que cuenta cuantas veces
la configuración se envuelve alrededor de la esfera unidad [63]. Esta es definida, para un sistema
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2. Skyrmiones en sistemas magnéticos

Figura 2.5. Esquema de un skyrmion ferrimagnético en una pista magnética, observado en
las láminas de GdFeCo [5].

bidimensional, como

Q = 1
4π

Ú Ú
þS ·
A
∂þS

∂x
× ∂þS

∂y

B
dx dy (2.1)

Si se envuelve la estructura de la magnetización de un skyrmion (figura 2.6) alrededor de la
esfera unidad, ésta se recorre una única vez. Esto le da a la estructura del skyrmion una carga
topólogica un valor de 1. Dependiendo de si el centro del skyrmion es paralelo o anti-paralelo al
campo magnético externo la carga topológica de un skyrmion puede dar ±1 [64]. En la figura
2.6 se muestra esquemáticamente la idea general detrás de de la definición. En esta se representa
un skyrmion desde una vista lateral.

Figura 2.6. Skyrmion envolviéndose alrededor de una esfera [64]
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2.3.1. Dispositivos electrónicos y potenciales aplicaciones

Desde su descubrimiento, los skyrmiones magnéticos han ganado atención creciente no sólo
por sus interesantes propiedades f́ısicas sino también por sus potenciales aplicaciones tecnológi-
cas. Esto se debe fundamentalmente a la demostración de que estos objetos tienen un gran
potencial tecnológico en el área de la espintrónica para el desarrollo de futuras generaciones
de dispositivos magnéticos de memoria y procesamiento de información. Desde este punto de
vista las cualidades más destacadas de los skyrmiones son su gran estabilidad, pequeño ta-
maño y la necesidad de corrientes eléctricas muy bajas para crearlos, destruirlos o moverlos
[20, 6, 7, 65, 66, 67].

En el estado actual de la tecnoloǵıa es posible, no solo crear skyrmiones aislados sino también
redes bidimensionales de skyrmiones por medio de la impresión de nanodiscos magnéticos sobre
láminas magnetizadas [3]. Debido a una propiedad topológica de los skyrmiones (cuantificada
mediante su carga topológica) es posible emplearlos como elementos de computación para re-
presentar los bits “1” y “0”, asociados a la existencia y ausencia de skyrmiones respectivamente.
Debido a estas caracteŕısticas es que se los estudia en el campo de la espintrónica para el diseño
de dispositivos de almacenamiento de información de bajo consumo [68, 69].

Figura 2.7. Esquema de un RM basado en skyrmiones. En él, los skyrmiones se mueven a
lo largo de la pista en sólo una dirección. El elemento lector puede posicionarse al final de la
pista. El skyrmion es aniquilado al moverse a través de éste, pero su información es léıda en
uno o más dispositivo de memoria [70].

Uno de los dispositivos en los que se espera una aplicación de los skyrmiones son los llama-
dos “racetrack memory”(RM)[72]]. Esta idea ha recibido mucha atención y ha sido tópico de
investigación para muchos grupos debido a que tiene la significativa ventaja en comparación con
los dispositivos RM de paredes de dominio [73, 74] (figura 1.5) debido a que pueden sobrepo-
nerse a las impurezas más fácilmente, debido a las propiedades de los skyrmiones con respecto
a est́ımulos y perturbaciones externas y cómo se puede controlar su movimiento, desplazándose
por medio de corrientes de esṕın aśı como ondas de espines [75]. Más aún, el skyrmion individual
tiene un tamaño mucho más pequeño el convencional dominio. El valor t́ıpico de su tamaño vaŕıa
de 3nm a 150nm dependiendo de los parámetros intŕınsecos del material. Además, la densidad
de corriente para manejar skyrmiones está 4 o 5 órdenes de magnitud por debajo de la requerida
para mover los convencionales dominios ferromagnéticos[76]. Estas propiedades, incluyendo el
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Figura 2.8. Racetrack memory basada en skyrmiones[71]

tamaño, la alta estabilidad y la movilidad benefician el desarrollo de los futuros dispositivos RM
basados en skyrmiones [72]. Investigaciones recientes han demostrado la creación y el movimiento
inducidos por corriente, aśı como la detección eléctrica de skyrmiones individuales en geometŕıas
confinadas, aún a temperatura ambiente [77]. Estos avances ponen grandes expectativas en la
fabricación de RM basados en skyrmiones (figura 2.8) [71].

Otra de las posibles aplicaciones apunta al desarrollo de compuertas lógicas basadas en
skyrmiones. El mecanismo básico que permite este desarrollo es la conversión entre un par de
paredes de dominio y skyrmiones conectando lineas de transmisión de diferentes anchos [78].
Por medio de este mecanismo es posible realizar la duplicación y unión de skyrmiones, y usar
estos procesos para el desarrollo de compuertas lógicas [79].
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Caṕıtulo 3

Modelo y resultados

3.1. Configuraciones y ansatz utilizados

En este caṕıtulo se presenta el modelo empleado para estudiar la enerǵıa de interacción, entre
skyrmiones, mediada por lo electrones itinerantes. Para el término del acoplamiento de Hund,
se consideraron configuraciones magnéticas de skyrmiones ferromagnéticos, antiferromagnéticos
y ferrimagnéticos. Para ello, se emplearon distintos ansatz que permiten reproducir el compor-
tamiento de dichos skyrmiones.

3.1.1. Skyrmiones

Para estudiar la dinámica de electrones itinerantes inmersos en un fondo magnético, se
emplearon distintos ansätze para modelar la estructura de tipos de skyrmiones. Para ellos se
parametriza el esṕın en una dado sitio de la red en términos de coordenadas esféricas como sigue

S[θ, φ] = (sin (θ) cos (qφ+ χ), sin (θ) sin (qφ+ χ), cos (θ) +m)) /N (3.1)

siendo N la norma ||(sin (θ) cos (φ), sin (θ) sin (φ), cos (θ) + m)|| y þm = (0, 0,m) la contribución
homogénea a la magnetización. Esta función de esṕın está parametrizada por los ángulos θ y φ
(ángulo polar y azimutal respectivamente). La estructura de skyrmion ferromagnético centrado
en el origen puede ser descripta de manera muy sencilla por una función lineal del ángulo θ en
función de la distancia r como sigue [49].

θ(r) = π

3
1 − r

R

4
H (R− r) (3.2)

donde H es la función de Heaveside, R es el radio del skyrmion, y r =
ð
x2 + y2 representa la

coordenada radial; esta función define, dentro de un radio, cómo los espines se van modulando
desde el origen (θ = π), se tuercen a medida que crece r, hasta llegar al borde del skyrmion
(r = R) donde los espines apuntan en la dirección z (θ = 0). Para valores r > R, θ queda
fijamente en el valor 0, garantizando que el entorno del skyrmion está completamente polarizado
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3. Modelo y resultados

(a) Skyrmion de Bloch. (b) Skyrmion de Neel.

Figura 3.1. Skyrmiones ferromagnéticos tipo Bloch o Neel.

con el campo externo. El ángulo φ, queda definido como una función partida:

φ[x, y] =


arc cos

3
x√
x2+y2

4
si y ≥ 0

2π − arc cos
3

x√
x2+y2

4
si y < 0

(3.3)

En la ecuación (3.1) aparece el parámetro χ, que se conoce como la helicidad. Ésta depende
de la interacción DM inducida, y esto depende en qué sentido la simetŕıa de inversión es rota.
Esta cantidad sirve, junto con la carga topológica, para categorizar distintos tipos de skyrmiones,
como se muestra en la figura 3.2. El valor de χ = π

2 , determina skyrmiones de Bloch (figura
3.1). En la figura 3.2 se muestra una representación esquemática de skyrmiones para distintos
valores de χ.

Figura 3.2. Distintas estructuras de skyrmiones con distinta carga topológica Q y helicidad
χ [64]
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3.1. Configuraciones y ansatz utilizados

(a) Skyrmiones antiferromagnéticos. (b) Skyrmiones ferrimagnéticos.

Figura 3.3. Ansatz para skyrmiones antiferromagnéticos y ferrimagnéticos.

Por otro lado, el parámetro q determina la carga topológica de cada skyrmion. Reemplazando
la ecuación (3.1) en la definición de carga Q se tiene,

Q = q

2

Ú ∞

0
sin(θ(r))dθ(r)

dr
dr

= −q

2 cos(θ(r))
--∞
0

= −q (3.4)

Aśı, dependiendo de si el centro del skyrmion es paralelo o antiparalelo al campo magnético
tenemos Q = 1 o Q = −1.

Si bien se trabajó en redes bidimensionales, para expresar el valor de la componente en z
se usó la función ColorData de Mathematica 12.0, que genera una cierta variedad de colores
(en este caso, “arco iris”) dependiendo de los parámetros de entrada. Se representa aśı al color
violeta como el asociado al valor más bajo de la componente Sz, y el color rojo para el más
alto.

Para generar skyrmiones antiferromagnéticos, el carácter alternante se introduce en la defi-
nición de la función angular θ haciendo θ(r) → θ(r)(−1)x+y [80]. De esta manera, sitios vecinos
poseen un comportamiento alternado en la componente z de los spines. Como ejemplo, en la
figura (3.3a) se muestra un skyrmion antiferromagnético.

Por último, para generar skyrmiones ferrimagnéticos, se empleó el ansatz de skyrmiones an-
tiferromagnético pero se consideró que la red cuadrada está formada por dos subredes cuadradas
interpenetradas como se muestra en la figura (3.3b) en donde una de las subredes tiene |S(r)| = 1
y la otra |S(r)| = 1/2, generando una magnetización neta no nula.

Considerando la motivación del presente trabajo, se simularon arreglos con dos skyrmiones,
separados a una cierta distancia entre centros ∆ (ver gráfico 3.4). Se varió la distancia ∆ y se
exportaron los valores de las coordenadas de los vectores de esṕın.

Consecuentemente, se puede construir una tabla de valores de Sx, Sy, Sz para cada valor de

23



3. Modelo y resultados

Figura 3.4. Ansatz utilizado. Se detalla en el mismo la variable ∆, la distancia entre centros
de los skyrmiones.

∆. Luego, se procede a leer dichas tablas a un código en lenguaje Fortran 90, el cual tiene la
función de diagonalizar el Hamiltoniano del problema (ver sección 3.2).

3.1.2. Dominios magnéticos

Para poder comparar caracteŕısticas de los distintos tipos de skyrmiones con dominios ferro-
magnéticos, de gran importancia en experimentos reales, se generaron configuraciones circulares
de estas últimas estructuras en el software previamente utilizado para skyrmiones (figura 3.5).
Como los dominios ferromagnéticos constan sólo de momentos magnéticos apuntando en el mis-
mo sentido, los ángulos que parametrizan la función de esṕın son constantes dentro de un cierto
radio. Dicho esto, se toma al valor del ángulo φ nulo, mientras que el ángulo con el eje ẑ se
escribe como θ = πH(R − r), siendo igual a π dentro de un radio R, que será tomado idéntico
al radio del skyrmion, y nulo fuera del mismo.

Figura 3.5. Configuración utilizada para un dominio ferromagnético.
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3.2. Modelo

3.2. Modelo

3.2.1. Hamiltoniano

Una vez realizadas las configuraciones magnéticas de skyrmiones, se estudió el problema
electrónico y magnético acoplado con el siguiente Hamiltoniano:

Ĥ = Ĥe + ĤM (3.5)

donde ĤM es el Hamiltoniano que describe los grados de libertad de la red magnética. Este
incluye las interacciones de intercambio y de Dzyaloshinksii-Moriya previamente mencionadas
en la sección 1.2

ĤM = ĤI + ĤDM = −
Ø
éijê

Jij þSi · þSj +
Ø
éijê

þDij · (þSi × þSj) (3.6)

mientras que Ĥe es el Hamiltoniano asociado a los grados de libertad electrónicos, conteniendo
el término de hopping de los electrones a primeros vecinos y el acoplamiento de Hund (local en
cada sitio) entre los momentos magnéticos de la red y el esṕın de los electrones, y está dado por

Ĥe = Ĥhop + ĤH = −
Ø
éijê

tij(ĉ†
i,σ ĉj,σ + h.c.) − JH

2
Ø
i

þSi · ĉ†
i,µþσ

µν ĉi,ν (3.7)

donde ĉ†
i,σ y ĉj,σ son los operadores de creación y aniquilación fermiónicos en los sitios i y

j respectivamente con esṕın σ =↑, ↓ y tij es la integral de transferencia, relacionada con la
amplitud del hopping y el ancho de las bandas de enerǵıas.

Para estudiar este problema, vamos a emplear una aproximación similar a la aproximación
de Born-Oppenheimer que consiste en realizar una separación de escala de tiempos carac-
teŕısticos entre el movimiento de los núcleos atómicos y el de los electrones. En nuestro caso, la
aproximación consiste en asumir que el tiempo de relajación de la textura magnética τM es mu-
cho mayor que el tiempo caracteŕıstico de relajación de los electrones τM > τe. Aśı, los momentos
magnéticos son estáticos (es decir, la configuración magnética está fija, ya que los skyrmiones
son ŕıgidos y no se deforman) y que los electrones se mueven en la red interactuando localmente
en cada sitio magnético (vale aclarar que esta aproximación es válida en muchos sistemas reales
[61]). Con esta simplificación, se toma el Hamiltoniano ĤM de la configuración magnética de la
red como fijo, y sólo se consideran los grados de libertad electrónicos, trabajando aśı sólo con
Ĥe.

3.2.2. Cálculo de la enerǵıa del estado fundamental

Para calcular la enerǵıa del estado fundamental electrónico, es mucho más sencillo y trans-
parente expresar al Hamiltoniano del problema en forma matricial de la siguiente manera

Ĥ = ψ̂† ·M · ψ̂ (3.8)

25



3. Modelo y resultados

siendo ψ̂ el vector que contiene los operadores creación y aniquilación fermiónicos

ψ̂ =



ĉ1,↑
.
.

ĉNS ,↑
ĉ1,↓
.
.

ĉNS ,↓


(3.9)

con Ns la cantidad total de sitios de la red. La matriz M , que depende de la amplitud de hopping
t y de la constante de Hund JH , contiene la información de la configuración magnética.

Sea U una matriz de transformación lineal entre operadores fermiónicos {ĉi,σ} a unos nuevos
operadores fermiónicos {f̂n} (n = 1, ..., 2Ns):

ψ̂ = U · Φ̂ (3.10)

Se tiene entonces
Ĥ = Φ̂† · U † ·M · U · Φ̂ = Φ̂† ·Md · Φ̂ (3.11)

siendo Md diagonal. El Hamiltoniano se escribe en términos de los elementos diagonales entonces
como

Ĥ Í =
2NSØ
n=1

Ônf̂
†
n f̂n (3.12)

con f̂n los elementos de matriz de Φ̂.
Como los operadores fermiónicos ĉi satisfacen las reglas de anticonmutación

{ĉi, ĉ†
j} = δij (3.13)

y se transforma a un nuevo conjunto de operadores fermiónicos fn que deben preservar las
mismas reglas, pues se trata también de operadores de creación y aniquilación, la matriz U debe
ser unitaria, es decir, debe satisfacer

U · U † = Id (3.14)

con Id la matriz identidad de dimensión d, que en este caso será 2NS .
El estado fundamental electrónico |GSê se puede escribir como el producto directo de los

estados electrónicos |nê
|GSê = ⊗Nmax

n=1 |nê (3.15)

ya que el Hamiltoniano es suma de términos, puesto que son electrones libres (o no interac-
tuantes). Nmax es el número máximo de estados ocupados, lo que define el nivel de Fermi.
Por lo tanto, la enerǵıa del estado fundamental puede calcularse tomando el valor medio del
Hamiltoniano original en Eq. (3.8)

EGS = éGS|Ĥ|GSê =
NmaxØ
n=1

Ôn (3.16)
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3.2. Modelo

La matriz M del Hamiltoniano en la ecuación (3.8) se diagonalizó numéricamente utilizado
un código de Fortran 90, empleando la subrutina ZHEEVD y las Libreŕıas Matematicas de Intel
(MKL), obteniéndose aśı el espectro de enerǵıas Ôn. A partir de esto, se determinó la enerǵıa del
estado fundamental de los skyrmiones y la fuerza efectiva entre ellos en función de la distancia
entre centros.

Gran parte del estudio consistió en analizar cómo vaŕıa la enerǵıa del estado fundamental
con el llenado electrónico n(i), y no la enerǵıa de Fermi, pues una vez modificada la configuración
magnética de la red a medida que se separan los skyrmiones, la enerǵıa de Fermi cambia (cambia
el Hamiltoniano). El número de estados ocupados, sin embargo, se mantiene constante ante este
cambio. Este número vaŕıa desde 1 hasta el número máximo de electrones 2NS , que para el dado
problema es de 6400. Se estudió entonces como varia la enerǵıa y la fuerza de los skyrmiones en
función de ∆, para distintos valores del llenado n.

3.2.3. Densidad electrónica

Con el fin de realizar un estudio más profundo de los grados de libertad electrónicos para las
distintas texturas magnéticas empleadas, se calculó la densidad de carga electrónica local (u ocu-
pación electrónica) de tres de los cuatro tipos de redes estudiadas: skyrmiones ferromagnéticos,
skyrmiones antiferromagnéticos y dominios ferromagnéticos. El objetivo principal fue determi-
nar si las distintas texturas magnéticas pueden generar algún tipo de localización de los estados
electrónicos.

La densidad total de carga en el sitio i está dada por el valor de expectación del operador
número

ρi = éρ̂iê = éĉ†
i,↑ĉi,↑ + ĉ†

i,↓ĉi,↓ê (3.17)
A continuación, realizamos un proceso análogo al cálculo de la enerǵıa, reescribiendo el operador
carga como

ρ̂i = ψ̂† ·O · ψ̂ (3.18)
con O una matriz cuyos elementos, para el sitio i, están dados por

Ojk = δj,iδk,i + δj,i+NS
δki+NS

(3.19)
Utilizando la transformación unitaria U nos queda:

ρ̂i = Φ̂† · U † ·O · U · Φ̂ (3.20)
considerando la expresión anterior para los elementos de matriz de la matriz O, el valor medio
del operador densidad de carga puede expresarse en términos de los elementos de matriz de U :

ρi = éρ̂iê =
nØ
l=1

U †
l,iUi,l + U †

l,i+NS
Ui+NS ,l (3.21)

(i)Cabe mencionar que n no es estrictamente el llenado electrónico (que tradicionalmente denota la fracción de
estados ocupados hasta el nivel de Fermi Ne

2NS
, con NS la cantidad de sitios en la red, tomando valores entre 0 y

1) sino que directamente se utilizó el número de niveles electrónicos ocupados Ne.
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3. Modelo y resultados

donde la suma se realiza hasta la ocupación máxima n, o número de niveles ocupados, por lo
que dependerá del llenado electrónico. Como U es unitaria, se ve que U †

l,iUi,l = |Ui,l|2 y, ergo:

ρi =
nØ
l=1

|Ui,l|2 + |Ui+NS ,l|
2 (3.22)

por lo que, una vez conocidos los elementos de matriz de la matriz de transformación U , se
pueden determinar la densidad de carga en cada sitio.

3.3. Resultados

En primer lugar, se determinó la enerǵıa del estado fundamental electrónico EGS en función
de la distancia entre centros de los skyrmiones ∆ (i) para un dado llenado n. Debido a que en
las texturas magnéticas utilizadas, una gran fracción de sitios presentan orden ferromagnético
y solo una pequeña fracción de las mismas contiene a los skyrmiones, la variación de la enerǵıa
con la distancia queda reducida por efecto de la contribución ferromagnética. Para destacar el
efecto del acoplamiento de Hund, es necesario suprimir el efecto de la enerǵıa de fondo. Aśı, la
cantidad que se estudia es:

Eelec = E(JH) − E(0) (3.23)

donde E(0) es la enerǵıa del sistema para JH = 0, la cual se vio en detalle en la sección 1.4. En
el caso de una red rectangular de lados Lx, Ly, es fácil ver que las enerǵıas de un Hamiltoniano
tight-binding están dadas por

E(0) = −2t
Ø
nx,ny

Í
A

cos 2π nx
Lx

+ cos 2π ny
Ly

B
(3.24)

donde
qÍ indica que la suma está restringida a los nx, ny tal que el número total de estados

ocupados es igual a n. Además, se calculó una fuerza efectiva entre skyrmiones que se denota
Feff , obtenida a partir de la derivada de la enerǵıa con respecto a la distancia ∆,

Feff = −dEelec
d∆ (3.25)

A lo largo de todo el trabajo, se consideró t como escala de enerǵıa y fue fijada a t = 1.
Se estudiaron tanto los casos de acoplamiento débil (JH = 0.2) como de acoplamiento
fuerte(JH = 8), con el fin de acentuar el efecto de la presencia de los electrones con los espines
de la red. Para la mayoŕıa de los cálculos se empleó una red discreta rectangular de ancho Lx = 16
y Ly = 200 siendo el número de sitios Ns = Lx × Ly = 3200. También se realizaron cálculos
con otros tamaños confirmando los resultados obtenidos. La elección de estos valores fue con el
objetivo de obtener la mayor separación posible entre skyrmiones. Se analizaron pares de los tres
tipos de skyrmiones tipo Bloch mencionados, de carga topológica Q = −1, radio R = 8 y una

(i)Se redefine aqúı, para ser utilizada en esta sección, la variable ∆, de modo tal que el gráfico comience en 0,
esta será ∆ − 2R, con R el radio del skyrmion.
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3.3. Resultados

magnetización homogénea de þm = (0, 0, 0.2). Se comparó además con dominios ferromagnéticos
del mismo radio que los skyrmiones, con el objetivo de destacar el carácter topológico de estos
últimos.
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3. Modelo y resultados

3.3.1. Acoplamiento de Hund débil: JH = 0.2
El primer caso analizado fue el de acoplamiento débil JH < t entre los electrones y la textura

magnética. En este caso, de los términos del Hamiltoniano en la ecuación (3.8), el término
dominante corresponde al término cinético de los electrones (hopping). En principio, se esperaŕıa
que la textura magnética tenga poca influencia en las propiedades electrónicas y el sistema se
comporte como un modelo tight-binding homogéneo (ver figura 3.6). Sin embargo, se verá que
aún siendo pequeño el acoplamiento JH , surgen configuraciones energéticamente más favorables
que otras, que estabilizan a los skyrmiones en posiciones espećıficas.

Figura 3.6. Representación gráfica de la influencia del término de Hund en el caso débil
(izquierda) y fuerte (derecha).

3.3.1.1. Skyrmiones ferromagnéticos

En primer lugar se consideran skyrmiones ferromagnéticos tipo Bloch. En el gráfico 3.7(a,izquierda)
se observa que para n = 1, el mı́nimo en la enerǵıa Eelec ocurre a ∆ = 0 (el mı́nimo valor posi-
ble) indicando que para un único estado electrónico ocupado, la configuración de mı́nima enerǵıa
ocurre cuando los skyrmiones están dispuestos uno al lado del otro en la cinta. En este caso,
como es de esperar, existe una fuerza efectiva atractiva entre skyrmiones (figura 3.7(a,derecha))
que se repite periódicamente a lo largo de la dirección Lx de la cinta, ya que el sistema posee
condiciones de contorno periódicas.

Para n = 2, aparece un mı́nimo local de enerǵıa en el centro de la red (un pozo de potencial)
indicando que, para este llenado, existe una configuración energéticamente estable de skyrmiones
separados una cierta distancia, como se muestra en el gráfico 3.7(b). Esta configuración de
skyrmiones es ŕıgida en el sentido de que para acercar o alejar los skyrmiones es necesario
superar una barrera de enerǵıa que en el caso de la figura 3.7(b) ocurre a la distancia ∆ Ä 55.

En los gráficos 3.7(c-e) se muestra que si se aumenta la cantidad de electrones, para llenados
aún relativamente bajos (alrededor de n = 6), la enerǵıa se comporta de manera oscilatoria con
∆, es decir, existen varias distancias para las cuales se minimiza localmente la enerǵıa. Se ve
que además, estas oscilaciones tienen una amplitud decreciente. Esto se mantiene hasta llenados
alrededor de n = 20 (gráfico 3.8(a)) y se vuelve más notable para un llenado mayor, como puede
verse para n = Ns en la figura 3.8(b).

Este resultado sugiere que, al aumentar el llenado de electrones, se generan mı́nimos locales
en donde los skyrmiones son energéticamente más estables. Podŕıa ser plausible entonces crear
skyrmiones a esas distancias espećıficas y los skyrmiones permaneceŕıan en estas posiciones fijas.
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Para llenados más altos este tipo de comportamiento se vuelve más irregular. En particular,
no se observa la periodicidad con la distancia. En este caso, podŕıan ser más importantes las
condiciones de contorno a lo largo de la cinta, por lo que requeriŕıa estudiar cintas de mayor
longitud, fuera del alcance de este trabajo.

Cabe destacar, además, que para valores del llenado cercanos a nmax = 6400, el comporta-
miento de la enerǵıa con la distancia entre skyrmiones vuelve a repetirse, dando cuenta de la
simetŕıa electrón-hueco de la red discreta del problema, comportándose la enerǵıa análoga-
mente a los primeros llenados. Esto se muestra en las figuras 3.8(c) y 3.7(d), siendo idénticas a
3.7(b) y 3.7(a), respectivamente.
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3. Modelo y resultados

Figura 3.7. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre skyrmiones en función del corrimiento ∆ para un llenado de
n = 1, 2, 6, 10 y 16 para skyrmiones ferromagnéticos.
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Figura 3.8. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre skyrmiones en función del corrimiento ∆ para un llenado de
n = 20, 3200, 6398 y 6399 para skyrmiones ferromagnéticos.
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3.3.1.2. Skyrmiones antiferromagnéticos

Para el caso de skyrmiones antiferromagnéticos (figura 3.1a), en el gráfico 3.9 (a)) se observa
que para llenado n = 1 hay nuevamente una fuerza atractiva; esto se repite periódicamente,
como en el caso de los skyrmiones ferromagnéticos. Sin embargo, pequeñas oscilaciones a cortas
distancias reflejan el carácter antiferromagnético de los skyrmiones. Para el caso de n = 2 (figura
3.9(b)) se genera un pozo de potencial en la red, que indicaŕıa nuevamente posiciones estables
de los skyrmiones antiferromagnéticos para un cierto valor del corrimiento entre skyrmiones ∆.
Más allá de la similitud a simple vista, se observa que para el caso de skyrmiones ferromagnéticos
el alto de las barreras de enerǵıa es del orden de 1 × 10−3 (para n = 6 por ejemplo) mientras
que para los skyrmiones antiferromagnéticos es del orden 2 × 10−3. Esto sugiere, aún habiendo
un acoplamiento débil entre los electrones y los espines de la red, que los skyrmiones antiferro-
magnéticos seŕıan más estables energéticamente que los skyrmiones ferromagnéticos, pues los
pozos de enerǵıa potencial en estos últimos son menos energéticos. Esta distinción será más
notable en el caso de acoplamiento fuerte (ver sección 3.3.2).
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Figura 3.9. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre skyrmiones en función del corrimiento ∆ para un llenado de
n = 1, 2, 6, 16 y 3200 para skyrmiones antiferromagnéticos.
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3.3.1.3. Skyrmiones ferrimagnéticos

Por último, se estudiaron skyrmiones ferrimagnéticos 3.3b. En este caso, como es de esperar,
el comportamiento es muy similar al del caso de skyrmiones antiferromagnéticos.

Ocurre análogamente a los casos anteriores, que al tener un electrón, hay nuevamente una
fuerza atractiva; esto se repite periódicamente, como se muestra en el gráfico 3.10(a). Se repite
además el comportamiento para un llenado de n = 2, donde se genera un mı́nimo local de enerǵıa
para un cierto valor de ∆, como se ve en el gráfico 3.10(b).

El patrón se repite para llenados intermedios, mientras que cambia para llenados del orden
de n = 20. Se ve que el comportamiento en llenados aún mayores se pierde, como por ejemplo
para n = NS(gráfico 3.10(e)).

3.3.1.4. Dominios ferromagnéticos

Con el objetivo de comparar los resultados obtenidos se estudio la enerǵıa del estado funda-
mental electrónico Eelec en función del corrimiento ∆ entre centros de dominios ferromagnéticos
(homogéneos) de radio R = 8. Se utilizó primero un acoplamiento de Hund de JH = 0.2

En las figuras 3.11 y 3.12 se muestran los resultados para llenados n = 1, 2, 6, 10 y 16 y
n = 100 y 3200, respectivamente. Se observa que, para los primeros llenados, se comportan de
manera análoga a los tres tipos de skyrmiones ya estudiados. Más aún, presentan similitudes con
los skyrmiones antiferromagnéticos (ver figura 3.9). Sin embargo, esta tendencia se pierde para
llenados por encima de n = 100 (como se ve por ejemplo en las figuras 3.12(a) para n = 100 y
3.12(b) para n = NS).

Con el fin de caracterizar el comportamiento de la enerǵıa en función de ∆, se realizó en un
mismo gráfico la superposición de valores de la enerǵıa electrónica para distintos llenados, usando
la función ListDensityPlot del software, generando esta un gráfico de densidad de puntos para
las tablas obtenidas, como se aprecia en el gráfico 3.13, donde se utilizó una escala de “colores
solares”, representando el color más claro el valor más alto de la densidad y el oscuro el más
bajo. En este gráfico se comparan los casos de skyrmiones ferromagnéticos (columna izquierda),
antiferromagnéticos (columna central) y el de dominios ferromagnéticos (columna derecha). Se
puede apreciar claramente que, para llenados bajos, existe una región muy marcada donde surgen
mı́nimos locales a distancias regulares en los tres casos considerados. Sin embargo, a medida que
aumenta el llenado, este comportamiento en la enerǵıa se vuelve más difuso e irregular. Esta
irregularidad de los mı́nimos implica que los skyrmiones tienen menor anclaje en determinadas
posiciones de la cinta y, por lo tanto, mayor movilidad.

Hasta aqúı, se han analizado la enerǵıa potencial efectiva entre skyrmiones debida al aco-
plamiento con electrones itinerantes. En general, se observa que a bajo llenado se establecen
mı́nimos locales que favorecen posiciones espećıficas de los skyrmiones. Un resultado destacado
es que la configuración espacial de skyrmiones antiferromagnéticos es más estable o más ŕıgida
que para el caso ferromagnético debido a que los pozos de potencial poseen barreras de potencial
más altas.
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Figura 3.10. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre skyrmiones en función del corrimiento entre skyrmiones ∆ para
un llenado de n = 1, 2, 10, 16 y 3200 para skyrmiones ferrimagnéticos
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Figura 3.11. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre dominios en función del corrimiento entre dominios ∆ para un
llenado de n = 1, 2, 6, 10 y 16 para dominios ferromagnéticos con JH = 0.2.
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Figura 3.12. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre dominios en función del corrimiento entre dominios ∆ para un
llenado de n = 100 y n = 3200 en dominios ferromagnéticos con JH = 0.2.

39



3. Modelo y resultados

Figura 3.13. Gráfico de densidad de Enerǵıa en función de la distancia entre skyrmiones
∆ y el llenado n/(2Ns) para JH = 0.2. Caso ferromagnético (columna izquierda), antiferro-
magnético (columna central) y dominios ferromagnéticos (columna derecha).

40



3.3. Resultados

3.3.2. Acoplamiento de Hund fuerte: JH = 8
A continuación, se muestran los resultados para el caso de acoplamiento fuerte entre elec-

trones y espines de la red, con un valor de JH = 8. Este valor implica que, a priori, el esṕın
del electrón debe acomodarse sitio a sitio para estar alineado localmente con cada esṕın de la
textura magnética. Se espera que en este caso se observen grandes diferencias respecto del caso
de JH < 1, según el tipo de skyrmion o dominio magnético.

En el caso de skyrmiones ferromagnéticos, al ser una configuración suave, la enerǵıa no de-
beŕıa diferir de manera drástica respecto del caso JH < 1. Sin embargo, en el caso de skyrmiones
antiferromagnéticos y ferrimagnéticos, el electrón debe pagar un importante costo energético al
saltar de un sitio a otro.

Figura 3.14. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre skyrmiones en función del corrimiento ∆ para un llenado de
n = 16, correspondiente a medio llenado, para skyrmiones ferromagnéticos (a), antiferro-
magnéticos (b) y ferrimagnéticos(c) con JH = 8.

En las figuras 3.14(a),(b) y (c) se muestran la enerǵıa en función de ∆ para los tres tipos
de skyrmiones a un llenado fijo n = 16. Se ve que, para un acoplamiento fuerte, los skyrmiones
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antiferromagnéticos muestran oscilaciones con una amplitud mayor a los otros dos tipos de skyr-
miones, profundizándose el efecto ya distinguido en la sección 3.3.1. Podŕıa entonces destacarse
a los skyrmiones antiferromagnéticos, pues seŕıan más estables y se requeriŕıa más enerǵıa para
apartarlos de su mı́nimos locales de enerǵıa.

Se analizó en especial el caso de skyrmiones antiferromagnéticos para llenados altos, Se
muestra en las figuras 3.15 (a), (b) y (c) los resultados para llenados n = 590, 1000 y 3200,
respectivamente. Se aprecia como se forma un patrón estable de máximos y mı́nimos regulares en
la enerǵıa, de gran amplitud en comparación con lo visto para los otros tipos de skyrmiones. Este
notable resultado indica que la configuración energética de los skyrmiones antiferromagnéticos
es mucho más ŕıgida y estable que las antes presentadas.

Figura 3.15. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre skyrmiones en función del corrimiento ∆ para un llenado de (a)
n = 590,(b) n = 1000 y (c) n = 3200, para un acoplamiento de Hund de JH = 8.
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3.3.2.1. Dominios ferromagnéticos

Se analizó la enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec en función de la distancia
entre centros ∆ de dominios ferromagnéticos de radio R = 8 para un acoplamiento de Hund
de JH = 8. Se muestran en las figuras 3.16 y 3.17 algunos resultados los obtenidos. Se ve que,
para los primeros llenados, se comportan de manera análoga a los tres tipos de skyrmiones ya
estudiados. Más aún, presentan similitudes con los skyrmiones antiferromagnéticos (figura 3.9).
Sin embargo, esta tendencia se pierde para llenados por encima de n = 22, pues se ve que la
enerǵıa tiende a un valor fijo (o de saturación), en donde la fuerza efectiva misma es constante
(como se ve por ejemplo en las figuras 3.17(a) para n = 100 y 3.17(b) para medio llenado). Esto,
en contraste, remarca la diferencia con el comportamiento irregular de los skyrmiones, como ya
se vio en la sección previa.

El resultado general para los casos estudiados se muestran en la figura 3.18. En ésta se
observa claramente que a llenados bajos, hay un comportamiento general muy similar entre
los tres casos: mı́nimos de enerǵıa espaciados regularmente. El hecho de que a simple vista los
casos de skyrmiones antiferromagnéticos y dominios ferromagnéticos se vean similares entre śı,
y distintos con el caso de skyrmiones ferromagnéticos, se debe a que, a medida que aumenta el
llenado, se vuelven más pronunciadas las barreras de enerǵıa, escondiendo el carácter oscilatorio
de la enerǵıa mostrado en la figura 3.14.

El resultado más novedoso y destacado surge a llenados mayores, donde es evidente que
en el caso de skyrmiones antiferromagnéticos se generan canaletas (un patrón de mı́nimos y
máximos locales bien definidos regularmente a lo largo del eje del llenado electrónico) en enerǵıa
que vuelven extremadamente estables a los skyrmiones antiferromagnéticos, mientras que en
el caso ferromagnético, el perfil de enerǵıa se mantiene irregular aunque presentando mı́nimos
locales difusos. En el caso de dominios ferromagnéticos, el patrón de mı́nimos locales se borra
completamente, siendo el perfil de enerǵıa constante. En este caso, los dominios ferromagnéticos
pueden desplazarse libremente por toda la cinta.
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Figura 3.16. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre dominios en función del corrimiento ∆ para un llenado de
n = 1, 2, 6, 10 y 16 para dominios ferromagnéticos con JH = 8.
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Figura 3.17. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) dominios en función del corrimiento entre dominios ∆ para un llenado
de n = 100 y 3200, correspondiente a medio llenado, para dominios ferromagnéticos con
JH = 8.
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Figura 3.18. Gráfico de densidad de la Enerǵıa en función de la distancia ∆ y el llenado
n/(2Ns). Caso ferromagnético (columna izquierda), antiferromagnético (columna central) y
dominios ferromagnéticos (columna derecha).
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3.3.3. Condiciones de contorno abiertas

Como complemento y con el objetivo de descartar resultados ligados a la geometŕıa del
sistema o condiciones de contorno impuestas, se analizó la influencia de emplear condiciones de
contorno abiertas en la red. Esto es equivalente a considerar una cinta abierta por los bordes
en la parte angosta (Ly). Se obtuvo que el comportamiento de la enerǵıa en función de la
distancia entre centros de skyrmiones es similar al del caso de condiciones de contorno periódicas
previamente estudiado, como se puede ver en las figuras 3.20 y 3.20, siendo estos muy similares
a los ya vistos con condiciones de contorno periódicas, 3.7(d) y 3.10(c). Para los skyrmiones
antiferromagnéticos, también se repite esta tendencia.

Figura 3.19. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre skyrmiones en función del corrimiento ∆ para un llenado de
n = 10, para skyrmiones ferromagnéticos con condiciones de contorno abiertas

Figura 3.20. Enerǵıa del estado fundamental electrónico Eelec (izquierda) y de la fuerza
efectiva Feff (derecha) entre skyrmiones en función del corrimiento ∆ para un llenado de
n = 10, para skyrmiones ferrimagnéticos con condiciones de contorno abiertas

Dado esto, se podŕıa concluir que el comportamiento de la red con condiciones de contorno
periódicas podŕıa ser relevante para explicar experimentos en muestras donde los efectos de
borde no puedan ser descartados.

47



3. Modelo y resultados

3.3.4. Densidad electrónica local

Por último, se estudió la densidad electrónica local éρ̂iê (ecuación (3.17)) para las tres tex-
turas antes presentadas, con el objetivo de analizar cómo influye el tipo de textura magnética
en la distribución electrónica en toda la muestra. Se obtuvieron numéricamente las densidades
electrónicas por sitio para los skyrmiones ferromagnéticos, los antiferromagnéticos y los dominios
ferromagnéticos.

Se utilizó una escala de color arco iris del programa Mathematica para expresar el valor del
parámetro de la densidad electrónica ρ, en donde el color rojo representa la densidad más alta,
y el color violeta representa el valor más bajo, en una escala de 0 a 1.

3.3.4.1. Skyrmiones ferromagnéticos

En la figura 3.21(b) se muestran las distribuciones electrónicas para de n = 1, 2, 10, 20 y
100 junto a la textura magnética (panel 3.21(a)), para un corrimiento fijo de ∆ = 70, variando
el llenado.

Para n = 1 se observa que la densidad electrónica es nula en los sitios ocupados por los
skyrmiones y la región entre los mismos; es decir, es imposible para el electrón ocupar dicha
región (asemejándose al comportamiento al problema un electrón en una caja con potencial
infinito, gráfico 3.22), por lo que tiende a ocupar sitios en la región a la derecha de la cinta,
donde el comportamiento de la densidad se asemeja a una función Gaussiana. Como la red es
periódica, la región más externa de la derecha también es impenetrable.

Para el caso de n = 2, éste tenderá a ocupar la región skyrmiones: se generan entonces dos
máximos para la densidad electrónica. Más aún, se ve que para ciertos llenados se generan más
regiones donde la densidad de probabilidad es mayor (como por ejemplo, el gráfico 3.21(d) para
n = 10). Este comportamiento continua al aumentar la cantidad de electrones. A medida que
ésta aumenta, más se asemeja éste a una distribución continua.

Cuando se aumenta el llenado hasta n = 20, la densidad electrónica en la región entre
skyrmiones se asemeja a una densidad continua, mientras que es notorio que en la frontera del
skyrmion se generan nuevos máximos de densidad electrónica. Esto puede deberse a que esta es la
región con mayor quiralidad. Se muestra además, que la región más interna del skyrmion sigue
siendo la de menor ocupación electrónica, mostrando aśı el carácter estable de la configuración
del skyrmion ferromagnético. Aún aśı, cabe destacar que la densidad no es estrictamente nula,
sino que es muy baja, puesto que el color es azul y no violeta como para los primeros llenados.

Por último, para un llenado relativamente alto como n = 100, se obtuvo que la densidad
electrónica en las regiones fuera del skyrmion es aproximadamente constante (color rojo casi en
su totalidad), mientras que los sitios donde se encuentran los skyrmiones presentan una densidad
electrónica alta.
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Figura 3.21. (a) Skyrmiones ferromagnéticos separados a ∆ = 70. En los gráficos (b), (c),
(d), (e) y (f) se muestra la densidad electrónica de cada sitio para skyrmiones ferromagnéti-
cos separados a ∆ = 70 con n = 1, 2, 6, 10, 20 y 100, respectivamente.
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Figura 3.22. Autofunciones del problema de un electrón en una caja
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3.3.4.2. Skyrmiones antiferromagnéticos

En el gráfico 3.23(b) se muestran las distribuciones electrónicas para llenados n = 1, 2, 10, 20
y 100 para el caso de ∆ = 70 junto a la configuración skyrmiones antiferromagnéticos (gráfico
3.23(a)) separados la misma distancia. El comportamiento para bajos llenados se asemeja al
de los skyrmiones ferromagnéticos, siendo la región del skyrmion de densidad electrónica nula,
mientras que dependiendo de llenado, se crean modos electrónicos a lo largo de la cinta, similares
a los del problema ya mencionado del electrón en una caja con potencial infinito.

Figura 3.23. (a) Skyrmiones antiferromagnéticos separados a ∆ = 70. En los gráficos
(b), (c), (d), (e) y (f) se muestra la densidad electrónica de cada sitio para skyrmiones anti-
ferromagnéticos separados a ∆ = 70 con n = 1, 2, 6, 10, 20 y 100, respectivamente.

A medida que se aumenta el llenado, el comportamiento cambia. Se nota que para un llenado
de n = 20 (figura 3.23) que la región dentro del skyrmion sigue presentando densidad electrónica
nula, tendiéndose esta a acumularse en el borde de los skyrmiones.

Aún para un llenado relativamente alto como n = 100, los electrones siguen acomodándose
en el borde del skyrmion antiferromagnético como se muestra en la figura 3.23, pero no penetran
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en su estructura alternante, debido al intercambio de espines (comportándose los skyrmiones an-
tiferromagnéticos como una esfera ŕıgida). Esto da cuenta de que el carácter antiferromagnético
del skyrmion, que fortalece su robustez frente a la presencia de los electrones, lo cual lo destaca
por sobre los otros casos.
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3.3.4.3. Dominios ferromagnéticos

Por último, se estudió la densidad electrónica dentro de los dominios ferromagnéticos. En la
figura 3.24 se muestran las densidades electrónicas para una configuración magnética formada
por dos dominios ferromagnéticos separados a una distancia de ∆ = 70.

Figura 3.24. (a) Dominios ferromagnéticos separados a ∆ = 70. En los gráficos (b),
(c), (d), (e) y (f) se muestra la densidad electrónica de cada sitio con n = 1, 2, 10, 20 y 100,
respectivamente.

Nuevamente, para llenados bajos, el comportamiento es similar al de los skyrmiones: los
electrones no penetran los dominios, sino que tienden a acomodarse en la región entre los mismos,
generándose ciertos modos electrónicos dependiendo del llenado.

La diferencia con los skyrmiones se hace más notoria a medida que se aumenta el llenado.
En la figura 3.24(e) se ve que para n = 20, la densidad electrónica forma modos esféricamente
simétricos dentro de los dominios y mantiene la tendencia de ubicarse en la región entre los
mismos. Esto se observa también para n = 100 (gráfico 3.24(f)) donde se generan modos tanto
dentro de los dominios ferromagnéticos como fuera de él.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones y perspectivas futuras

En este trabajo, se estudió la interacción efectiva entre skyrmiones magnéticos mediada por la
dinámica de electrones itinerantes. Se analizó el acoplamiento efectivo (potencial efectivo) entre
skyrmiones generado por esta dinámica electrónica. Este análisis se basa en el mismo mecanismo
que origina el acoplamiento efectivo entre impurezas magnéticas en medios electrónicos.

Se utilizó una red discreta de espines con geometŕıa rectangular y tamaño Lx×Ly = 200×16
(número de sitios), en donde se ubicaron los skyrmiones. Estas texturas fueron generadas a
partir de una serie de ansätze que reproducen las caracteŕısticas principales de los mismos. Se
estudió un modelo de tight-binding acoplado a una textura magnética a través de la interacción
de Hund. Se aplicó una aproximación tipo Born-Oppenheimer para el sector magnético y se
procedió a diagonalizar numéricamente el Hamiltoniano de tight-binding electrónico del sistema
(incluyendo la interacción de Hund JH entre espines electrónicos y espines localizados de la
textura) obteniendo el espectro de autovalores y autovectores. Con esto, se determinó la enerǵıa
del estado fundamental electrónico del sistema Eelec (a temperatura T = 0) y la fuerza efectiva
Feff entre skyrmiones generada por la dinámica electrónica, en función del llenado electrónico n
(número de niveles ocupados ) y de la distancia entre centros de los skyrmiones ∆. Se analizaron
en particular dos casos, JH = 0.2, 0.8 y tres texturas magnéticas que inclúıan: skyrmiones
ferromagnéticos, ferrimagnéticos y antiferromagnéticos, y a su vez se compararon los resultados
con los de dominios ferromagnéticos del mismo tamaño. Se calculó además la densidad electrónica
por sitio en tres de estas cuatro texturas.

En base a los resultados obtenidos, se concluye que a bajos llenados se generan mı́nimos
regulares de enerǵıa para ciertos valores de ∆ (siendo los llenados con n entre 5 y 20 tales que
esta exhibe un comportamiento oscilatorio con la distancia). Mientras que para llenados mayores,
se pierde este patrón en el caso de los skyrmiones y dominios ferromagnéticos. En cambio, en
el caso de skyrmiones antiferromagnéticos, se generan pozos de enerǵıa locales, cuya barrera
de potencial es de mayor amplitud que las de las otras texturas estudiadas, comportamiento
que se amplifica si se emplea un acoplamiento de Hund fuerte (JH = 8). En particular, se ve
en el gráfico de densidad de puntos de la enerǵıa en función del llenado y la distancia entre
skyrmiones presentado en la figura 3.18 que para llenados relativamente altos, en los skyrmiones
antiferromagnéticos se generan “canaletas” en la enerǵıa (a lo largo del eje llenado electrónico
n), sugiriendo nuevamente rigidez en este tipo de texturas, en contraparte con lo observado en
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los skyrmiones ferromagnéticos. Cabe además destacar que para llenados cercanos al máximo, la
red muestra simetŕıa electrón-hueco, comportándose igual que para llenados complementarios.

Los resultados obtenidos evaluando la densidad electrónica en cada sitio indicaŕıan que la
configuración para skyrmiones antiferromagnéticos tiende a ser más estable que la de skyrmiones
o dominios ferromagnéticos. Se observa que, para llenados altos, la densidad electrónica de cada
sitio permanece nula dentro de la región del skyrmion antiferromagnético, siendo más alta en
el borde de los mismos. En cambio, para los otros dos casos, el comportamiento es distinto. Si
bien en los skyrmiones ferromagnéticos la densidad electrónica tiende a tener un valor más alto
en el borde, ésta no es nula dentro de su estructura. Más aún, en los dominios ferromagnéticos,
emergen modos electrónicos esféricamente simétricos dentro de cada dominio. Esta tendencia
de los skyrmiones antiferromagnéticos a poseer una configuración más estable en determinadas
posiciones de la cinta magnética es coherente con lo observado en el comportamiento de la
enerǵıa en función de ∆.

Por otro lado, se analizó el problema con condiciones de contorno abiertas en una de las
direcciones de la cinta, equivalente a tener una cinta abierta en dicha dirección. Se obtuvo
que los valores de la enerǵıa del estado fundamental electrónico no difieren significativamente
de los obtenidos previamente con condiciones de contorno periódicas. Esto indicaŕıa que el
análisis realizado con condiciones de contorno periódicas puede ser relevante para situaciones
experimentales, donde las muestras son finitas.

Como perspectivas futuras, se proponen distintas variaciones del problema estudiado en es-
te trabajo. Entre éstas, se encuentran el análisis del efecto del tamaño del radio del skyrmion
R, la inclusión de otro tipo de texturas como pares skyrmion-antiskyrmion o pares skyrmio-
nes de distinta carga o cargas superiores y el estudio de la conductividad Hall para distintas
configuraciones topológicas.
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[19] C. Moreau-Luchaire, C. Moutafis, N. Reyren, J. Sampaio, C. Vaz, N. Van Horne, K. Bou-
zehouane, K. Garcia, C. Deranlot, P. Warnicke, et al., Nature nanotechnology 11, 444
(2016).

[20] N. Nagaosa and Y. Tokura, Nature nanotechnology 8, 899 (2013).
[21] K. Litzius, I. Lemesh, B. Krüger, P. Bassirian, L. Caretta, K. Richter, F. Büttner, K. Sato,
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[51] U. K. Rößler, A. A. Leonov, and A. N. Bogdanov, in Journal of Physics: Conference Series,
Vol. 200 (IOP Publishing, 2010) p. 022029.

[52] X. Yu, Y. Onose, N. Kanazawa, J. Park, J. Han, Y. Matsui, N. Nagaosa, and Y. Tokura,
Nature 465, 901 (2010).

[53] J. Barker and O. A. Tretiakov, Physical review letters 116, 147203 (2016).
[54] X. Zhang, Y. Zhou, and M. Ezawa, Nature communications 7, 1 (2016).
[55] C. Jin, C. Song, J. Wang, and Q. Liu, Applied Physics Letters 109, 182404 (2016).
[56] H. D. Rosales, D. C. Cabra, and P. Pujol, Physical Review B 92, 214439 (2015).
[57] S. A. Osorio, H. D. Rosales, M. B. Sturla, and D. C. Cabra, Physical Review B 96, 024404

(2017).
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