
Didlogos, 66 (1995) pp. 21-29. 

lA LOGICA IN1UICIONISTA COMO UNA LOGICA 
DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO 

]A VIER LEGRIS 

En este trabajo presento algunos argumentos en favor de Ia idea de 
que Ia 16gica intuicionista es una l6gica de la demostrabili dad matem:i
tica , o, en otras palabras, una l6gica del conocimiento matem:iti co. 
"Demostrabilidad" qui ere decir aquf ''demostrabilidad constructiva", tal 
como esta suele ser entendida en los textos cl:isicos de matem:itica in
tuicionista . Los argumentos a exponer surgiran de una interpretaci6n de 
Ia 16gica intuicionista en un sistema de l6gica epistemica . Este sistema se 
consttUye como una extension de Ia logica clasica, de alii que en Ia in
terpretaci6n esten impJicados los presupuestos de Ia logica cl:isica y sea, 
por tanto, "externa" a Ia 16gica intu icionista. Ademas, las ideas aquf ex
puestas son v:ilidas para Ia 16gica de predicados intuicionista en su tota
lidad. No obstante, para no extenderme sobre problemas especiales de 
los cuantificadores intuicionistas, me limitare al caso de Ia 16gica de 
enunciados. (Para Ja 16gica de predicados, vease Legris 1990.) 

1 

A fines de Ia decada de 1920 todavfa no era muy claro que principios 
o metodos demostrativos de Ia 16gica clasica rechazaban L.E.J. Brouwer y 
otros matematicos intuicionistas. La axiomatica que A. Heyting formul6 
en 1930 para el caso de Ia 16gica de enunciados result6 ser una fom1ali
zaci6n de aceptaci6n mas o menos general para Jo que se Jlam6 "16gica 
intuicionista" y sent6 las bases para compararla con Ia 16gica cl:isica. En 
este contexte , K. Godel estableci6 determinadas relaciones entre Ia 16gica 
de enunciados intuicionista y el sistema modal S4 de Lewis -una exten
sion de Ia 16gica clasica- sobre la base de una traducci6n de las cxprc-
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siones del lenguaje de enunciados intuicionista en el modal. Las conecti
vas intuicionistas se interpretaban por medio de conectivas clasicas con 
el agregado de un operador modal. Esta interpretaci6n le permiti6 a 
Godelllegar al siguiente resultado (Godel 1931-2): 

(1.1) Si un enunciado A del lenguaje intuicionista de enunciados es 
demostrable en Ia 16gica intuicionista, entonces su traducci6n 
I(A) en ellenguaje modal es demostrable en S4.1 

Godel utilizaba el signo 'B ' para expresar el operador modal de ne
cesidad, asign~ndole el significado intuitivo de "es demostrable" (en ale
m~n bewetsbar), con lo cual apuntaba a interpretar la 16gica intuicionista 
como una "16gica de la demostrabilidad"; asf, los enunciados intuicionis
tas eran vistos como haciendo referencia a Ia demostrabilidad de estados 
de cosas matem~ticos. 

Con mayor generalidad, es plausible entender el sistema S4 de Lewis, 
empleado por Godel, en tl!rminos epistl!micos, esto es, en terminos de 
una "16gica del conocimiento" Co "del saber"), en Ia cual el operador 
modal recibe Ia interpretaci6n intuitiva de "se sabe que" o "una persona 
arbitraria sabe que". En este caso , "saber" se define como "creencia ver
dadera justificada", es decir como, 

(1.2) SA =dr ]A & A 

donde SA se lee como "se sabe que A" y ]A como "se cree justificada
mente que A". 

Las creencias justificadas son aquellas creencias obtenidas por medio 
de est~ndares intersubjetivos de racionalidad, es decir, criterios o patro
nes que son normalmente aceptados para la justificaci6n de la convic
ci6n de una persona (tal es el caso de, por ejemplo, observaciones , ra
zonamientos deductivos o inductivos a partir de contenidos de conoci
mientos aceptados, etc.). (Vease Legris 1989). 

1 Un resultado equivalente a (1.1) ha podido establecerse tambien respecto de los 
sistemas S3, S4Grz y el sistema G de Ia "l6gica modal de Ia demostrabilidad". No 
obstante, estas interpretaciones no son relevantes para los objetivos de este trabajo. En 
especial, la interpretaci6n en G implica una traducci6n diferente del lenguaje 
intuicionista en el modal y un significado diferente del operador modal de necesidad. 
(Al respecto, vease Goldblatt 1978). 
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Los principios mfnimamente aceptables para el concepto de creenda 
justificada son los siguientes: 

)0. A, si A es una tautologfa clasica 

Jl. ]A:::» '.f'A 

]2. .f..A :::» E) :::» (JA :::»]B) 

)3. ]A:::» ]]A 

)4. j(JA :::» A) 

Los principios ]0, Jl y ]2 son exigencias para Ia racionaltdad del 
concepto de creencia justificada: ]1 impide Ia creencia en contradiccio
nes; JO y ]2 expresan la idea de "omnicreencia 16gica". Se presupone 
ademas que vale la regia del modus p onens. ]3 es un principia de itera
ci6n, que, pese a algunas objeciones (vease, por ejemplo, Lenzen 1978, 
pp. 69 ss.), es aceptado para todos los conceptos epistemicos racionales. 
)4 se fundamenta en Ja pretension razonable -y justificable- de que a 
partir de creencias justificadas se concluya Ia verdad. 

)unto con (1 .2), estos plincipios para Ia creencia justificada dan Iugar 
a versiones epistemicas de los axiomas de S4, a saber: 

SO. SA, si A es una tautologfa clasica 

Sl. SA:::» A 

S2. S(A :::» B) :::» (SA :::» SB) 

S3. SA:::» SSA 

Puede mostrarse ademas que unicamente estos principios se siguen 
de J0-)4 (Legris 1990, cap . 3). De este modo, queda fundamentado un 
conjunto de principios para un concepto de saber basado en el de 
creencia justificada. Llamare Ep4 al sistema formado por estos principios 
y Ia regia del modus ponens. Puesto que Ep4 es s6lo una versi6n epis
temica de S4, se puede formular para aquel una versi6n correspondiente 
de (1 .1), o sea, 
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(1 .3) Si un enunciado A del lenguaje intuicionista de enunciados es 
demostrable en la 16gica intuicionista , entonces su traducci6n 
T(A) en el lenguaje epistemico es demostrable en Ep4.2 

La traducci6n de los enunciados intuicionistas en el lenguaje epistl!
mico, para la cual se cumple (1.3), esta determinada por Ia funci6n T, 
que ti ene como dominic enunciados del lenguaje intuicionista y como 
valores enunciados del lenguaje epistemico, definiendose como sigue: 

(i) T(p) = Sp, don de p es un enunciado at6mico; 

( ii) T(A V; B) = T(A) v T(B) ; 

( iii) T(A &; B) = T(A) & T(B); 

(iv) T(A ~;B) = ~T(A) ~ T(B)); 

(v) TC•; A)= S•T(A) , para cualesquiera enunciados A y B. 

Las expresiones de Ia forma T(A) son llamadas f6rmulas-l del lenguaje 
epistl!mico. 

2 

Desde un punta de vista intuitive, esta interpretaci6n afim1a qu e un 
enunciado intuicionfsticamente valido p puede verse como Ia expresi6n 
del conocimiento de que p, que posee un "matematico ideal". Este co
nacimiento de que p se equipara con Ia posibilidad de exhibir una de
mostraci6n (constructiva) de p: "Saber" significa "poder demostrar (cons
tructivamente)". Asi pues, sabre Ia base de (1 .2) se tiene que, si una 
proposici6n p es demostrable, entonces se cree justificadamente que p y 
se da que p. Quedan de manifiesto las actitudes epistemicas subyacentes 
at concepto de demostrabilidad constructiva y ademas se ponen de re
lieve dos ideas tfpicas del intuicionismo: (i) Una proposici6n matematica 

2 Es importante hacer notar que Ep4 es el (mico sistema epistemico obtenible a 
partir de Ia definici6n (1.2) y de los postu lados ]0-]4. De acuerdo con lo expresado en 
Ia nota anterio r, tambien podr1a pensarse una inmersi6n de Ia 16gica de enunciados 
intuicionista en una variante epistemica del sistema modal G, pero esto no pa rece 
plausible. En efecto, en primer Iugar, el sistema G carece de un principia como S1 , el 
cual parece caracteristico de toda e lucidaci6n del concepto de saber, y, en segundo 
Iuga r, Ia traducci6n implicaria Ia definicion de un nuevo operador s• del modo 
siguiente: s• A -df SA & A . 
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es aceptable para el sujeto matematico s6lo en Ia medida en que este 
puede demostrarla, y (ii) la verdad matematica queda determinada por la 
posibilidad de una demostraci6n (vease, por ejemplo, Dummett 1977, p . 
7). Estos aspectos epistemicos no aparecen, desde luego, en la concep
d6n clasica de la 16gica, donde el concepto de verdad es independiente 
del de demostrabilidad. Debe observarse que aqui "demostrable" no 
significa "demostrable en un sistema determinado", pues , de otro modo, 
surgirian paradojas (Godel 1931-2). 

Mas alia de estas apreciaciones generales puede ~nalizarse mas espe
cfficamente que ideas acerca de la 16gica intuicionista conlleva esta tra
ducci6n. En primer Iugar, los enunciados at6micos intuicionistas son vis
tas como enunciados epistemicos, en los cuales el operador S afecta a un 
enunciado at6mico. Esto significa que afirmar un enunciado p es lo 
mismo que afirmar Ia cognoscibilidad de p - lo que en el caso intuicio
nista es, como se acaba de senalar, lo mismo que afirmar su demostrabi
lidad-. Esta idea de considerar los enunciados como referidos a demos
traciones lleva a Ia siguiente consecuencia, mencionada por Heyting de 
este modo: ''Si simbolizamos Ia proposici6n 'la proposici6n pes demos
trable' mediante '+ p', entonces [. . .] las afirmaciones 'r p' y 'r + p' tienen 
exactamente el mismo significado" (Heyting 1966, p . 60). Asf, afirmar, 
por ejemplo, que Ia suma entre numeros naturales es conmutativa es lo 
mismo que afirmar que es posible para cualesquiera dos numeros natura
les construir una demostraci6n de que su suma es conmutativa. 

En segundo Iugar, las conectivas intuicionistas conjunci6n y disyun
ci6n tienen, segun la traducci6n, el mismo significado que las correspon
dientes clasicas, con Ia salvedad de que vinculan exclusivamente f6rmu
las-I del lenguaje epistemico, esto es, f6rmulas que ya contienen opera
dares epistemicos. Por el contrario , las traducciones del condicional y Ia 
negaci6n tienen el operador epistemico como constante 16gica principal. 

De este modo, un enunciado A:::> 1 B debe traducirse en terminos de 
un analogo epistemico => de Ia "implicaci6n estricta" de Ia 16gica modal, 
al que llamare implicaci6n epistemica y que se define como sigue: 

(2.1) A => B = df S(A :::> .8) 

Esta implicaci6n epistemica queda caracterizada mediante los siguien
tes postulados que se obtienen de Ep4: 

IE-1. (A=> B) => (C => (A=> B)) 
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IE-2. (A -+ (B ==+ C)) ==+ ((A ==+ B) ==+ (A==+ C)) 

IE-3. A-+ A 

• 

Ahora bien, el condicional intuicionista no queda aqui adecuada
mente reflejado. En efecto, de estos tres postulados no se deriva Ia ver
si6n correspondiente de la siguiente "paradoja de Ia implicad6n mate
rial": 

(2.2) A -+ (B -+ A) 

que si es valida para Ia 16gica intuicionista. Sin embargo, debe observarse 
lo siguiente. Si en (2.2) se reemplazan los enunciados A y B por las tra
ducciones T(p) y T(q) de los enunciados at6micos intuicionistas p y q, es 
dedr, Spy Sq, entonces se obtiene: 

(2.3) Sp ,... (Sq ==+ Sp) 

que sf es derivable en Ep4. Mas aun, se puede demostrar por inducci6n 

sobre el grado de Ia f6rmula T(A) el enunciado · T(A) = ST(A)' .3 Por 
consiguiente, si en (2.2) A y B son f6rmulas-I cualesquiera, entonces el 
enunciado 

(2.4) SA-+ (B ==+A) 

es tambi~n derivable en Ep4. 
Esto explica Ia afirmaci6n de M. Dummett de que el condicional in

tucionista debe entenderse, de un lado, extenstonalmente, puesto que en 
~1 valen las "paradojas de la implicaci6n material" y, de otro lado, inten
sionalmente, puesto que se afirma que su antecedente es demostrable. 
(Dummett 1977, pp. 15 ss.) Asi pues, la implicaci6n epist~mica es condi
ci6n necesaria, aunque no suficiente, para Ia caracterizaci6n del condi
donal intuicionista en t~rminos epist~micos, y refleja a ~te s6lo en el 
contexto de f6rmulas-I. 

Algo semejante ocurre en el caso de Ia negaci6n. Un enunciado in
tuicionista ..,1A se traduce como una forma de refutaci6n (esto es, Alleva 

3 Para Ia demostraci6n de este enunciado respecto del sistema S4 ellocus clasico es 
Schutte 1968, pp. 37-43. 
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a una contradicci6n), a Ia cual puede Ilamarse negaci6n epistemlca, de
finible como: 

La idea de interpretar '-.-A' como 'se sabe que de A se sigue una con
tradicci6n' queda reflejada en Ia equivalencia, demostrable en Ep4, 
'S•A s A -. 1. · (donde 'l. · es una constante de enunciado que significa 'lo 
contradictorio' o 'lo falso'). En Ep4 puede caracterizarse esta negaci6n 
episternica mediante los siguientes postulados: 

NE-1. -.-A,.... (A=+ B) 

NE-2. (A =+ -.-A) =+-.-A 

Como en el caso precedente, esta negaci6n epistemica refleja Ia in
tuicionista s6lo en el contexto de f6rmulas-I. A modo de ejemplo , se 
puede ver el siguiente enunciado, valido en la 16gica intuicionista, 

• 

cuyo analogo en S, 

no se sigue de los postulados EN-1 y EN-2, pero es demostrable en Ep4 
s6lo cuando A y B son f6rmulas-I. 

3 

Como consecuencia de lo anterior, en primer Iugar, Ia conjunci6n y la 
disyunci6n intuicionistas no son mas que sus analogos clasicos, si bien 
con Ia importante diferencia de estar referidos exclusivamente a enun
ciados epistemicos. En segundo Iugar, el condicional y la negaci6n in
tuicionistas poseen un significado que es enteramente diferente del sig
nificado del condicional y la negaci6n clasicos. En tercer Iugar, resulta 
ademas que la 16gica intuicionista es empleada para referirse a Ia cog
noscibilidad (aqui, demostrabilidad) de un enunciado matematico, y no 
para referirse a "estados de cosas" matematicos o entidades semejantes. 
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Este es el origen de las conocidas divergencias de la l6gica intuicionista 
con la l6gica clasica. 

Estas consecuencias obligan a rever Ia posibilidad de establecer re
laciones entre ambas l6gicas. Por ejemplo , en varias ocasiones se ha 
afirmado que Ia negaci6n intuicionista implica la clasica, siendo la intui
donista una negaci6n "mas fuerte". Esta idea se expresa en Ia traducci6n 
aqui presentada del siguiente modo, para el caso de un enunciado at6-
mico p: 

Ahora bien, el afiadido de (3.1) al c:;istema Ep4 hace que el sistema 
degenere en la l6gica de enunciados, es decir, hace que el operador 
epistemico Sse vuelva vacuo, y que el sistema entero se torne indistin
guible de Ia 16gica de enunciados. No obstante, el problema se soluciona 
al ver que esta interpretaci6n de las relaciones entre ambas negaciones 
es inadecuada. Como senate, Ia 16gica intuicionista se aplica a enuncia
dos que afirman no estados de cosas matematicos, sino la demostrabili
dad de estados de casas matematicos, esto es, no se la ha construido 
para hablar acerca de una realidad "externa", sino para hablar acerca de 
Ia posibilidad de demostrar Ia existenda de determinadas relaciones ma
tematicas. Esta es la idea subyacente al pasaje de Heyting citado mas 
arriba y que aparece de manera incluso mas predsa en otras interpreta
ciones de la l6gica intuicionista (como ejemplo, vease Prawitz 1980). 

Esta situaci6n debe tomarse en cuenta al pretender establecer rela
ciones entre ambos sistemas 16gicos (relaciones que, por otra parte, son 
posibles al traducir Ia 16gica intuicionista en una extension de Ia 16gica 
clasica). Los enunciados at6micos intuicionistas p deben entenderse 
como "afirmaciones epistemicas" sp (tal como sucede en Ia traducci6n 
propuesta arriba) . En consecuencia, Ia negad6n intuicionista implica Ia 
clasica, pero s6lo en el contexto de aftnnactones eptstemicas, o, dicho de 
otro modo, no implica Ia falsedad clasica, sino Ia negaci6n de su demos
trabiHdad (esto es, su refutabilidad), lo que queda expresado asi: 

Esta afirmaci6n evita las indeseadas consecuencias que (3.1) impli
caba y puede generalizarse sin mas para el caso de enunciados cuales-
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quiera (no necesariamente at6micos), debido a la propiedad de las f6r
mulas citada arriba. 

Esta interpretaci6n del lenguaje intuicionista en otro epistemico con
lleva la afirmaci6n de una cierta "incomparabilidad" entre las expresiones 
del lenguaje intuicionista y el chisico: los enunciados de uno y otro ha
cen referenda a diferentes tipos de entidades. Esta diferenda semantica 
refleja las conocidas discusiones entre intuicionistas y "realistas" matema
ticos acerca de la naturaleza de las entidades matematicas y explica el 
hecho de que p ara el intuicionismo el concepto semantico primario sea 
el de demostrabilidad y no el de verdad. Del analisis hecho en este tra
bajo , se sigue que, desde Ia perspectiva clasica, Ia 16gica intuicionista 
puede verse como una l6gica restringida a afirmaciones acerca de Ia de
mostrabilidad de enunciados matematicos, esto es, como una "l6gica del 
conocimiento matematico". 

Untverstdad de Buenos Atres 
CONICET 
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