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1.3.1 拓扑空间中的收敛

¶收敛点列

正如我们在前言中提到的，定义拓扑结构是为了将收敛和连续映射的概念扩展到更

一般的情形。在拓扑空间中定义收敛序列的概念是非常容易的。直观地说，xn → x0 意

味着“对于 x0的任何邻域 N，序列 xn最终将进入并留在 N 中”。于是我们定义

定义 1.46.（收敛）

♣

设 xn 是拓扑空间 (X,T )中的一个点列。如果存在 x0 ∈ X，满足：对于 x0 的任

意邻域 A，均存在 k > 0使得当 n > k时，有 xn ∈ A，则我们称 xn收敛到 x0，并

记为 xn → x0。

根据邻域的定义，容易看出在 (X,T )中 xn → x0当且仅当对于任意包含 x0的开集

U，存在 k > 0使得对所有 n > k都有 xn ∈ U 成立。

例 1.47. 为了更好地理解收敛性，我们下面考查一些简单的空间中的收敛性：
(1) (度量拓扑下的收敛)考虑度量空间 (X, d)，我们定义了两种序列收敛概念：按度量

收敛以及按度量拓扑收敛。不难验证，这两种序列收敛概念是一致的，即 xn按度量

拓扑收敛至 x0当且仅当 ::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
∀ε > 0, ∃k > 0使得对所有n > k, 均有d(xn, x0) < ε成立.

(2) (离散拓扑下的收敛)考虑离散拓扑空间 (X,Tdiscrete). 因为开球 B(x, 1) = {x}, 我

们容易看出：xn → x0当且仅当::::::
存在k

:::::::::::::::::::::::::::::::
使得对所有n > k，均有xn = x0:::::

成立。换言

之，在离散拓扑空间中，只有“最终常值”的序列是收敛的。

(3) (平凡拓扑下的收敛) 考虑平凡拓扑空间 (X,Ttrivial). 因为唯一的非空开集是集合

X，所以
::::::::::::::::
任何序列xn ∈ X

:::::::::::::::::::::::::::::::
都是收敛的，而且任何点x0 ∈ X

:::::::::::
都是其极限！特别地，收

敛序列的极限不是唯一的！13

(4) (余有限拓扑下的收敛)考虑余有限拓扑空间 (X,Tcofinite). 我们假设 xn → x0. 根

据定义，对于 x0的任何开邻域 U，存在 k使得对任意 n > k，均有 xn ∈ U。这一

条件成立当且仅当
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::
对于任意x 6= x0，至多有有限多个i ∈ N

:::::::::::::::::
使得xi = x成立。所以

在该空间的收敛性是非常微妙的。例如，

如果 xn都是不同的，那么序列 x1, x2, · · · 收敛到任意点 x0.

形如 x0, x1, x0, x2, x0, ...（其中 xn都是不同的点）的序列有唯一的极限 x0.

形如 x1, x2, x1, x2, ...的序列是不收敛的。

(5) (余可数拓扑下的收敛) 考虑余有限拓扑空间 (X,Tcocountable). 不妨设 X 为不可数

集。由完全相同的论证可得 xn → x0 当且仅当::::::::::
存在k > 0

:::::::::::::::::
使得对所有n > k

:::::
都有

::::::::::::
xn = x0成立。换言之，同离散拓扑空间一样，只有“最终常值”的序列收敛。

13无需太担心这种糟糕的情形。稍后我们将看到，对拓扑加上适当假设后，任何收敛序列的极限都是唯一的。
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1.3 拓扑空间里的收敛与连续性

¶逐点收敛拓扑

如果说上面几个收敛列的例子显得过于人为、不够自然，下面这个例子则告诉我们，

我们熟悉的“函数逐点收敛”也是一种拓扑收敛。

考虑 [0, 1]上所有函数（不一定连续）构成的空间

X = M([0, 1],R) = R[0,1].

在 X 中，我们可以像往常一样定义函数列的逐点收敛性：

fn → f 当且仅当fn(x) → f(x), ∀x ∈ [0, 1].

下面我们努力在 X 上构造合适的拓扑 Tp.c.，使得逐点收敛正是拓扑空间 (X,Tp.c.)中的

收敛。从直观上来说，Tp.c.中的开集既不能太多（否则会导致逐点收敛的函数列在该拓

扑下不收敛），也不能太少（否则会导致不逐点收敛的函数列在该拓扑下收敛）。于是，合

理的做法是：先按照逐点收敛本身的含义，确定哪些集合必须是开集；然后根据拓扑的

公理，找出包含这些集合的最小集族。

现假设 fn逐点收敛与 f，我们需要找到 X 中合适的包含 f 的集合作为我们的开集。

为此，我们先固定任意 x ∈ [0, 1]. 根据逐点收敛的定义，对于任意 ε > 0，可以找到 k > 0

使得对所有 n > k，均有 |fn(x)− f(x)| < ε. 这启发我们对于任意 f ∈ X，任意 x ∈ [0, 1]

以及任意 ε > 0，定义集合

ω(f ;x; ε) := {g ∈ X
∣∣ |g(x)− f(x)| < ε}

为 f 的一个“基本开邻域”，它包含的是在点 x处跟 f 很接近的函数。根据开集的定义，

有限个开集的交依然是开集，于是对于任意有限个点 x1, · · · , xm ∈ [0, 1]，我们需要定义

ω(f ;x1, · · · , xm; ε) := {g ∈ X
∣∣ |g(xi)− f(xi)| < ε, ∀1 ≤ i ≤ m}

为 f 的一个“开邻域”。不难看出，该集合包含了所有在 x1, · · · , xm 处跟 f 都很接近的

函数。下面是一个简单的示意图：

当然，为了定义出拓扑，我们还得保证任意多个开集的并依然是开集。为此，我们

借用欧氏空间或者一般度量空间中开集的定义方式（回想一下我们是如何通过开球这样

的“基本开集”去定义一般的开集），定义出我们想要的逐点收敛拓扑 Tp.c.：

Tp.c. = {U ⊂ X | ∀f0 ∈ U, ∃x1, · · · , xm ∈ [0, 1]和ε > 0,使得U ⊃ ω(f0;x1, · · · , xm; ε)}
(1.3.1)

下面证明这正是我们想要的拓扑：
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1.3 拓扑空间里的收敛与连续性

命题 1.48.（逐点收敛拓扑）

♠

由 (1.3.1)定义的集族Tp.c.是集合X = M([0, 1],R)上的一个拓扑，且X中的函数

列 fn逐点收敛于 f 当且仅当 fn作为拓扑空间 (X,Tp.c.)中的点列依拓扑收敛于 f .

证明 按照定义容易验证 Tp.c.是 X 上的一个拓扑：

显然 ∅, X ∈ Tp.c..

如果U1, U2 ∈ Tp.c.，那么对于任意 f0 ∈ U1∩U2，存在 x1, · · · , xm, y1, · · · , yn ∈ [0, 1]

以及 ε1, ε2 > 0，使得

U1 ⊃ ω(f0;x1, · · · , xm; ε1) 且 U2 ⊃ ω(f0; y1, · · · , yn; ε2),

于是我们有 U1∩U2 ⊃ ω(f0;x1, · · · , xm, y1, · · · , yn;min(ε1, ε2))，即 U1∩U2 ∈ Tp.c..

如果Uα ∈ Tp.c.且 f0 ∈ ∪αUα,那么 ∃α0使得f0 ∈ Uα0 .根据定义，存在 x1, · · · , xm ∈
[0, 1]以及 ε > 0使得

ω(f0;x1, · · · , xm; ε) ⊂ Uα0 .

这显然蕴含着

ω(f0;x1, · · · , xm; ε) ⊂ ∪αUα,

从而 ∪αUα ∈ Tp.c..

接下来我们证明函数列的逐点收敛等价于在 Tp.c.拓扑下的收敛：

设 fn逐点收敛于 f，设 U ⊂ X是Tp.c.中的开集，且 f ∈ U . 则 ∃x1, · · · , xm ∈ [0, 1]

和 ε > 0使得

ω(f ;x1, · · · , xm; ε) ⊂ U.

由逐点收敛的定义，我们有 fn(xi) → f(xi), 1 ≤ i ≤ m，即存在 ki 使得当 n > ki

时有 |fn(xi)− f(xi)| < ε. 所以对于任意 n > k = max(k1, · · · , km)，都有

fn ∈ ω(f ;x1, · · · , xm; ε) ⊂ U.

于是根据定义，fn在拓扑空间 (X,Tp.c.)中收敛于 f .

反之，设 fn 在 (X,Tp.c.) 中收敛于 f . 对任意 x ∈ [0, 1]，我们取 f 的开邻域

U = ω(f, x, ε)。则存在 k > 0使得当 n > k时，fn ∈ U,即 |fn(x)− f(x)| < ε对所

有 n > k成立，也即 fn(x) → f(x)，故 fn逐点收敛于 f。

□
注 1.49. 我们在 §1.1的习题中已经看到，“度量空间之间映射列的一致收敛”是一个度

量意义下的收敛。但是，在后文中我们将会看到，在函数空间X 上不存在度量使得“函

数逐点收敛”是度量收敛。这一事实也从侧面印证了引进“拓扑”这一抽象概念的必要

性。另一方面，我们还要指出：并非所有我们称之为“收敛”的现象都是拓扑意义下的

收敛。比如，在本节的习题中我们将会看到，在 [0, 1]区间上的所有有界可测函数所构成

的集合上，并不存在一个拓扑使得“几乎处处收敛”等价于该拓扑下的收敛。
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1.3.2 连续映射

¶拓扑空间之间的连续映射

正如我们在前言中所解释的，拓扑结构可以用于定义映射的连续性。有两种不同的

方法可以给出定义：使用收敛序列，或使用拓扑结构本身（即开集、闭集、邻域）。不幸

的是，这两种方法给出了两种不同的结果。

让我们先用收敛序列来定义连续性，这比较符合我们的直觉：（注意我们在定义中

使用了“序列”一词，这是为了与下文即将定义的连续映射区分开来。）

定义 1.50.（序列连续映射）

♣

对于拓扑空间之间的映射 f : (X,TX) → (Y,TY )，

(1) 如果对于X 中的任意收敛序列 xn → x0，在 Y 中均有 f(xn) → f(x0)，则称

映射 f 在 x0处序列连续。

(2) 如果 f 在 X 中的每一点处都是序列连续的，则称 f 为序列连续映射。

我们也可以用拓扑结构本身（即使用开集/闭集/邻域等）定义连续映射。受命题 1.25

启发，我们给出如下定义：

定义 1.51.（连续映射）

♣

对于拓扑空间之间的映射 f : (X,TX) → (Y,TY )，

(1) 如果 Y 中点 f(x0)的任意邻域 B的原像 f−1(B)都是X 中点 x0的邻域，则

我们称 f 在点 x0处连续。

(2) 如果 f 在 X 中的每一点处都是连续的，则称 f 为一个连续映射。

根据定义我们容易证明（序列）连续映射的复合映射仍然是（序列）连续的：

命题 1.52.（（序列）连续映射的复合）

♠

设 X,Y, Z 是拓扑空间。

(1) 如果 f : X → Y 在点 x0 处连续，g : Y → Z 在 f(x0) 处连续，那么

g ◦ f : X → Z 在 x0处连续。

(2) 如果 f : X → Y 在点 x0 处序列连续，g : Y → Z 在 f(x0)处序列连续，则

g ◦ f : X → Z 在 x0处序列连续。

证明 (1)如果 f 和 g都是连续的,那么对于 Z中 g(f(x0))的任意邻域 C，g−1(C)是 Y 中

f(x0)的邻域，因此

(g ◦ f)−1(C) = f−1(g−1(C))

是 X 中 x0的邻域。因此 g ◦ f 在 x0处是连续的。

(2) 如果 f 和 g 都是序列连续的，那么对于 X 中的收敛序列 xn → x0，我们有

f(xn) → f(x0)，进而有 g(f(xn)) → g(f(x0))所以 g ◦ f 是序列连续的。 □
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¶序列连续性 v.s. 连续性

在度量空间中，序列连续性和连续性是等价的。对于拓扑空间，我们有

命题 1.53.（连续一定序列连续）

♠

如果 f : (X,TX) → (Y,TY ) 在 x0 处连续，那么它也在 x0 处序列连续。特别地，

任何连续映射 f : (X,TX) → (Y,TY )都是序列连续的。

证明 设 xn → x0. 在 Y 中取 f(x0)的任意邻域 B。则由连续性知 f−1(B)是 x0 的邻域。

因为 xn → x0，所以存在 k > 0使得对任意 n > k都有 xn ∈ f−1(B)。因此对所有 n > k

都有 f(xn) ∈ B，即 f(xn) → f(x0)。故 f 在 x0处是序列连续的。 □
但是，反之则不然。

例 1.54. 考虑恒等映射

Id : (R,Tcocountable) → (R,Tdiscrete), x 7→ x.

则 Id是序列连续的。这是因为在例1.47中我们已经看到，一个序列在 (R,Tcocountable)中

收敛当且仅当它在 (R,Tdiscrete)中收敛（并收敛到相同的极限）。然而，Id在任意点处都

不连续：对任意点 x ∈ R，区间 [x− 1, x+1]是 x在 (R,Tdiscrete)中的开邻域，但不是 x

在 (R,Tcocountable)中的开邻域。

¶用开集定义整体连续性

我们在定理1.26中证明了 f : (X, dX) → (Y, dY )是一个连续映射当且仅当 Y 中的任

意开集 V 的原像 f−1(V )是X 中的开集。通过重复当时的证明，我们可以很容易地证明

下述通过开集对连续映射给出的刻画：

命题 1.55.（开集与连续性）

♠

设 f : (X,TX) → (Y,TY )是一个映射，则 f 是连续的当且仅当“开集的原像是开

集”，即对于任意 V ∈ TY，我们有 f−1(V ) ∈ TX。

在拓扑学中，有一个开-闭对偶原理

通过开集描述的事实具有一个“对偶”的通过闭集给出的描述。

其证明只要通过标准的“取补集”即可：

命题 1.56.（闭集与连续性）

♠

映射 f : (X,TX) → (Y,TY ) 是连续的当且仅当对于 Y 中的任意闭集 F，其原像

f−1(F )在 X 中是闭集。

证明 注意到 f−1(F )是闭集当且仅当 X \ f−1(F ) = f−1(Y \ F )是开集。由此即得。 □
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¶开映射和闭映射

在连续映射下，开集的原像是开集，闭集的原像都是闭集。但一般来说，可以很容

易找到例子表明

开集在连续映射下的像不一定是开集，

闭集在连续映射下的像不一定是闭集。

我们定义

定义 1.57.（开映射和闭映射）

♣

对于拓扑空间之间的映射 f : (X,TX) → (Y,TY )，

(1) 如果 X 中的任意开集 U 的像 f(U)在 Y 中是开集，则称映射 f 为开映射。

(1) 如果 X 中的任意闭集 F 的像 f(F )在 Y 中是闭集，则称映射 f 为闭映射

注 1.58. 虽然开/闭映射看起来“更自然”，但它们在拓扑中不如连续映射重要和方便。这

里给出一个原因：相比于“求映射的像”，“取映射的原像”这一操作可以更好地保持集

合的交、并、补运算。具体来说，我们总是有

f−1(
⋃
α

Bα) =
⋃
α

f−1(Bα), f−1(
⋂
α

Bα) =
⋂
α

f−1(Bα), f−1(Y \B) = X \ f−1(B).

但是一般来说，我们只有

f(
⋃
α

Aα) =
⋃
α

f(Aα), f(
⋂
α

Aα) ⊂
⋂
α

f(Aα), f(X \A) ⊃ f(X) \ f(A).

但是，开/闭映射确实出现在其他一些数学分支中，并且起着非常重要的作用。例如，

泛函分析中最重要的定理之一，开映射定理，断言 Banach空间之间的满射连续线

性算子都是开映射。

在复分析中也一个开映射定理，它指出在复平面的连通开子集上定义的任何非常值

全纯函数都是开映射。

我们本课程后半部分将证明 Brouwer区域不变性定理：如果 U ⊂ Rn 是一个开集，

那么任何单射连续映射 f : U → Rn是一个开映射。

¶连续映射的例子

我们下面给出一些连续映射的例子。

例 1.59. 下述例子的连续性都是命题 1.55的直接应用，故而我们略去大部分细节。

(1) 任意常值映射 f : X → Y 都是连续的。

【理由如下：设 f(x) ≡ y0 ∈ Y，U 是 Y 中的任意开集。则

若 y0 ∈ U，则 f−1(U) = X 是 X 中的开集。

若 y0 /∈ U，则 f−1(U) = ∅是 X 中的开集。

所以 f 是连续的。】

注意这个论证也解释了为什么在开集公理中我们需要 ∅, X 在任何拓扑中都是开集：
否则常值映射可能是不连续的！
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(2) 任意映射 f : (X,TX) → (Y,Ttrivial)都是连续的。

(3) 任意映射 f : (X,Tdiscrete) → (Y,TY )都是连续的。

(4) 恒同映射 Id : (X,T2) → (X,T1)是连续的当且仅当 T1 ⊂ T2,即 T1比 T2弱.

下面两个命题说明子空间拓扑以及乘积空间拓扑下自然的映射都是连续映射：

命题 1.60.（子空间的嵌入映射）

♠

设 (X,TX)为拓扑空间，赋予 A ⊂ X 子空间拓扑。则包含映射 ι : A ↪→ X 是连续

的，且子空间拓扑是 A上最弱的使得 ι连续的拓扑。

证明 映射 ι 在子空间拓扑下的连续性可由定义以及命题1.55直接得到。反之，假设 T

为 A 上的一个拓扑，使得 ι : (A,T ) ↪→ (X,TX) 为连续映射。则对于 X 中任意开集

U ∈ TX，其原像 ι−1(U) = U ∩A是 T 中的开集。于是根据定义，T 强于 A作为X 子

空间所继承的子空间拓扑。 □
作为推论，我们得到

推论 1.61

♥

设 (X,TX)和 (Y,TY )为拓扑空间，赋予 A ⊂ X 子空间拓扑。

(1) 如果映射 f : X → Y 是连续的，则 f |A : A → Y 是连续的。

(2) 映射 g : Y → A是连续的当且仅当 ι ◦ g : Y → X 是连续的。

证明 (1)由命题1.52以及 f |A = f ◦ ι即可得到。
(2)“仅当”部分是命题1.52和命题 1.60的推论。“当”的部分由定义可得：对于 A

中的任意开集 A ∩ U，其中 U ∈ TX，我们有 g−1(A ∩ U) = (ι ◦ g)−1(U). □
对于乘积空间，最自然的映射是投影映射。我们有

命题 1.62.（乘积空间的投影映射）

♠

设 (X,TX)和 (Y,TY )为拓扑空间，(X × Y,TX×Y )为其乘积拓扑空间。则投影映

射

πX : X × Y → X, (x, y) 7→ x

πY : X × Y → X, (x, y) 7→ y

都是连续映射，也都是开映射。

证明 我们只证明关于 πX 的结论，因为关于 πY 的证明是相似的。πX 连续是因为

∀U ∈ TX , π−1
X (U) = U × Y ∈ TX×Y .

πX 是开映射是因为对任意开集W ∈ X × Y 和任意 x ∈ πX(W )，存在点 (x, y) ∈ W . 根

据乘积拓扑的定义，存在 X 中开集 U 3 x和 Y 中开集 V 3 y使得 (x, y) ∈ U × V ⊂ W .

于是 x ∈ U ⊂ πX(W ). 所以 πX(W )在 X 中是开集，即 πX 是一个开映射。 □
注意投影映射不一定是闭映射。例如，平面 R× R里的闭集 {(x, 1/x) | x > 0}到分

量 R上的投影是 (0,+∞)，并不是 R中的闭集。
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¶同胚

通过连续映射，我们可以定义拓扑空间之间的等价性。

定义 1.63.（同胚）

♣

设 X 和 Y 是拓扑空间。如果存在可逆映射 f : X → Y 使得 f 和 f−1 都是连续映

射，则我们称拓扑空间 X 和 Y 是同胚的，记为 X ' Y；而映射 f 则被称为是 X

和 Y 之间的一个同胚。

如果一个性质在同胚下被保持，我们称它是一个拓扑性质。

容易验证同胚是一个等价关系：

命题 1.64.（同胚是等价关系）

♠同胚是拓扑空间之间的等价关系。

证明 我们有

X ' X: 因为 Id : (X,TX) → (X,TX)是同胚。

X ' Y =⇒ Y ' X: 如果 f : X → Y 是同胚,那么 f−1 : Y → X 也是同胚。

X ' Y, Y ' Z =⇒ X ' Z: 如果 f : X → Y 和 g : Y → Z 是同胚, 那么

g ◦ f : X → Z 是双射，且由命题 1.52，g ◦ f 和 (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1都连续。

□
我们将同胚的拓扑空间视为同一空间。

例 1.65. 在通常的欧氏拓扑下，不难看出
(1) (0, 1) ' R.

(2) Sn − {北极点} ' Rn.

(3) [0, 1] 6' (0, 1) 6' [0, 1) 6' S1 6' R2.

除了连续和双射，从定义中可以清楚地看出同胚必须既是开映射又是闭映射。反过

来，根据定义，如果 f 是可逆的，那么 f−1是连续的当且仅当 f 是开映射（也当且仅当

f 是闭映射）。于是我们有

命题 1.66.（同胚与开/闭映射）

♠设 f : X → Y 是一个连续双射。如果 f 是开映射或是闭映射，那么 f 是同胚。

与度量空间的情况类似，我们可以定义拓扑嵌入的概念：

定义 1.67.（拓扑嵌入）

♣

设 X,Y 是拓扑空间，f : X → Y 是一个连续单射。如果 f 是从 X 到 f(X) ⊂ Y

（赋有子空间拓扑）的同胚，我们则称 f 是从 X 到 Y 的拓扑嵌入。

¶（阅读材料）相容性：拓扑群和拓扑向量空间

在数学中，我们的研究对象往往具有多种不同的结构。一个自然的问题是，拓扑结

构与其它结构是否相容，因为在有相容性的情况下，这些不同的结构之间会碰撞出新的
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火花，从而我们可以预期有更丰富多彩的性质。一般而言，拓扑结构与其它结构之间的

相容性是通过其它结构中出现的映射的连续性来定义的，例如，

定义 1.68.（拓扑群）

♣

设 G是一个群，且 G上赋有一个拓扑结构。如果群运算

m : G×G → G, (g1, g2) 7→ m(g1, g2) := g1 · g2

和

i : G → G, g 7→ i(g) := g−1

都是连续映射[这里我们赋予 G×G乘积拓扑]，则我们称 G为一个拓扑群。a

a在拓扑群的定义中，一些作者会要求G上的拓扑满足进一步的分离性质，例如后文中将要定义的 T1

或 T2.

类似地，可以定义拓扑环、拓扑域等等。

例 1.69. 拓扑群（及其光滑版本李群）在数学中被广泛用于描述连续对称性。这里给出
一些常见的例子：

(1) （无趣）任何赋有离散拓扑的群 G都是一个拓扑群。

(2) R和 C在通常的群结构和通常的拓扑下是拓扑群（实际上还是拓扑域）。

(3) S1, Rn, Tn := (S1)n（在通常的群与拓扑结构下）是拓扑群。

(4) 矩阵群GL(n,R), GL(n,C), SL(n,R), SL(n,C), O(n), SO(n), U(n), SU(n)等等（在

通常的结构下）都是拓扑群。

(5) 上面 (2)、(3)、(4)中的例子实际上是李群。这里给出一个不是李群的拓扑群：Q在

具有通常的结构下是一个拓扑群，但不是李群。

在泛函分析中，人们研究向量空间（通常是无限维）上的分析学。此时向量空间的

拓扑结构与向量空间的线性结构之间的相容性是至关重要的：

定义 1.70.（拓扑向量空间）

♣

设X 是 R或 C（或某个拓扑域K）上的向量空间，并被赋予了一个拓扑a。如果向

量加法映射

+ : X ×X → X, (x, y) 7→ x+ y

和标量乘法映射

• : K×X → X, (λ, x) 7→ λx

都是连续映射[这里 X ×X 和 K ×X 都使用乘积拓扑]，则我们称 X 为一个拓扑

向量空间。

a同样，在拓扑向量空间的定义中，一些作者会要求X 上的拓扑满足进一步的分离性质。

注意，拓扑向量空间自动是拓扑群。

例 1.71.
(1) Rn, Cn在通常的结构下是拓扑向量空间。

27



1.3 拓扑空间里的收敛与连续性

(2) 在赋予离散拓扑时，Rn不是拓扑向量空间。[虽然向量加法仍然是连续的，但标量

乘法不是连续的。]

(3) 在例1.6中出现的度量空间 (RN, d), (lp(R), dp), (C([a, b]), Lp) 等等，在其度量拓扑

下，都是拓扑向量空间。

(4) 事实上，在泛函分析中，我们见到的各种空间都是拓扑向量空间，而且他们之间具

有如下包含关系：

{Hilbert空间}⊂{Banach空间}⊂{Fréchet空间}⊂{局部凸拓扑向量空间}⊂{拓扑向

量空间}
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