
第 4章 几何拓扑中的几个重要定理

4.1 Brouwer不动点定理

4.1.1 Brouwer不动点定理

¶ Brouwer不动点定理

在第 3.6节我们证明了二维 Brouwer1不动点定理，即任意连续映射 f : D → D都有

一个不动点,其中 D 是 R2 中闭圆盘. 下面我们要证明任意维数的 Brouwer不动点定理.2

该定理是数学中最重要的存在性定理之一，并在微分方程、泛函分析、经济学、博弈论

等领域有着广泛的应用. 事实上，随着人们证明越来越多的不动点定理，目前不动点定

理已经发展成数学的一个分支.

我们记 Bn = {x ∈ Rn : |x| < 1}以及 Bn = {x ∈ Rn : |x| ⩽ 1}.

定理 4.1.1.（Brouwer不动点定理）

♥对于任意连续映射 f : Bn → Bn,存在 p ∈ Bn使得 f(p) = p.

由习题 3.3中我们知道，Brouwer不动点定理蕴含了任意 Sn（n ≥ 1）是不可缩的.

注 4.1.2.
(1) 对于拓扑空间X，如果任意连续映射 f : X → X 都有一个不动点，则我们称X 具

有不动点性质（fixed point property）. 显然，不动点性质是一个拓扑性质. 因此任

意同胚于 Bn的拓扑空间 X 都有不动点性质.

(2) 显然，以下空间都没有不动点性质：

平面圆环 Ar,R = B(R) \B(r)（考虑旋转映射）,它不是单连通的，

Sn (考虑对径点映射)，它是单连通的但却不可缩，

开球 Bn（考虑往边界上一点的“收缩”映射），它是可缩的但却非紧.

在 1932年 Borsuk猜想任意紧可缩区域都有不动点性质，但是 1953年 Kinoshita给

出了一个反例.

Brouwer不动点定理有多种证明. Brouwer原始的证明是基于映射度的概念，而对于

一般连续映射定义映射度往往需要代数拓扑中的同调理论. 该证明将在代数拓扑课程中

介绍，而本书中尚未建立起相关的工具. 该定理还可以用组合学的 Sperner 引理予以证

1布劳威尔（L. E. J. Brouwer，1881-1966），荷兰数学家、哲学家，在拓扑学、集合论、测度论、复分析等领域有突
出贡献，被誉为二十世纪最杰出的数学家之一. 布劳威尔在拓扑学方面的主要贡献是我们本节即将证明的不
动点定理以及区域/维数不变性定理，以及下一节将要提到的 Jordan曲线定理的高维推广即 Jordan-Brouwer
定理. 有意思的是，虽然 Brouwer 是是数学哲学领域直觉主义流派的创始人，坚持数学对象必须可以构造，
并不承认排中律，但他关于 Brouwer不动点定理的证明却并非构造性的. （事实上，在进一步发展他的直觉
主义观点之后，Brouwer本人已经开始否定自己关于不动点定理的证明. ）

2该定理 n = 3 的情况最早是在 1904 年由拉脱维亚数学家 P. Bohl 证明，但他的文章没有引起注意. 后来在
1909年由 Brouwer再次给出了 n = 3时的证明. 在 1910年，Hadamard首次证明了一般情形，同年 Brouwer
采用不同的方法证明了该定理. Brouwer方法的创新性在于他系统性地应用了来自代数拓扑的工具.



4.1 Brouwer不动点定理

明. 下面我们将给出基于“微分拓扑”的证明. 这个证明最早是由 J. Milnor3给出的，后被

Rogers简化过. 其证明思路是:

首先证明一个“简单”版本，即该定理对光滑映射成立.

然后通过逼近定理将连续映射约化到光滑映射的情形.

我们在本书中选用这个证明的原因有两条：第一、我们希望通过这个证明，介绍拓扑学

的另一个分支即“微分拓扑”的基本思想；第二、这个证明是一个纯“初等”的证明（即

不涉及到高深的工具），而在（本定理以及下个定理）证明中我们将看到在本书前半部分

所学的点集拓扑知识是如何应用的.

¶光滑性的优势

通常对于光滑映射证明一个定理要比对连续映射证明该定理要简单很多，因为我们

有一个非常强有力的工具：
:::::
微分（即

:::::::::
线性逼近).

回顾一下：如果 U ⊂ Rn, V ⊂ Rm是开集且

f = (f1, · · · , fm) : U → V

是一个 C1映射,那么 f 在 x ∈ U 处的微分 dfx是一个线性映射

dfx =

Å
∂fi
∂xj

(x)

ã
1⩽i⩽m
1⩽j⩽n

: Rn → Rm,

~v 7→ dfx(~v) =

Å
∂fi
∂xj

ã
~v =

Å∑
j

∂f1
∂xj

vj , · · · ,
∑
j

∂fm
∂xj

vj

ãT
.

在数学分析中我们已经看到了

d(f ◦ g)x = dfg(x) ◦ dgx,

d(IdU )x = IdRn .

因此微分 d是一个从“对象为（带标定点的）欧氏空间区域、态射为 C1映射的范畴”到

“对象为线性空间、态射为线性映射的范畴”的函子. 为了直观地看到微分的优势，我们

用微分的函子性来证明（这不过是再次证明“函子把等价的对象变为等价的对象”）

定理 4.1.3.（维数不变性定理，光滑版本）

♥

令 U ⊂ Rn, V ⊂ Rm为开集. 如果m 6= n,那么不存在 C1微分同胚 f : U → V a.

a如果 f 是可逆的 C1映射且 f−1也是 C1的，则我们称它是一个 C1微分同胚（C1 diffeomorphism）.

证明 假设 f : U → V 是一个 C1 微分同胚. 通过取微分我们得到线性映射, dfx : Rn →
Rm和 (df−1)f(x) : Rm → Rn.由函子性，

f ◦ f−1 = IdV =⇒ dfx ◦ df−1
f(x) = IdRm

f−1 ◦ f = IdU =⇒ df−1
f(x) ◦ dfx = IdRn .

因此线性映射 dfx和 df−1
f(x)互为逆映射,从而m = n. □

3米尔诺（John Milnor, 1931-），杰出的美国数学家，主要研究微分拓扑，K理论和动力系统，先后获得过菲
尔兹奖 (1962)、沃尔夫奖 (1989)、阿贝尔奖 (2011). 他在 1956年发现具有非标准微分结构的七维怪球，从此
微分拓扑开始作为拓扑学的一个独立分支蓬勃发展.
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4.1 Brouwer不动点定理

在数学分析中我们学过，微分还有一个非常重要的性质，即反函数定理，我们可以

粗略地把它解释为函子 d具有很高的“保真性”：

定理 4.1.4.（反函数定理）

♥

若 U ⊂ Rn是开集，f : U → Rn是 C1映射，且 dfx是可逆线性映射，则存在 x的

邻域 Ux ⊂ U 以及 f(x)的邻域 Vx使得 f : Ux → Vx是微分同胚.

一般地，若对于任意 x ∈ U，都存在 x 的邻域 Ux ⊂ U 以及 f(x) 的邻域 Vx 使得

f : Ux → Vx 是微分同胚，则我们称 f 是一个局部微分同胚（local diffeomorphism）. 由

定义易知任意局部微分同胚都是开映射，作为推论，我们马上得到

推论 4.1.5.（区域不变性，光滑版本）

♥

若 U ⊂ Rn 是开集，f : U → Rn 是 C1 映射，且对于任意 x ∈ U，dfx 是可逆线性
映射，则 f 是开映射.

一个自然的问题是：什么时候局部微分同胚是一个整体微分同胚？我们有

命题 4.1.6.（双射 +局部微分同胚 =⇒微分同胚）

♠

若 C1 映射 f : U → V 在任意 x附近都是局部微分同胚，且 f 是双射，则 f 是微

分同胚.

证明是显然的：为了证明 f−1是 C1映射，只需证明它在任意 f(x)附近是 C1映射，

而这是由反函数定理保证的. 细节留作习题.

¶从“无光滑收缩”到 Brouwer的不动点定理

下面我们证明 Brouwer 不动点定理. 在证明之前让我们重温我们在第 3.6 节给出的

n = 2时 Brouwer不动点定理的论证，该定理的整个证明分三步：

(1) 首先我们证明 π1(S
1) ∼= Z,

(2) 其次我们证明 π1(S
1) 6= {e} =⇒“不存在收缩映射 r : D → S1”，

(3) 最后我们证明“不存在收缩映射 r : D → S1”=⇒ Brouwer不动点定理（n = 2）.

前两步跟基本群有关，显然无法用在高维，因为我们已经知道当n ≥ 2时有 π1(S
n) = {e}.

但第三步跟维数关系不大，我们回顾一下：

如果对于任意 p ∈ D 都有 f(p) 6= p,那么存在一个收缩映射 r : D → S1，其

表达式如下

r(p) = p+ λ(p)(p− f(p)).

如果作进一步的计算，我们不难得到

λ(p) =
−p · (p− f(p)) +

[
(p · (p− f(p)))2 + |p− f(p)|2(1− |p|2)

] 1
2

|p− f(p)|2
.

关键的观察:

对于任意维数，可以用同样的方法构造 r，且 λ(p)具有相同表达式.

253



4.1 Brouwer不动点定理

上式分子 [· · · ]
1
2 中的项是正的，从而如果 f 是 C1的，则映射 r : D → S1是 C1的.

于是重复该论证，我们得到

结论 1 ：若不存在从 Bn到 Sn−1的 C1收缩，则任意 C1映射 f : Bn → Bn有不动点.

接下来我们通过用光滑映射逼近连续映射的方法，证明

结论 2 ：若任意 C1映射 f : Bn → Bn有不动点，则任意连续映射 f : Bn → Bn有不动点.

证明 令 f : Bn → Bn 为连续映射. 由 Stone-Weierstrass定理，对于任意 l ∈ N存在一个

光滑映射 (实际上可取为“多项式”) pl : Bn → Rn使得

|pl(x)− f(x)| <
1

l
, ∀x ∈ Bn.

这样得到的 pl 的像集可以落在单位球的外面，但是我们可以通过定义

fl :=
l

l + 1
pl

将其收缩至单位球内. 于是 fl : Bn → Bn是 C1的，且 fl 在 Bn上一致收敛到 f .

根据条件，对于任意的 l, 存在 xl ∈ Bn 使得 fl(xl) = xl. 取一个收敛子列满足

xli → x0,我们得到

f(x0) = lim
i→∞

fli(xli) = lim
i→∞

xli = x0.

于是结论得证. □
由结论 1 和结论 2，我们把 Brouwer 不动点定理化归为如下光滑版本的“无收缩定

理”：

定理 4.1.7.（无光滑收缩）

♥不存在 C1映射 f : Bn → Sn−1使得 f |Sn−1 = Id.

¶无光滑收缩：证明

下面我们证明“无光滑收缩”定理。其证明思路如下：假设存在一个光滑收缩 f . 因

为 Bn 是凸集，我们可以找到一个具体的 C1-同伦 ft 连接恒等映射 Id 和收缩映射 f .

为了找到矛盾，我们需要仔细研究某个在该同伦下变化的量. 例如，我们可以研究体积

Vol(ft(Bn))的变化. 一方面当 t = 1上我们有 Vol(f1(Bn)) = 0. 另一方面当 t很小时 ft

“接近于”f0 = Id，我们可以想象此时 Vol(ft(Bn)) ≡ Vol(Bn). 不过 Vol(ft(Bn))跟 t的

依赖关系并不明确. 因此我们可以先假装 ft 是微分同胚，并应用积分的换元公式，改而

研究 F (t) =
∫
Bn det(dft)xdx.

【无光滑收缩定理的证明】

证明 假设存在一个 C1映射 f : Bn → Sn−1使得

f |Sn−1 = Id.

对于 t ∈ [0, 1],我们令 ft : Bn → Bn 为如下连接恒等映射 IdBn 和 f (视为到 Bn 的映射)

的同伦,

ft(x) = (1− t)x+ tf(x) = x+ t(f(x)− x) =: x+ tg(x).
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4.1 Brouwer不动点定理

为了研究这一族映射的微分关于 t的变化并最终导出矛盾,我们定义

F : [0, 1]→ R, F (t) =

∫
Bn

det(dft)x dx =

∫
Bn

det(I + tdgx) dx.

由线性代数, F 是关于 t ∈ [0, 1]的一个
:::::::
多项式.

一方面，在 t = 1时我们有

f1(x) = f(x) ∈ Sn−1, ∀x ∈ Bn.

因此对于任意 x ∈ Bn，以及任意 |~v| < 1− |x|（从而 x+ t~v ∈ Bn），我们有

2〈(df1)x~v, f1(x)〉 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈f1(x+ t~v), f1(x+ t~v)〉 = d

dt

∣∣∣∣
t=0

1 = 0.

于是

Im((df1)x) ⊂ f1(x)⊥ = {u ∈ Rn | u⊥f1(x)}.

这说明 rank((df1)x) ⩽ n− 1,从而 det((df1)x) = 0, ∀x ∈ Bn.故

F (1) =

∫
Bn

det(df1)x dx = 0,

另一方面,由于 f0|Bn = Id,我们有理由猜测

断言: ∃t0 > 0使得对于 0 ⩽ t ⩽ t0, ft : Bn → Bn是一个 C1-微分同胚.

我们首先假设这个断言是成立的. 由变量代换公式，

F (t) =

∫
ft(Bn)

dx = Vol(Bn), ∀t ∈ [0, t0].

因此 F 是一个在区间 [0, t0] 上为常值的多项式. 于是由例3.1.7或者由代数基本定理，F

必然对所有的 t ∈ [0, 1]都恒等于该常值. 特别地，

F (1) = Vol(Bn) > 0,

从而得到矛盾. □
【断言的证明】

证明 记 g(x) = f(x)− x，则 ft(x) = x+ tg(x).

我们首先证明存在 t1 > 0 使得 ft 在 t ∈ [0, t1] 上是单射. 假设存在 x1 6= x2, 使得

ft(x1) = ft(x2),则

|x1 − x2| = t|g(x1)− g(x2)|.

由于 f 是 C1的，g同样是 C1的. 因此存在 C > 0使得

|g(x1)− g(x2)| ⩽ C|x1 − x2|, ∀x1, x2 ∈ Bn.

由此可得

|x1 − x2| ⩽ Ct|x1 − x2|.

因为 x1 6= x2，所以我们得到 t ≥ t1 := 1
C . 换言之，如果t < t1, 那么ft 是 单射.

接着我们证明存在 t2 > 0使得 ft在 t ∈ [0, t2]上是满射. 因为 det(dft)关于 t是连续

的，且 det(df0) = 1,所以存在 t2 > 0使得

det(dft) > 0, ∀t ∈ [0, t2].

于是由定理4.1.4以及推论4.1.5，当 t ∈ [0, t2]时映射 ft : B
n → Rn 是局部微分同胚，从
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4.1 Brouwer不动点定理

而是开映射. 特别地，

Gt := ft(B
n)

是开集. 下面我们证明当 t < t2 时，Gt = Bn. 我们再次运用反证法，假设 Gt 6= Bn.取

y0 ∈ ∂Gt ∩Bn.取 xl ∈ Bn使得 ft(xl)→ y0.由 Bn的紧性,存在一个子列

xli → x0 ∈ Bn.

由 ft 的连续性, ft(x0) = y0. 由于 Gt 是开集，y0 /∈ Gt. 从而我们必然有 x0 /∈ Bn, 即

x0 ∈ Sn−1.因此我们有

y0 = ft(x0) = x0 ∈ Sn−1.

这与 y0 ∈ Bn矛盾.

最后取 t0 = min{t1, t2}.则我们已经证明了当 t ∈ [0, t0]时 ft是双射且是局部微分同

胚，所以由命题4.1.6，对于任意 t ∈ [0, t0]，ft是一个 C1的微分同胚. □

¶ Brouwer不动点定理：第二种形式

下面我们给出 Brouwer不动点定理的另一种被广泛应用的形式：

定理 4.1.8.（Brouwer不动点定理，第二形式）

♥令K ⊂ Rn为非空的紧凸集. 那么任意连续映射 f : K → K 都有一个不动点.

证明思路如下 (细节留作习题)：通过平移，我们可以假设 0 ∈ K.令 V = spanRK.那

么 V 是 Rn 的一个子空间,因此存在 m使得 V ' Rm. 此外, K ⊂ V 不位于 V 中任何真

超平面，因此K 有非空内点. [这个事实需要证明.] 从而由K 的凸性得到K ' Bm.

¶在无穷维的 Brouwer不动点：一个反例

一个自然的问题是：Brouwer不动点定理对于无穷维空间是否成立?

例 4.1.9. 考虑 l2-空间

X = l2 = {(a1, a2, · · · )|
∞∑
i=1

a2i < +∞}.

在第 1.1节中，我们已经看到了 X 是度量空间，其度量为

d((ai), (bi)) =

Ã
∞∑
i=1

(ai − bi)2.

记 l2中的单位球为 B = B(0, 1). 考虑映射

f : B → B, a = (a1, a2, · · · ) 7→ (
»
1− ‖a‖22, a1, a2, · · · ).

那么 f 是连续的，因为当 d(a, b)→ 0我们有

[d(f(a), f(b))]2 = (
»

1− ‖a‖22 −
»
1− ‖b‖22)

2 + ‖a− b‖22 → 0.

然而, f 没有不动点：如果 f(a) = a,那么

a1 = a2 = · · · =
»
1− ‖a‖22,
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4.1 Brouwer不动点定理

而这组方程无解.

¶ (阅读材料)无穷维版本的不动点定理：Schauder不动点定理

以上论证表明不动点定理的原始形式在无穷维空间中不成立. 一个原因在于：l2 闭

单位球是非紧的. 不过，1930年 J. Schauder 4证明了不动点定理的第二形式 (其中我们用

紧凸集取代闭单位球)在无穷维空间中成立：

定理 4.1.10.（Schauder不动点定理）

♥令 ∅ 6= K 为赋范向量空间 V 中的紧凸集. 则任意连续映射 f : K → K 有不动点.

证明 因为 K 是度量空间中的紧集，对于任意 ε > 0 可以找到一个 K 的有限的 ε-网

{x1, · · · , xn}. 对于任意 x ∈ K 和 1 ⩽ i ⩽ n我们定义

ρi(x) =

 0, d(x, xi) > ε,

ε− d(x, xi), d(x, xi) ⩽ ε.

显然每个 ρi是连续的，并且对于任意的 x ∈ K,存在 i使得 ρi(x) > 0.于是映射

ρε : K → K, x 7→

n∑
i=1

ρi(x)xi

n∑
i=1

ρi(x)

是良定的 (这里我们用K 的凸性)，连续的，且满足

d(ρε(x), x) < ε, ∀x ∈ K

因为 ρε(x)是这些位于 B(x, ε)的 xi的凸组合. 现在对于每个 n,考虑有限维线性空间

Vn = span{x1, · · · , xn} ⊂ V.

记

Kε = conv(x1, · · · , xn)

为 x1, · · · , xn 的 (闭)凸闭包，则 Kε ⊂ Vn 是非空紧凸集,并且 fε = ρε ◦ f : Kε → Kε 是

连续的. 因此存在 xε ∈ Kε ⊂ K 使得 fε(xε) = xε.这蕴含着

d(xε, f(xε)) = d(fε(xε), f(xε)) = d(ρε(f(xε)), f(xε)) < ε

从而

inf{d(x, f(x))|x ∈ K} = 0.

因为K 是紧集，上述最小值是可以取到的，即存在 x0使得 f(x0) = x0. □

4.1.2 Browwer区域不变性定理

¶ Brouwer的区域不变性和维数的拓扑不变性.

作为 Brouwer不动点定理的应用，我们可以去掉定理4.1.3中的光滑性假设，证明

4绍德尔（Juliusz Schauder，1899-1943），波兰数学家，波兰利沃夫学派重要成员，主要研究泛函分析及相关
领域，以 Schauder不动点定理、Schauder基、Leray-Schauder原理而闻名. 二战期间受纳粹迫害而亡.
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4.1 Brouwer不动点定理

定理 4.1.11.（维数的拓扑不变性）

♥令 U ⊂ Rn, V ⊂ Rm为开集. 如果m 6= n,那么 U 6' V.

虽然这个定理看起来很显然，但它的证明并不容易. 这个定理首先由 Brouwer证明.

事实上，他证明了下面这个更强的定理：

定理 4.1.12.（Brouwer区域不变性定理）

♥如果 U ⊂ Rn是开集，并且 f : U → Rn是连续单射，那么 f 是开映射.

注 4.1.13. 相比于推论4.1.5，这个定理的条件是非常若的. 注意这个定理在 n = +∞时
失效. 例如，如果我们取

f : l2 → l2, (a1, a2, · · · ) 7→ (0, a1, a2, · · · ),

那么 f 是连续单射，但是 f(l2)不是 l2中的开集.

【Brouwer区域不变性 =⇒维数的拓扑不变性】
证明 假设存在一个同胚 f : U → V . 不妨设 n > m (否则考虑 f−1). 令

i : Rm → Rn, i(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xm, 0, · · · , 0).

那么连续单射

i ◦ f : U → Rm ↪→ Rn

的像集包含于一个真子空间，从而不是开集. 这与 Brouwer区域不变性定理矛盾. □

¶ Brouwer区域不变性定理：局部版本及其证明

因为开集是一个局部条件，并且开集的平移和伸缩仍然是开集，因此只要证明以下

局部版本就能得到 Brouwer区域不变性定理.

定理 4.1.14.（Brouwer区域不变性定理，局部版本）

♥令 f : Bn → Rn为连续单射. 那么 f(0)位于 f(Bn)的内部.

下面我们证明“局部 Brouwer区域不变性定理”. 其证明思路是：假设 f(0)不是一

个内点，即 f(Bn)以外存在任意接近 f(0)的点. 为了导出矛盾，我们将构造一个连续映

射 h : f(Bn)→ Rn，使得

(1) h“接近于 f−1”：对于任意 x ∈ Bn，都有 |x− h(f(x))| ⩽ 1.

(2) h ◦ f 没有零点.

由 (1)，我们得到一个连续映射

Id− h ◦ f : Bn → Bn, x 7→ x− h(f(x)),

而由 (2)，该映射没有不动点，从而得到矛盾！为了构造这样的 h，我们首先构造一个非

常接近于 f−1的连续映射,然后扰动它使得它在 f(Bn)上没有零点.

【局部 Brouwer区域不变性定理的证明】
证明 假设 f(0) 不是 f(Bn) 的内点. 那么对于任意 ε > 0 (我们将会在稍后选取), 存在
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4.1 Brouwer不动点定理

c ∈ Rn \ f(Bn)使得 |c− f(0)| < ε.记

Σ1 = {y ∈ f(Bn) : |y − c| ⩾ ε}, Σ2 = {y ∈ Rn : |y − c| = ε}.

那么 Σ := Σ1 ∪ Σ2是紧集，并且 f(0) /∈ Σ.

根据假设, f : Bn → f(Bn)是一个从紧集到 Hausdorff集的可逆连续映射. 因此 f 是

一个同胚，即它有一个连续逆 f−1 : f(Bn) → Bn. 因为 f(Bn) 是紧集，从而也是闭集，

根据 Tietze扩张定理,存在一个连续映射 g : Rn → Rn使得在 f(Bn)上有

g = f−1.

由以上构造,

f(0) /∈ Σ1 且 Σ1 ⊂ f(Bn).

因此在 Σ1上 g 6= 0. 由 g的连续性和 Σ1的紧性,存在 0 < δ < 1
2 使得

|g(y)| ⩾ δ, ∀y ∈ Σ1.

由 Stone-Weierstrass定理，存在“多项式映射”p : Rn → Rn使得

|p(y)− g(y)| < δ

2
, ∀y ∈ Σ.

特别地，对于所有的 y ∈ Σ1, p(y) 6= 0. 然而, p在 Σ2上可能为 0. 为了解决这个问题，我

们需要轻微地“扰动 p”.

事实 1. 存在 a0 ∈ B(0, δ2)使得 a0 /∈ p(Σ2).

假设这一点正确. 我们定义 p̃ = p− a0,那么在 Σ上有 p̃ 6= 0,这是由于

|p̃(y)− g(y)| < δ ⇒ p̃(y) 6= 0, ∀y ∈ Σ1.

由构造，对于 y ∈ Σ2, p̃(y) 6= 0.

因为仍然可能存在一些 f(Bn)中的点不在 Σ中，我们定义

Φ : f(Bn)→ Σ, y 7→

 y, |y − c| ⩾ ε,
c+ ε y−c|y−c| , |y − c| ⩽ ε.

因为 c /∈ f(Bn),所以 Φ是良定的，并且是连续的. 因此若我们令

h : f(Bn)→ Rn, y 7→ p̃(Φ(y)),

则 h是连续的，并且 h(y) 6= 0, ∀y ∈ f(Bn). 另一方面，我们将证明

事实 2. 我们有 |h(f(x))− x| ⩽ 1, ∀x ∈ Bn.

我们依然先假定事实 2成立. 于是我们得到一个没有不动点的连续映射 Id − h ◦ f :

Bn → Bn，从而得到矛盾！这样就完成了定理的证明. □
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4.1 Brouwer不动点定理

最后我们证明事实 1和事实 2.

【事实 1的证明】
证明 [测度论的证明.] 因为 p是一个多项式，它是 C1的. 因此 ∃A > 0使得

|p(y1)− p(y2)| ⩽ A|y1 − y2|

对于任意的 y1, y2 ∈ B(c, 2ε)成立. 于是对于任意箱体

B := [a1, b1]× · · · × [an, bn] ⊂ B(c, 2ε),

我们有

Vol(p(B)) ⩽ AnVol(B).

另一方面，我们能够用很多箱体 B1, · · · , Bm覆盖 Σ2 = ∂B(c, ε),且使得

Vol(B1) + · · ·+Vol(Bm) ⩽
1

An
· 1
2
Vol(B(0,

δ

2
)).

于是我们可以得到结论

Vol(p(Σ2)) ⩽
1

2
Vol(B(0,

δ

2
)).

因此，存在 a0 ∈ B(0, δ2)使得 a0 /∈ p(Σ2). □
[注意，同理可知，不存在光滑的“Peano曲线”.]

【事实 2的证明]

证明 我们固定一个足够小的 ε使得

|y − f(0)| < 2ε =⇒ |g(y)| = |g(y)− g(f(0))| < 1

4
.

根据定义，

|p̃(y)− g(y)| < δ, ∀y ∈ Σ.

如果 y = f(x) ∈ Σ1,那么

|h(f(x))− x| = |p̃(Φ(f(x)))− g(f(x))| = |p̃(f(x))− g(f(x))| < δ <
1

2
.

如果 y = f(x) /∈ Σ1,即 |y − c| < ε,我们有：

|g(y)| < 1
4 是因为 |y − f(0)| ⩽ |y − c|+ |c− f(0)| < 2ε,

|g(Φ(y))| < 1
4 是因为 |Φ(y)− f(0)| ⩽ |Φ(y)− c|+ |c− f(0)| < 2ε,

从而

|h(f(x))− x| = |h(y)− g(y)|

⩽ |p̃(Φ(y))− g(Φ(y))|+ |g(Φ(y))− g(y)| < δ +
1

4
+

1

4
< 1.

这就是我们所需要的. □

¶拓扑流形

我们回顾一下拓扑流形的定义：
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4.1 Brouwer不动点定理

定义 4.1.15.（拓扑流形）

♣

如果 X 是第二可数的 Hausdorff空间，且满足
:::::::::::
局部欧条件，即

对于任意 x ∈ X，都存在 x开邻域 Ux ⊂ X，Rn中的开集 Vx ⊂ Rn以及同胚

映射 ϕx : Ux → Vx,

则我们称 X 是一个 n 维拓扑流形（topological manifold of dim n），并称三元组

(ϕx, Ux, Vx)为 x处的一个坐标卡（coordinate chart）.

类似地我们可以定义

定义 4.1.16.（带边拓扑流形）

♣

(1) 如果 X 是第二可数的 Hausdorff空间，且满足
::::::::::::::::::::::
带边版本的局部欧条件，即

对于任意 x ∈ X，都存在 x开邻域 Ux ⊂ X，开集

Vx ⊂ Rn+ = {(x1, · · · , xn)|xn ⩾ 0},

以及同胚映射 ϕx : Ux → Vx,

则我们称 X 是一个 n维带边拓扑流形（topological manifold with boundary of

dim n），并称三元组 (ϕx, Ux, Vx)为 x处的一个坐标卡（coordinate chart）.

(2) 若 X 是一个 n 维带边拓扑流形，且存在 x 处的坐标卡 (ϕx, Ux, Vx) 使得

ϕx(x) = (x1, · · · , xn−1, 0)，则我们称 x是 X 的一个边界点 (boundary point).

X 的所有边界点的集合记为 ∂X，称为带边流形 X 的边界（boundary）.

根据区域不变性定理，可以证明（留作习题）

n维拓扑流形及 n维带边拓扑流形的维数 n是良定的.

带边拓扑流形的一个点“是否是边界点”不依赖于坐标卡的选取.

我们知道，拓扑流形都是局部紧的，仿紧的，局部道路连通的，半局部单连通的，可

度量化的并且能够嵌入到高维欧式空间. 下面是一些简单的例子：

例 4.1.17.
(1) Sn，Bn，Rn，RPn都是 n维流形. Bn, [0, 1]n都是 n维带边流形.

(1) 两个拓扑流形的乘积依然是拓扑流形，维数是两个流形维数之和.

(1) 两个 n-维拓扑流形的连通和仍然是一个 n-维拓扑流形.

(1) S2 ∨ S1不是一个拓扑流形. S1 ∨ S1也不是.

在接下来的几节，我们主要研究一维、二维（带边或不带边）拓扑流形.
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