
Ξ. Στεργιάδης 1 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ∆ΙΚΑΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΣΤΗ ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ ΤΩΝ ΣΤΕΡΕΩΝ     
(ΚΑΙ ΜΗ) ΣΩΜΑΤΩΝ 

  
1η 
Ερώτηση  

Α1.Οµογενές στερεό σώµα µάζας Μ και σχήµατος κύβου ακµής 
ℓ  κινείται σε λείο οριζόντιο επίπεδο µε ταχύτητα µέτρου υ, όταν 
συγκρούεται µε σταθερό εµπόδιο Ε πολύ µικρών διαστάσεων. Το 
σώµα ανατρέπεται και η γωνιακή του ταχύτητα όταν αρχίζει η 

περιστροφή του γύρω από το Ε, έχει µέτρο  
3υ

ω =
4ℓ

.Η ροπή 

αδρανείας του σώµατος ως προς άξονα που είναι κάθετος στο επίπεδο κίνησής του και διέρχεται από το 

κέντρο µάζας του Ο, είναι 2
(O)

1
I = M

6
ℓ .Εάν η στροφορµή του σώµατος ως προς το σηµείο Ε, πριν την 

κρούση, δίνεται από τη σχέση   L(E)=κ Μ
α υβ  ℓ γ (S.I ) µε α, β, γ πραγµατικούς, η τιµή της αδιάστατης 

θετικής σταθεράς κ είναι 

α. 1          β. 
1

2
           γ. 2 

Α2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
2η 
Ερώτηση  

Β1.Η αθλήτρια των καταδύσεων του σχήµατος εκτελεί κατάδυση από την πλατφόρµα ύψους h.Όταν εκτελεί 
την κατάδυση από τη θέση δίπλωσης (pike position),έχει ροπή αδράνειας Ιδ, ενώ όταν την εκτελεί από τη 
θέση συσπείρωσης (tuck position) έχει ροπή αδράνειας Ιδ=2Ισ. Η αρχική στροφορµή που δίνει η καταδύτρια  
στον εαυτό της σε κάθε περίπτωση έχει µέτρο L και οι αντιστάσεις που δέχεται κατά την κίνησή της και την 

είσοδο της στο νερό θεωρούνται αµελητέες. Εάν το πλήθος των περιστροφών που εκτελεί από τη στιγµή που 
εγκαταλείπει την πλατφόρµα, δηλαδή το κέντρο µάζας της βρίσκεται στο ύψος της πλατφόρµας όπου 
θεωρούµε ότι δεν έχει ταχύτητα και µέχρι την προσυδάτωσή της, δηλαδή, όταν το κέντρο µάζας της 
βρίσκεται στο ύψος της ελεύθερης επιφάνειας του νερού, είναι Νδ  για τη θέση δίπλωσης και Νσ για τη θέση 
συσπείρωσης αντίστοιχα, τότε 

α. δ

σ

Ν

Ν
=2    β. δ

σ

Ν

Ν
=1   γ. δ

σ

Ν

Ν
=

1

2
 

Β2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
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3η 
Ερώτηση  

Γ1.Ένα σώµα αµελητέων διαστάσεων µε µάζα 
m έχει συνδεθεί στο ένα άκρο αβαρούς µη 
εκτατού νήµατος το άλλο άκρο του οποίου έχει 
τυλιχθεί γύρω από σωλήνα ακτίνας R ,όπως 
φαίνεται στο σχήµα (α).Σε άλλη περίπτωση το 
σώµα συνδέεται µέσω του ίδιου νήµατος µε 
µικρή οπή στο κέντρο Ο του σωλήνα και το 
άλλο άκρο του το τραβάµε προς τα κάτω µέσω 
εξωτερικής δύναµης F

�
όπως φαίνεται στο 

σχήµα (β). Σε κάθε περίπτωση το ελεύθερο 
µήκος του νήµατος αρχικά είναι ℓ και το σώµα 
κινείται σε λείο οριζόντιο επίπεδο. 
Προσδίδουµε σε κάθε περίπτωση στο σώµα 
αρχική ταχύτητα µέτρου υ0 µε διεύθυνση 
κάθετη στο νήµα µε αποτέλεσµα το ελεύθερο 
µήκος του νήµατος σταδιακά να µειώνεται. 
α. Η ενέργεια του σώµατος διατηρείται και στις δύο περιπτώσεις , όπως και η ορµή του, ενώ η στροφορµή 
του σώµατος διατηρείται µόνο στη (α) περίπτωση. 
β. Η ενέργεια του σώµατος διατηρείται µόνο στην (α) περίπτωση, η ορµή του σε καµία περίπτωση και η 
στροφορµή του µόνο στην (β) περίπτωση. 
γ. Η ενέργεια του σώµατος διατηρείται µόνο στην (β) περίπτωση, η ορµή του µόνο στη (β) περίπτωση και η 
στροφορµή του σε κάθε περίπτωση. 
Γ2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
4η 
Ερώτηση  

∆1.Για τα µέτρα των ταχυτήτων υα και υβ µε τις οποίες το σώµα προσκρούει στο σωλήνα στις περιπτώσεις (α) 
και (β) αντίστοιχα, ισχύει, 
α. υα< υ0 και υβ= υ0      β. υα= υ0  και υβ > υ0    γ. υα= υβ=υ0                                                         
∆2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
5η 
Ερώτηση  

Ε1.Στο εσωτερικό ενός οµογενούς κοίλου σωλήνα OA 
µάζας m και µήκους ℓ και κατά µήκος του άξονά του 

τοποθετείται λεπτή οµογενής ράβδος µάζας 
m

2
 και 

µήκους x. Προσδίδουµε στο σύστηµα γωνιακή 
ταχύτητα µέτρου ω0 και αυτό αρχίζει να περιστρέφεται 
στο οριζόντιο επίπεδο και γύρω από κατακόρυφο άξονα 
που διέρχεται από το άκρο του Ο. Οι τριβές µεταξύ όλων των επιφανειών θεωρούνται αµελητέες και οι 
ροπές αδράνειας του σωλήνα και της ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας τους είναι 

αντίστοιχα, 2
σ

1
Ι = m

12
ℓ  και 2

ρ

1 m
Ι = x

12 2
. Για να έχει το σύστηµα µόλις εξέρχεται πλήρως η ράβδος από το 

άκρο Α του σωλήνα γωνιακή ταχύτητα  ω= 0ω

3
, πρέπει το µήκος της x να είναι 

α.  ℓ       β. ℓ  ή 
2

ℓ
      γ. ℓ  ή 

4

ℓ
 

Ε2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
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6η 
Ερώτηση  

Στ1. Η Γη καθώς περιστρέφεται ως προς τον άξονά της (spin) παρουσιάζει 

ροπή αδράνειας Ι= 378 10⋅ 2Kg m⋅ .Η περίοδος ιδιοπεριστροφής της 
(ηµερονύκτιο) είναι Τ=86400s, αλλά λόγω τριβών που οφείλονται σε 

παλιρροιακά φαινόµενα  και σεισµούς ελαττώνεται κάθε έτος    (1y= 7
π  10⋅ s) 

κατά ( )year
∆Τ = 746,656 10−⋅ s.Ο µέσος ηµερήσιος ρυθµός µεταβολής του 

µέτρου της στροφορµής της Γης λόγω της ιδιοπεριστροφής της 
day

∆L

∆t

 
 
 

είναι 

 

α. 
2kg m

-8, 64 10
s day

⋅
⋅

⋅
20     β. 

2kg m
-0, 46656 10

s day

⋅
⋅

⋅
20    γ. 

2kg m
-10

s day

⋅

⋅
20  

 
Στ 2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
7η 
Ερώτηση  

Ζ1.Ο τροχός του ποδηλάτου του σχήµατος µε µάζα 
Μ=2Kg και ακτίνα R,βρίσκεται υπό επισκευή. 
Θεωρούµε ότι όλη η µάζα του είναι κατανεµηµένη στην 
περιφέρειά του και η ροπή αδράνειας του ως προς τον 
άξονα περιστροφής του είναι Ι=MR2.Προσδίδουµε στον 
τροχό µια αρχική  γωνιακή ταχύτητα και αυτός αρχίζει 
να περιστρέφεται. Σταδιακά λόγω τριβών ο τροχός 
επιβραδύνεται και κάποια στιγµή από το σηµείο Α 
αποκολλάται ένα µικρό κοµµάτι λάσπης, το οποίο 
κινείται κατακόρυφα προς τα πάνω και φθάνει σε ύψος 
h1=0,4m.Τη χρονική στιγµή που ο τροχός συµπληρώνει 
την επόµενη περιστροφή του, πάλι από το σηµείο Α 
αποκολλάται ένα µικρό κοµµάτι λάσπης που αυτή την 
φορά φθάνει σε ύψος h2=0,36m.Αν g=10m/s2 και 
π

2
≃ 10, ο µέσος ρυθµός µεταβολής του µέτρου της 

στροφορµής του τροχού στο χρονικό διάστηµα που 

µεσολαβεί µεταξύ των δύο αποκολλήσεων λάσπης 
∆L

∆t
, είναι: 

α. -2π ⋅ 10-2 2 2sKg m /⋅     β. -4π ⋅10-2 2 2sKg m /⋅     γ. –π ⋅10-2 2 2sKg m /⋅      
Ζ 2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
8η 
Ερώτηση  

H1.∆ιαστηµικός σταθµός µάζας Μ θεωρείται ως οµογενής  κυκλική 
στεφάνη ακτίνας R και ροπής αδράνειας ως προς άξονα που διέρχεται 
από το  κέντρο µάζας του σταθµού και είναι κάθετος σ΄αυτόν, Ι=ΜR2. 
Ο σταθµός θεωρείται ακίνητος ως προς το αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς Οxyz του σχήµατος και για την ενεργειακή του αυτάρκεια 
διαθέτει 4 συλλέκτες ηλιακής ενέργειας , όπως φαίνονται στο σχήµα, 
οι µάζες των οποίων θεωρούνται αµελητέες σε σχέση µε τη µάζα του 
σταθµού.  Μετεωρίτης µάζας m προσκρούει µε ταχύτητα µέτρου υ1 

και  γωνία θ̂  ως προς την οριζόντια σ’ ένα συλλέκτη τον διαπερνά 
και εξέρχεται από αυτόν µε ταχύτητα µέτρου υ2.Το σηµείο 
πρόσκρουσης του µετεωρίτη  απέχει h=2R από το κέντρο του 
σταθµού και η στροφορµή του ως προς τον άξονα που διέρχεται από 
το κέντρο µάζας του σταθµού, πριν και µετά την πρόσκρουση έχει 
µέτρο ίσο µε αυτό της  στροφορµής υλικού σηµείου ίσης µάζας που 

κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας hσυν θ̂ . Τα µέτρα της γωνιακής 

h 

Α 
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K 

m 

1
υ
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2
υ
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ταχύτητας ω µε την οποία  στρέφεται ο σταθµός και της ταχύτητας του κέντρου µάζας του σταθµού V µετά 
την πρόσκρουση του µετεωρίτη, συνδέονται µε τη σχέση  

α. 
2Vσυνθ

ω
ΜR

=         β. 
2Vηµθ

ω
ΜR

=         γ. 
2V

ω
ΜR

=          

H 2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
9η 
Ερώτηση  

Θ1. Η οµογενής και συµπαγής σφαίρα µάζας Μ του σχήµατος 
αρχικά κινείται, χωρίς να περιστρέφεται, σε  λείο οριζόντιο 
επίπεδο που στο σηµείο Ο µετατρέπεται σε τραχύ άγνωστου 
συντελεστή τριβής ολίσθησης. Η σφαίρα κινείται µε ταχύτητα 
µέτρου υ0 και τη χρονική στιγµή t=0 το σηµείο επαφής της  µε 
το επίπεδο είναι το Ο. Στη συνέχεια αρχίζει να περιστρέφεται 
περί άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας της Κ και είναι 

κάθετος στο επίπεδο κίνησής της , ως προς τον οποίο έχει ροπή αδράνειας Ι=
2

5
MR2. Τα µέτρα της δύναµης 

τριβής που δέχεται η σφαίρα και της στροφορµής της λόγω της περιστροφής της µεταβάλλονται σε 
συνάρτηση µε το χρόνο όπως φαίνονται στα διαγράµµατα:  

Θ 2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
10η 

Ερώτηση  
I1. Όταν  αποκατασταθεί µόνιµη κινητική κατάσταση στη σφαίρα, η τιµή του µέτρου της στροφορµής της 
είναι: 
 

α. 
0

5
Mυ R

7
    β. 

0

3
Mυ R

7
    γ.

0

2
M υ R

7
 

 
I 2. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
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Απαντήσεις  
Α1. β 
Α2. Από την εξίσωση διαστάσεων για το µέγεθος της στροφορµής 

στο (S.I), έχουµε ότι L= kg
m

s

2

⋅ =Μ1
υ

1
ℓ

1. Από τη δοθείσα 

έκφραση για τη στροφορµή του σώµατος πριν την κρούση, 
έχουµε: κ Μα υβ  ℓ γ=Μ1

υ
1
ℓ

1⇒α=1, β=1, γ=1. Η έκφραση της 
στροφορµής του σώµατος πριν την πρόσκρουσή του στο εµπόδιο 
γίνεται  Lπριν =κ Μ υ ℓ  (1).  
Κατά την πρόσκρουση του σώµατος µε το εµπόδιο ισχύει ότι Στεξ(Ε)=0, διότι ΣFy=0 και η δύναµη F που 
ασκεί το εµπόδιο στο σώµα δεν έχει ροπή ως προς το Ε. Η στροφορµή του σώµατος πριν και µετά την 
κρούση διατηρείται: 

Lπριν=Lµετά

(1)

⇒  κ Μ υ ℓ = (E)I ω⋅  (2).Εφαρµόζουµε το θεώρηµα Steiner και έχουµε: 

2
2

(E) cm (E) (E)

2 1 M 2
I I + M( ) I = M I = M

2 6 2 3
2 2= ⇒ + ⇒

ℓ ℓ
ℓ ℓ   (3).  

Από (2)
(3)

⇒ κ Μ υ ℓ =
2

M
3

2
ℓ

3υ

4
⇒
ℓ

κ=
1

2
.  

 
Β1. γ 
Β2. Η καταδύτρια σε κάθε περίπτωση εκτός από την περιστροφική της κίνηση γύρω από το κέντρο µάζας της 
εκτελεί και µεταφορική κίνηση.H µοναδική δύναµη που επιδρά σ’αυτήν κατά την πτώση της είναι το βάρος 
W, άρα Στεξ(cm)=0 και η στροφορµή λόγω της περιστροφικής της κίνησης διατηρείται σταθερή σε κάθε 

περίπτωση: δ σ δ

δ δ σ σ

σ δ σ

ω I ω 1
L = I ω I ω

ω I ω 2
⋅ = ⋅ ⇒ = ⇒ =   (1).  
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Επειδή η καταδύτρια στην κατακόρυφη διεύθυνση εκτελεί ελεύθερη πτώση, ο χρόνος που διαρκεί η πτώση 

της είναι : h=
1

2
gt2 ⇒

2h
t

g
=  δηλαδή ίδιος σε κάθε περίπτωση. 

Ο αριθµός των περιστροφών που εκτελεί σε κάθε περίπτωση µέχρι να µετατοπιστεί κατακόρυφα κατά h 
αντίστοιχα είναι: 

δ δ
Ν ω t= ⋅  (2) και 

σ σ
Ν ω t= ⋅  (3). 

Από την διαίρεση των (2) και (3) δ δ δ

σ σ σ

Ν ω Ν 1
= =

Ν ω Ν 2

(1)

⇒ . 

 
Σχόλια 
1. Στην πράξη η ροπή αδράνειας ενός ανθρώπου στη θέση συσπείρωσης µπορεί να ελαττωθεί το πολύ κατά 
ένα παράγοντα περίπου 3,5.  
2. Η τροχιά που διαγράφει στην πραγµατικότητα το κέντρο µάζας του αθλητή – τριας είναι παραβολική ,µε 
το σώµα να περιστρέφεται τόσο όσο απαιτείται, ώστε να παραµένει εφαπτόµενο σε αυτή τη τροχιά. Όταν 
λίγο πριν την είσοδο στο νερό το σώµα εκτείνεται, η ροπή αδράνειας του σε σχέση µε αυτήν που είχε όταν 
µε τη  µορφή «µπάλας» εκτελούσε τις περιστροφές αυξάνεται, εποµένως ελαττώνεται η γωνιακή του 
ταχύτητα, χωρίς να µηδενίζεται, επειδή εξακολουθεί να έχει στροφορµή. Αυτό δηµιουργεί στο παρατηρητή 
– και στους κριτές που το γνωρίζουν – την εντύπωση (ψευδαίσθηση) ότι το σώµα είναι κατακόρυφο την ώρα 
που εισέρχεται στο νερό. Η όσο το δυνατόν καλύτερη «κατακορυφοποίηση» τη στιγµή της εισόδου  στο 
νερό, δηλαδή «εξαπάτηση» του θεατή, καθώς και η λιγότερη αναπήδηση νερού, επιβραβεύονται 
βαθµολογικά.    
 
Γ1. β 
Γ2. Στο σώµα µάζας m και στις δύο 
περιπτώσεις επιδρούν οι κατακόρυφες 
δυνάµεις του βάρους W και η δύναµη Ν από 
το οριζόντιο επίπεδο, ενώ στο οριζόντιο 
επίπεδο της κίνησης η τάση Τ του νήµατος 
(Σχήµα 1). Εποµένως στο οριζόντιο επίπεδο 
της τροχιάς ισχύει ΣF(εξ) =Τ≠ 0, άρα και στις 
δύο περιπτώσεις η ορµή δεν διατηρείται. 
Στην (α) περίπτωση  η τάση Τ του νήµατος 
είναι διαρκώς κάθετη στην ταχύτητα και 
κατευθύνεται κάθε στιγµή σε διαφορετικό 
σηµείο της επιφάνειας του σωλήνα (Σχήµα 2), 
άρα έχει  ροπή ως προς το κέντρο Ο του 

σωλήνα και  
∆L

∆t
=τΤ(Ο)=Τ ⋅R≠ 0, δηλαδή η 

στροφορµή του σώµατος µεταβάλλεται 
Αντίθετα στη (β) περίπτωση η τάση κατευθύνεται διαρκώς στο κέντρο του σωλήνα Ο (Σχήµα 3), άρα 
∆L

∆t
=τΤ(Ο)=0,δηλαδή η στροφορµή του σώµατος διατηρείται. 

Στην (α) περίπτωση  η τάση Τ του νήµατος είναι διαρκώς κάθετη 
στην ταχύτητα και εποµένως δεν παράγει έργο WΤ=0, από το 
Θεώρηµα Έργου- Ένέργειας WΤ=∆Κ ⇒  ∆Κ =0, άρα η κινητική 
ενέργεια του σώµατος παραµένει σταθερή. Αντίθετα στη (β) 
περίπτωση η τάση Τ δεν είναι κάθετη στην ταχύτητα, άρα παράγει 
έργο dWΤ= Τx ⋅  d xµέσω της συνιστώσας της Τx που έχει τη 
διεύθυνση της ταχύτητας και από το Θ.Ε.Ε , dWT= dK ≠ 0, άρα η 
κινητική ενέργεια του σώµατος µεταβάλλεται. 
 
Σχόλιο 
Η απεικόνιση της τροχιάς που διαγράφει το σώµα στην (α) περίπτωση µπορεί να γίνει, αν τοποθετήσουµε 
πάνω  σ΄ ένα φύλλο χαρτί ένα καπάκι αναψυκτικού τυλίξουµε µερικές φορές το νήµα και στην άλλη άκρη 
του κάνουµε µια θηλιά στην οποία περάσουµε ένα µολύβι. Κρατάµε το µολύβι κατακόρυφο πάνω στο χαρτί,  

0υ
�

 

Τ
�

 

(Σχήµα 2) 

Τ
�

 

Σ 

Σ1 

Ο 
0υ
�

 

0υ
�

 

(Σχήµα 3) 

Τ
�

 

Ο 

υ
�

 

Τ
�

 
xΤ
�

 
yΤ
�

 

0υ
�

 
m 

(α) (β) 

0υ
�

 
m 

 F
�

 

R R 

W
�

 

W
�

 

T
�

 

T
�

 

(Σχήµα 1) 
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το καπάκι ακίνητο και περιστρέφουµε το µολύβι ,έτσι ώστε το νήµα να τυλίγεται στο καπάκι…ένα 
πρωτόγονο i.p… 
 
∆1.β 
∆2.Στην (α) περίπτωση ,όπως ήδη δείξαµε η ταχύτητα του σώµατος παραµένει σταθερή, ισχύει υα=υ0. 
Στην (β) περίπτωση η στροφορµή διατηρείται σταθερή, αν υβ είναι η ταχύτητα του σώµατος ,όταν αυτό 

κτυπάει στον σωλήνα, Lαρχική=Lτελική ⇒m υ0 ℓ = m υβ R⇒  υβ = 0υ

R

ℓ
, Αλλά R<ℓ , άρα υβ > υ0. 

*Στο ίδιο συµπέρασµα µπορούµε να καταλήξουµε και µε εφαρµογή του Θ.Ε.Ε 
 
Ε1.β 
Ε2. Στο σύστηµα σωλήνας –ράβδος επιδρούν ως 
εξωτερικές δυνάµεις ,οι δυνάµεις των βαρών Wσ και 
Wρ ,οι οποίες δεν έχουν ροπές κατά τον άξονα 
περιστροφής zź ,όπως και η δύναµη από τον άξονα 
στη ράβδο. Στη  ράβδο δεν ασκούνται δυνάµεις 
τριβής ούτε και δυνάµεις από τα τοιχώµατα του 
σωλήνα κατά τη διεύθυνση του άξονα του σωλήνα 
καθώς το σύστηµα περιστρέφεται και η ράβδος 
ολισθαίνει προς το άκρο Α. Η στροφορµή του 
συστήµατος εποµένως παραµένει σταθερή, Lαρχική= Lτελική (1). Η ροπή αδρανείας του συστήµατος ως προς 
τον άξονα περιστροφής zź είναι: Ι( zź  )=Ισ(zź  )+ Ιρ(zz΄ ) 
Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Steiner για τον σωλήνα και τη ράβδο για την αρχική θέση της ράβδου και όταν 
αυτή εξέρχεται πλήρως από τον σωλήνα,  

Ι( zź  )αρχική=
2 2

2 21 1 m m  x
m m x

12 4 12 2 2 4

   
+ + +   

   

ℓ
ℓ   ⇒  Ιαρχική=

2 21 1
m mx

3 6
+ℓ  (2) 

Ι( zź  )τελική=
2 2 21 1 m m x

m x ( + )
3 12 2 2 2

+ +
 
 
 

ℓ ℓ ⇒  Ιτελική=
2 25m mx mx

6 6 2
+ +

ℓ ℓ
  (3) 

Από (1)
(2)

(3)
⇒ 2 2

0

1 1
m mx ω

3 6

 + ⋅ 
 

ℓ  = 
2 2

0ω5m mx mx

6 6 2 3
+ +

 
⋅ 

 

ℓ ℓ
 ⇒2x2 -3ℓ x +ℓ 2=0 ⇒x=ℓ  ή x=

2

ℓ
 

Παρατήρηση 
Όταν προσδίδουµε στο σύστηµα την αρχική γωνιακή ταχύτητα ω0, τα υλικά σηµεία της ράβδου έχουν την 
«έµφυτη τάση» να συνεχίσουν να κινούνται στην διεύθυνση της εφαπτοµένης των κυκλικών τροχιών τους, 
µε αποτέλεσµα να δέχεται δυνάµεις από τα τοιχώµατα του σωλήνα και επιταχυνόµενη να ολισθαίνει προς το 
άκρο Α. Αντίθετα στην περίπτωση του  µηχανικού στερεού «σωλήνας» όπου δεν επιτρέπονται οι σχετικές 
κινήσεις µεταξύ των υλικών σηµείων, η «έµφυτη τάση» των υλικών σηµείων να αποµακρυνθούν από τον 
άξονα περιστροφής zź , αντισταθµίζεται από τις δυνάµεις ενδοµοριακών αλληλεπιδράσεων που παίζουν το 
ρόλο της κεντροµόλου δύναµης.  
 
Στ1. α 
Στ2. Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής της Γης λόγω της ιδιοπεριστροφής της (spin) περί τον άξονά της 
και µε την παραδοχή ότι η ροπή αδρανείας της ως προς τον άξονά της παραµένει σταθερή είναι: 

2

dL d dL dω dL d 2π dL dT dL 1 dT
= (Iω) = I = I ( ) = I 2π( ) = I 2π(- )( )

dt dt dt dt dt dt T dt dt dt T dt
⇒ ⇒ ⇒ ⋅ ⇒ ⋅  (1). 

Αν διαιρέσουµε την ετήσια µεταβολή της περιόδου ιδιοπεριστροφής της Γης µε τη διάρκεια του έτους θα 
έχουµε το µέσο ρυθµό µεταβολής της στροφορµής στη διάρκεια ενός έτους. Με αριθµητική αντικατάσταση 

στην (1) έχουµε: 
-7

2 2

7

∆L 2π 46, 656 10 ∆L
= -8 10 ( ) = 10 kg m / s

∆t ∆t864 10 π 10

⋅
⋅ ⇒ − ⋅

⋅ ⋅

   
      
   

37 16

2 4
.  

Αν το ρυθµό αυτόν τον πολλαπλασιάσουµε µε τη διάρκεια ενός ηµερονυκτίου (Τ=86400s) θα έχουµε το 
µέσο ηµερήσιο ρυθµό µεταβολής της στροφορµής της Γης. 

z 

z’ 

ℓ  

σ
W
�

x 

0ω
�

 

Ο 
Α 

x

2
 

ρ
W
�

cm 
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2 2

day

2

∆L
= (-10

∆t

kg m kg m
(864 10 = -8, 64 10

s

s
) )

day s day

⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

 
 

⋅ 

16 2 20  

 
Σχόλιο 
Μία τυπική τιµή για τη ροπή αδράνειας της Γης είναι ΙΓ=8⋅1037kgm2 και για τη γωνιακή ταχύτητα λόγω της 
ιδιοπεριστροφής της οι τυπικές τιµές είναι: ωΓ=2⋅10-5 rad/s - 7⋅10-5rad/s. Άρα η στροφορµή της Γης λόγω 
της ιδιοπεριστροφής της είναι L= ΙΓ ωΓ είναι της τάξεως του 1032 kg m2/s. Ο ηµερήσιος ρυθµός µεταβολής 

της στροφορµής 
day

∆L

∆t

 
 
 

υπολογίστηκε ότι είναι της τάξεως του 1020 kg m2/s2, δηλαδή η ηµερήσια µεταβολή 

της στροφορµής είναι 12 τάξεις µεγέθους µικρότερη. Έτσι, µπορούµε να θεωρούµε τη στροφορµή της Γης 
σταθερή και να µιλάµε για διατήρηση της στροφορµής της.  
 
Ζ1. β 
Ζ2. Ως µέση γωνιακή επιτάχυνση 

γων
α
�

 στο 

χρονικό διάστηµα ∆t που µεσολαβεί µεταξύ των 
δύο αποκολλήσεων ορίζουµε τη σταθερή γωνιακή 
επιτάχυνση σε οµαλά επιταχυνόµενη στροφική 
κίνηση στην οποία στο ίδιο χρονικό διάστηµα ∆t 
έχουµε την ίδια µεταβολή για τη γωνιακή 
ταχύτητα. 
Στο χρονικό διάστηµα ∆t ο τροχός έχει στραφεί 
κατά γωνία φ=2π, εποµένως από τις εξισώσεις της 
αντίστοιχης οµαλά επιταχυνόµενης στροφικής 
έχουµε:  

γων

γων

ω = ω α ∆t

1
φ = ω ∆t α ∆t

2

+

+



⇒




__

2 1

__
2

1

γων
α =

2 2
2 1ω ω

2φ

−
  (1)  

 
Κάθε φορά που αποκολλάται από το σηµείο Α ένα κοµµάτι λάσπης, αυτό κινείται προς τα πάνω µόνο υπό 

την επίδραση του βάρους. Η µηχανική του ενέργεια διατηρείται: 21
mυ = mgh υ = 2gh

2
⇒ .  

Άρα οι ταχύτητες του πρώτου και δεύτερου κοµµατιού λάσπης είναι αντίστοιχα  

υ = 2gh
1 1

 (2) και υ = 2gh
2 2

 (3). Επειδή τα κοµµάτια λάσπης κάθε φορά εγκαταλείπουν τον τροχό µε 

την γραµµική (επιτρόχιο) ταχύτητα του σηµείου Α, για τις αντίστοιχες τιµές γωνιακής ταχύτητας του τροχού 

τις χρονικές στιγµές που γίνονται οι αποκολλήσεις έχουµε:  1 1

2ghυ
= =ω ω

R R

(1)
11⇒  (4) και 

2 2

2ghυ
= =ω ω

R R

(2)
22 ⇒  (5) 

 

Από (1)
(4)

(5)
⇒  

γων
α = 2 1

2

2g(h h

2(2π)R

- )
 ⇒

γων
α = 2 1

2

g(h h

2πR

- )
(6). 

Ο µέσος ρυθµός µεταβολής του µέτρου της στροφορµής του τροχού µπορεί να υπολογιστεί µε εφαρµογή 

των δύο εκφράσεων του νόµου της στροφικής κίνησης  : 
∆L

∆t
= εξτ = Ι

γων
α  

(6)

⇒  
∆L

∆t
=ΜR2 2 1

2

g(h h

2πR

- )
⇒        

∆L

∆t
= 2 1Μg(h h

2π

- )
⇒

∆L

∆t
=

0, 4
-
π

= -4π ⋅10-2 2 2sKg m /⋅  

 
 

h 

Α 
Β

U = 0 

ω⊗
�

 

γωνα
→

⊙  

υ
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H1.α 
H2.Κατά την ανελαστική κρούση του 
µετεωρίτη µε τον διαστηµικό σταθµό 

ισχύει εξΣF = 0
�

 και εξΣτ = 0
�

, άρα η 

ορµή και η στροφορµή του 
συστήµατος µετεωρίτης – 
διαστηµικός σταθµός κατά την 
κρούση διατηρούνται. Αναλύουµε τις 
ταχύτητες του µετεωρίτη πριν και 
µετά την κρούση 1υ

�
 και 2υ

�
 

αντίστοιχα καθώς και την ταχύτητα V 
που θα αποκτήσει ο σταθµός µετά την 
κρούση και από την διατήρηση της 
ορµής στους άξονες  Οx και Οy 
υπολογίζουµε τις συνιστώσες 

xV και yV  της ταχύτητας του κέντρου µάζας του σταθµού µετά την κρούση. 

Ox :        πριν,x µετά,xP P=
� �

+

⇒
→→→→

 1 2 xmυ συνθ = mυ συνθ ΜV+ 1 2
x

m(υ υ συνθ
V

Μ

)−
⇒ =  (1) 

Οy :        πριν,y µετά,yP P=
� � +

⇒
↑↑↑↑

1 2mυ θ = mυ θ ΜVηµ ηµ + y
1 2m(υ υ ηµθ

V
Μ

)
y

−
⇒ =  (2) 

 

Η ταχύτητα V του κέντρου µάζας του σταθµού µετά την κρούση έχει µέτρο :
(1)

2 2
x y

(2)
V V V= + ⇒  

2 2
2 21 2 1 2

2

m (υ υ m(υ υ
συν θ ηµ θ

Μ Μ

) - )
V = ( + ) V =

−
⇒

�
 (3) 

Από τη διατήρηση της στροφορµής του συστήµατος µετεωρίτης – σταθµός και µε δεδοµένο ότι τα 
διανύσµατα των στροφορµών πριν και µετά την κρούση έχουν τη διεύθυνση του άξονα Οz και φορά όπως 
αυτή που φαίνεται στο σχήµα  : 

ολ,πριν ολ,µετάL L

+
⊗

= ⇒  2
1 2mυ hσυνθ = mυ hσυνθ ΜR ω+ ⇒  1 2

2

m(υ υ hσυνθ
ω

ΜR

)−
= (4) 

Από (3)
(4)

⇒  
2

Vhσυνθ
ω

R
= ⇒  

2

V2Rσυνθ
ω

R
= ⇒  

2Vσυνθ
ω

R
=  

 
Παρατήρηση 
Η σχέση (3) µπορεί να προκύψει πιο απλά, αν εκµεταλλευτούµε τη διατήρηση της ορµής στη διεύθυνση της 
αρχικής ταχύτητας 1υ

�
 ,η οποία είναι ίδια µε αυτή της 2υ

�
, µε αποτέλεσµα η απαίτηση να είναι διανυσµατικά 

ίσες οι ορµές πριν και µετά την κρούση, να επιβάλλει και η V
�
να έχει την ίδια διεύθυνση µε το διάνυσµα 

( 1υ
�

- 2υ
�

) :  

πριν µετάP P=
� �

⇒  m 1υ
�

= m 2υ
�

+M V
�
⇒  m( 1υ

�
- 2υ
�

)= M V
�
⇒ 1 2m(υ υ

Μ

- )
V = , αλλά, όταν βλέπουµε µη 

µετωπική κρούση έχουµε συνηθίσει να θεωρούµε την ανάλυση των διανυσµάτων επιβεβληµένη… 
Θ1. α 
Θ2. Όταν η σφαίρα αρχίζει να κινείται στο τραχύ επίπεδο 
µε την επίδραση της ροπής της τριβής ολίσθησης αρχίζει 
να περιστρέφεται και εκτελεί κύλιση µε ολίσθηση. Από 
τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής για την µεταφορική 
κίνηση της σφαίρας και για τα µέτρα των διανυσµάτων 

έχουµε: ολ

ολ cm cm

Τ
Τ = Μa a

Μ
⇒ =   (1).  

t=0 

O 

K  0
υ
�

 K  

 

W
�

N
�

ολ
T
�

Ν 

ω⊗
�

 
γων
α⊗
�

 

υ
�

 cma
�

 

αρχική
L⊗
�

 
τελική

L⊗
�

 
t1 

K  

W
�

N
�

θ R 
K 

m 

1
υ
�

 

m 
2
υ
�

 

θ 

h=2R 

Ο 
x 

y 

z 

1xυ  

1yυ  υ
1
 

2yυ  
yυ  

2xυ  xυ  

1L
→

⊗  
2L

→

⊗  

στL
→

⊗  

ω
→

⊗  
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Αντίστοιχα από τον θεµελιώδη νόµο της µηχανικής για την στροφική κίνηση της σφαίρας θεωρώντας ως 
θετική τη φορά της ροπής της Τολ έχουµε:  

2 ολ

ολ γων γων

5Τ2
Τ R = MR α α =

5 2ΜR
⋅ ⇒  (2).  

Από την οµαλά επιταχυνόµενη (
cm

a <0) µεταφορική κίνηση της σφαίρας: 
0 cmcmυ = υ - a t  (3). 

Από την οµαλά επιταχυνόµενη στροφική κίνηση της σφαίρας: 
γων

ω = α t  και (4) γρ γωνυ α Rt=  (4α) 

Από τις σχέσεις (3) και (4α) προκύπτει ότι κάποια χρονική στιγµή  t1  η ελαττούµενη  cmυ  θα γίνει ίση µε την 

αυξανόµενη γρυ , τότε η σφαίρα  θα αρχίσει να κυλίεται χωρίς ολίσθηση και επειδή το σηµείο επαφής της ως 

προς το επίπεδο είναι ακίνητo, µηδενίζεται η δύναµη της τριβής και στη συνέχεια η σφαίρα  θα κινείται και 
θα περιστρέφεται µε σταθερή ταχύτητα και σταθερή γωνιακή ταχύτητα αντίστοιχα. Άρα η δύναµη τριβής 
στη σφαίρα  στο χρονικό διάστηµα 0- t1   είναι σταθερή και ίση µε την τριβή ολίσθησης 

ολ
Τ , ενώ µετά τη 

χρονική στιγµή t1 µηδενίζεται. Αντίστοιχα από τη σχέση    L=Iω ⇒  L=I
γων
α t προκύπτει ότι η στροφορµή 

της σφαίρας στο χρονικό διάστηµα 0- t1 αυξάνεται γραµµικά και στη συνέχεια παραµένει σταθερή, διότι η 
γωνιακή επιτάχυνση µηδενίζεται. 
 
I1. γ 
Ι2. Όταν αρχίζει η κύλιση χωρίς ολίσθηση της σφαίρας : 

υcm= γρυ
ολ ολ

(3) (1)
0

0 cm 1 γων 1 0 1 1 1
(4α) (2)

ολ

Τ 5Τ

Μ 2ΜR

2Mυ
υ - a t = α Rt υ - t Rt t

Τ
⇒ ⇒ = ⇒ =   (5).  

Από (4)
1

0
(t )

(2)

(5)

5υ
ω

7R
=⇒ . (6) 

 Η στροφορµή της σφαίρας από τη χρονική στιγµή t1 και µετά παραµένει σταθερή και έχει µέτρο ίσο µε 

1

0
(6)

2
(t ) 0

5υ

7R

2 2
L = Iω L = MR L = Mυ R

5 7
⇒ ⇒ . 

  
 
 
 


