VEKTORSKI I MESOVITI PROIZVOD

Neka su dat1 vektort

— — — —

a=(a,.ay.a;)=a, i+a, jtas k

A b=(b.b,b)=h i+h, j+b, k
<
b

Y

— —_

axb=rc Pazi: bxa=- ¢

) |

Ako su vektori zadati itenzitetom. praveem 1 smerom. njihov vektorski proizvod je moguce
odrediti primenom sledecih pravila:

1. Intenzitet vektorskog proizvoda odreduje se formulom:

‘ﬁxg‘:|§|~|5|-sﬁ1{5.5):a-b‘siﬂa.

[

Pravac vektorskog proizvoda normalan je na pravce oba ¢inioca, odnosno, normalan je
na ravan koju odreduju ti vektori.

Smer vektorskog proizvoda se odreduje pravilom desne ruke (desne zavojnice): ako se
savijeni prsti desne ruke postave tako da pokazuju od prvog vektora u proizvodu (u
ovom slu¢aju @) ka drugom (u ovom slu¢aju b ). onda odvojeni palac pokazuje smer
vektorskog proizvoda.

)

Vektorski proizvod ima slede¢e osobine koje ga, pored tipa rezultata, razlikuju od skalarnog
proizvoda:
1. Vektorski proizvod je antikomutativna operacija. odnosno. dxb=-bxd. $to je
posledica ¢injenice da je sin o = -sin (-0.).

]

Vektorski proizvod je jednak nuli kada su vektori paralelni. jer je sin (0°)=0. a
najveéu vrednost ima kada su vekfori uzajamno normalni. jer je sin (90%) =1.

Vektori @ 1 b sukolinearni ako 1 samo ako je njihov vektorski proizvod jednak 0.



ik

axb=la, a, a;|=razvijemo ovu determinantu i (na primer) dobijjemo=#7 +§ j+ &k gde su

#. 8. & neki brojevi

Tada je ‘a xb

= V#4587 + &

Povrsina paralelograma nad vektorima @ 1 b je P=|axb

Dok povrsinu trougla rac¢unamo ( logi¢no) kao polovinu povrsine paralelograma:

P = r}xi;

A

hJ|l—~

PRIMER 1

Izracunati povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima:

a=(1.1-1) i b(2.-1.2)

Resenje: P= axb Najpre trazimo axb.
ik

axb=1|1 1 =1= i(2-1)- j@2+2)+ k(-1-2) =1i -4/ -3k =(1. -4, -3)
2 -1 2

‘EEXEE = P+ (47 +(=3)* =26 dakle P= 26




PRIMER 2

Izracunati povrsiinu trougla ako su date koordinate njegovih temena: A(2.-3.4). B(1.2.-1). C(3.-2.1)

Resenje: Najpre oformimo vektore 48 1 AC

C(3,-2,1)

A(ﬁ,-3,4} B(1,2-1)

AB= (1—-2.2-(-3).-1-4)= (-1.5.-5)

—_—

AC =(3-2.-2-(-3),1-4)=(1.1.-3)

1_.. -
PJ::HXE)
i j k| |i J &k

ABx AC =la, a, aj|=|-1 5 —3/=-10i-8; -6k
by b, by |1 1 -3

‘Eéx AC = [(C10) + (=8)” + (-6)* = 4200 =102

1 |- - R el .
p_\.:: axhl = IO\EZMZ 1evo resenja!




PRIMER 3

Polazati da je a - (Ef xb ) =0, odnosno da je skalarni proizvod nekog vektora sa bilo kojim

njegovim vektorsiim proizvodom jednak nuli.

Resenje:
Dokaz je jednostavan. Posmatrajmo proizvoljni vektor a. Bilo koji vektorski proizvod tog

vektora axb =¢ je normalan na svoje ¢inioce, pa prema tome. 1 na sam vektor a.tj. ¢ La.
Skalarmi proizvod dva uzajamno normalna vekfora je jednak mnuli. pa je. dakle.

G-¢=a-(axb)=0. 5t je trebalo dokazati.

PRIMER 4

. — = i = T = .3 . .
Dve stranice trouglasup = 2a + 3biq = a — 4b, gde su a i b normalni ortovi.
lzracunati visinu prema trecoj stranici trougla.

V

{:

P =15 xql —|(2a+3b) x (@ — 4b)|

:E|2(a X a)—B(a X b) +3(b>( a) — 12(b xb)|
=2 1-8(a xB) +3(5 x @)| =5 |-11(a x B)| = 5 + 11]a x 5|

_Er”_; in(a b _u
"zl =7



F=p—qG=2d+3b
.2

2= (d+7b) =la
I7] = V50 = 5v2
_'r*h

2

1 52
i

2 2

11

h=——

—d+
2449

4b=d+7b
6] + 141@|B| = 1 + 49 = 50



MESOVITI PROIZVOD

Mesoviti proizvod je (axb)eoc. Najcesce se obelezava sa |_r.r.b.CJ. Dakle : (axb) oc=lﬁ.b.cJ
Kako se on izracunava?

Ako su vektori zadati sa: a =(a,.a,.a;). b=(b,.b,.b;) 1 c¢=(c.c,.cy) onda je:

a, a, a,
(axb)oc =\b, b, by
G G G

CEMU SLUZI MESOVITI PROIZVOD?

1) Apsolutna vrednost mesovitog proizvoda tri nekomplanarna vektora jednaka je zapremini paralelopipeda

R —

konstruisanog nad njima. to jest:  V(a.b.c)= ‘(nx D)oc

11) Zapremina trostrane piramide (tetraedra) konstruisane nad nekomplanarmim vektorima a.b.c.je:

V= é ‘(EXB]OE




Napomena: Cesto se u zadacima trazi visina H neke piramide. Nju ¢emo naci tako 3to najpre nademo zapreminu

a, da a
1 2 3 -

axb)oc axbl patozamenimou H=—.
B

preko formule % = % b, b, bs|.zatimnadjemo bazu B=%

G 6 G
1ii) Uslov komplanarnosti

— = .

Vektort a.b.c su komplanarni ako 1 samo ako je njithov mesoviti proizvod jednak nuli.

a, a, a,

Dakle uslov komplanarnostije : |b, b, by|=0

PRIMER 5

Izracunati zapreminu paralelopipeda konstruisanog nad vektorima: E{D.l.lj.é;(].[).lj. E(l.l.{})

Resenje:

a a, a; [0 1 1

\f(E.B.E)=‘((}xE§)oE= b, b, bl=|1 0 1]=
c, €, G 1 1 0
0 1 1101

upotrebimo Sarusovo pravilo={1 0 1|1 0=
1 1 011

(0+ 1+ 1) — (0+0+0)= 2

Dakle: V=2



PRIMER 6

Dati su vektori :ﬁ;(ln(p — ").—2.6).5(;}.—2.5).2’(0.—].3) . Odrediti realan broj p . tako da vektori budu
komplanarni.
ReSenje:

a, a, a
Kao sto rekosmo. uslov komplanarnostije : [b, b, b;|=0.paje

€ G G

In(p-2) -2 6
5|= razvijemo je po prvoj koloni...= In(p-2)[-6+5] — p [-6+6] = - In(p-2)
0 -1 3

Mora biti - In(p-2)=0

p—2=1.paje p=3 trazeno resenje.

PRIMER 7

Dati su vektori a(1.1.—1).5(—2.-1.2).¢(1.—1.2)

Rastaviti vektor ¢ po pravcima vektora a.b i axb

—

ReSenje: Najpre cemonaci axb.

i j k| |i ] k
axb=la, a, a;|=|1 1 —1{=Razvijamo po prvoj vrsti..=17- 07+ 1k=(1.0.1)
by by, by -2 -1 2

Postavimo sada razlaganje:

—

c=ma +nb+p(axb) .gdesum.nip konstante koje moramo naci.



(1.-1.2)=m (1.1.-1) +n (-2.-1.2) + p (1.0.1) prelazimo u sistem jednacina:

l=1m—-2n+1p m-2np=1 <+—
o . 3
-1 =1m— In +0p m-—n =-1 saberemo prvu 1 trecu...pa je p=—
2=-lm+2n+lp -m+2np=2 <+—
- 3 . . . 3 . 1
Vratimo p= 3 u ostale dve jednacine 1 dobijamo : m = Y 1n=— 3

Vratimo se sada u:

-

c=ma +nb+p(axb)

(axb) je konacno resenje

bd | s

PRIMER 8

Data su temena tetraedra A (2.3.1). B(4.1.-2). C(6.3.7) i D(-5.-4.8).

Odrediti zapreminu tetraedra i duzinu visine spustene iz temena D na stranu ABC.

Resenje:

Najpre nacrtamo sliku 1 postavimo problem:

D(-5,-4,8)




—_— i —

Oformimo najpre vektore 4B, AC.AD
AB=(4-2.1-3.-2-1) = (2, -2, -3)

AC = (6-2.3-3.7-1) = (4. 0. 6)

| ] a, a, da, | 2 -2 -3 08
—|(axbyocl==1p, b, b|=—=|4 0 6|=2=
6 6| * | 6| . _ _| 6
c, €y G -7 =7 7
Dalje trazimo povrsinu baze ABC : B= 3 ‘a x b

i k| |i J Kk
ABxAC=|a, a, a,|=]2 -2 —3=-12i+24+8k=(-12.24.8)
b, b, bl 4 0 6

— 1 { 2 2 2 _
B=— (-12)" +24° +87 = 14

- . k)14
Iskoristicemo daje H= —.

H= =11 Dakle. trazena visina je H =11



Napomena :
Ako vam traze neku drugu visinu. recimo 1z temena C. postupak je analogan.

: : —_— — . 3V
Nadete zapreminu, zatim bazu preko 4B x AD 1zameniteu H= 5
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