DIFFERENCIALSZAMITAS

1. A differencialhanyados fogalma

Példa:

Legyen adva a koordinatarendszerben egy fiiggvény grafikonja (gorbéje) és vizsgaljuk, hogy adott
pontjdhoz hogyan lehetne érintét huzni. Mivel adott (xo; f(xo) ) ponton &t ismert meredekségii egye-
nest kozépiskolas ismereteink alapjan meg tudunk rajzolni (az y = m(x — x,) + y, Osszefiiggés sze-
rint), ezért a feladat az érintd meredekségének meghatarozasa.

A fiiggvény grafikonjanak egy mésik, (x; f(x)) pontjan is 4thaladé szeld meredeksége

x) = G- (o)

m(x; pves

Az érintd meredekségét (amennyiben egyaltalan 1étezik érintd) gy kaphatjuk meg, hogy az x pontot
kozelitjiikk az x, ponthoz, azaz

m(xo) = lim m(xo;x) = lim R ACIY)
—Xo

x-xg X~Xo
| 2y
(xf(x)) /

(xpflx,)) Ay

Specidlisan:
Hatarozzuk meg az y = x? parabola x, = 2 pontjaba hlizott érinté egyenletét!

A fiiggvény P(2;4) pontjahoz tartozo érinté meredekégét (iranytangensét) az
.ox%-4 _
m(2) = Ll{g; = }Cl_rg(x +2) =4.

fgy az érintd egyenlete: y = 4(x — 4) + 4 = 4x — 4.

Definici6: Az w hanyadost, mivel differenciak hanyadosa, az f fliggvény x, pontjaban vett
—A0

differenciahanyadosanak nevezziik.

Definicié: Az f fliggvény differencidlhaté (vagy roviden derivdlhatd) az értelmezési tartomanya-

nak egy x, pontjéban, ha a lim L2/

x-xg X~Xo

véges hatarérték létezik. A hatarértéket a

fliggvény x, pontbeli differencialhanyadosdnak (vagy roviden derivdltianak) nevezziik.

Jelolések: f'(xq), y'(xo), (%)xo vagy (%)

Xo
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Megjegyzés: Az w hanyados az (xo; f(x)) és (x;f(x)) pontokra illeszkedd szeld, a

lim f(x)—f(xo)

X—-Xg X=X

az (xo; f (o)) pontba hiizott érinté meredekségét adja.

Megjegyzes:

a) Ha a fenti (véges) hatarérték nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény az x, pont-
ban nem differencialhato.

fO)-f(x

b) A lim Z27%0) jjetve lim o) hatarértékekkel értelmezhet az x, pontbeli jobb,

X—Xg+0 X—Xo x-x9—0 X—Xp
illetve bal oldali differencialhanyados is, melyek adott pontbeli differencialhanyados 1étezé-
sénél sziikségképpen egyenlok.

Példa:

Szamitsuk ki az £ (x) = 3x2, g(x) = Vx ésa k(x) = x3 fiiggvények differencialhanyadosat az x, =
2 pontban!

Megoldas:
a) jim A= 1@) i 3¢ 12 BX-2x42) oy gy
X—2 X—2 x-2 X —2 X—2 X—2 X—2
o) I g(x)—g(2)=. \/;—\/__ Ix—+/2 _ 1 =£.
) = I o) v e 4

3 2
o limKX=KR)_ X =8 _ i 012 +2X+4):Iim(x2+2x+4):12.
X—2 02 X—2  x92 X—2 X2

Definicio: Az f derivaltjianak vagy differencialhanyados-fiiggvényének nevezziik azt a fliggvényt,
melynek értelmezési tartomanya mindazon X, helyek, ahol a fliggvény differencialhato

és értéke ite T'(X,). Jele: 7.

Példa: Szémitsuk kiaz f(X)=X* 6s g(X)=X* —X+3 fuggvények differencidlhanyadosét tetszéleges
Xy helyen!

Megoldas:

a) lim Mz lim XZ;XOZ: lim w: Iim(x+x )=2x .
X—Xg X — XO X=Xy X — XO X—>Xo X — XO X—Xg 0 0’

2 2 2 2
] X)—g(Xx . X —x+3—(x - X +3) .XT=X—=X," +X
b) lim M:hm 0 7o = lim 2 0
XA)XO X — XO XA)XO X p— XO XA)XO X ju— XO

_im X)) = (%) (o e —1) lim (x + X, —1) = 2%, 1.

X—>Xg X=X, X—>Xg X=X, X—>Xg

! !

Mivel X, mindkét esetben tetszéleges volt, ezért (xz) =2X €s (x2 — X+ 3) =2x-1.



Definicié: Az T'(X,) differencialhanyados az f fiiggvény gorbéjénck P(Xy; T(X, ) pontbeli érints-
jének iranytangense (meredeksége), azaz az érintd egyenlete:

y =% x=xp )+ £ (x,).

Példa: Irjuk fel az f(X) = i/; fiiggvény X, =1 pontjaba hiizott érintd egyenletét!

Megoldas:
Az érinté meredekségét az adott pontbeli differencidlhanyados értéke adja, azaz
om0 @) L Wx-1 3x -1 im L 1
gl x-1 gl x-1 Hl( X — 1X\/_+3{/_+1) x"1?&/_+3</_+1 3

fgy az érintd egyenlete: y = %(x ~1)+1= % X +§ .

Példa: Trjuk fel az f (x)= 1 fiiggvény X, = -1 pontjaba hlizott érintd egyenletét!
X

Megoldas:
Az érintd meredekségét az adott pontbeli differencialhdnyados értéke adja, azaz
1 x+1
Leg
SRS (6 G A S RS S TIO S

x—-1 X — (_ ]_) x>-1 X+1 x>-1 X471 x—>-1X

fgy az érintd egyenlete: y = —AU(x+1)—1=-—x—2.

2. A folytonossag és a differencialhatésag kapcsolata

Tétel: Haaz f fliggvény az X, pontban differencialhaté, akkor ott folytonos is.
Bizonyitas:

Minden X €D, \ {XO} pontban igaz a kovetkezd egyenldség:

f(x)= )+ = T0a) )

X—X,

Innen a fiiggvények hatarértékére vonatkozo tétel szerint:

lim f(x)= Iim{f(xo)jtw(x—xo)}: f(x,)+ |imM- lim(x— X, )-

X—>Xo X—>Xg X — XO X—>Xo X — XO X—>Xo



- f(x)-f(x
Mivel a fiiggvény differencialhaté az X, pontban, ezérta lim (X)—X(O) véges hatarérték
—Xp — 0
létezik, jelsljitk ezt T'(Xo)-lal, igy tim f(x)= £ (x;)+ f'(x,)-0= f (x, ). Ez éppen azt jelenti,

hogy f folytonos az X, pontban.

Megjegyzés:

A tétel megforditdsa nem igaz, azaz a folytonossagbol nem kovetkezik a differencialhatosag.
Ellenpélda:

Az f (X) = |X| fiiggvény minden pontban folytonos, de az Xo =0 pontban mégsem differen-
cialhato, ugyanis

lim f(X)_f(O)znm'X'__o:"mm:{ 1,hax>0’
x>0 X—0 x>0 x—0 x>0 X -1 X < 0.

Azaz f'(0-0)=-1 ¢és f'(0+0)=1. (A fuggvény gorbéjének nem létezik érintdje ebben a
pontban.)

3. Differencialasi szabalyok

Tétel: Néhany elemi fiiggvény differencialhanyadosa:

f(x) f'(x) f(x) f'(x)
¢ (konstans) 0 cos x —sin x
x" (n tetszbleges) | n-x"* tg x L
cos® x
1
a* a*-Ina ctg X -—
sin? x
. 1
e’ e” arcsin x >
1-x
1 1
Inx — arccos x -
X 1-x?
1 1 1
log, x —_— = arctg x
Ya Ina x J 1+ x?
. 1
sin x coS x arcctg x - >
1+x




Bizonyitas:

Az f(X)Z X" fliggvény differencialhanyadosa f’(X)Z an_l, ahol N €N™,

1. modszer

A differencidlhanyados fogalma szerint:

n n n-1 n-2 n-2 n-1
)= tim T F06) g X = (o X2 0 )
o X=X o X=X X% X — X,

H n-1 n-2 n-2 n-1 n-1 n-2 n-2 n-1 n-1
=I|m(x + X" X+ XXy T+ X ):x0 +Xg Xy Feet XgXg S+ Xy =NXy -

X—>Xo

!/

Mivel X, tetszéleges, ezért (x”) =nx"", ami a bizonyitando allitas.

Il modszer

A teljes indukcié modszerével:

a) n=1-rea deﬁnici(') szerint:

b)

_1 azaz X' =1, tehat teljesiil.

N =2 -re a definicio szerint;

22 _
f'(x,)= lim X =% _ jim (x XOXX+X°): lim (X + X, )= X, + X, = 2X,,

X=% X — X, X—>Xg X=X, X—>Xg

!

azaz (xz) = 2x, tehat teljesiil.
Tegyiik fel, hogy n =K -ra teljesiil az allitas, azaz (xk) =kx** ahol k eN",

Vizsgiljuk n=k +1-re is. Be kell litni, hogy (x***) = (k +1)x*, ahol k & N*.

Felhasznalva az el6z6 indukcios feltevést, tovabba a szorzat differencialasara vonatkoz6 szabalyt:
(xk”)’ :(xkx)' = (x )' X+ XX = kx4 X =k 4+ xF = xE(k +2),

azaz a tulajdonsag teljestil n=K +1-ra is.

Mivel a tulajdonsag n=Kk-r6l n=Kk +1-re 6roklédott, ezért tetszéleges N € N* esetén is igaz,
azaz (x”) =nx"", ahol N €N".

Tétel: Haaz f és g fliggvények az X; pontban differencialhatok, akkor

a) (Cf )'(X )= cf ’(XO), barmely C € R esetén;
f40) (%)= %)+ 9'0x);
fg) (%)= /(%o )Ja(x )+ Fx)a'(x, );

b) (

(

(£ =) 10)40 s,
g

gz(xo)

c)

d)




Tétel: Ha a g fliggvény differencialhat az X, pontban és f fiiggvény differencialhatd az g(XO)

pontban, akkor az f(g (Xo )) osszetett fliggvény is differencialhatd az X, pontban és
f (g (Xo )) =f ,(g(xo ))g I(Xo )

Megjegyzes:

Az Osszetett fliggvény differencidlszamitasra megismert tétel érvényes akkor is, amikor az
Osszetett fliggvényt tobb (véges szamu) fliggvénybdl képezziik.
Példak: Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények differencialhanyadosat!
a) (3x? —8x+4)'=2
Alkalmazzuk az 6sszeg differencialasara vonatkozo szabalyt:

(3x2 —8x+4) =(3x2) = (8x) "+ (4) =3(x?) - 8(x) + (4) =6x-8.

b) (\/;sin x)': ?

Alkalmazzuk a szorzat differencidldsara vonatkozé szabalyt:

' 1 1 1 1 1
: TR LA B L AT T 5 sin X
(\/;sm x) :(xzsm x] :(xzj sin X + x2(sin x) =X 2.5in X + X2 COS X = —= +~/X COS X |

24/x
2 !
x-1
Alkalmazzuk a hanyados differencialasara vonatkozé szabalyt:

(xz —3]! (x> =3) (x-1)- (x> -3)x-1)’ _ 2x(x —1) - (x? —3): X’ —2x+3

x-1) (x-1) (x -1y (x—1)"

d) ((2x+17)'=2

Alkalmazzuk az Osszetett fiiggvény differencialasara vonatkozo szabalyt:

(2x+1)°) =3(2x+1) - 2=6(2x + 1.

e) (esin 2% ) ’: 2

Ez tobbszorosen Osszetett fliggveény:

(e7) =% > (sin 2x) '=e*"?* cos 2x(2x) = 26" cos 2x.

) (ln (x+\/m»': ?

Alkalmazzuk az Osszetett fiiggvény differencialasara vonatkozo szabalyt:

i V5 2) - o) a2 )

—+ = .
X+x%+1 2Ux2+1) x2+1

1
X+~ X% +1
6



g) <X3X)': 7
1. modszer:

Ez 6sszetett exponencialis fiiggvény. Mivel az alapban is szerepel a fliggetlen valtozo, ezért irjuk
at e alapu exponencialis fliggvényre:

3X
X :emx és X3x: (elnx) :e3xlnx , igy

(x) = (™) =e™"*(3xIn x) ':eSX'"X(BIn X + 3xlj =x¥(3In x+3).
X

Il modszer:

Az tgynevezett logaritmikus derivalast is hasznalhatjuk azokban az esetekben, amikor az alapban
is szerepel a fiiggetlen valtozo:

Legyen Y= x>

Mindkét oldal logaritmusat véve: In y = 3xIn x,
!

1
majd mindkét oldalt derivalva: Y _3inx+ 3x§ .

Rendezve y’-ra: y’' = y(3In x+3),
majd Y = x¥ ¢ visszahelyettesitve: y' = (XSX) =x¥(3In x+3).

(Megjegyzés: In y -t Osszetett fliggvényként derivaltuk.)

4. Magasabb rendii differencialhanyadosok

Definicio: Ha az f fiiggvény f' derivaltfiiggvénye differencialhato az X, pontban, akkor differen-
cialhanyadosat az f fliggvény X,-beli masodik differencialhanyadosanak nevezzik és

£ (X, )-val jeléljiik.

Megjegyzés:
Hasonloképpen értelmezhetd egy fliggvény harmadik, negyedik stb. differencialhanyadosa is.

A k-adik differencidalhanyados jelolésére az f(k) szimbolum hasznélhato. f' l1étezése és ér-
teke az f flggveény lokalis viselkedésére jellemzd.

Példa: Hatarozza meg az f(X)= 5x* —4x* +2 fiiggvény masodik, harmadik, negyedik és 6todik
differencialhanyadosat!

Megoldds: f '(X) =20x> - 8x :
f"(x)=60x* -8
f"(x)=120x;



£ ¥(x)=120;

5. L’Hospital szabaly alkalmazasa

Tétel: Ha lim f(x)=0 és lim g(x)=0 (vagy lim f(x)=c0 és limg(x)=w)ésaz f ¢és Q fiigg-
vények az X, kornyezetében differencialhatok, tovabba g'(XO)i 0, akkor

jim 00— iy 1)
i g(x) % g'(x)”

Példak: 1."Hospital szabaly alkalmazéasaval hatarozza meg a kovetkez6 hatarértékeket!

X
In=

a) lim—2 -9
Xx—>2 X —2

A tort helyettesitési értékére % adodik. Alkalmazva a L’Hospital szabalyt:
In 1 (In )2()
lim —2 -

=lim = =
X2 X —2  xo2 (X _ 2) x->2 1 X2 X

. sinx
b) lim
x—=>0 X

A tort helyettesitési értekére % adodik. Alkalmazva a L Hospital szabalyt:

!
_sinx . (sinx) . cosx .

lim =lim <~ =1im =lim cosx =1.
x>0 X x—0 (X) x>0 ] x—0

c) Iim 2xInx="?

x—0+0

A szorzat helyettesitési értékére 0-(—oo) adodik. Alakitsuk 4t tortté az eredeti kifejezést a
kovetkez6 modon:

) . 2lnx
lim 2xInx= lim ——=7?

x—0+0 x—0+0

X

A tort helyettesitési értékére ~® adodik. Alkalmazva a L Hospital szabalyt:
o0



o1

’
. . 2Inx . 2Inx . .
lim 2xInx= lim === lim Qz lim —X = lim (-2x)=0.
x—0+0 x—0+0 1 x—0+0 1 x—0+0 1 x—>0+0
o = Y
X [x) X

6. A differencialszamitas alkalmazasai

Példa: Irjuk fel az f(X) =x*-2x-1 fliggvény X, = -2 pontjaba htzott érinté egyenletét!
Megoldas:
e , ' ' , L, . ' 2 .
Az érintdegyenes meredekségét az | (XO)Z f (— 2) érték adja. | (X)=3X -2, melybdl

f'(-2)=10. Az érintd egyenlete az Y= f I(Xo )(X —Xo ) + f (Xo) Osszefiiggés alapjan felirva:
y=f'(=2)x+2)+ f(—2)=10(x + 2) -5, azaz y =10x +15.

Példa: Milyen sz0g alatt metszi az y = 1 hiperbolaaz Y = X’ parabolat?
X

Megoldas:

Két gorbe szogén az érintdik altal bezart szoget értjlik a két gorbe kdzos pontjaban. A két
gorbe metszéspontja: M(1; 1). Az érintdk egyenletéhez kiszamoljuk az iranytangensiiket:

’

m, = f'(1). Mivel (lj :_%,ezért m, =-1.

X

m, = g'(1). Mivel (Xz) =2x,ezért m, = 2.
A két érint6 egyenlete az M(1; 1) pontban: y=-x+2¢és y=2x—1.
Szogiik irany- vagy normalvektoraik skalaris szorzatabol szamolhaté ki: n,n, = |n1||n 2| COS Q.
Normalvektoraik: ni(1; 1) és n2(2; -1), igy l-2-|-1-(—1)= V245 COSY, melybdl y =7157°.
Definicio: Ha az f fliggvénynek létezik derivaltfiiggvénye, akkor az f értelmezési tartomanyanak azo-
kat az x, pontjait, ahol f'(x,) = 0, az f staciondrius pontjainak nevezziik.
Tétel: Az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy x, pontjaban lokalis széls6értéke van, ha
f'(xg) =0 és a derivaltfiiggvény x,-ban eldjelet valt. Mégpedig, ha negativbdl pozitivba

megy at, akkor lokalis minimuma, ha pozitivbol negativba, akkor lokdlis maximuma van.

Megjegyzés:

A derivalt zérusértéke és eldjelvaltasa a szélsoérték 1étezésének elégséges, de nem sziikséges
feltétele, azaz az eldjelvaltas hidnya mellet is adodhat szélséértek.

Példa: Vizsgaljuk az f (X) =X’ ésaz f (X) =x* fiiggvényeket az x, = 0 pontban.

9



Megoldas:
Mindkét fiiggvénynél f'(x,) = 0. Ebben a pontban f' csak a masodik fiiggvény valt eldjelet,
igy xo = 0-ban csak a masodiknak van sz¢lséértéke.
Megjegyzes:
Az f fiiggvénynek lehet szélsdértéke olyan pontban is, ahol nem differencialhato. igy pl. az
f(X): |X| fliggvénynek a 0 pontban minimuma van, de f a 0 helyen nem differencialhato.

Hasonloképpen a g(X) = ?{/? fliggvénynek a 0 pontban minimuma van, de g a 0 helyen nem
differencialhato.

Példa: Egy feliil nyitott, négyzet alapii doboz készitéséhez 2 m? teriiletii lemezt hasznalnak fel. Ho-
gyan valasszuk meg a doboz méreteit, hogy térfogata a legnagyobb legyen?

Megoldas:

Legyen az alapél x, a magassag Y, ekkor a keresett térfogat V = xzy :
2

A feladat feltétele szerint: X* + 4Xy =2, melybsl Y =

2-x* 1 1
A két egyenletbé] tehat V =X’ ==x-=x°,
A 20 4

A térfogatnak azon X, értékre lehet szélsértéke, amelyre '(XO)Z 0.

1 1 3 ! 1 3 2 1 3 . 2 , . .
—X—=X"| =-—-—X",azaz = -=x*=0, innen X=%,/— (A feladat feltételei miatt csak a
2 4 2 4 2 4 3

pozitiv gyok johet szoba.)

A sz€ls6érték tipusara a masodik derivaltfiiggvény eljelvaltasabol kovetkeztethetiink: mivel
az adott pontban (+) — (—) elgjelvaltas van, ezért maximumhely.

v( EJZE\E_E( EJ :1\/§z0,27 (md).
3) 2V3 a(V3) "3V3

2
Az adott lemezbdl készitheté maximalis térfogatii négyzet alapti doboz alapéle \/; ~ 0,82 m,

1 1 /2
magassaga \/% ~ 0,41 m, a maximalis térfogat pedig é\/; ~0,27 md.

10



Tétel: Ha az f fiiggvény az (a; b) intervallum minden x pontjaban differencialhaté és f'(x)>0,
akkor a fliggvény az (a; b) intervallumon névekvd, ha f'(x)< 0, akkor csokkeno.

Megjegyzés: A tétel érvényes zart intervallum, s6t végtelen intervallum esetén is.

Definicio: Az f fiiggvény grafikonjanak az (a; b) intervallumhoz tartozé ivét konvexnek (illetve

konkavnak) nevezziik, ha az iv barmely pontjahoz hiizott érintdje folott (illetve alatt) he-
lyezkedik el.

konvex gorbe konkav gorbe

Tetel: Ha az f fliggvény masodik differencialhanyadosa az (a; b) intervallumon nem negativ, akkor f
grafikonjanak az (a; b) intervallumhoz tartozé ive konvex, ha nem pozitiv, akkor konkav.

Megjegyzés:

A konvex ¢és konkav ivek talalkozasi pontjat inflexios pontnak nevezziik. A tételbdl kovetke-
zik, hogy inflexids pont csak olyan x, pontban lehet, amelyben "' (x,) = 0. Ez csak sziiksé-
ges, de nem elégséges feltétel. Elégséges feltétel fogalmaz meg a kovetkezo tétel:

Tétel: Az f figgvénynek az x, pontban inflexids pontja van, ha f''(xy) = 0, és a masodik derivalt-
fiiggvény x,-ban eldjelet valt.

Példa: Vizsgaljuk az f (X)= X' ¢saz f (X)Z X° fiiggvényt az X, =0 pontban.
Megoldas:

Mindkét fiiggvénynél "' (x,) = 0. Ebben a pontban " csak a masodik fiiggvény valt eldjelet,
igy xq = 0-ban csak a masodiknak van inflexios pontja.

. FS
¥y ¥y

~

7. Kétvaltozos fuggvények differencialszamitasa
(kiegészitdé anyag)
11



Megjegyzés: Az f kétvaltozos fiiggvény x szerinti parcialis differencidalhdanyadosdanak kiszamitasa-
nal a differencialast az X valtozo szerint hajtjuk végre, az y valtozot konstansnak te-
kintve. Teljesen hasonlé mddon értelmezhetd az y szerinti parcialis differencidlhanyados

. r r.r I
kiszémitasa. Jele: f, | illetve fy'.

Megjegyzés: A parcialis differencialhanyadosok kiszamitasanal mindazon differencialési szabalyok
alkalmazhatok, amelyeket az egyvaltozoés fiiggvényeknél megismertiink.

Példa: Szamitsuk ki az f(X; ¥)=3xy—X* - y* fiiggvény parcidlis differencialhényadosait!
Megoldas:

Az x szerinti differencialhanyadosnal y-t konstansnak tekintve:

£ y)=3y -3

Az y szerinti differencidlhanyadosnal x-et tekintjiik konstansnak:

f,(x y)=3x-3y?.

Megjegyzés: Az fX’;, és fy'; differencidlhanyadosokat vegyes masodrendii differencidlhanyadosok-

" . .y y . , 7y . .7 Id
nak, mig az fXX és fy';, differencidlhanyadosokat tiszta masodrendii differencidalhdnya-
dosoknak nevezziik.

A vegyes masodrendii differencidlhanyadosok megegyeznek, igy az eredmény nem fiigg
attol, hogy az egyes valtozok szerinti parcialis differencialasokat milyen sorrendben vé-
geztiik.

Példa: Szamitsuk ki az f(X; Y)Z 3X2y -2x° - y2 fliggvény elsd és masodik parcialis differencial-
hanyadosait!

Megoldas:
Az elsd parcialis differencialhanyadosok:
F/(x y)=6xy—6x* ¢s f.(x; y)=3x* —2y.
A masodik x szerinti parcialis differencidlhanyadosok:

(% y)=6y-12x &5 f(x; y)=6x;

a masodik Y szerinti parcialis differencialhanyadosok:

fr(x y)=6x & f(x y)=-2.

Tétel: Ha az Po pontban az f kétvaltozos fliggvény elsé parcialis differencialhanyadosai nullaval
egyenldk, a masodik parcialis differencidlhdnyadosai folytonosak, akkor

D(Po)= fx’;(Po)f . (Po)_ fx’;z(Po)> 0

yy
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esetén f -nek P,-ban van helyi széls6értéke - mégpedig fx'; (Po )< 0 esetén helyi maximuma,

fx';(Po ) >0 esetén helyi minimuma - , mig ha

D(P, )= fx';(Po)fy’;(Po)_ fx';Z(Po)< 0,
akkor f -nek Pj-ban nincs helyi szélséértéke.

Megjegyzés: Ha D(P,)= f! (P, )fy’; (P,)- fx';z (P,)=0, akkor a szélsérték kérdés nem cldénthetd.
Példa: Keressiik meg az f (X, y) =X’ +2Xy -4y +8 fiiggvény helyi szélséértékeit!
Megoldas:

Az elsd parcialis differencialhdnyadosok:

f,(x y)=3x* +2y ¢s f/(x y)=2x-8y.

A lehetséges szélsdértékek az elsd parcidlis differencidlhanyadosok zérushelyei:

3x* +2y=0;
2x -8y =0.
‘ 1 1
Az egyenletrendszer megoldasai: B(0; 0) és P, —E; o)

A masodik parcidlis differencialhanyadosok:

306 )-68; 1560918 & 1506 3)-2.

Ezekbol
D(R )= fo(P)f, (R)-f.%(P)=6-0-(-8)-2°=—4<0, ¢és

vy

D(F,)= £2(P. )15 (R)- 137(P.)=6 (-5 |- (-8)-2' =450

. . " 1 - -
azaz a P, pontban van helyi széls6értéke, mégpedig fXX(P2)= 6- "5 =-1<0 miatt helyi

maximum. A P, pontban nincs helyi széls6érték.

8. Feladatok

1. FELADAT
frja fel az alébbi fiiggvények differencialhdnyadosat altaldnosan, majd az adott helyen!

11 f(x)=3x", %, =-2; 12 f(x)=2¢%, x, =1;

13



13, 1()=. % =2;

15 f(x)=x+2x%, %, =12;

2. FELADAT
Differencialhato-e az

2
a) f(x)z{x —5X + 6,
X —3,
—x? +8x-14,
b) f(X)z 1
2
3. FELADAT

X<3;

14. f(x)=3x, %, =L;
16. f(x)=5x*-3, x, =

X >3,

-2

fiiggvény az X, =3 helyen?

fiiggvény az X, =9 helyen?

Hatdrozza meg az alabbi fiiggvények differencialhdnyadosat!

3.1. 5x* —3x+2;

3.4. 3X\/;—i+2;

§/x

3.7 x°cosx;

3.10. x%e*sin x;

x*+3

x*-1"

e +sinx
xe*

3.13.

3.16.

3.19. ¥1-%*:

2
3.22. 3/X+—2X_3;
X+2

1
3.25. e x;
3.28. VInx:

3.31. ctg¥/1+x* :

3.34. x*;
3.37. (Inx)";

3.40. ¥/x* arcty(3x +3);

3.2. 7x° —=2x* +3x* —=5x+1;

3.5. 3\/;—1—%#‘\/5;
X 4X

3.8 x3lnx'

3.11.

x? +1
X°+3x+5
" x?2—-3x+5’
e*sin x

Inx

(1+ NG js
3.20. X
1+x

3.23. V1+¥1+x ;

3.17

3.26. In(1+ex);
3.29. sin(sin x);
3.32. x°Ig L

X

3.35. (3x)" ;
3.38. x"x;

4 2
3.41. arcsin x* + 25X :

14

X

3.3. 5cosx—%—2x+—-

X ' b
36 X +3x2 = 2x
8 =

3.9 x*e*cosx;
3.12. 6Xx+5,

4x—-3°
x> +CoS X
15—
X
2x°sinx

X H

X+1

3.21 :
x-1

3.24. %,

1+e"

1-e*’

.1

3.30. sin®*=x;
3

3.27.1n

3.33. (x—1f (x+1)°;

3.36. (sin x)™*;
3.39. (x* +1f"™";

3.42. arctg?(sin? x—2x).



4. FELADAT

Hatarozza meg az alabbi fliggvények esetén a masodik, esetenként a harmadik differencialhanyado-
sokat!

4.1. 3x* —2x; 4.2. 3x* +5x* —2x%-14; 4.3. x* —cosx;
4.4, sin5x; 4.5. x%*; 4.6. e*sinx;
4.7. e*Inx; 4.8. x3cosx; 4.9. sin2xInx.
Megoldas:
1 2 1 3 3 2
47. f'(x)=e*{Inx+=1, f"(x)=e*|Inx+=-—=1|, f"(X)=e | INX+———+—|.
=[x 3] t=e (e 2 2] po—er(mne - 20 2

4.8, 1/(x)=3x? cosx—xsinx, f"(x)=x(6-x?Jcosx—6x?sinx,
£7(x)=3(2 - 3x% Jcosx + x(x* ~18Jsin x, f(x)=x(x? —36)cosx-+12(x? - 2Jsin .

sin 2x 4.cos 2x B sin 2x

X x?

4.9. f'(x)=2Inxcos2x + » T7(x)=—41In xsin 2x +

5. FELADAT
L’Hospital szabaly alkalmazasaval hatarozza meg a kdvetkez6 hatarértékeket!

. Inx? e
5.1, lim— - 5.2. ljm X=SiN X 5.3. lim 97X
-1 x=1 X—0 X 2 x—>0 X
6.4, lim 2K —2%+5 5.5. lim —X 5.6. lim 2xctg3
A4, ——; 5. lim ; .6. lim 2xctg 3x;
X—0 7X3 -|—5X—3 x—» |n 4X x—0 g
. sin 4x . x? (1 1
5.7. lim ; 5.8. lim—; 5.9. lim ————1|.
x->n 105X x—m X -0 X SIn® X
] X COS X
im———
x-0x% + sinx
Megoldas:
5.6. A szorzatot tortté alakitjuk és a L Hospital szabalyt alkalmazzuk, igy
. . 2X . 2 .2 2
lim2xctg3x =lim——=1im =lim=cos? 3x==_
x—0 x—0 tg 3x x>0 3 x>0 3 3
cos® 3x
. X2 2x . 2
5.8. A L Hospital szabalyt kétszer alkalmazzuk, igy lim — =lim =lim ———— . A szam-
x—m X x>0 2% In2  xow 2X(|n 2)

1416 véges, a nevezd hatarértéke végtelen, ezért a tort hatarértéke 0.

(11 sin®x-x :
5.9. Tértté alakitva lim| ————— |=1lim ——— amire alkalmazzuk a L’Hospital szabalyt, igy a
x>0 X SIn° X x=>0 XSIn“ X

keresett hatarérték —oo.

6. FELADAT

Hatarozza meg az alabbi fiiggvények esetén a megfeleld gorbék adott pontjahoz tartozd érinté mere-
dekségét, és irja fel az érintdegyenes egyenletét!
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6.1 f(x)=1, az X, =2 helyen (Megolds: y:—%x+1.);
X
6.2 f(X)=4 ? +5 az X, =3 helyen (Megoldas: y =24x —31.);
63 f(X)=x"+2x* —4x—3, az X, =—2 helyen (Megoldds: y —5.);
6.4 f(X) =x*-2x* + X—5,az X, =—1 helyen (Megoldds: y =8x—1.);

6.5 f(x):%, az X, =0 helyen (Megoldds: y=2x+2.);

3 1
6.6 f(x)=sinx,az X, =0, g g helyen (Megoldds: y = X; yzgtx—g]+a; y=1.);
23 3
6.7 f(x)lexz—l, az X0=2 helyen (Megolds: y:T\/_X_g');
1 1. 11
6.8 f(X)=—=—,az X, =3 helyen (Megoldds: y=——x+==.);
() mazo yen (Megoldds: y 16X+16)

2
f(x):2X —-3X-5

6.9 ,az X, =2 helyen (Megoldds: y=2x-5,az x =—1 kivételével.);

6.10 f(x)=xsin3x+1,az X, =T helyen;

6.11 f(x):cosz(x+%j,az X, =% helyen.

7. FELADAT
Mekkora sz0g alatt metszik egymast az alabbi gorbék?

71 y=—2x+5 & Y =3X (Megoldds: 60,3°.);
7.2 y:L €s y:L (Megoldas: 90°.);
Xx+1 1-x
2

X
7.3 y:i1 €s y:? (Megoldas: 71,6°.);

7.4 y:X2 +4 ¢s y:x2 +4X (Megoldds: 17,1°.).

8. FELADAT
Gorbék érintdivel kapcsolatos feladatok.

8.1 Hatarozzamegaz Y = X2 —7x+3 egyenletii gorbének az 5x + y =3 egyenletii egyenessel par-
huzamos érint6jét! irja fel az érintd egyenletét! (Megoldds: y = —5x+2.)

8.2 Holleszaz Y= 2sin” X +3c0s2x gorbe érintdjének meredeksége 0? (Megoldds: az x = kg,

k € Z pontokban.)

8.3 Mely x helyen lesz parhuzamos az Y =2+ X — X’ egyenletli gorbe érintdje az elsé siknegyed
szogfelez6jével? (Megoldas: az x =0 helyen.)

16



5x2 + 4

8.4 Hatarozzamegaz Y = egyenletli gorbének azokat a pontjait, amelyekhez huzott érinték

parhuzamosak az Y =X egyenletii egyenessel! Irja fel az érinték egyenletét is! (Megoldds: az
érintési pontok: A(1; 9) és B(-1; -9).)

8.5 Hatarozza meg az Y = X egyenletli gorbének azokat a pontjait, amelyekhez huzott érinték
parhuzamosak az y = 2x + 4 egyenletii egyenessel! Irja fel az érintk egyenletét! (Megoldds: a
keresett pont: P(1; 1).)

8.6 Hatarozza meg az Y= 2X—X egyenletli parabolanak azt a pontjat, amelyhez tartozé érintd

parhuzamos az A(1; 1) és a B(3; -3) pontokra illeszkedd szel6vel! (Megoldas: a keresett pont
koordinatai: P(2; 0).)

8.7 lrjafelaz Y= X*+1 egyenletli parabolahoz az A(-2; 5) és a B(3; 3) ponton at huzhat6 érinték
egyenletét! (Megoldas: az A ponton at hiizhaté: y =-4x—3, illetve a B ponton at huzhato:

y=(6+247 k-15-647 &5 y=(6-247 k-15+617.)

8.8 Hatédrozza meg az xy=8 gorbének azokat a pontjait, amelyekhez hiizott érintdk merdlegesek
az y =3x+ 2 egyenletii egyenesre! rja fel az érinték egyenletét! (Megoldds: az érintési pontok:

2~/6 2\6 2~/6 1
PI(Z\/E; T\/_J és PZ[—Z\/—;— \/—J az egyenesek egyenlete: y+T\/—:—§(x+2\/g) és

3
y—¥=—§(x—2@)->

9. FELADAT
Széls6értékes feladatok.

9.1 Hatarozza meg annak a 60 egységnyi keriiletli téglalapnak a teriiletét, amelynek az atloi a lehetd
legrovidebbek! (Megoldas: A téglalap oldali 15-15 egység, azaz négyzetrdl van szo. A keresett
teriilet 225.)

9.2 Felbonthato-e a 12 két részre Ggy, hogy a részek kobének az 6sszege maximalis, vagy minimalis
legyen? (Megoldas: Minimuma van, ha a két rész 6-6; maximuma nincs.)

9.3 Egy egyenl0 szart haromszog kertilete 15 cm. Mekkorara valasszuk a haromszog szogeit, hogy
az oldalakra irt félkorok teriiletének az 6sszege a lehetd legkisebb legyen? (Megoldas: A korok
sugara 2,5-2,5 cm, azaz a haromszog egyenld oldali.)

9.4 Egy forgashenger magassaganak és sugaranak az 0sszege 24 cm. Valasszuk meg az adatokat
ugy, hogy a henger térfogata maximalis legyen! (Megoldds: r=16 cm; m=8 cm.)

9.5 Hatarozza meg a 10 cm sugaru korbe irt legnagyobb teriiletii téglalapot! (Megoldas: A keresett
téglalap oldalai egyenldk, azaz négyzet.)

9.6 Hatdrozza meg a 10 cm sugari gdmbbe irhaté maximalis térfogatil korhenger magassagat és

2 20
alapkorének sugarat! (Megoldds: 1 =10\/; ;M=—=))

V3
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9.7

9.8

9.9

9.10

9.11

9.12

9.13

9.14

9.15

9.16

9.17

Milyen méretezésii legyen az az 1 liter {rtartalmu, henger alakti konzervdoboz, amelyet mini-
4
malis anyagfelhasznalassal akarunk elkésziteni? (Megoldas: I'=77=; m=3/—.)
V2 T
Hérom egyenld szélességli deszkalapbol feliil nyitott csatornat kell késziteni. Mekkora legyen

a két oldaldeszka elhajlasa a fliggdleges iranytol, hogy a csatorna ateresztoképessége a legna-
gyobb legyen? (Megoldas: 30°.)

Egy téglalap oldalai 16 cm és 30 cm. A téglalap sarkaibol mekkora [ Lo
oldalu négyzeteket kell levagni, hogy a fennmarado részt foliil nyi-
tott dobozza hajtogatva, a keletkezett doboz térfogata a lehetd leg- I ,

nagyobb legyen? (Megoldas: ?.) :

Egy feliil nyitott, négyzet alapti doboz készitéséhez 2 m? teriileti lemezt hasznalhatunk fel.
Hogyan valasszuk meg a doboz méreteit, hogy maximalis térfogatot kapjunk, és mekkora ez a

2
legnagyobb térfogat? (Megoldas: az alapél \/; m, a legnagyobb térfogat 0,272 m?.)

Egy csatorna keresztmetszete 2 m? kell, hogy legyen. Hogyan valasszuk
meg a csatorna r és h méretét, hogy minimalis Keriilet ad6djék? Mekkora /\

2
lesz ez a minimalis keriilet? (Megoldas: I = \/4— ~0,75 m, a minimalis
+7

keriilet 2v4+ 1 ~534 m.) h
Osszuk fel a 4-et két részre ugy, hogy az egyik rész négyzetének és a masik |
rész kobének Osszege minimalis legyen! (Megoldas: % és % ) r

Adott egy korlap itatdspapirbol. Mekkora kdzépponti szogh korcikket vagjunk ki beldle, hogy
az abbol készitendd tolcsér alakl sziird maximalis térfogatl legyen? (Megoldds: a korcikk ko-
zépponti szoge kozelitden 294°.)

A 3 egységnyi alkotdju egyenes korkapok koziil hatdrozza meg a maximalis térfogatut! (Meg-
oldds:m =3 ésr =6.)

fjunk az x tengely és az Y = 4-x? egyenletli parabola altal hatarolt sikrészbe maximalis teriileti

téglalapot! Mik lesznek a téglalap csucspontjai? (Megoldas: A (— gx/g ; 0), B G V3; 0),
2 8Y . 2 /%8

C (gx/g; 5) és D (—E\/§, )

3

A mellékelt tervrajzon a falak 6sszhosszusdga 90 m, a folyoso
szélessége X m. Hany méter legyen X, ha azt akarjuk, hogy a 3
szoba egyiittes teriilete a lehetd legnagyobb legyen? (Megoldds:
2m.)

Valasszuk ki az 50 cm kertiletli egyenld szara haromszogek koziil
azt, amelyben minimalis az oldalakra rajzolhatd négyzetek terti- |
letosszege! (Megoldas: egyenld oldali haromszdg.) 5x Ix

X
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9.18 Egy folyotol 33 km tavol 1évo A varosbol a folydpart menti B varosba rendszeresen szallitma-

nyok mennek. A és B tavolsaga 183 km. Az egységnyi szallitmany szallitasi koltsége vizitton
kilométerenként fele akkora, mint szarazfoldi Giton. Milyen iranyban kell az utat megépiteni a
folyoparthoz, hogy a szallitmanyok a legkisebb koltséggel érjenek B-be, feltételezve, hogy a
foly6 a vizsgalati szakaszon nem kanyarog? (Megoldas: Az utat a folyéra merdleges irdnytol
30°-o0s szogben kell vezetni a folydig a B varos fel¢.)

9.19 28 dm? térfogati négyzetes oszlop alakl csomagot az dbran lathaté modon kotdttiink at. Ho-
gyan valasszuk meg a csomag méreteit, hogy az atkoto zsineg hossza a lehet6 legrovidebb le-
gyen? (Megoldads: a=b=2,237 dm.)

|I/ i/’ e a
------- .
i E a
b

9.20 Milyen magasan kell a ldmpat az oszlopra felerdsiteni, hogy az
uttestnek az oszlop talppontjatol ,,d” tavolsagra 1évé pontjaban a
megvilagitas erdssége maximalis legyen? A megvilagitds erds-
sége (1) a kovetkezd 0sszefliggésbodl kaphatdo meg: | =c- sz(P,

r
ahol c a fényforras fényerejét6l fiiggd allando. (Megoldas:
dv2
I(h)=c- __h fliggvény maximumat a h= TR =0,7d
N (h2 +d 2)3
értekénél veszi fel.)
9.21 Egy 30 cm atmérdjii forgashenger alaku fatorzsbol téglalap keresztmetszetli gerendat faragnak.
Mekkordk a téglalap oldalai, ha
a) a keresztmetszet teriilete maximalis
b) a téglalap oldalhosszlisagainak négyzetosszege maximalis;
C) atéglalap keriilete maximalis;
d) atéglalap atlohosszusaga maximalis?
(Megoldas: 15+/2 ; allando érték; 15+/2 ; allando érték.)

10. FELADAT

Hatarozza meg a kovetkezo kétvaltozos fiiggvények elsé €s a masodik parcidlis differencialhanyado-

sait!

101, f(x y)=x*+4y; 10.2. T(x; y)=2x—xy? +y?;

10.1. f(x; y)=4x>-2xy* +5y°; 10.2. T(x; y)=2x*~5x?y +3xy” —8y” + 7xy +6x;

2
X
10.3. f(x; y)=—; 10.4. f(x; y)=ycosx+Xxcosy;
y
105. f(x; y)=xe’ +ye*; 106. f(x y)=sin(x2 + yz);
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10.7. f(x; y)=Inx".
Megoldds:
105. f,(x y)=ye* +e’, f/(x; y)=e* +e’, f(x y)=ye"; 17 (x y)=xe’ ¢
fo(x y)=e*+e’.
10.6. f,(x; y):ZXCOS(X2 +y2), f,(x; y)=2ycos(x? + yz),
£ (x; y):2cos(x2 + yz)—4x2 sin(x2 + yz);
f (6 y)=2c S(X2+y2)—4yzsin(x2 +y2)és (% y)=—4xysin(x2 yz)
10.7. f/(x; y)= % (% y)=Inx, £ (x; y):_xlz, f(X Y)=0¢s £7(x y)= %

11. FELADAT
Keresse meg az alabbi fliggvények helyi szélsdértékeit!

11.1. f(X; y):2+2x+4y—x3—y3;

(Megoldas: P, \/?i ban helyi maximum, P. —\/g'—i ban helyi minimum.)
egoldads: F 3 J3 y , 2 3’3 y -

50 20
11.2. f(x y)=xy+—=+=;
Xy
(Megoldas: P(5; 2)-ban helyi minimum.)

11.3. £ y)=x"y*(6-x-y);
(Megoldas: P(2; 3)-ban helyi maximum.)
114, fx y)=x*-2xy+2y%; 115, T(x; y)=x> =3x* + 2xy + y* - 4;
1
X2 +y®

116. f(x y)=e"; 11.7. T(x y)
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Fiiggvénydiszkusszio (Kidolgozott feladatok)

Példa: Abrazoljaaz f(x)=x? —x* fliggvényt!

a) Ertelmezési tartomdny: X € R.

b) Zérushely: x* —x* =0, melybdl x =+1; 0.

c) Folytonossdg: mivel a fliggvény mindeniitt folytonos fliggvények kiilonbsége, ezért a fiiggvény

az értelmezési tartomanya minden pontjaban folytonos.

d) Paritds:

f(-x)=(=x)* =(=x)* =x® —x*, azaz a fiiggvény paros.

e) Szélsdérték (menete):

f)

Szélséérték olyan x, pontban lehet, ahol '(x,)=0 és f'(x) az x,-ban eléjelet valt.
f/(x)=2x-4x°.

f '(X) =0,ha x=0, vagy x= i% (Iehetséges lokalis széls6érték helyek).

f(x)=2-12x".
f(0)=2>0, azaz x = 0-ben helyi minimuma van; értéke: f(0)=0.

f ”[J_r g} =-4<0,azaz x= i% -ben helyi maximuma van; értéke: f[i gj =0,25.

(Megjegyzés: A tablazatot a (Iehetséges) szEéls6érték helyek és az értelmezési tartomanyok hatarai
szerint osztjuk fel intervallumokra. f' a fiiggvény menetét mutatja.)

x<7£ X:,Q [—Q;o] x=0 [O;QJ x:ﬁ x>£

2 2 2 2 2 2
f' + 0 - 0 + 0 -
f 7 max. N min. 7 max. \

Inflexios pont (gorbiilete):
(Megjegyzés: Inflexios pont olyan X, pontban lehet, ahol f"(x,)=0 és f"(x,)=0.Haa harma-

dik derivalt kiszamitasa bonyolult, akkor meg kell vizsgélni, hogy a kapott pont két oldalan f "(X)
eldjelet valt-e. Ha igen, az adott pont inflexids pont.)
” 2 ” \/6 , . .,
f (X) =0, ha 2-12x° =0, melybdl x = i? (Iehetséges inflexios pont).
f"(x)=—24x.

f ’”[_ %j =98=0, f ”'(?J =-98%#0,azaz x = i% inflexi6s pontok, és f [J_r @J =014.



(Megjegyzés: A tablazatot az inflexids pontok és az értelmezési tartomanyok hatarai szerint oszt-

juk fel intervallumokra. f" a fliggvény gorbiiletét mutatja.)

J6 J6 (,ﬁ.ﬁ} J6 J6

X<—— X=-— ; X=— X>—

6 6 6 6 6 6
f” _ 0 + 0 _
f kv infl. kx infl. kv

g) Hatarértékek:

(Megjegyzés: A hatarértékeket vizsgalni kell a + oo -ben és az értelmezési tartomany hatarain.)

Iim(x2 —x4): Iim(x2 —x“):—oo.

X—>0 X—>—00

h) A fiiggvény grafikonja:

(Megjegyzés: Célszerl a tengelymetszeteket megadni és néhany helyen kiszamitani a fiiggvény
értékét. Pl f(+2)=-12, f(+0,5)=0.19, az x és az y tengelyt is az origoban metszi.)

rF 9
y

L da

i) Ertékkészlet: f(x)<0,25.

Példa: Abrazoljaaz f(x)= 410)( ;

fiiggvényt!

a) Ertelmezési tartomdny: x € R\{-2; 2}

7 =

b) Zérushely: 410X ~0, melybdl x=0.

C) Folytonossdg: mivel a fliggvény mindentitt folytonos fliggvények hanyadosa, ezért a fiiggvény

az értelmezési tartomanya minden pontjaban folytonos.
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d) Paritds:

f (— X) = 41_02: i;z =— 41?); > =—f (X), azaz a fiiggvény paratlan.

e) Szélsoérték (menete):

f)

Szélsbérték olyan x, pontban lehet, ahol f'(x,)=0 és f'(x) az x,-ban eléjelet valt.

()= 10(4—x*)-10x(-2x) _10x* +40

)

f'(x)=0, sehol nem teljesiil, ezért a fiiggvénynek nincs szélséértéke.

(Megjegyzés: A tablazatot a lehetséges sz€lséérték helyek és az értelmezési tartomanyok hatarai
szerint osztjuk fel intervallumokra. f' a fiiggvény menetét mutatja.)

X<=21](-2;2)| x>2

f' + + +

f 7 7 7

Inflexios pont (gorbiilete):
(Megjegyzés: Inflexios pont olyan x, pontban lehet, ahol f"(x,)=0 és f"(x,)#0.Haaharma-

dik derivalt kiszamitasa bonyolult, akkor meg kell vizsgalni, hogy a kapott pont két oldalan f"(x)
eléjelet valt-e. Ha igen, az adott pont inflexiés pont.)

£ () = 20x(4— x?  —(10x? + 40R2(4— x? - 2x) _ 20x° + 240x
- o) ey

f "(X) =0, ha 20x° +240x = 0, melybsl x=0 (lehetséges inflexios pont).

f"(x) kiszamitasa helyett vizsgaljuk f"(x) el6jelvaltasat:
S20 s )= 20

= A5 igy

Pl. helyettesitsiink x=—1-et és x=1-et f"(x)-be, azaz f"(~1)= 57

f"(x) eléjelet valt, x =0 inflexios pont lesz. A pont értéke: f(0)=0

(Megjegyzés: A tablazatot az inflexids pontok és az értelmezési tartomanyok hatarai szerint oszt-
juk fel intervallumokra. f" a fliggvény gorbiiletét mutatja.)

X<=2[(-2;0)| x=01(0;2) | x>2

f" + - 0 + -

f kx kv infl. kx kv

9) Hatarértékek:

(Megjegyzés: A hatarértékeket vizsgalni kell a + oo -ben és az értelmezési tartomany hatarain.)

. 10x . 10x
lim > = lim > =0,
x—>oo4_x X—>m4_x




. 10x - 10x . . 10x L. 10x
lim > =00 ¢és lim > =—, illetve lim =o0 ¢és lim = —00
x>-2-0 4 — ¥ x>-2+0 4 — X x—>2-0 4 — x? x—>2+0 4 — x?

h) A fiiggvény grafikonja.
(Megjegyzés: Célszerii a tengelymetszeteket megadni és néhany helyen kiszamitani a fliggvény
értékét. Pl. f(8)=—f(-8)=-1,33, f(4)=—f(-4)=-333, az x és az y tengelyt is az origoban
metszi.)
y
v

6__

™

i) Ertékkészlet: f(x)eR.

10x

Példa: Abrazolja az f(x)=
1+x

fiiggvényt!

2

a) Ertelmezési tartomdny: X € R.

b) Zérushely: 2% =0, melybsl x=0.
1+ X

C) Folytonossdg: mivel a fiiggvény mindeniitt folytonos fiiggvények hanyadosa, ezért a fliggvény
az értelmezési tartomanya minden pontjaban folytonos.

d) Paritds:
f (— X) = 110((: ))32 =— 110;(2 =—f (X), tehat a fliggvény paratlan.

e) Szélsdérték (menete):
Szélséérték olyan x, pontban lehet, ahol f'(x,)=0 és f'(x) az x,-ban eléjelet valt.
()= 10(x* +1)-10x-2x _10{1-x*)
(1+ x2)2 (1+ x2)2 ’




f)

9)

h)

f '(X) =0,ha1-x*=0,azaz x==1 (lehetséges lokalis szélsdérték helyek).
- 2(1+ xz)2 —~ (1— x2)2(1+ x2)2x _ 20x(x2 —3)
(1+ x2)4 (1+ x2)3

f"(1)=-5<0, azaz x =1-ben helyi maximuma van; értéke: f(1)="5

f"(x)=10

f"(-1)=5>0, azaz x = —1-ben helyi minimuma van; értéke: f(~1)=-5.

(Megjegyzés: A tablazatot a lehetséges sz€lsGérték helyek és az értelmezési tartomanyok hatarai
szerint osztjuk fel intervallumokra. f' a fiiggvény menetét mutatja.)

x<-1|x=-1|(1;1)| x=1| x>1

f’ - 0 + 0 -

f \ min. Ve max. \

Inflexios pont (gorbiilete):
(Megjegyzés: Inflexios pont olyan X, pontban lehet, ahol f"(x,)=0 és f"(x,)#0.Haaharma-

dik derivalt kiszamitasa bonyolult, akkor meg kell vizsgalni, hogy a kapott pontok két oldalan
f "(XO) eldjelet valt-e. Ha igen, az adott pont inflexios pont.)

f "(X) =0, ha 20X(X2 - 3): 0,azaz x=0 vagy x= +./3 (Iehetséges inflexios pontok).

f"(x) kiszamitasa helyett vizsgaljuk f"(x) el6jelvaltasat:

Pl. x=0 vizsgalatanal helyettesitsiink x=—1-et és x=1-et f"(x)-be, azaz f"(-1)=-5 és
f ”(1) =5, igy f "(X) eldjelet valt, x=0 inflexiés pont lesz. Hasonl6an mutathatdo meg, hogy a
6bbi pont s inflexiés pont. A pontok értékei: f(~+3)=-4,33; £(0)=0 ¢s f(V3)=4,33.

(Megjegyzés: A tablazatot az inflexids pontok és az értelmezési tartomanyok hatarai szerint oszt-
juk fel intervallumokra. f" a fiiggvény gorbiiletét.)

x<—3 | x=—3| (v30) | x=0 | [0:v3) | x=v3 | x>+/3

fr - 0 + 0 - 0 +
f kv infl. kx infl. kv infl. kx
Hatarértékek:
(Megjegyzés: A hatarértékeket vizsgalni kell a + oo -ben és az értelmezési tartomany hatarain.)
. 10x . 10x
lim = lim =0.

o014 X% o= 14 X°

A fiiggvény grafikonja:
(Megjegyzés: Célszeri a tengelymetszeteket megadni €s néhany helyen kiszamitani a fliggvény
értékét. P f(3)=—f(-3)=3; f(5)=—f(-5)=192; (10)=—1(~10)=0,99; az x és az y ten-

gelyt is az origdban metszi.)
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i) Ertékkészlet: —5< f(x)<5.
Feladatok:
Abrézolja az alabbi fiiggvényeket!
A H)=xex-x-t, m) f(X)=x+%,
b) f(x)=x>-3x>+2x,
1
c) f(x)=x*-2x*+2x-1, n) f(X)=F—X
D flx)=x-6e 0) fx)=1-x
e) f(x)=2x>-x", X
X—2
i p) f(x)=
f) f(x):%—3x2+8x, N
X2
x @ )=
f(x)= X
9) (X) 1+ X €
In® x
x? n f(x)=
) f()=r—. (x)==
(%) X s)  f(x)=xe*,
i X) =
) 1-x? ) f(x)=x%"
i f(x)=(le)2, B £(x)=xInx
X_
v) f(x)=e*sinx, xe[0; 2x],
6Xx
K) f(X)_X3+1’ w) f(x):e’x
) f(x):X2+1 x) f(x)=x+sinx, xe[-2m 2n]



Megjegyzés:

A hatarérték ismeretében meghatarozhatjuk a fiiggvény (esetlegesen 1étezd) asszimptotainak egyen-
letét is:

a) A vizszintes asszimptota egyenlete a lim f (X) = A véges hatarérték 1étezésekor az y = A.
X—0

b) A fiiggéleges asszimptota egyenlete az X, szakadasi pont létezésekor az X =X, .

c) A ferde asszimptota egyenlete y =ax+b alakd, ahol a = lim x) és b =lim[f(x)-ax].

X—0o0 X X—00

2

Példa: A teljesség igénye nélkiil vazoljuk fel az f(x)= X

fliggvény gorbéjét!
Megoldas:
Hatarozzuk meg a fiiggvény asszimptotait:
. x? -3
lim

X—>00 X_l

=00, @zZaz nincs vizszintes asszimptotaja.

A fliggvénynek az x =1-ben szakadasi helye van, igy 1étezik a fliggdleges asszimptota, és egyenlete
x=1.

x? -3
2 2
) . _ . X =3 . X -3 i
Mivel a=lim X=L1 _|im =lim ——— =1, és
X—>0 X X—>0 X(X—l) X—® ¥& X

2 2
b = lim| X 3—l-X —lim 2 3-x(x 1):Iim X 3:1 véges értékek 1éteznek, ezért a
xoo X —1 X—>% X -1 x—>o X —1

ferde asszimptota egyenlete y =x+1.

A fentiek alapjan egy-egy érték kiszamitasa utan felvazolhatjuk a fliggvény gorbéjét:

4

(o]
\,

[op)
—
N
‘\
\
\

L
3
™
\
\
\
\,
\.
\

8 6 4 A [2 4 6 8
//// el =2 I
pz
A -4




