COHERENCIA
A. INTRODUCCION

Al superponer ondas de la misma frecuencia en el espacio, la onda resultante se obtiene
como la suma de las mismas (el sistema es lineal). Aparecen puntos en los que las componentes
estan en fase y la amplitud resultante es la suma de las amplitudes, y puntos en los que la diferencia
de fase es de = y las amplitudes se restan. En general en distintos puntos se encuentran situaciones
intermedias. Este fendmeno se lo denomina interferencia. Sin embargo en nuestra vision normal no
observamos permanentemente franjas o manchas claras y oscuras originadas por ejemplo por la
interferencia de las N bombitas de luz que iluminan la habitacién. Veremos en la primera seccion
como se calcula este efecto de interferencia, quée hipdtesis hacemos, y luego en la siguiente seccion
se discutira porqué al no ser las fuentes perfectamente monocromaticas dichos fendmenos de
interferencia requiere de trucos especiales para ser vistos. Se discute el concepto de coherencia,
propiedad necesaria para que las manchas de interferencia sean visibles.

B. N OSCILADORES COHERENTES IDENTICOS

Modelemos una situacion en que se tienen N osciladores idénticos coherentes (entendiendo
por ahora como coherentes cuando oscilan a la misma frecuencia) que oscilan colineales y
separados una distancia d. Se pretende analizar la sefial que llega a un punto P lejano (distancia a la
fuente mucho mayor que la separacion entre ellas) del arreglo de fuentes, esta restriccion nos
permite suponer que los haces que llegan a P son paralelos (figura 1). Supongamos que las
amplitudes de cada fuente son aproximadamente iguales, esto es:
Eo(r)=Eq(ry)=-... =Eo(ry)=Eq(r) (1)
y que no difieren en las fases iniciales (A¢p,=0)

Inserto

(N-1)dsen(0)=Dsen(0)

Figura 1: esquema representando N fuentes puntuales equiespaciadas separadas una distancia d. Se define
D=(N-1)d el tamafo del arreglo periédico. INSERTO: se muestra que al llegar haces paralelos al punto P,
entre dos fuentes consecutivas existe una diferencia de camino r,-r;=dsen(0) para llegar a P



La sefial en P serd la suma de las sefiales de cada fuente, las que interfieren y producen E(P).
Analiticamente sumaremos ondas esféricas de la misma frecuencia (fuentes coherentes) y luego
tomaremos la parte real de lo calculado:

E=E,(r)*e'®n=oY L E_(r)xe'krn-ob 4 4E (r)*e'(kmn-ob )
Reacondicionando términos queda:
E= Eo (r)*e—iwt *eik.rl (1+eik.(r2—r1) +eik.(r3—r1) o +eik.(rN -n) (3)
Bautizando:

k(r, —r;)=k(dsen(0)) =6 k(r,-ry)=98

k(rz —ry)=k(dsen(0)) =8 k(rg—ry)=28

= (4)

k(ry —ryog) =k(dsen(0)) =6 k(ry —r1)=(N-1)3

en la primera columna vemos que d representa el desfasaje entre dos fuentes consecutivas a causa
de la diferencia de caminos, y el mismo esta en relacion directa con la separacion entre fuentes d.
En la segunda columna de la ecuacion 4 se calculan las diferencias de camino respecto de la
primera fuente. Notar también que la diferencia de camino acumulado entre la primer y Gltima
fuente vale:
(N-1)dsen(0) = Dsen(0) (5)
donde D representa el tamafio del arreglo periddico. La respuesta del sistema es sensible a variables
tales como d 6 D, veremos que este hecho resulta una herramienta practica para mediciones de
objetos o determinacion de periodicidades espaciales.

Rescribiendo (3) en términos de (4) queda:

E=E,(r)*e ™ *ei[l+e" +(e!9)2 +. .+ ()N (6)

Donde el término entre corchetes es una serie geométrica. De modo que la solucion puede ser
escrita:

it a ik (€N =1 L QIONT2 N2 N2
E = Eo (r)*e it *elk.l’l [ﬁ] — Eo (r)*e ot *elk.l’l[ ei5/2((ew/2 _e_iélz) ) (7)
i i i(N= No/2)
E—E (r)*e i@ %gikn xoi(N-1)5/2 sen( g
(") [ sen(o/2) ] (8)
y finalmente queda
E-= Eo(r)*e—i(k.R-wt)[w] = A(R,0)*e 1(<R-aD) )

sen(o/2)
donde se ha definido R como la distancia al punto P medida desde el punto medio del arreglo

periodico: R=r; + (N2—1) dsen(0) y A(R,0)es la amplitud de la sefial resultante, que depende de

la orientacion angular y de la distancia al punto P. Notar que & esta definido en funcion de la
diferencia de camino por:

k o k T
—(r, — ;) =— =—dsen(@) = —dsen(& 10
2(2 1) 7= 5 ) 7 ) (10)



Nos proponemos evaluar la sefial colectada por el detector, o sea tendremos que calcular el
valor medio temporal, que como ya hemos visto en clases anteriores se calcula facilmente
multiplicando la sefial por su complejo conjugado. La intensidad resultante seré:

Lrsen?(N&/2)
sen2(§ /12)
donde Iy es la intensidad con la que cualquier fuente llega a P. Vemos que tanto la intensidad como

la amplitud son funciones periddicas.
VVeamos algunas situaciones particulares:

(11)

I =1,

=0 1=0
=1 I=1,
N=2 1= 1, % eN®) p2 (12)
sen(d/2)

esta es una primer verificacion de los resultados obtenidos, sin fuente no hay sefial, con una fuente
la sefial es I,y con dos fuentes reproducimos el resultado obtenido para el experimento de Young.

En la figura 2 se han representado las ecuaciones (9) y (11) para N=5 fuentes, amplitud e
intensidad de la sefial en funcion del desfasaje (ver ecuacién 10)
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Figura 2: A(R,0)/E, ; I/1, en funcién de 8/2. Cuando 8/2=nn (con n entero) maximizan A(R,0)e I(R,0)

Vemos que tanto A(R,0) como | son funciones periddicas y la periodicidad puede ser
determinada evaluando los ceros del denominador o sea cuando &/2=nz (con n entero) tenemos un
maximo principal que para la amplitud es Amax(R,0)= NE, y para la intensidad es I=Nl,
Revisando la ecuacion (10) notamos que estos maximos principales aparecen cuando:

6 k

5= —(rz —rl)_—dsen(e)_xdsen(e) (13)

0 sea cuando la diferencia de camino entre dos fuentes consecutivas es un mdltiplo entero de la
longitud de onda A, como se esquematiza en el inserto de la figura 1 y se escribe:

(r, —r;)=dsen(0) =nA (14)

Vemos que estas posiciones son invariantes e independientes del nimero de fuentes siempre
que mantengamos d . El introducir mas fuentes claramente aumenta la intensidad maxima y aparece
como detalle otros extremos entre cada par de maximos principales. Detalle que dejaremos para
mas adelante, por lo que seguiremos analizando la situacion para dos fuentes puntuales, separadas
una distancia d (figura 3).



Figura 3

Interpretemos los resultados para N=2, para este caso sera:

k(r,-ri)=k*d sen(0)=3

E = E, (r)*[cos(5/2)] *e ' k-R-et)

| =41, cos’(5/2) =21, (1+cos(5))
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Figura 4 A(R,0)/E, ; I/l, en funcién de 8/2. Cuando 8/2=nz (con n entero) maximizan A(R,0)e I(R,0)
En la parte superior del grafico de la derecha se esquematiza la intensidad proyectada en la pantalla

De manera similar al caso N=5 la amplitud de la sefial oscila alrededor del cero tomando
valores positivos y negativos y la intensidad presenta un maximo en los mismos sitios predichos por

la ecuacion 13 (figura 4)

Interpretamos los resultados obtenidos utilizando la definicion de 6 (ecuacién 13) y tomando parte

real en la ecuacion 15 queda

Re(E) =E, (r)*cos(@) *cos(k.R — at)
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Vemos que la sefial propaga como una onda viajera, y su amplitud es periddica.

Si fijamos el valor de R la podemos pensar como el producto de una funcion espacial por
una funcién solo dependiente del tiempo (ecuacion 18), caracteristica comin a las sefiales
estacionarias. Como la amplitud de la sefial es la que interviene en el calculo de la intensidad resulta
que las franjas no viajan de modo que la figura para cada R esta bien definida y las franjas se veran
nitidas.

Re(E) = E, (1) *cos(“ "2 =" cos(k R — ot) (18)
N 0\ ),
Y Y
f(x) g(t) Se R
g ®

Figura 5: Dos fuentes puntuales interfieren y se las detecta en un punto
P lejano de las mismas. Se dibujan algunos frentes de onda. La sefial
viaja en direccién a P e interfiere generando maximos y minimos de
intensidad. Para cada R fijo la sefial es estacionaria y por ende las franjas
no viajan por lo que se detectan nitidamente zonas oscuras y claras

Los analisis efectuados valen para P lejano y fuentes puntuales coherentes. ¢Pero que
significa practicamente este requerimiento? Cuando intentamos reproducir el experimento con dos
fuentes cualesquiera no se observa la interferencia predicha.

El experimento de Young, como hemos visto, consiste de una Unica fuente que incide sobre
dos ranuras que dividen el frente de onda. La luz emitida por ambas interfiere y es detectada (en
nuestro caso por medio de una pantalla). EI requerimiento de P lejano se satisfizo colocando una
lente delante de las ranuras de modo que rayos paralelos converjan al punto P (en el plano focal).
Intentemos simular esta situacién. El hecho que nuestras fuentes sean ranuras y no focos puntuales
introduce un nuevo efecto (difraccion) que introducira un coeficiente tanto a la amplitud como a la
intensidad que incorporaremos mas adelante. Dividir el haz nos provee el requerimiento de la
coherencia. A todo esto ¢qué entendemos por fuentes coherentes?



C. COHERENCIA

Sean por ejemplo dos ranuras (Young) y una fuente que tiene la frecuencia bien definida dispuesto
como se ilustra en la figura 1. En ese caso tendré, como se vio en la seccion anterior:

I =21,(1+cos(Ad)) (@)
con:
(rp=r7)
Ap=K(r; —r,) + Ad, =kc——= + Adp, = ot + Ad, 2
donde definiremos:
_(rn-rp) A3)

C
que es un tiempo caracteristico asociado a la diferencia de caminos.

Figura 1: experimento de Young de interferencia con dos ranuras iluminadas por una fuente
comun.

Dado que nuestro detector mide intensidad nos concentraremos en evaluar esta magnitud y
considerando que las ranuras introduciran un factor multiplicativo que depende de su geometria,
simularemos el fendmeno como si tuviéramos dos fuentes puntuales. Para simplificar el
razonamiento escribo la intensidad debido a la fuente de frecuencia o, asumiendo Ap,=0 y Ap=mt
en ecuacion 1:

I =21,(1+ cos(wr)) 4

A
I

donde la diferencia de fase entre las dos sefiales Figura 2

depende de la frecuencia de la fuente y de un

tiempo caracteristico que representa el retardo

entre los dos haces a causa de la diferencia de

camino. En la figura 2 se grafica la intensidad

resultante en funcién del tiempo de retardor. >
T
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Suma de ondas con dos frecuencias distintas: ;Como afecta la interferencia?

Supongamos que tengo dos fuentes puntuales independientes A y B, si las dos emiten con la
misma frecuencia, por ejemplo w;, obtendré la figura de interferencia mostrada en la figura 2. Pero
si las fuentes no son monocromaticas presentaran un espectro en frecuencias que cualitativamente
podran ser representadas por un valor medio @ y un ancho caracteristico A®

Figura 3
QP (leios) °

- )
H_}
Aw®

B
¢Entonces como sumo las sefiales en esta situacion?

Primer intento: supongamos que pudiera elegir dos frecuencias representativas m; y w; muy
proximas. Para cada frecuencia tendré una sefial que es suma de las sefiales de cada fuente a esa
frecuencia, como se ilustra en el esquema:

® ®3

2 A

E, E, (5)

2 A j R
E;=Ea+Eg),, E2=Ea+Eg),, 01 ° 0 @

y el resultado del célculo para la frecuencia w; seré:

E, = o iont lAA(rl)ei(k1r1+¢1o) +Ag (rz)ei(k1r2+¢2o)]= Ale_i“’ltei“’l (6)
y el médulo al cuadrado sera:
Ey/? =A% + AL +2A,Ag cos[ky (r, —11)] (7)

donde supusimos que ambas fuentes (A y B) estan en fase (A¢g, =0). La intensidad es proporcional
al modulo al cuadrado, por lo que queda:

I, =11 +1g1 + 2151151 COS(AD) (8)
con.

(rl - ) (9)

c

Apy =ky(rp—r) =017 T=

Del mismo modo para la frecuencia wy:

r,—r
I, =1ap + 15y +2 1 a1, COS(AD,); Ap, =k, (rp —1;) =0,1; T=M (11)

Las ecuaciones 6 a 9 representan la interferencia de dos fuentes monocromaticas de frecuencia w; y
las ecuaciones 10 y 11 las correspondientes a la frecuencia w, Para hallar la intensidad de la mezcla
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de dos frecuencias tendremos que evaluar la sefial suma y luego su modulo al cuadrado. En un
punto P arbitrario sumo los campos de cada frecuencia:

E=E; +E, = Aje %!l 4 A e 02t (12)
y el médulo al cuadrado sera

Ey+E,[" =(E; +E,)(EL +Ep) =1 +1, +2./11, cos(Ady,) (13)
con
Adyp = (001 — )t (14)

Esta fase (argumento del coseno) oscila en el tiempo a la frecuencia diferencia (batido). Si
promediamos en el tiempo este batido (algo que hacen los detectores de luz, ya sea el 0jo, un sensor
semiconductor o una pelicula fotografica) y el tiempo de promediacién es mucho mayor que el
periodo del batido el término del coseno se promedia a cero y queda:

<\E1+E2\2>= L +1, =1 (15)
Donde el simbolo < >indica la premediacion en el tiempo y se realiza integrando la funcion y
dividiendo por el tiempo de integracion T:

(cos[(@; — w,)t]) = _}_ T cos[(@; — o, )t 1dt" (16)

NOTA: el periodo de una onda de luz visible es de alrededor de 10™s, el ojo responde en 0,1s, 0
sea demora 10 periodos. Las dos frecuencias tendrian que coincidir en 14 cifras para que el ojo no
promedie el batido a cero. Por lo que en la ecuacion 16 tiene sentido hacer tender T — oo con lo
que el batido promedia a cero.

De lo anterior se concluye que si la respuesta del detector es lenta comparada con el batido
la intensidad resultante es la suma directa de las intensidades evaluadas para cada frecuencia pura,
siendo I e I

Il = IAl + IB]. + 2. IAlI Bl COS(O)]_T) = 2'0[1+ COS((D]_T)] (17)
|2 = IA2 + IBZ + 2. IAZIBZ COS(O)zT)= 2'0[1+ 003(0)2'5)] (18)

donde hemos supuesto por simplicidad (ultimo término) que a cada
frecuencia las fuentes A y B emiten con la misma intensidad lo,  [5;= Ig; I o= gy
como se ilustra en la figura 4.

—

1 2 ®

Figura 4

asi nos queda:
1 =21,[1+cos(w;t)]+ 21,[1+cos(w,t)]=14 +1, (19)

Suma de ondas con mas de dos frecuencias distintas ;,como afecta la interferencia?

Segundo intento: Conviene efectuar una particion mas fina en frecuencia, para aumentar la
resolucion del método. Si por ejemplo el espectro en frecuencias lo representamos por tres
frecuencias caracteristicas m;, 2, s, la particion puede ser esquematizada como:



0 ®3 ®3
\’ 2 2
E; E, E, (20)
J 2 2 J .
0 02 ‘03 ®©
E,=En+Eg), E2=Ea+Eg),, Es=Ea+Eg),,

Figura b

¢Como afecta la figura de interferencia que las frecuencias sean distintas? Repitamos los pasos
anteriores y tendremos:

E=E; +E, +E;=A;e "'l 4+ A,e702%!%2 4 A o731t (21)
y el médulo al cuadrado sera
‘E1+E2+E3‘2=(E1+E2+E3)(E1+E2+E2) (22)
=\E1\2 +\E2\2 +\E3\2 + 2/E;|Ey|cos(Ady,) + 2[E; [E5|cos(Ad13) + 2E 5 |E 3/ cOS(Ad,3)

con
Ad1p = (91 —0y) — (0] —0)t  Ad13 = (91 —@3) — (0] —@3)t  Ady3 = (@, —93)— (w0 —w3)t  (23)

Esta Gltima evaluacion surge de promediar en el periodo de la onda, pero si se promedia en el
tiempo de integracion del detector T y se asume que T — oo desaparecen los téerminos cruzados,
guedando:

<\(E1+E2+E3)\2>:|l+|2+|3:| (24)

Ultimo intento: podemos extender el resultado a una particion méas fina tomando N frecuencias
distintas, con:

Figura 6
0; =0, +iAo;; i=1,N de modo que:

m=030+':oa,\,; y Ao=Aw;(N-1) (25)

queda para N frecuencias:

03;0 Ao @i ®
()
con I, =21,[1+cos(w;t)] laintensidad debida a cada frecuencia en el ancho A® (27)
y e={170) (28)



En las figuras que siguen se grafica la intensidad en funcion del

desfasaje. El espectro en frecuencia de cada fuente tiene un ancho

caracteristico Am y un valor medio w. A modo de ejemplo se grafica en

la figura (8) a la superposicion de las I; en funcion de la posicion para < A
N=4 y N=10 respectivamente para el mismo ancho espectral. En la parte

by c se grafica la suma | en distintas escalas de desfasaje. Este ejercicio

IS

nos muestra el efecto al aumentar la resolucion en el célculo: en el caso
de 4 frecuencias en ®t=85 vuelve a aparecer la interferencia que se veia (o)

en ot=0; al aumentar el nimero de frecuencias a igual ancho de banda Figura 7

esta reaparicion ocurre a valores mayores de wt. En el limite en que N es

infinito, esta reaparicion no ocurre mas. Por lo tanto debemos concentrarnos en observar solamente
la zona cercana a mt=0.

N=4; Aw=0,3; Aw;i=0,075 N=10; A®»=0,3; Aw;=0,03

[NTENSIDAD EN FUNCION DE LA COORDENADA INTEMNSIDAD EMN FUNCION DE LA CODRDENADA
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Figura 8: En la primer columna es N=4, en la segunda N=10, para el mismo ancho de banda A.
a) se superponen todas las I
b) vy c) Representa la suma |

En las figuras que siguen (9) se grafica la superposicion de 10 frecuencias variando la
separacion entre ellas, es decir el ancho de banda. En el eje vertical la intensidad ha sido
normalizada para poder comparar los distintos efectos en lo que hace a las franjas de interferencia.
A mayor ancho de banda se observa que las franjas de interferencia se diluyen antes (a menor
diferencia de caminos). La distancia durante la cual se sigue teniendo un contraste apreciable es
inversamente proporcional al ancho de banda. Al tiempo maximo t para el cual se mantiene un
contraste apreciable se denomina tiempo de coherencia de la fuente, y a la distancia que recorre la
luz en ese tiempo se la denomina longitud de coherencia.
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INTEMSIDAD EN FUMCIONM DE LA COORDEMNADA
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Figura 9
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A modo de resumen en la figura 10 se ilustran las contribuciones de los distintos parametros
que aparecieron en las superposiciones ilustradas anteriormente. A mayor ancho de banda (Am),
maés reducida es la region en que se observa la interferencia. La interfranja depende de la frecuencia
media, y la repeticion de la figura (batido) depende del espaciado entre frecuencias y desaparece si
se utiliza un continuo en la superposicion.
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Figura 10
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