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前 　 　 言

　 　数字信号处理是用计算机对信号 、波形 、数据 、信息等进

行变换 、分析 、综合的技术 。现在 ，数字信号处理的应用领域

极为广泛 ，例如信息与通信 、音响与语音 、测量与控制 、经济 、

统计 、地质勘探 、医疗等领域 。可以毫不夸张地说 ，数字信号

处理已经成为所有科学技术领域所必需的基础技术 。

迄今为止 ，数字信号处理主要是以一维平稳信号为对象

的线性 、时不变处理 。今后要研究和实现的数字信号处理将

是以多维信号和非平稳信号为对象的非线性 、时变和自适应

处理 。这种数字信号处理能够真正发挥其魅力 ，是传统的模

拟技术所难以实现的信号处理 。

多维数字信号处理是今后数字信号处理发展的方向之

一 。本书将多维数字信号处理的基础理论和应用相结合 ，可

作为大学本科生和研究生的教科书 ；也可作为一般工程技术

人员的自学参考用书 。所谓多维信号 ，是指其振幅值是由多

个独立自变量 t１ ，t２ ，⋯ ，tn 所决定的信号 u（ t１ ，t２ ，⋯ ，tn ） ，这

里的 n表示信号 u的维数 。图像是典型的二维信号 ，电影是

三维信号的代表 ，而由传感器阵列接收地震波所得到的信号

既可以构成二维信号 ，也可以构成三维信号 。多维信号不但

在科学技术领域作为观测数据和测量数据是极为重要的信

息 ，而且也是人们直观地描述周围事物和传递信息的极为重

要的手段 。因此 ，在多媒体通信和计算机网络等方面 ，各类

图像的处理 、编码和传输已经成为重要课题 ，众多的研究人



员和技术工作者正在为此而加倍努力工作 。多维数字信号

处理被认为是未来高度发达的信息通信系统的基本技术 。

现在 ，大学里已把数字信号处理作为重要基础理论课程 ，与

电路 、电子线路 、信息理论 、逻辑电路等课程一起列入电子 、

通信和信息专业的必修课程 。提倡上述相关专业的学生在

大学本科阶段学习数字信号处理的基本理论是很有必要的 。

这里所指的数字信号处理基本理论 ，以一维信号为对象 ，包

括信号理论 、离散傅里叶变换及快速傅里叶变换 、数字滤波

器及其设计等内容 。本书所要讲述的多维数字信号处理是

继上述内容之后要进一步学习的内容之一 。

基于上述观点 ，本书在编写时注意了以下几点 ：

（１） 由于多维数字信号处理的理论在许多地方与一维

数字信号处理理论相似 ，加之执笔本书时日本还没有出版过

多维数字信号处理方面的教科书 ，因而本书在讲述多维数字

信号处理的基本理论和应用时 ，注意随时指出它与一维信号

处理的异同点 。

（２） “多维”指维数在二维以上 ，本书是以二维为中心来

讲述多维数字信号处理的 。之所以这样做 ，是因为多维数字

信号处理中 ，二维的情况最为简单 。并且 ，多维数字信号处

理所特有的大部分问题可以从一维信号处理与二维信号处

理的不同点中看出 。

（３） 多维数字信号处理的基本内容与一维一样 ，包括信

号理论 、离散傅里叶变换及快速傅里叶变换 、数字滤波器及

其设计等 。关于这些内容 ，本书都给予了详细的论述 。

（４） 努力做到并不只停留在概念上 ，尽可能举出一些信

号处理方面的实例和数据 ，以便读者能进行直观地理解 。此
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外 ，还给出了许多用于帮助理解所述内容的例题 。

（５） 关于公式推导和定理证明 ，书中已有完整的论述 ；

对于进一步的讨论 、扩展和应用 ，将留给读者通过参考文献

来学习 。

当把本书作为大学本科教科书使用时 ，讲授中可以略去

第 ７章的后半部分（多维无限长单位冲激响应（IIR）滤波器逼

近） 、第 ８ 章和第 ９ 章 。其理由是 ，第 ７ 章后半部分的多维

IIR 滤波器逼近等内容还处于研究阶段 ，其设计方法大都是

以数值计算优化为主 。第 ８章和第 ９章是面向研究生或者专

业研究人员的 ，内容较深 。读者可以通过本书掌握多维数字

信号处理的基础知识 ，然后再结合相关参考文献学习更深的

内容 。

本书初稿中的各种图形和曲线的绘制 ，得到了在作者所

在大学选修“智能系统科学讲座”课程的学生的帮助 ，在此表

示衷心的感谢 。本书所列的参考书籍及文献尽可能引用了

原版 ，但遗憾的是由于时间关系而未能详细收录最新发表的

论文 。朝仓书店出版社的各位同仁为本书出版付出了辛勤

劳动 ，作者在此一并表示诚挚的感谢 。

川又政征 　 口龙雄
kawamata＠ higuchi ．ecei ．tohoku ．ac ．jp 　

thiguchi＠ higuchi ．ecei ．tohoku ．ac ．jp 　
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　 　 本章将给出一些具体例子来介绍各种信号 。讲述信号

的维数 ，并给出连续信号 、模拟信号 、离散信号 、数字信号的

定义 。其中 ，本书的主要对象是多维数字信号 。  

1 ．1 　信 　号 　

平时 ，我们通过测量各种各样的量 ，进行某种判断 ，来安排我们的

生活 。例如在日常生活中 ，我们总是注意每天的气温 、气压 、湿度 、体

重 、血压等的变化 。而在科学技术方面 ，我们通过测量某个电路的电

流 、电压 、功率来进行电路分析与设计 ，通过测量位置和速度来理解物

体的运动 。这里所列举出的量 ，都可以像图 １畅１ 那样来表示 ，它们是

随某个坐标轴 t而变的物理量 u（t） 。多数情况下 ，坐标轴 t是时间 ，但

也有表示位置的 。这种随坐标轴 t而变化的量称为信号（signal） 。一
般 ，也可认为信号 u（t）是以 t为自变量 ，以 u为因变量的函数 。所谓

信号处理 ，是以信息的提取 、传输和存储 ，系统的观测和控制等为目的

对信号进行加工 、解析和合成 。数字信号处理（digital signal process唱
ing）就是用数字计算机或者数字电路来进行的信号处理 。  

1 ．2 　多维连续空间信号和模拟信号 　

如图 １畅１所示 ，作为一个自变量 t的函数所表示的信号 ，称为一维

信号（one唱dimensional signal） 。作为两个自变量 t１ 和 t２ 的函数所表
示的信号称为二维信号 ，这两个自变量称为空间自变量（spatial varia唱
ble） 。这里 t１ 和 t２ 究竟表示什么（时间还是位置） ，我们不必在意 。所

谓维（dimension） ，可认为是为了表示信号的值所必须的自变量 ，为了

方便常常把 t１ 和 t２ 的方向分别称为水平方向（horizontal direction ）和
垂直方向（vertical direction） 。如图 １ ．２所示 ，空间自变量 t１ 、t２ 取连
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续值的二维信号 u（ t１ ，t２ ）称为二维连续空间信号 （two唱dimensional
continuons唱space signal） 。
二维连续空间信号中 ，幅值取连续值的信号称为二维模拟信号

（analog signal ） ，取离散的多电平值的信号称为二维多电平信号

图 1畅1 　信 　号

图 1畅2 　二维连续空间信号
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（multi唱level signal） １）
。

　 　下面给出典型的二维连续空间信号 。

1 ．单位脉冲（unit impulse）
δ（t１ ，t２ ） ＝ δ（t１ ）δ（t２ ） （１畅１）

式中 ，δ（t）是狄拉克 δ函数（Dirac delta function） 。
2 ．单位阶跃（unit step）

S（t１ ，t２ ） ＝
１ ，　 　 t１ ≥ ０且 t２ ≥ ０

０ ，　 　 其他
（１畅２）

3 ．直线（line）
l（t１ ，t２ ） ＝ δ（t２ － αt１ － β） （１畅３）

式中 ，α为斜率 ，β为截距 。

4 ．方柱（rectangular signal）
r（t１ ，t２ ） ＝

１ ，　 　 | t１ | ≤ L１ ，| t２ | ≤ L２

０ ，　 　 其他
（１畅４）

5 ．圆柱（cylinder）
c（t１ ，t２ ） ＝

１ ，　 　 t２１ ＋ t２２ ≤ R
０ ，　 　 其他

（１畅５）

6 ．指数函数（exponential function）
（１） 分离型 ：exp（α１ t１ ＋ α２ t２ ）

（２） 圆对称型 ：exp（α t２１ ＋ t２２ ） （１畅６）

7 ．复指数函数（complex exponential function）
（１） 分离型 ：exp（ jξ１ t１ ＋ jξ２ t２ ）

（２） 圆对称型 ：exp（ jξ t２１ ＋ t２２ ） （１畅７）

　 　 例题 1 ．1 　二维复指数函数 exp（ jξ１ t１ ＋ jξ２ t２ ）是个很重要的信
号 ，它是后面将要讲到的二维傅里叶变换的“核” ，同时也是二维系统

　 　 １） 本书后叙中 ，在前后文章的逻辑性和符号明了的情况下 ，大都省略了维数（一维 、二维 、

三维等）和模拟／数字等用语 。 当有必要区分它们的大小和信号类别时 ，用语中将予以明示 。
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和滤波器的测试输入信号 。对不同的（ξ１ ，ξ２ ） ，可用图形表示其所对应

的二维复指数函数的虚部 sin（ξ１ t１ ＋ ξ２ t２ ） 。
解 　对于图 １畅３（a）所示的各种（ξ１ ，ξ２ ） ，图 １畅３（b） ～ （f）分别示

出了 sin（ξ１ t１ ＋ ξ２ t２ ）的波形 。

图 1畅3 　各种频率的二维复指数函数

信号 u（t１ ，t２ ）可以表示成两个一维信号 uc１ （ t１ ）和 uc２ （t２ ）之积的
形式 ，该信号称为可分（separable）信号 。一维信号处理的理论和方法

可以直接用于可分信号 。

三维（three唱dimensional）连续空间信号是其值 u（t１ ，t２ ，t３ ）由三个
连续的自变量 t１ ，t２ ，t３ 决定的信号 。与二维连续空间信号一样 ，作为

三维连续空间信号的例子 ，可以定义其单位脉冲和复指数函数 。 同

样 ，也可以定义四维（four唱dimensional） 、五维（five唱dimensional）等连
续空间信号的单位脉冲和复指函数 。
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图 1畅4 　多维连续空间信号
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　 　 例题 1 ．2 　举出二维和三维连续空间信号的具体例子 。

解 　例如图 １畅４（a）的“少女”那样 ，人眼在某个瞬间所看见的

静态图像（still image）u（t１ ，t２ ）是二维连续空间信号 ，u表示图像的灰
度 。如图 １畅４（b）所示 ，在某段时间里所看到的动态图像（moving im唱
age）u（t１ ，t２ ，t３ ）是三维连续空间信号 ，在这种情况下 ，可将眼前的空间

按纵轴和横轴分别选为 t１ 和 t２ ，将时间轴选为 t３ 。  

1 ．3 　多维离散空间信号和数字信号 　

两个空间自变量取整数的二维信号 ud （n１ ，n２ ）称为二维离散空间
信号 （discrete唱space signal） ，如图 １畅５ 所示 。 很容易想像 ，将前述

（１畅１）式 ～ （１畅７）式中的 t１ ，t２ 换成 n１ ，n２ ，便可得到相对应的离散空间

信号 。

图 1畅5 　离散空间信号
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　 　 例题 1 ．3 　下面举出这些典型的二维离散空间信号的例子 。

1 ．单位脉冲

　 　 　 　 δ（n１ ，n２ ） ＝ δ（n１ ）δ（n２ ） （１畅９）

式中 ，δ（n）是克罗内克 δ（Kronecker delta）函数１）
。

2 ．单位阶跃

　 　 　 　 s（n１ ，n２ ） ＝
１ ，　 n１ ≥ ０ 　 且 n２ ≥ ０

０ ，　 其他
（１畅１０）

3 ．方柱

　 　 　 　 r（n１ ，n２ ） ＝
１ ，　 | n１ | ≤ L１ ，| n２ | ≤ L２

０ ，　 其他
（１畅１１）

4 ．指数函数

（１） 分离型 ：exp（α１ n１ ＋ α２ n２ ）
（２） 圆对称型 ：exp α n２

１ ＋ n２２ （１畅１２）

5 ．复指数函数

（１） 分离型 ：exp（ jξ１ n１ ＋ jξ２ n２ ）
（２） 圆对称型 ：exp jξ n２

１ ＋ n２２ （１畅１３）

　 　在二维离散空间信号中 ，有一种情况是信号的幅值取量化后的离

散值 ，这种信号称为二维数字信号（digital signal） 。相对应 ，把信号幅

值取连续值的信号称为抽样值信号（sampled signal） 。二维数字信号
处理是将数字信号作为输入并对其进行某种运算的 。但是 ，对数字信

号进行数学描述是很麻烦的 ，所以 ，除了特别的场合外 ，我们并不考虑

振幅离散化了的信号 。但作为用语 ，常把“数字信号”作为离散空间信

号的代称 。

例题 1 ．4 　举出二维和三维数字信号的例子

解 　元素值取整数的矩阵 A＝ ｛a（n１ ，n２ ）｝ ，可以看作是二维数

　 　 １） 克罗内克 δ函数是当 n ＝ ０ 时 δ（n） ＝ １ ，其他情况下 δ（n） ＝ ０ 的函数 。

8

　第 1 章 　多维信号



字信号 ，在这种情况下 ，空间自变量是行和列的序号（n１ ，n２ ） 。
当把图 １畅４中的静态图像“少女” ，存放在计算机中时 ，它就成了

二维数字信号 。它在 n１ ＝ ０ ～ ２５５ ，n２ ＝ ０ ～ ２５５的方格坐标点（n１ ，n２ ）
上具有信号值（灰度） ，其值取 ０ ～ ２５５范围内的整数 。

同样 ，图 １畅４（b）的动态图像“推销员”在计算机中是作为三维数字

信号存储的 ，它在 n１ ＝ ０ ～ ３５９ ，n２ ＝ ０ ～ ２８７ ，n３ ＝ ０ ，１ ，２ ，⋯范围内的方

格坐标点（n１ ，n２ ，n３ ）上有信号值（灰度） ，其值取 ０ ～ ２５５ 范围内的整

数 。其中的 n３ 表示时间轴 。  

1 ．4 　阵列信号 　

二维信号中 ，也有表示成 u（t ，n）（其中 t为连续自变量 ，n为整数）

的信号 。如图 １畅６所示 ，把等间隔排列着的传感器阵列（sensor array）
所记录的一维地震波（seismic wave）组合起来作为二维信号来描述
时 ，就成为信号 u（t ，n） 。这时 ，n表示传感器的位置 ，t表示时间 。这

样的信号称为阵列信号（array signal） 。

图 1畅6 　阵列信号
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　 　作为在频率域对信号进行描述 、分析和综合的方法 ，本

章将导入多维模拟信号和数字信号的傅里叶变换 ，并考察其

性质 。其次 ，将叙述模拟信号的抽样问题 。对模拟信号进行

数字处理 ，在大多数情况下是先对模拟信号进行抽样 ，使之

变成数字信号 ，而后对数字信号进行处理 。这时 ，在适当的

条件下 ，对模拟信号进行抽样得到的数字信号与原来的模拟

信号具有相同的信息 。反过来 ，用适当的方法能从数字信号

完全重现原来的模拟信号 。这就是众所周知的抽样定理 ，是

数字信号处理中最重要的基础理论 。  

2 ．1 　多维模拟信号的傅里叶变换 　

2 ．1 ．1 　傅里叶变换和逆变换

求取信号中所包含的简单分量 ，是分析信号的重要方法之一 。另

外 ，如果能够把复杂信号表示为几个简单信号分量的组合 ，那么复杂

信号的加工 、记录 、合成等就变得容易了 。下面叙述的傅里叶变换就

是一种信号分析和综合的方法 。

二维模拟信号 ua （ t１ ，t２ ）的傅里叶变换 （Fourier transform ）Ua

（Ω１ ，Ω２ ）定义如下 ：

Ua（Ω１ ，Ω２ ） ＝ ∫
∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
ua（t１ ，t２ ）exp（－ jΩ１ t１ － jΩ２ t２ ）d t１ d t２

Ω１ ＝ － ∞ ～ ＋ ∞ ，Ω２ ＝ － ∞ ～ ＋ ∞ （２畅１）

其逆变换（inverse transform）为

　 　 ua（t１ ，t２ ） ＝
１

（２π）
２∫

∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
Ua（Ω１ ，Ω２ ）exp（ jΩ１ t１ ＋ jΩ２ t２ ）dΩ１ dΩ２

t１ ＝ － ∞ ～ ＋ ∞ ，t２ ＝ － ∞ ～ ＋ ∞ （２畅２）
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　 　在这种正逆变换中 ，信号 ua（t１ ，t２ ）及其变换 Ua（Ω１ ，Ω２ ）一般都是复

变函数 。 Ω１ 和 Ω２ 分别称为其方向上的空间角频率（spatial angnlur fre唱
quency）。它们与随时间变化的一维信号的角频率（angnlur frequency ）
（单位为弧度／秒的频率）是有区别的 。但在本书中 ，我们仍称其为角频

率 ，并且 ，在不引起误解的情况下 ，更简单地称其为频率（frequency）。
（２畅２）式和（２畅１）式可作如下解释 。 （２畅２）式意味着信号 ua （t１ ，t２ ）

可以表示成各种频率（Ω１ ，Ω２ ）的复指数函数 exp（ j Ω１ t１ ＋ j Ω２ t２ ）被复
数加权系数 Ua （ Ω１ ，Ω２ ）所加权 ，成为二维模拟信号 Ua （ Ω１ ，Ω２ ）exp
（ j Ω１ t１ ＋ j Ω２ t２ ）（它也是个复指数函数）而后求和（确切地说是积分）的

结果 。这就说明 ，任意信号 ua（t１ ，t２ ）可以由各种频率的复指数函数来
合成 。合成时的复指数函数所带的加权系数 Ua （Ω１ ，Ω２ ）可由（２畅１）式

求出 。正变换式（２畅１）意味着信号 ua （t１ ，t２ ）中所包含的频率为（ Ω１ ，

Ω２ ）的复指数函数 exp（ j Ω１ t１ ＋ j Ω２ t２ ）的量为 Ua （Ω１ ，Ω２ ） ，它的值是个

复数 。

正变换 Ua （ Ω１ ，Ω２ ）称为信号 ua （ t１ ，t２ ）的谱 （傅里叶谱）（spec唱
tram） 。由于 Ua（Ω１ ，Ω２ ）是复数 ，所以可表示成

　 　 　 　 Ua （Ω１ ，Ω２ ） ＝ | Ua（Ω１ ，Ω２ ） | ej矱（ Ω１ ，Ω
２
）

（２畅３）

式中 ，Ua （Ω１ ，Ω２ ）的绝对值 ｜Ua （Ω１ ，Ω２ ）｜称为振幅谱（amlitude spec唱
trum） ，相位 矱（Ω１ ，Ω２ ）称为相位谱（phase spectrum） 。

　 　 例题 2畅1 　证明（２畅２）式是（２畅１）式的逆变换 。

　 　 解 　将（２畅１）式的右边代入（２畅２）式的右边 ，可得下式 ，从而得

证 。

１

（２π）
２∫

∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
ua（t′１ ，t′２ ）e－ jΩ

１
t′
１
－ jΩ

２
t′
２ dt′１ dt′２ ejΩ１ t１ ＋ jΩ

２
t
２ dΩ１ dΩ２

＝
１

（２π）
２∫

∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
ua（t′１ ，t′２ ）∫

∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
ejΩ１ （ t１ － t′

１
）＋ jΩ

２
（t
２
－ t′

２
）dΩ１ dΩ２ dt′１ dt′２

＝
１

（２π）
２∫

∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
ua（t′１ ，t′２ ）（２π）２ δ（t１ － t′１ ，t２ － t′２ ）dt′１ d t′２ ＝ ua（t１ ，t２ ）

（２畅４）
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2 ．1 ．2 　特殊信号的傅里叶变换

下面举出特殊信号的傅里叶变换 ，其振幅谱如图 ２畅１所示 。
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图 2畅1 　特殊二维信号的傅里叶变换

　 　 1 ．单位脉冲

　 　 　 　 δ（t１ ，t２ ） ← → １ （２畅５）

2 ．复指数函数（图中仅表示出了它的虚部及其频谱）

　 　 　 　 exp（ jθ１ t１ ＋ jθ２ t２ ） ← → （２π）
２
δ（Ω１ － θ１ ，Ω２ － θ２ ） （２畅６）

3 ．直线（斜率 α ，截距 β）

　 　 　 　 δ（t２ － αt１ － β） ← → e－ jβΩ
２ ２πδ（Ω１ ＋ αΩ２ ） （２畅７）

4 ．方形柱

　 　 　 　 r（t１ ，t２ ） ← → ２L１
sinL１ Ω１

L１ Ω１

· ２L２
sinL２ Ω２

L２ Ω２

（２畅８）
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5 ．圆柱

　 　 　 　 c（t１ ，t２ ） ← → ２πR２ J１ R Ω
２
１ ＋ Ω

２
１

R Ω
２
１ ＋ Ω

２
２

（２畅９）

式中 ，J１ （ · ）为第一类贝赛尔函数（Bessel function） 。
2 ．1 ．3 　带限信号

一维频域的“带宽”是一维频率轴上的某个“区间” ，所以其带限

（bandlimit）的形状很简单 。 二维频域的带宽是由两个频率 Ω１ 和 Ω２

所表示的平面中的某个“区域” ，可通过选取这个区域来定义各种各样

的带限形状 。

　 　 瞯 矩形带限信号 　我们来看带限为矩形区域 Ur （Ω１ ，Ω２ ）的信号

ur （t１ ，t２ ） 。

　 　 　 　 Ur （Ω１ ，Ω２ ） ＝
１ ，　 | Ω１ | ≤ Ωc１ ，| Ω２ | ≤ Ωc２

０ ，　 其他
（２畅１０）

这个傅里叶变换可以如下式那样完全分开 。

　 　 　 　 Ur （Ω１ ，Ω２ ） ＝ Ur１ （Ω１ ）Ur２ （Ω２ ） （２畅１１）

其中

　 　 　 　 Uri （Ωi ） ＝
１ ，　 | Ωi | ≤ Ωci

０ ，　 其他
（２畅１２）

i ＝ １ ，２ （２畅１３）

因此 ，它的逆变换可如下方便地求得

　 　 　 　 ur （t１ ，t２ ） ＝
Ωc１

π

sin（Ωc１ t１ ）
Ωc１ t１ ·

Ωc２

π

sin（Ωc２ t２ ）
Ωc２ t２

　 　 　 　 t１ ，t２ ＝ － ∞ ～ ＋ ∞ （２畅１４）

　 　 瞯 圆对称带限信号 　 作为信号的带限 ，一般常考虑其为如下的

圆对称形 。

　 　 　 　 Uc （Ω１ ，Ω２ ） ＝
１ ，　 Ω

２
１ ＋ Ω

２
２ ≤ Ωc

０ ，　 其他
（２畅１５）
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求上式的傅里叶逆变换可以得到

　 　 　 　 uc （t１ ，t２ ） ＝
１

（２π）
２簇 Ω

２
１
＋ Ω

２
２
≤ Ωc

１ · exp（ jΩ１ t１ ＋ jΩ２ t２ ）d Ω１ d Ω２

（２畅１６）

对此进行如下的自变量变换 ：

　 　 　 　 Ω１ ＝ Ωcos矱 ，　 Ω２ ＝ Ωsin矱 ，　 t２ ／t１ ＝ tanθ （２畅１７）

这时

　 　 uc （t１ ，t２ ） ＝
１

（２π）
２∫

Ωc

０ ∫
π

－π
exp jΩ t２１ ＋ t２２ cos（θ － 矱） Ωd矱d Ω

（２畅１８）

从而

　 　 　 　 uc （t１ ，t２ ） ＝
１
２π∫

Ωc

０
ΩJ０ Ω t２１ ＋ t２２ d Ω

＝
Ω
２
c

２π

J１ Ωc t２１ ＋ t２２
Ωc t２１ ＋ t２２

－ ∞ ≤ t１ ，　 t２ ≤ ＋ ∞ （２畅１９）

式中 ，J０ （ · ）和 J１ （ · ）分别为零阶和一阶第一类贝塞尔函数 。

2 ．1 ．4 　傅里叶变换的性质

下面举出傅里叶变换的基本性质 。这里 ，设信号 f （ t１ ，t２ ）的傅里
变换为 F（Ω１ ，Ω２ ） 。

1畅 反转性
　 　 　 　 f （± t１ ，± t２ ） ← → F（± Ω１ ，± Ω２ ） （２畅２０）

　 　 2畅 线性
　 　 　 　 a１ f１ （t１ ，t２ ） ＋ a２ f２ （t１ ，t２ ） ← → a１ F１ （Ω１ ，Ω２ ） ＋ a２ F２ （Ω１ ，Ω２ ）

（２畅２１）

　 　 3畅 共轭性
　 　 　 　 f 倡

（t１ ，t２ ） ← → F倡
（－ Ω１ ，－ Ω２ ） （２畅２２）

　 　其中“ 倡 ”表示复共轭 。
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4畅 分离性
　 　 　 　 f１ （t１ ） f２ （t２ ） ← → F１ （Ω１ ）F２ （Ω２ ） （２畅２３）

　 　 5畅 扩大缩小
　 　 　 　 f （a１ t１ ，a２ t２ ） ← → F（Ω１ ／a１ ，Ω２ ／a２ ）／ | a１ a２ | （２畅２４）

　 　 6畅 移位性
　 　 　 　 f （t１ ± τ１ ，t２ ± τ２ ） ← → exp［碢 j２π（τ１ Ω１ ＋ τ２ Ω２ ）］F（Ω１ ，Ω２ ）

（２畅２５）

　 　 7畅 旋转性
　 　 　 　 f （t１ cosθ＋ t２ sinθ ，－ t１ sinθ＋ t２ cosθ） ← → F（Ω１ cosθ＋ Ω２ sinθ ，

－ Ω１ sinθ ＋ Ω２ cosθ） （２ ．２６）

　 　 8畅 调制
　 　 　 　 exp［± j（η１ t１ ＋ η２ t２ ）］ f （t１ ，t２ ） ← → F（Ω１ 碢 η１ ，Ω２ 碢 η２ ）

（２畅２７）

　 　 9畅 卷积
　 　 　 　 g（t１ ，t２ ） ＝ h（t１ ，t２ ） 碅 f （t１ ，t２ ） ← → G（Ω１ ，Ω２ ）

＝ H（Ω１ ，Ω２ ）F（Ω１ ，Ω２ ） （２畅２８）

式中 ，碅表示（２ ．３２）式的卷积 。

　 　 10畅 乘积
　 　 　 　 g（t１ ，t２ ） ＝ h（t１ ，t２ ） f （t１ ，t２ ） ← → G（Ω１ ，Ω２ ）

＝ H（Ω１ ，Ω２ ） 碅 F（Ω１ ，Ω２ ） （２畅２９）

　 　 11畅 内积

　 　 　 　∫
∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
h（t１ ，t２ ） f 倡

（t１ ，t２ ）d t１ d t２
＝

１

（２π）
２∫

∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
H（Ω１ ，Ω２ ）F倡

（Ω１ ，Ω２ ）d Ω１ d Ω２

（２畅３０）

　 　 12畅 帕塞瓦尔（Parseval）等式
　 　 　 　 信号的能量 ＝ ∫

∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
| f （t１ ，t２ ） | ２ d t１ d t２ 　 　 　 　
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＝
１

（２π）
２∫

∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
| F（Ω１ ，Ω２ ） | ２ d Ω１ d Ω２

（２畅３１）

2 ．1 ．5 　卷 　积

将两个信号 ua （ t１ ，t２ ）和 ha （ t１ ，t２ ）按如下操作得到一个新信号
ya（t１ ，t２ ）的运算 ，称为卷积（convolution） 。
　 　 　 　 ya（t１ ，t２ ） ＝ ∫

∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
ha （s１ ，s２ ）ua（t１ － s１ ，t２ － s２ ）ds１ ds２

（２畅３２）

这一卷积与下面的卷积相等 。

　 　 　 　 ya（t１ ，t２ ） ＝ ∫
∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
ha （t１ － s１ ，t２ － s２ ）ua（s１ ，s２ ）ds１ ds２

（２畅３３）

　 　 卷积是信号处理中最重要的操作之一 。傅里叶变换中最重要的

性质 ，就是两个信号的卷积的傅里叶变换等于两个信号的傅里叶变换

的乘积 。即设信号 ua（t１ ，t２ ） ，ha （ t１ ，t２ ） ，Y a （ t１ ，t２ ）的傅里叶变换分别
为 Ua（Ω１ ，Ω２ ） 、Ha（Ω１ ，Ω２ ） 、Y a（Ω１ ，Ω２ ） ，则如下的关系成立 。

　 　 　 　 卷积 ya（t１ ，t２ ） ＝∫
∞

－ ∞ ∫
∞

－ ∞
ha（s１ ，s２ ）ua（t１ － s１ ，t２ － s２ ）ds１ ds２

（２畅３４）

　 　 　 　 　 　 　 　 　
变换

　 　 　 　 　 　 　 　 　逆变换
　

← ———

　 　 　 　 乘积 Y a（Ω１ ，Ω２ ） ＝ Ha（Ω１ ，Ω２ ）Ua（Ω１ ，Ω２ ） （２畅３５）

　 　 例题 2畅2 　证明二维信号的卷积具有（２畅３４）式和（２畅３５）式的

关系 。

解 　对（２畅３４）式的右边进行傅里叶变换 ，即可证得 。

簇
∞

－ ∞ 簇
∞

－ ∞
ha（s１ ，s２ ）ua（t１ － s１ ，t２ － s２ ）ds１ ds２ e－ j Ω

１
t
１
－ j Ω

２
t
２ d t１ d t２
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