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ELEKTROTECHNIK DER GIEICHSTROMKREISE

A. ELEMENTE DES STROMKREISES

1. Beschreibung der Stromkreiselemente

Unter Stromkreisen fur Gleichstrom versteht man Stromkreise,
in denen die Stromstdrken und Spannungen zeitlich unverdnderliche
Werte haben.

Fur gewOhnlich werden diese Groéfsen mit grofSen Buchstaben I, U usw.
bezeichnet.

Die Teile eines Stromkreises werden Elemente des Stromkreises
gennant. So zum Beispiel hat ein einfacher Stromkreis fur
Gleichstrom, bestehend aus einer Spannungsquelle mit der EMS U,
und dem inneren Widerstand R; und einem Widerstand R (Abb. 3.1),
zwei Elemente: die Spannungsquelle und den Widerstand.
Stromkreiselemente mit zwei Klemmen (Endklemmen) werden Zweipole
genannt.

Aktive und passive Stromkreiselemente. Ein
Stromkreiselement fir Gleichstrom wird passiv genannt, wenn es keine
Energie in den Stromkreis einspeisen kann, unabhéngig von dem
Richtungssinn des Stromes, der durch dieses Element fliefst (fur
gewohnlich nimmt ein solches Element elektrische Energie auf). Ein
Widerstand ist ein passives Stromkreiselement.

Ein Stromkreiselement wird aktiv genannt, wenn es in gewissen
Betriebsbedin-gungen eine Energie elektrischer Natur liefern kann (in
anderen Betriebsbedingungen kann ein solches Element eventuell
auch elektrische Energie aufnehmen). Die Stromquellen sind aktive

Stromkreiselemente.
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Ein Stromkreis, der nur aus passiven Elementen besteht, wird
passiver Stromkreis genannt. Ein Stromkreis der aufier passiven
Elementen auch wenigstens ein aktives Element besitzt, wird aktiver

Stromkreis genannt.

Abb. 3.2 Abb. 3.3

Ein Zweipol wird vollstidndig durch die Beziehung zwischen der
Klemmenspannung U und der Stromstarke I im Element beschrieben.
Die graphische Darstellung dieser Beziehung in einem U—I—
Achsenkreuz wird Strom-Spannungs-Kennlinie des
Stromkreiselements genannt. Stromkreiselemente werden als linear
bezeichnet, wenn ihre Strom-Spannungs-Kennlinie eine Gerade ist, die
durch den Ursprung des Achsenkreuzes fuhrt (Abb. 3.2). Nichtlineare
Stromkreiselemente weisen eine kurvenférmige Strom-Spannungs-

Kennlinie auf. (Abb. 3.3).
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Die reellen Stromkreiselemente sind fir gewohnlich nichtlinear.
Viele von ihnen koénnen jedoch flir gentigend grofse Bereiche von
Stromstarke und Spannung als linear angesehen werden.

Die vereinfachte Theorie der Gleichstromkreise bezieht sich auf
Stromkreise, die aus idealen Elementen bestehen: idealer Widerstand
und ideale Stromquelle. Die Nutzlichkeit der idealen
Stromkreiselemente besteht darin, dass sie eine einfache Formulierung
der Stromkreistheorie erlauben. Das Verhalten von jedwedem reellen
Element kann durch eine gleichwertige Schaltung, bestehend aus
idealen Elementen, beschrieben (modelliert) werden. Deswegen wollen
wir anschlieffend die Untersuchung der Gleichstromkreise mit dem

Studium von zwei idealen Stromkreiselementen beginnen.
2. Der ideale Widerstand

Der ideale Widerstand ist ein passiver und linearer Zweipol,
dessen Klemmenspannung mit der Stromstdrke, unabhdingig von deren

Wert, proportional ist. Der Proportionalitatsfaktor ist der Widerstand R,

bzw. der Leitwert G = 1— Die Strom-Spannungs-Kennlinie hat demnach

die Gleichung:
U = R fur jedwedes I oder
I=@GU, far jedwedes U.
Das zeichnerische Symbol des idealen Widerstands sowie seine

Strom-Spannungs-Kennlinie sind in Abbildung 3.4 wiedergegeben.
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£ 1 ,i| !
U — U T
I I
Abb. 3.4

Der ideale Widerstand ist ein passives Element: die Leistung

2
PR=UI=R12=GU2=% ist immer positiv, da sie effektiv von den

Klemmen aufgenommen wird. Der ideale Widerstand arbeitet nur als

Verbraucher elektrischer Energie.
3. Der ideale Spannungsgenerator

Der ideale Spannungsgenerator ist ein aktiver Zweipol, dessen
Klemmens-Spannung von dem durch die Stromquelle fliefSenden Strom
unabhdingig ist.

Die U—F—Kennlinie einer idealen Spannungsquelle wird durch
die Beziehung:

U = Uy fur jedwelches I ausgedruckt.

Das zeichnerische Symbol und die U—I—Kennlinie sind in
Abbildung 3.5, a und b dargestellt.

Je mnach dem angefihrten Richtungssinn arbeitet die
Spannungsquelle als Generator, wenn der Strom, der durch sie fliefst,
einen positiven Sinn hat und als Verbraucher, wenn der Strom einen

negativen Sinn in bezug zur EMS hat. Die Leistung an den Klemmen

5
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des Spannungsgenerators P =UI=U I ist im ersten Fall positiv

(Generator) und im zweiten Fall negativ (Verbraucher). Die in einem
Zeitintervall (¢, t + Af) durch die Klemmen ausgetauschte elektrische

Energie ist AW =P, At. Die elektrische Energie ist positiv (AW > 0), wenn

sie von der Spannungsquelle effektiv abgegeben und negativ, wenn sie
von dieser effektiv aufgenommen wird.

Der durch den Spannungsgenerator fliefSende Strom I hdngt von
der Art der Stromkreiselemente ab, die an ihre Klemmen

angeschlossen sind.

E {
Lr =, 'I/-'_\-\I' 0
W
&
I
Abb. 3.5

B. DIE KIRCHHOFFSCHEN SATZE
1. Erster Kirchhoffscher Satz
Man nehme einen Verzweigungspunkt (Knotenpunkt) des Stromes

in einem Stromkreis an (Abb. 3.6). I;, I> und I3 sind die Stréme, die

durch die sich im Knotenpunkt verzweigenden Leiter fliefSen. Fir eine
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geschlossene Flache ), die den Knoten umhullt, kann man
entsprechend dem Gesetz der Erhaltung der Ladung:

I =1,+1,-1,
und

Aqy =0 schreiben

Abb. 3.6

(Die elektrische Ladung, die sich auf der Oberflaiche der von

Gleichstrom durchflossenen Leiter befindet, ist in der Zeit

.. . . A ..
unveranderlich). Durch Einsetzen von I = -Aitz , erhalt man

[ +1,-1,=0 (3.1)

Diese Beziehung stellt den ersten Kirchhoffschen Satz fur den
angenommenen Knotenpunkt dar. Durch Verallgemeinern kann er
folgendermafien ausgesprochen werden: Die algebraische Summe der
sich in einem Knotenpunkt treffenden Gleichstréme ist gleich Null:

Ny
D+l =0
K=1

(3.2)

Beachte. Geméafs der Vereinbarung, die bei der Beschreibung des

Gesetzes der Erhaltung der Ladung angenommen wurde, werden die

7
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vom Knotenpunkt wegflihrenden Stréme als positiv und jene zum

Knotenpunkt fliefSenden als negativ betrachtet.

2. Zweiter Kirchhoffscher Satz

Man nehme eine Aufeinanderfolge (Kette) von Zweigen! aus
einem Gleichstromkreis an, die zusammen ein geschlossenes Gebilde,

genannt Masche, darstellen (Abb. 3.8).

R R
] - ]
L L
—  —

U, U,

Abb. 3.8
Wenn man annimmt, dass die Bezugssinne der Stréme in den
Zweigen (Abb. 3.8) mit den Bezugssinnen der EMS Ubereinstimmen
und die Klemmenspannungen der Zweige die Bezugssinne aus der

Abbildung 3.8 haben, kann man schreiben:

U, +Uq1 =R
U, +U, =R,1, (3.3)
U, +Uq3 =Rl
U,+U, =R,

Nun schreibt man die Verbindungsbeziehungen zwischen den

Klemmenspannungen der Zweige und den Potentialen der Klemmen:

! Unter Zweig versteht man jeden beliebigen Abschnitt eines unverzweigten Stromkreises, der sich zwischen
zwei Knotenpunkten befindet.
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cccc
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*(-1) (3.4)

w

Wenn man die zweite Gleichung mit (-1) multipliziert und jede
Seite zusammenzahlt, erh&lt man:

U -U,+U,+U,=0 (3.95)

Wenn man ebenso mit dem Gleichungssystem (3.3) verfdhrt und
das Ergebnis ans Gleichung (3.5) in Betracht zieht, erhalt man die
Beziehung:

U,-Up+Ugis+U =R =R, +R 1+ R,

In dieser Art wurden zwei verschiedene Formulierungen fir den
zweiten Kirchhoffschen Satz erzielt (die nur fiir diejenigen Stromkreise
gleichwertig sind, die ausschliefdlich aus linearen Stromkreiselementen
bestehen). Somit haben wir fir den zweiten Kirchhoffsehen Satz
folgende Wortlaute:

- Die algebraische Summe der Klemmenspannungen der Zweige,
die eine Masche bilden, ist gleich Null.

N
U, =0 (5-6)

=

- Die algebraische Summe der EMS der Stromquellen aus den
Zweigen einer Masche ist der algebraischen Summe der
Spannungsabfiille in den Widerstdnden der Zweige gleich:

N N
D HU =D ER Iy (3:7)
K=1 K=1

Die Summen werden algebraisch berechnet, weil bei der
Annahme eines willkiirlichen Umlaufsinns in der Masche, diejenigen
Klemmenspannungen, deren Bezugssinn dem Umlaufsinn

entgegengesetzt ist, ein negatives Vorzeichen haben. Dieselbe Regel zur
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Bestimmung der Vorzeichen wird auch fuir die EMS und die

Spannungsabfille in den Zweigwiderstdnden angewendet.

C. UNTERSUCHUNG DER ZWEIPOLSTROMKREISE
MIT HILFE DER KIRCHHOFFSCHEN SATZE

1. Regeln fur die Zuordnung der Bezugssinne des Stromes

und der Klemmenspannung

Untersuchen wir den Stromkreis aus Abbildung 3.12: ein idealer
Spannungsgenerator speist einen linearen Widerstand. Da die
Klemmenspannung des Spannungsgenerators gleich der
Klemmenspannung des Widerstands ist (U = Ug bzw. U = RI), kann der
durch den Stromkreis flieRende Strom berechnet werden:

u

q

R
Die von dem Spannungsgenerator entwickelte Leistung :
P, =U,|
wird an den Widerstand abgegeben, wo sich die Energie durch den
Joule’schen Effekt in Warme umwandelt. Folglich ist:
P, =U,=RI*=P,

Im Verhéaltnis zu den Klemmen A und B haben der Strom, der
durch die Klemmen flief3t und die Klemmenspannung verschieden
zugeordnete Richtungssinne, je nachdem, ob wir uns auf die linke
Seite beziehen, wo die Energiequelle liegt, oder auf die rechte Seite, wo
sich der Energieverbraucher befindet.

Fur einen Zweipolstromkreis (Zweipol) sagt man, dass die

Richtungssinne der Spannung und des Stroms nach der fiir die

10
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Generatoren verwendeten Regel zugeordnet werden, wenn ihre
Richtungssinne denen fiir den Spannungsgenerator entsprechen der als
Generator arbeitet (Abb. 3.13). Die Bezugssinne der Spannung und des
Stroms werden nach der fiir die Verbraucher verwendeten Regel
zugeordnet, wenn ihre Richtungssinne jenen, die fiir einen Widerstand

benutzt wurden, entsprechen (Abb. 3.14).

L) iy
o o
Dipol Dipof
Gniar |y = | fHniar L
Pusiv Posiv
— —ua

Beachte! Die Anfihrung der Zuordnungsregel der Bezugssinne fur
Spannung und Strom an den Klemmen eines Zweipols ist
verpflichtend. Die Zahlenwerte dieser Grofden, die positiv oder negativ
sein kénnen, haben nur dann eine sinnvolle Bedeutung, wenn die

obigen Regeln eingehalten werden.
2. Schaltung von Widerstanden
Der Ersatzwiderstand eines linearen, passiven Zweipols ist gleich

dem Verhéltnis zwischen der Klemmenspannung und dem durch die

Klemmen flieRenden Strom (Abb. 3.15).

11
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Die Rechenbeziehung ist :

R =

e

v
|

Untersuchen wir nun auf dieser Grundlage die Reihen- und

Parallelschaltung von Widerstédnden.

a. Reihenschaltung
Far den Anfang nehmen wir 2zwei Widerstdnde in
Reihenschaltung an (Abb. 3.16).
Da U =U,+U,, worin U, =R/, U,=R,l, sowie U =R,| erhéalt man:
RI=RI+R,I

woraus, nach Teilung durch I#0:

R.=R +R, (3.8)
1 1 1 .
Da aber R,=—, R =— und R, =— erhélt man:
Ge Gl GZ
1 1 1 (3.9)
_— =t —
Ge Gl GZ
oder
G - G,G, (3.10)
° G, +G,

Wenn die Elemente identisch sind, erhalt man: R, =2R und G, :%.

b. Parallelschaltung

12
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Wenn die beiden Widerstinde parallel geschaltet sind, dann wird
der Ersatzwiderstand so bestimmt, indem die Bedingung gestellt wird,
dass fur diegleiche Klemmenspannung der Strom, der in beiden Fallen

durch die Klemmen flief3t, dergleiche sein soll (Abb. 3.17).

Der durch den Ersatzwiderstand flieRende Strom ist Iz% und

entsprechend dem ersten Kirchhoff'schen Satz, kann geschrieben

werden:

=1, +1,

worin I1=2 und |2:£,
1 RZ

Durch Einsetzen und Teilen durch U#0 erhalt man:

111 (3.11)

- =

R, R R,

e

oder in einer anderen Form:

__RR,_ (3.12)
° R+R,
Nattirlich erhalt man auch:
G, =G, +G, (3.13)
R

Wenn die Elemente identisch sind, erhdlt man: G, =2G und R, ==

c. Verallgemeinerung der Rechenbeziehungen fiir

Ersatzwiderstdnde

13
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Wenn man auch weiterhin wie oben verfihrt, koénnen die
Rechenbeziehungen fiir den Fall festgelegt werden, wenn eine Anzahl
von n verschiedenen Widerstdnden in Reihen oder parallel geschaltet
werden.

So zum Beispiel ergibt der zweite Kirchhoff’sche Satz fiir eine

Reihenschaltung von mehreren Widerstanden (Abb. 3.18):

Rl Rﬁ R.i; Rx R i

S S e T e T R m—

ﬂ-_______ﬂ_ﬂ = ——— wﬂ *-_______ﬂ_;l “‘-——_____ﬂ_f-_"
U U, U, U

U=U+U,+...+U,,
worin U =Rl und U, =R I (k=1,2,...,n).
Durch Einsetzen und Teilen durch I erhalt man die Beziehung:
R=R+R,+...+R,

die noch wie folgt geschrieben werden kann:
R.=>R,
k=1

oder

Y (3.14)
k=1 Gk

L
Ge
Wenn die Widerstédnde identisch sind, folgt:

R, =nR und Gezg.
n

Wenn dieselben Widerstdnde parallel geschaltet werden, ergibt
der erste Kirchhoff’sche Satz:

=1L+, +...+1,,

worin | _Y und |, =£(k=1,2,...,n).
R R,

e

14
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Durch Einsetzen der Strome und Teilen durch die Spannung U
erhalt man:

1 1 1 1
— =t —t. .+,
R, R R R

e 1 2 n

Diese Gleichung kann auch folgendermafien geschrieben werden:

1 (DT (3.15)
AR,

e

oder

Wenn die Widerstande identisch sind, folgt: G, =nG und R, =E.
n

3. Spannungs- und Stromteiler
a. Spannungsteiler
Unter Spannungsteiler versteht man eine Reihenschaltung von

zwei Widerstdinden mit dem Zweck, eine kleinere Spannung als die

urspritingliche Klemmenspannung U zu erzielen (Abb. 3.22).

15
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Der durch den Spannungsteiler flieflende Strom ist:

U

| =
R +R,

und die uns interessierende Spannung, sagen wir Uz, ist dann:

U
R +R,

U,=R,I =R,

beziehungsweise:

U _u_ R (3.16)

das heifst ein Bruchteil der Klemmenspannung.

b. Stromteiler

Unter Stromteiler versteht man eine Parallelschaltung von zwei
Widerstdinden, die in einen Zweig eines Stromkreises eingebaut wird,
mit dem Zweck, in einem der Elemente einen kleineren Strom als den

Hauptstrom I zu erzielen (Abb. 3.24).

16
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Die beiden parallel geschalteten Elemente haben einen

Ersatzwiderstand R, =% und demnach ist die gemeinsame
1+ 2
Klemmenspannung:
U=IR,

Die Stréme, die durch jedes Element des Stromteilers fliefSen,

sind:
U IR R,
=—=—2; ] =
R R R +R,
und (3.17)
U IR R
l=—=—%;1,=I
R, R, R +R,

4. Reeller Spannungsgenerator

Als reeller Spannungsgenerator wird ein Generator mit innerem
Widerstand bezeichnet. Wie wir schon gesehen haben, kennzeichnet
sich ein solcher Generator, der in belastetem Zustand arbeitet, durch
die Gleichung:

Uy =e-Rl
oder mit den fir Gleichstrom angenommenen Bezeichnungen:
U=U,-Rl (3.18)
wobei Ry = R; innerer Widerstand des Spannungsgenerators genannt
wird.

Der zweite Kirchhoff’sche Satz erlaubt uns eine Ersatzschaltung
aufzustellen, die nur aus idealen Elementen besteht und obiger
Gleichung entspricht (Abb. 3.27). Man bemerkt, dass zum Unterschied
von dem idealen Spannungsgenerator, bei dem U nicht von I abhangt,
im Falle des reellen Spannungsgenerators die Klemmenspannung fdllt,

wenn der Strom ansteigt.

17
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Im Leerlaufbetrieb (I = 0):
Ul_=U,=U

a

Im Kurzschlussbetrieb (U = 0):
U, U

_ __q
I |U=0_ IKS -5
i

0

R;

Die Strom-Spannungs-Kennlinie ist eine Gerade (Abb. 3.27).
5. Reeller Stromgenerator

Wenn man die Gleichung (3.18) durch R; teilt, erh&lt man:
u_Y

R

oder

U
IKS=E+I=Iq+I

Der erste Kirchhoff’sche Satz erlaubt es uns eine Ersatzschaltung

aufzustellen (Abb. 3.28), in der das ideale Element, das den Strom I
liefert, idealer Stromgenerator genannt wird. Fur einen idealen
Stromgenerator ist R =w und I=1I, fur jedes U (Abb. 3.29). Fur

gewohnlich wird 1, auch noch als I, =1,, bezeichnet.

Die Parallelschaltung von einem idealen Stromgenerator mit dem
inneren Widerstand des Generators wird reeller Stromgenerator
genannt.

Die Strom-Spannungs-Kennlinie einer reellen Stromquelle ist in

Abbildung 3.30 dargestellt. Man bemerkt, dass beim Anwachsen der

18
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Spannung, die von dem Stromgenerator gelieferte Stromstéarke bis zum

Wert I =0 fallt, wenn U =U, =Rl .
6. Zusammenschaltung idealer Generatoren

a. Zusammenschaltung von Spannungsgeneratoren

Zwei ideale und in Reihe verbundene Spannungsgeneratoren in
Additionsschaltung (Abb. 3.32, a) haben eine Ersatzquelle mit EMS:

Ue=U,+U,,

Wenn die Generatoren so wie in Abbildung 3.32, b in einer
Differentialschaltung liegen, so betrdgt die EMS des Ersatzgenerators:
U, =U,-U,,.

Folglich hat der Ersatzgenerator von mehreren in Reihe
geschalteten idealen Spannungsgeneratoren eine EMS, die der
algebraischen Summe der Einzelquellen gleich ist:

Uge = iquk
k=l (3.19)

Beachte! Zwei ideale Spannungsgeneratoren kénnen nur dann

parallel geschaltet werden, wenn ihre elektromotorischen Spannungen

gleich sind (U, =U,=U,). Die EMS des Ersatzgenerators ist dann

U, =U,.
E.R BB, B R Ex,&f ER ;
A D W W SN e Wt
oo oo T O
\\_\\\_‘_‘—‘———_\_\_\_'_,_,_———‘_'_ﬂ—'_'q U
&

b. Zusammenschaltung von Stromquellen
Zwei ideale Stromquellen, die parallel geschaltet sind, haben eine

Ersatzquelle mit der Stromstarke I, =1,+1,, wenn sie in einer

Additionsschaltung liegen (Abb. 3.33, a).

19



Conf. dr. ing. Emil CAZACU Grundlagen der Elektrotechnik

Wenn die Stromquellen durch eine Differentialschaltung
verbunden werden (Abb. 3.33, b), betragt der Strom der Ersatzquelle
=1

qe ql

il PP
Folglich haben mehrere parallelgeschaltete ideale
Stromgeneratoren eine Ersatzstromquelle, deren Stromstdirke gleich der
algebraischen Summe der Stromstdirken der Einzelquellen ist:
le = Zn:i l
k=l (3.20)
Beachte! Zwei ideale Stromgeneratoren kénnen nur dann in

Reihe geschaltet werden, wenn sie gleiche Stromstarken haben

(1, =14, =1,). Die Stromstérke der Ersatzquelle ist in diesem Fall I =1,.

Loy

e

—

)
N

ey
!

223

e EG
D_T B, O, T_G - E

£
£

bz
[

= (P

7. Zusammenschaltung reeller Stromqguellen

a. Parallelschaltung von Spannungsgeneratoren
Es sei der Stromkreis aus Abbildung 3.34, fir den die Elemente

U, und R, einer Ersatzstromquelle gesucht werden.

Die Bestimmung der Elemente wird auf eine einfache Art
durchgefihrt und zwar, indem die Spannungsgeneratoren in

Stromgeneratoren umgewandelt werden (Abb. 3.35).

20
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Die beiden idealen Stromgeneratoren mit den Stromstarken

U U
—+£=U,G, und —2=U,,G, kénnen durch einen einzigen Stromgenerator
Rl RZ !

mit Stromstéarke U G, +U,,G, =1, ersetzt werden.

Der Innenwiderstand des Stromgenerators (beziehungsweise ihr

Leitwert) folgt aus der Parallelschaltung der beiden Widerstidnde, und

zwar:
__RR,_ (3.21)
° R+R,
oder
G, =G, +G,

Jetzt kehren wir zum Spannungsgenerator zuriick, dessen

Innenwiderstand R, und Ersatz-EMS:

i@ﬁ
U =R :IizuqulJquZGZ: RO R (3.21)
TETOG, G +G, 1.1

Rl RZ

Schlul3folgerung. Die EMS der Ersatz Stromquelle ist ein
gewogenes (ponderiertes) Mittel zwischen den EMS der Einzelquellen,
das von den Groéflen der inneren Leitwerte abhangt. Der
Innenwiderstand der Ersatzquelle wird so berechnet, als ob die

Widerstande der Einzelquellen parallelgeschaltet waren.

b. Reihenschaltung von Spannungsgeneratoren
Zwei in Reihe geschaltete Spannungsgeneratoren kénnen durch

eine Ersatzstromquelle mit U, und R, (Abb. 3.37) ersetzt werden,

wenn man die Bedingung stellt, dass flir diegleiche Klemmenspannung
derselbe Strom die Klemmen durchflieflen soll. So kénnen folgende
Beziehungen geschrieben werden:

U=U,-R, und U=U,+U,~(R+R,)I

e

21
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woraus durch Vergleich der

entsprechenden Glieder folgende

Gleichungen erhalten werden:

qu :Uql +Uqz
und

R.=R +R,

Far n Stromquellen kénnen die Schaltgleichungen folgender-
mafSen geschrieben werden:

u (3.23)
Ug = kz; +U,
und
R, =D *R,
k=1 (3.24)
Wenn die n Stromquellen identisch sind, erhalt man:
U, =nU,
und
R, =nR

c. Parallelschaltung von Stromgeneratoren

Die Ersatzschaltung von n parallelgeschalteten reellen

Stromgeneratoren besteht aus n idealen Stromgeneratoren und n

Widerstdnden, die parallelgeschaltet sind. Fur die Elemente der

Ersatzstromquellen folgt dann sogleich:

n 3.25
|qe=zi|qk ( )
k=1
und
G, =Zn:in (3.26)
k=1

Fur n identische Stromgeneratoren werden die Gleichungen zu:

I =nl,

und
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D. UNTERSUCHUNG DER STROMKREISE MIT HILFE
DER KIRCHHOFFSCHEN SATZE

1. Anwendungsmaoglichkeiten der Kirchhoff’schen Satze.

Der Streckenkomplex eines Stromkreises

Die Spannungen an den Zweigklemmen eines Stromkreises,
sowie die durch die Zweige flieffenden Stréme befolgen die
Kirchhoff’'schen Satze. Der erste Kirchhoff’sche Satz bezieht sich auf
die Zweigstréme im Knotenpunkt eines Netzes (Knotenpunktsatz). Der
zweite Satz bezieht sich auf die Klemmenspannungen an den Zweigen,
die eine Masche bilden (Maschensatz).

Verfolgen wir nun die Anwendungsart der Kirchhoff’'schen Séatze
bei der Untersuchung der Stromkreise fir Gleichstrom.

a. Anwendung des ersten Kirchhoff’schen Satzes
(Knotenpunktsatz)

Wie wir wissen, besagt der erste Kirchhoff’sche Satz, dass die
algebraische Summe der Stromstirken aus den Zweigen, die sich in

einem Knotenpunkt treffen, gleich Null ist.

> £1,=0

keB
worin mit B die Menge der Indizes der Zweige bezeichnet wurde, die
sich im Knoten (b) treffen.

Beachte. Fuir die Uberpriifung des ersten Kirchhoff’schen Satzes
ist es nicht nétig, die Stromkreise mit allen Einzelheiten darzustellen.

Es gentligt, wenn nur die Knoten und Zweige der Stromkreise mit dem
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positiven Bezugssinn der Zweigstrome aufgezeichnet werden (Abb.
3.40). Eine Darstellung dieser Art heifdst Streckenkomplex2.

Um einen Stromkreis l6sen zu koénnen, muss die Anzahl der
unabhangigen Gleichungen bekannt sein, die man durch Anwendung
des ersten Kirchhoffschen Satzes erhalt. Um diese Anzahl zu
bestimmen, werden zwei einfache Stromkreise untersucht, deren
Streckenkomplex weiter unten vorgefihrt wird.

Es kann gleich festgestellt werden, dass man fir den Stromkreis
mit zwei Knoten aus Abbildung 3.43, in beiden Knoten dieselbe
Gleichung: |, -1,+1,=0 beziehungsweise -I,+1,-1,=0 schreiben kann.

Fur den Stromkreis mit drei Knoten aus Abbildung 3.44 kénnen
folgende Gleichungen geschrieben werden :

(@) ,-1,+1,=0 ;
(b) I, +1=1,—1,=0;

(c)-1,-1,-1,=0 .

Von den drei Gleichungen sind nur zwei unabhingig (zum
Beispiel erhalt man die dritte Gleichung, wenn man die beiden ersten
mit (-1) multipliziert und nachher zusammenzahlt). Hieraus folgt
durch Verallgemeinern : fir einen Stromkreis mit N Knoten erhalt man
durch Anwendung des ersten Kirchhoff’'schen Satzes N - 1 unabhangige

Gleichungen. Folglich:
> #1,=0(b=12,..,N-1).
keB

b. Anwendung des zweiten Kirchhoff sehen Satzes
Wir erinnern uns nun an die erste Form des Wortlauts: die
algebraische Summe der Klemmenspannungen an den Zweigen einer

Masche ist gleich Null. Folglich schreiben wir :

> +U, =0,

keP

? Auch als Graph eines Stromkreises bekannt.
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worin P die Menge der Indizes der Zweige darstellt, die die Masche
bilden (p). In dieser Summe ist das Vorzeichen plus, wenn der
Bezugssinn der Spannung mit dem Umlaufsinn in der Masche
Ubereinstimmt. Im gegenteiligen Fall ist das Vorzeichen der Spannung
minus.

Die Anzahl der unabhdngigen Spannung-gleichungen fiir die
Maschen ist gleich der Anzahl der unabhdingigen Maschen.

Eine Masche wird dann gegentiber anderen Maschen als
unabhéngig bezeichnet, wenn sie nicht aus den Zweigen dieser
Maschen gebildet werden kann. So zum Beispiel sind die in Abbildung
3.48 dar gestellten Maschen, die aus den Zweigen 1, 3, 6; 6, 2 4 und 3,
4, 5 gebildet werden, unabhingige Maschen, da jede von diesen
wenigstens einen Zweig besitzt, der nicht aus einer anderen Masche
stammt. Die aus den Zweigen 1, 2, 5 gebildete Masche ist jedoch den
anderen drei Maschen gegentliber nicht mehr unabhangig, da sie aus je
einem Zweig, der diesen Maschen gehort, gebildet wird. Wenn L die
Gesamtzahl der Zweige eines Netzes und N die Gesamtzahl der Knoten
in diesem Netz darstellt, so ist nach dem Euler’schen Satz die Anzahl
der unabhéangigen Maschen :

o=L-N+I

Im Falle des Netzes aus Abbildung 3.47 (L = 6, N = 4):

0=6—-4+1=3.

So wie eine beliebige Masche aus mehreren unabhangigen
Maschen hervorgeht, so kann die Gleichung fir diese unabhangige
Masche durch die algebraische Summe der Gleichungen fur die
unabhéangigen Maschen bestimmt werden. Diese Eigenschaft soll nun
fir den Stromkreis aus Abbildung 3.48 mit L = 6, N = 4, o = 3 gepruft
werden. Fur die unabhédngigen Maschen kénnen folgende Gleichungen
geschrieben werden:

U +U,-U,=0, fuar Masche 1;
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Uu,-U,-U,=0, far Masche 2;

U,+U,-U,=0, far Masche 3.

Fur andere Maschen, zum Beispiel fir Masche 4, erhalt man:

U +U,-U, =0

Diese .letzte Gleichung erhélt man durch Zusammenzéhlen der
Gleichungen 1, 2 und 3.

Durch Anwendung des zweiten Kirchhoffschen Satzes fir ein
Netz mit L Zweigen und N Knoten erhalt man {folglich ein
Gleichungssystem mit 0=L-N+1 unabhangigen

Spannungsgleichungen :

> U, =0(p=12,..,0).
mep

Anwendung des zweiten Kirchhoff’'schen  Satzes nach dem
zweiten Wortlaut. Des Ofteren bestehen Stromkreise flir Gleichstrom
nur aus Widerstinden und Spannungsgeneratoren. Nach dem
Ersetzen der reellen Stromkreiselemente durch ideale Elemente kann
ein beliebiger Zweig m eines derartigen Stromkreises héchstens aus
einem in Reihe geschalteten idealen Widerstand und einem idealen
Spannungsgenerator bestehen.

In diesem Fall kann der zweite Kirchhoffsche Satz unter
folgender Form angewendet werden: die algebraische Summe der EMS
aus den Zweigen einer Netzmasche ist der algebraischen Summe der
Spannungsabfille in den Widerstdnden der Maschenzweige gleich. So

konnen wir schreiben :

> U, =D =R I, (p=12,...,0).

mep mep
Bei der Anwendung des zweiten Kirehhoffschen Satzes unter
dieser Form wird die Netzmasche zweimal durchlaufen : einmal fur die
EMS und das zweite Mal fir die Spannungsabfalle.
Beachte! Das Vorzeichen einer EMS ist plus, wenn ihr

Richtungssinn mit dem gewdhlten Umlaufsinn in der Masche
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libereinstimmt (im gegenteiligen Fall ist das Vorzeichen minus). Das

Vorzeichen eines Spannungsabfalls R I, ist plus, wenn der

Richtungssinn des Stromes, der durch den Widerstand fliefSt, mit dem
Umlaufsinn in der Masche tibereinstimmt (im gegenteiligen Fall ist das

Vorzeichen minus).

2. Losung der Stromkreise mit Hilfe
der Kirchhoffschen Satze

Die Bestimmung der Zahlenwerte von Stromstdrken und
Spannungen in einem Stromkreis flr Gleichstrom umfasst drei
Etappen und zwar:

—  Bestimmung des Gleichungssystems des Stromkreises:

—  Loésung des Gleichungssystems;

—  Uberpriifung der Lésung.

Fuar die Bestimmung des Gleichungssystems koénnen folgende
Schlussfolgerungen gezogen werden, wenn man das in Paragraph D.1
Gelernte zusammenfasst:

—  fur einen Stromkreis fir Gleichstrom mit L Zweigen und N
Knoten kénnen geschrieben werden:

— N - 1 Gleichungen zwischen den L Zweigstrémen;

— L - N+ 1 Gleichungen zwischen den L Spannungen an den
Knotenpunkten.

So erhélt man folgendes Gleichungssystem:

Zi l,=0(a=12,.,(N-1);

meA

> U, =0(p=12,..,L-N+1).

meP

das aus L Gleichungen mit einer doppelten Anzahl von 2L
Unbekannten besteht, und zwar:

I, (m=12,...,L) — Zweigstrome;
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U, (m=12,...,L) — Spannungen zwischen den Knotenpunkten

— das Gleichungssystem muss zusdtzlich noch L Gleichungen
erhalten, damit man es lé6sen kann.
Wenn der Stromkreis linear ist, kénnen dem System noch L

lineare Gleichungen mit Beziehungen zwischen den Grofsen |, und U,

beigefiigt werden. So sind zum Beispiel die Verbindungsgleichungen
fir einen  Stromkreis, der nur aus Widerstinden und
Spannungsquellen besteht, folgende:

Up+U, =R I, (m=12,.,L),

die fur alle L Zweige geschrieben werden. Diese Gleichungen schliefSen
auch die Sonderfalle ein, fir die ein Zweig nur aus einem Widerstand

(wobei U, =0 angenommen wird), oder nur aus einer Spannungsquelle
(wobei R, =0 ist) besteht. Flur einen derartigen Stromkreis erhélt man

durch Anwendung der Kirchhoffschen Sétze das System:
>+l =0(a=12,....,(N-1);

keA

> #Up =2 #R I, (p=12,...L-N+1).

meP meP

das aus L Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten besteht, und

zwar den Strémen I, 1,, ..., I, die durch die L Zweige fliefSen.

Wenn der Stromkreis auch Stromgeneratoren besitzt, dann

— bestimmt jeder Stromgenerator den entsprechenden
Zweigstrom, das heifdst, dass die Anzahl der unbekannten Stréme um
einen kleiner ist, daneben jedoch noch eine Unbekannte auftritt, und
zwar die an den Stromgenerator angeklemmte Spannung ;

— verkleinert sich die Anzahl der Maschen, fir die der zweite
Kirchhoff’sche Satz als Sonderfall geschrieben werden kann. Fur die
Ubriggebliebenen Maschen kann jedoch der zweite Kirchhoff’sche Satz
in seiner allgemeinen Form angewendet werden. Folglich erhalt man

auch in diesem Fall ein Gleichungssystem von L Gleichungen mit L
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Unbekannten. Diese alle sind Klemmenspannungen der
Stromgeneratoren und bzw. Stréme, die durch diejenigen Zweige
fliefSen, die keine Stromgeneratoren enthalten.

Verfolgen wir nun die Berechnungsetappen bei zwei
Stromkreisen fir Gleichstrom.

Oft kann die Losung eines Stromkreises fur Gleichstrom
vereinfacht werden, wenn die in Reihe oder parallel geschalteten
Elemente durch Ersatzelemente vertauscht werden. Als Beispiel wird

folgende Aufgabe gebracht.

3. Methoden und Lehrsatze zum L&sen von

linearen Gleichstromkreisen

a. Uberlagerungssatz
Gegeben sei der Stromkreis aus Abbildung 3.58, a. Der durch
den Stromkreis flieRende Strom ist:

u, U

| __ql+_q2

R R

Man bemerkt, dass [ als Summe von zwei Gliedern berechnet
. Uq] qu . .
wird, | = und Izz?, die aus den Stromkreisen von den

Abbildungen 3.58, b und c berechnet werden kénnen, worin jede der

beiden idealen Stromquellen, U, und U,, sich der Reihe nach allein im

Stromkreis befinden.

Diese Berechnungsmethode kann fiir jeden linearen Stromkreis
benutzt werden, fiir den folgender Uberlagerungssatz guiltig ist: der
elektrische Strom durch jeden Zweig ist der algebraischen Summe der
elektrischen Stréme gleich, die in jenem Zweig von jeder Stromquelle
erzeugt werden, wenn sich diese allein im Stromkreis befinden wrirde.

2) Fuar den Fall eines Stromkreises, der auch reelle

Spannungsgeneratoren (oder Stromgeneratoren) enthalt, miissen diese
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durch eine Reihenschaltung von idealen Spannungsgeneratoren mit
Widerstanden (oder eine Parallelschaltung von idealen
Stromgeneratoren mit Widerstidnden) ersetzt werden. So bleiben die
Innenwiderstinde im Stromkreis, wenn die Stromquelle, d.h. ihre

EMS, aus dem Stromkreis entfernt wird.

b. Methode der Maschenstréme (der zyklischen Stréme)
Gegeben sei der Stromkreis ans Abbildung 3.63, a. Durch

Anwendung Kirchhoff’'schen Satze erhalt man das Gleichungssystem:

L+1, =1,
81, +21,=16
41,+21,=20

Das System wird mit Hilfe der Substitutionsmethode gel6st.
Durch Eliminieren von |, erhalt man das System:
&1, +2(1, +1,)=16
41, +2(1,+1,)=20
das auch folgendermafSen geschrieben werden kann:
101, +21, =16
21,+61,=20
Aus der zweiten Gleichung folgt:

206,

1

| =10-31, ,

und durch Einsetzen in die erste Gleichung erhalt man:

_84_

10(10-31,)+21, =165 1, =" =3A.

Nach weiteren Berechnungen erhdlt man fur die beiden anderen
Strome:
IL=1A; I|,=4A.
Die Verringerung der Anzahl der Gleichungen, die durch die
Substitutionsmethode erzielt wurde, kann auch direkt durch die Wahl

einer neuen Unbekannten erhalten werden, so dass der erste
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Kirchhoff’'sche Satz automatisch eingehalten wird. Die neuen
Unbekannten sind fiktive Stréme, die auch Maschenstrome oder
zyklische Strome genannt werden, wobei jeder dieser Stréome alle
Zweige einer unabhangigen Masche durchflief3t.

Nehmen wir an, dass durch die beiden Maschen des

Stromkreises aus Abbildung 3.62 die Maschenstréme |, und |, flieRen,

mit den in der Abbildung angegebenen Richtungssinnen. Die
wirklichen Stréme, die durch die Zweige des Stromkreises fliefden,
kénnen in Funktion von diesen fiktiven Stromen ausgedriickt werden.
Somit ist I,=1,, I, =1, und I,=1,+I,, da die beiden Maschenstréme im
selben Sinn durch den dritten Zweig fliefSen.
Durch Anwendung des zweiten Kirchhoff’'schen Satzes fur die
zwei Maschen erhélt man:
{8|;+2(|1'+|;)=16
41, +2(1; +1,) =20
oder
{101; +21, =16
21, +61, =20
Dieses System ist identisch mit dem weiter oben erhaltenen, das
durch Anwendung der Kirchhoff’'schen Satze und durch Substitution

des Stromes |, erzielt wurde. Das letzte System lasst aber eine

verschiedenartige Interpretation zu. So kann man bemerken, dass die

Gleichungen der Maschenstrome folgende Form annehmen:

I:\)11|1' +R12|£ :U;ql
Rle; +F322|'2 =U

q2
wobei R, und R,, Eigenwiderstéinde der Maschen genannt werden,
R, =R, der gemeinsame Widerstand der Maschen und U, und U, die

EMS der Maschen sind.
Der Eigenwiderstand einer Masche ist gleich der Summe der

Zweigwiderstdnde der Masche und ist immer positiv. Der gemeinsame
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Widerstand der beiden Maschen ist der Widerstand des gemeinsamen
Zweiges dieser Maschen, wenn dieser Zweig im selben Sinn von den
Stromen der beiden Maschen durchflossen wird. Der Widerstand

R,=R, ist dem Widerstand des gemeinsamen Zweiges mit

umgekehrten Vorzeichen gleich, wenn die Strome diesen in
entgegengesetztem Sinn durchflieflen. Die EMS der Masche ist der
algebraischen Summe aller EMS aus der Masche gleich und wird
genauso wie flir den Sonderfall des zweiten Kirchhoff’schen Satzes
berechnet.

Die Losung des Systems der Maschengleichungen ist:

I =1A; I, =3A
und kann durch Aufstellung der Streckenkomplexe mit Spannungs-
und Stromeinzeichnung Uberpriuft werden (Abb. 3.64).

Aufgabe. Gegeben sei die Briickenschaltung aus Abbildung 3.65
mit den auf dem Schema angegebenen Zahlenwerten. Bestimme die
Strome mit Hilfe des Maschenstromverfahrens.

Der Stromkreis hat L = 6, N = 4 und folglich: o =L-N+ 1 =3

unabhéngige Maschen. I, I, und I, seien die entsprechenden

Maschenstréme mit den in der Abbildung angegebenen
Richtungssinnen.
Die allgemeinen Gleichungen fiir die drei Maschen sind:

Rl +R, 1, + Rl =Uq1
R, I, + Ry, + R, 1, =U

q2

R31|1 +Rszlz +Rssls :qu

wobei, den oben angefiihrten Regeln entsprechend:

R, =R +R;+R, =10; R,=R, =R;=4;

R,=R,+R,+R;=13; R;=R,,=-R, =—4;

R;; =R, +R, + R, =10; R;=R,=R,=6;
U,=0, U,=0 U,=U =80V.
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Anmerkung. R;=R, =-R,=-4<0, weil der Zweig 4 von den
Strémen I, und 1, in entgegengesetztem Sinn durchflossen wird.
Durch Einsetzen erhélt man:

101, +41,-41,=0
41, +131,+61, =0
—41' +61,+121, =80
Hieraus folgt:
I =10A=—1,; I,=15A

Die Stromstédrken der Zweigstréme folgen aus der Uberlagerung

der Maschenstrome, die die Zweige durchfliefSen:
I, =1 =10A
L, =—1,+1,=-10+15=5A
I, =—1, =10A
I,=1,+1,=—10+15=5A
I,=1,+1,=10-10=0A
l=1,=15A

Die Streckenkomplexe dieser Strome und der Maschenstréme
sind in Abbildung 3.66, a dargestellt.

Man bemerkt, dass die Losung derselben Aufgabe mit Hilfe der
Kirchhoffs’chen Séatze zu einem Glei chungssystem von sechs

Gleichungen mit sechs Unbekannten gefiihrt hatte.

c. Methode der Knotenpotentiale

Es soll der Stromkreis aus Abbildung 3.67 gel6st werden, wobei
die Unbekannte das Potential des Knotenpunktes (a) ist, im Verhéltnis
zum Potential des Knotens (b), das als Null angenommen wird. Die
Klemmenspannungen der drei Widerstdnde wund die sie

durchflieenden Strome koénnen in Funktion von diesem Potential
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ausgedrickt werden, so wie es in den Strom- und
Spannungsstreckenkomplexen aus Abbildung 3.68, a und b verfolgt
werden kann.

Es kann festgestellt werden, dass der zweite Kirchhoff’sche Satz
automatisch erftillt ist. Nun muss nur noch der erste Kirchhoff’sche

Satz erfuillt werden, also:

Mit den angegebenen Zahlenwerten erhalt man:

1 1 1 16 20
—+—+— |V F— % S
(8 4 2) 8 4

woraus folgt:
U=_8v.

Wenn man den Knoten mit dem Index 1 bezeichnet, kann die
erhaltene Gleichung folgende Form annehmen:

G U, =1,

Wenn der Stromkreis drei Knotenpunkte gehabt hatte und wenn
man die Potentiale der Knoten 1 und 2 mit V, und V, bezeichnet hatte,
wahrend V, =0 gewesen wire, dann hatte man in dhnlicher Weise ein
Gleichungssystem mit zwei Gleichungen aufstellen kénnen:

{GIIUI +612U2 = IKSl
GZIUI +G22U2 = IK82

Die Leitwerte G, und G,, werden Eigenleitwerte der Knotenpunkte

genannt. So wie weiter oben angefiihrt, wird der Eigenleitwert eines

Knotens als Summe der Leitwerte aller in diesem Knoten
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zusammenflihrenden Zweige berechnet und hat stets einen positiven

Wert. Der Leitwert G,=G, ist der gemeinsame Leitwert zwischen

Knoten 1 und Knoten 2 und wird als Summe der Leitwerte der Zweige
berechnet, die die Knoten 1 und 2 direkt verbinden (mit umgekehrten

Vorzeichen). Die Stréme I, und I,,, werden KurzschlufSstréme

genannt. Ein Kurzschlufdstrom wird aus der algebraischen Summe der
Strome berechnet, die von den Stromquellen, die in den im
Einotenpunkt zusammentreffenden Zweigen liegen, gegen den Knoten
geliefert wirden, wobei die Klemmen der Zweige kurzgeschlossen

waren.

d. Umwandlungsmethoden

Einen Stromkreis umwandeln heifst, ihn in einen
Ersatzstromkreis uméandern. So kann zum Beispiel eine Kette von
Widerstédnden in Reihenschaltung durch einen einzigen Widerstand
ersetzt werden, dessen Wert aus der Summe der Widerstiande
berechnet wird; ein reeller Spannungsgenerator kann in einen reellen
Stromgenerator verwandelt werden usw. Die Umwandlungsmethoden
werden in der Elektrotechnik verwendet, um die Stromkreise zu

vereinfachen und deren Berechnung zu erleichtern.

Umrechnung: Dreieck-Stern- und Stern-Dreieck-Schaltung.
Der Stromkreis aus Abbildung 3.71, a wird Sternschaltung und
derjenige aus Abbildung 3.71, b Dreieckschaltung genannt. Ihre
Elemente sind R, R,, R, (Stern) und R, R,;, R,, (Dreieck).

Ein Dreieck in einen Stern umwandeln heifst, die Elemente

R, R,, R, einer Sternschaltung zu finden, die wunter beliebigen

Bedingungen eine Dreieckschaltung ersetzen kann (die also mit einem

Dreieck &quivalent ist). Folglich sind R,, R;, R, gegeben, wahrend

R,R,, R, verlangt werden. Da die beiden Schaltungen unter jeder
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Bedingung aquivalent sein mussen, kann auch der Fall angenommen
werden, fir den nur ein Klemmenpaar gespeist wird, zum Beispiel die
Klemmen (1) und (2), wahrend die Klemme (3) leer steht (Abb. 3.71). In
diesem Fall muissen die beiden Ersatzwiderstdnde gleich sein:

_ Ra(Ry +Ry)

R =
i R + R23 + R31

+R

1

In dhnlicher Weise erhalt man flir Speisung der Klemmen (2), (3)
und (3), (1):

R.+R. = Ry (Rs +R),)
Y R, +Ry+R;,
_ PRy +Ry)

R.+R =
? 1 R12+R23+R31

Durch Zusammenzéhlen der drei Gleichungen erhélt man:

RIZ R23 + R23 R31 + R31R12

R +R,+R, =
1 ’ ’ R12+R23+R31

Wenn man von dieser letzten Gleichung je eine der obigen Gleichung

abzieht, erhalt man:
_ RiRy,
1
I:212 + R23 + R31
R12 R23

r R12+R23+R31 (3 27)

— Ry:Rs,
3
R, + Ry +R;,

Fur den Sonderfall gleicher Zweigwiderstédnde
R, =Ry =Ry =R,

folgt

Um einen Stern in ein Dreieck umzuwandeln, speist man der
Reihe nach die beiden Stromkreise wie in Abbildung 3.72, zum

Beispiel durch die Klemmen (1) und (2), wobei die Klemmen (2) und (3)
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kurzgeschlossen werden. Es werden die Ersatzleitwerte, die gleich sein

mussen, berechnet. So erhélt man nacheinander:

6 1 -GG +G)
207 G +G, +G,
G g - 8:(Gi+G)
207G +G,+G,
G 4G _Gi(G +G)
TP G +G,+G,

Durch 16sen dieses Systems wie im vorherigen Fall, erhalt man:

__ GG,
2 G, +G, +G,

__ GG (3.28)
23
G, +G, +G,

_ G3 Gl
G, +G,+G,

Fur den Sonderfall von gleichen Leitwerten in der Sternschaltung;
1
GEG =G, =G=—
1 2 3 R

folgt:
1 G _1
3

R . .
woraus R = ?A , genau wie weiter oben erhalten wurde.

Umwandlung von Stromkreisen in Ersatzschaltungen
Der Ersatz-Spannungsgenerator. Helmholtz-Thevenin’scher

Satz. Es sei eine Stromquelle mit der EMS U, und dem
Innenwiderstand R,, die in einen Verbraucher mit Widerstand R

einspeist.

Nach dem Ohm’schen Gesetz ist die Stromstéarke:
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U

| q

"R+R

Wir stellen uns nun folgende Frage: welche Versuche
(Messungen) mussen gemacht werden, um die Stromstarke durch
jeden gegebenen Verbraucher R berechnen zu koénnen, wenn die
Parameter der Stromquelle unbekannt sind? Wenn der Verbraucher
abgeschaltet ist (Stromquelle in Leerlauf: R=w), erhalt man I = O,

wahrend U,,=U, die Leerlaufspannung an den Klemmen der

q
Stromquelle darstellt. Wenn die Klemmen der Stromquelle

kurzgeschlossen sind (R = 0), ist U,; =0 und der Kurzschlufsstrom

betragt:
| — | — & — U ABO

KS Ri RI
Hieraus folgt:

R — U sgo

IKS
Somit erhalt man:
| = U xs0
R + U ABO

IKS

Es gentigt also, die Leerlaufspannung U,, und den

Kurzschlufsstrom zu messen. Man bemerkt, dass R den

Innenwiderstand der Stromquelle darstellt, die ein passives Element
geworden ist, das heifSt, den Widerstand der durch Annullierung der
EMS erhalten wurde (es bleibt nur der Innenwiderstand Uibrig). Dieser

Widerstand wird mit R,;, bezeichnet. So erhalt man:

I _ UABO

" R+R,g,

Diese Beziehung stellt den Helmholtz-Thevenin’schen Satz dar

und wird in folgendem Sinn verallgemeinert: wenn an zwei Klemmen A,
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B eines aktiven Stromkreises ein Verbraucher R geschaltet wird, dann
wird die Stromstarke aus Zweig AB mit folgender Beziehung berechnet:

_ U (3.29)
" R+R,,

wobei U,,, die Spannung darstellt, die an den Klemmen A und B

auftritt, wenn der Widerstand R aus dem Stromkreis ausgeschaltet

wird (Leerlaufbetrieb), und R,;,, den Widerstand des in den passiven

Zustand uberfuhrten Stromkreises (im Verhaltnis zu den Klemmen A
und B) darstellt, das heifst, den Widerstand des Stromkreises (ohne
den Zweig AB), wenn die EMS der Stromquellen annulliert wird und
nur deren Innenwiderstinde bestehen bleiben.

Der Helmholtz-Thevenin’sche Satz fihrt zum Ersatzschaltbild

aus Abbildung 3.74, c, in welchem U, =U,,, und R =R, . Dieses aktive

Ersatzschaltbild wird Ersatz-Spannungsgenerator des Stromkreises im
Verhdiltnis zu den Klemmen A und B genannt.

Man kann demnach folgenden Lehrsatz des Ersatz-
Spannmigsgenerators eines aktiven Stromkreises aussagen : im
Verhdiltnis zu zwei Klemmen A und B kann jeder aktive Stromkreis fiir
Gleichstrom in einen Ersatz-Spannungsgenerator umgewandelt werden,

dessen EMS U, =U ,,, und dessen Innenwiderstand R, =R, ist.

Ersatz-Stromgenerator; Norton’scher Satz. Durch
Umwandlung des Ersatz-Spannungsgenerators in einen Ersatz-
Stromgenerator (Abb. 3.75) erhédlt man den Ersatz- Stromgenerator des
Stromkreises gegentiber den Klemmen A und B.

Es kann demnach auch folgender Lehrsatz des Ersatz-
Stromgenerators eines aktiven Stromkreises ausgesprochen
werden: im Verhdaltnis zu zwei Klemmen A und B kann jeder aktive

Stromkreis fuir Gleichstrom in einen Ersatz-Stromgenerator
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umgewandelt werden mit | =1, = Y s und dem Ersatzleitwert
ABO

1
GABO -5

RABO

Aufgabe. Der Ersatz-Spannungsgenerator eines Stromkreises fiir

Gleichstrom hat U,;, =100V und R,;,,=10Q. Bestimme den Ersatz-

Stromgenerator.

|q:UA80:m=10A; GA80:_1 :Lz
Rao 10 Ruwo 10

0.1S .

Man nehme an, dass der Ersatz-Stromgenerator eines

Stromkreises einen Verbraucher mit Leitwert G:l einspeist. Es soll

die Spannung U,, an den Verbraucherklemmen bestimmt werden.

1
UAB = RIAB ZEIAB .

Mit Hilfe der Stromteilerregel erhalt man:

RABO G

AB ~ 'Ks AB = ks aB .
R+Rug G +G

Durch Einsetzen in den Ausdruck der Spannung erhéalt man:

__lsas (3.30)
®G+G,,

Diese  Gleichung drickt den Norton’schen  Satz
mathematisch aus, der folgendermafien ausgesprochen werden kann :
die Klemmen-Spannung eines passiven Zweiges mit Leitwert G, der
zwischen die Klemmen A und B eines Stromkreises fiir Gleichstrom
eingeschaltet wird, ist gleich dem Verhdiltnis zwischen der Stromstdirke,
die sich beim Kurzschliefsen der Klemmen einstellt, und der Summe von

Zweigleitwert G und Leitwert G,;, des gegentiber den Klemmen A und B

in den passiven Zustand tiberftihrten Stromkreises.

e. Lehrsatz des Leistungsumsatzes in Gleichstromkreisen
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Leistungsumsatz mit maximaler Verbraueherleistung. Es wird

ein reeller Spannungsgenerator mit EMS U, und Innenwiderstand R

angenommen, der in einen Verbraucher mit Widerstand R einspeist
(Abb. 3.78). Vorausgesetzt, dass die Stromquelle gegeben ist, wird die
Frage gestellt: in welcher Situation ist die vom Verbraucher

aufgenommene Leistung maximal ?

Um auf diese Frage zu antworten, wird die vom Verbraucher
aufgenommene Leistung in Betracht gezogen:
P=RI?
Nach dem Ohm’schen Gesetz ist:
U

| q

“R+R

so dass die Leistung folgendermafien ausgedriickt werden kann:

2 2
o RUS U,

R

Da die EMS U, gegeben ist, wird die Leistung dann einen

Maximalwert erreichen, wenn der Nenner Minimalwert annimmt. Um
diesen Minimalwert zu finden, kann bemerkt werden, dass das

Produkt der Glieder konstant ist, und zwar:

R R=r
R

R

Aus der Mathematik ist bekannt, dass von allen Zahlenpaaren,

deren Produkt konstant ist, deren Summe einen Minimalwert erreicht,
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wenn die beiden Zahlen gleich sind (z.B. 1 x16=2x8=4x4=4+4

<2+ 8 <1+ 16). Da nun das Produkt der beiden eingeklammerten
Glieder des Nenners konstant ist, folgt, dass ihre Summe einen
Minimalwert erreicht, wenn die beiden Glieder gleich sind:

R,

—=vR=R, =R
VR
In diesem Fall ist die Maximalleistung:
b _ U_q2 (3.32)
max 4R|

In dieser Art gelangen wir zu folgendem Wortlaut des Lehrsatzes

der maximalen Leistungstibertragung : ein Generator Ubertrégt dann

. . ) : U’ :
einem Verbraucher eine maximale Leistung ﬁ, wenn der Widerstand

des Verbrauchers dem Innenwiderstand des Generators gleich ist.

Die Leistung kann als Funktion von R dar gestellt wer den, wenn

man bemerkt, dass:
fir R=0, P=0 ;
fur R=R, P=P_, ;
fir R=0w, P=0.

Ein  Verbraucher, der die Bedingung der maximalen
Leistungsubertragung erfullt, wird als der Stromquelle angepasst
bezeichnet. Die Anpassung der Verbraucher wird nur in der
Signaltechnik bentitzt (Radio- und Fernsehtechnik u.a.)

Wenn der Wirkungsgrad der Energietibertragung als :

PAt P

77 =
RAt P
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2

definiert wird, wobei P, =U I =—"

die gesamte, von der Stromquelle

entwickelte Leistung darstellt, erhalt man:

RU,2
(R+R) R
7707 TR+R
R+R

Man bemerkt, dass der Wirkungsgrad um so gréfSer ist, je kleiner

R gegenuber R ist (R0 R). Fur P=P

max

n(ijz =0.5=50%.

Dieses Ergebnis ist selbstverstindlich, weil dann, wenn der

R=R erhalt man:

N | =

Widerstand des Verbrauchers dem Innenwiderstand der Stromquelle
gleich ist, diese von gleichem Strom durchflossen werden und
dieselben Leistungen dissipieren. Somit wird die Hé&lfte der von der
Stromquelle entwickelten Leistung von der Stromquelle selbst, die
andere Halfte vom Verbraucher aufgenommen.

Im elektrischen Energiewesen (Kraftwerke, Kraftnetze usw.) ist
der Wirkungsgrad von 50% génzlich unbefriedigend, so dass in diesem
Fall die Verbraucher nicht den Stromquellen angepasst werden.

o
x|
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f. Lehrsatz der Erhaltung der Leistung

Gegeben sei ein Spannungsgenerator mit EMS U, und
Innenwiderstand R der in einen Verbraucher mit Widerstand R

einspeist. Nach dem Ohm’schen Gesetz kann man schreiben:

U, =Rl +RI .
Nach Multiplizieren mit I erhalt man:

U, =RI*+RI?,
oder

P=P+P

wobei

P, die von dem Generator entwickelte Leistung, B die im

Innenwiderstand der Stromquelle dissipierte Leistung und P die vom
Verbraucher aufgenommene Leistung darstellen.

Nun wird auch das Beispiel aus Abbildung 3.77 in Betracht
gezogen, fir das man nach Anwendung des zweiten Kirchhoff’'schen
Satzes erhalt:

U, -U, =RI1+R,I
oder, nach Multiplizieren mit I:

Uyl -Ug,l =R 1% +R,1’
beziehungsweise

P

1q

P+P,

+P,=R+P,.
Man bemerkt, dass im ersten Fall die vom Generator entwickelte
Leistung in seinem Innenwiderstand und im Verbraucher dissipiert
wird. Im zweiten Fall deckt die vom ersten Generator entwickelte
Leistung die in den Widerstanden dissipierte Leistung sowie die vom

zweiten Generator aufgenommene Leistung.
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Diese Beziehungen werden Erhaltungsgleichungen der Leistungen
oder Leistungsbilanzgleichungen genannt. Sie koénnen flr einen

Stromkreis mit L aktiven Zweigen verallgemeinert werden:

ZL:J_rUKIK :ZL:J_rRKIKZ
K=l K=1

und stellen den mathematischen Ausdruck des Lehrsatzes der
Erhaltung der Leistungen dar, der folgendermafien ausgesprochen
werden  kann: die  algebraische Summe der von den
Spannungsgeneratoren entwickelten Leistungen ist der Summe der in
den Widerstanden des Stromkreises dissipierten Leistungen gleich.
Anmerkung. Die Leistung einer Stromquelle hat das Vorzeichen
(+), wird also effektiv abgegeben, wenn die Stromstarke und die EMS
positiv sind und denselben Richtungssinn haben ; die Leistung einer
Stromquelle hat das Vorzeichen (-), wenn sie effektiv auf genommen
wird, wenn die Stromstirke und die EMS positiv sind und
entgegengesetzten Sinn haben; die in den Widerstdnden dissipierten
Leistungen  (einschliefflich in den  Innenwiderstinden  der
Stromquellen) sind immer positiv.
Fur gewdhnlich wird fir die Uberprifung der Loésung eines
Stromkreises die Leistungsbilanzgleichung aufgestellt. Wenn diese

Bilanzgleichung nicht stimmt, ist die Lé6sung sicher nicht richtig.

Umlauf- und Knotenanalyse unter Benutzung
eines ,,vollstandiges Baumes*

Losungsansatz:

Das Maschenstrom- und das Knotenspannungsverfahren nach
Kap. 14.2 und Kap 14.3 haben zum Ziel, die richtige Anzahl der
bendtigten Gleichungen bestimmen und die Auswahl der voneinander
unabhédngigen Gleichungen zur Netzwerkanalyse vornehmen zu
kénnen.

Beide Vorgehensweisen werden auch bei der Analyse unter
Benutzung eines ,vollstdn-digen Baumes® zugrunde gelegt, wobei sich
hier allerdings die erforderlichen Arbeitsschritte weitergehend
schematisieren lassen.
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Begriffsdefinitionen:

Abstrahiert man die Zeichnung des Netzes zu einem Streckennetz
(,Graph®; vergleiche auch Kap. 14.1) und verbindet die Knoten durch
eine nicht unterbrochene Linie (im Streckennetz nach Bild 14.8.1. dick
eingezeichnet), nennet man diesen Linienkomplex einen ,Baum®.

Dieser Linienzug, der aber keinen geschlossenen Umlauf bilden
darf, heifst ,vollstindiger Baum®“, wenn alle Knoten erfasst sind.

Bild 14.8.1 Netzwerk und zugehoriges Streckennetz mit einem
Beispiel fur einen eingetragenen ,vollstdndigen Baum®“

Die dicken Linien bezeichnet man als ,Baumzweige“, die diinnen
Linien als ,,Verbin-dungszweige®.

Sieht man z.B. die Strome in den Verbindungszweigen als
unabhangige Groéfien an, sind die Stréme in den Baumzweigen die
abhédngigen Stréme.

Man hat sich somit eine grafische Methode geschaffen, abhéngige
und unabhéingige GréfSen schnell und zweifelsfrei definiere zu kénnen.

Bild 14.8.2 zweigt einige weitere Moglichkeiten zur Wahl des
vollstandigen Baumes:

Losungsstrategien zur Berechnung der unabhéangigen Stréme
aus den Maschen-Gleichungen

.Rezept Maschenstromanalyse* unter Benutzung eines

vollstandigen Baumes
(zweckmafdiig, wenn Baum so gelegt werden kann, dass mdglichst
wenig Verbindungszweigen (= Zahl der Gleichungen) entstehen)
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1. Alle Knoten des Netzes verbinden, Beispiel: Gesucht: I
aber ohne einen geschlossenen 3
Umlauf zu  bilden. Dabei >
vollstdndigen Baum so wéhlen, A
dass gesuchte  Stréme in 1 ¥ 4 4 5
Verbindungszweigen 2
(unabhéangige Strome) fliefSen.
Spannungsquellen und 6
vorgegebene Ein-Strémungen
gleichfalls in Verbindungs-Zweige Unabhéngige
legen. Strome: 61, b, I3
Beachte. Fur Maschenumlaufe
soll nur ein Verbindungszweig zu
durchlaufen sein.

¥

2. Zweckmaéfdiige Nummerierung der 3
Zweige:
Beginne mit der Nummerierung I 0
bei den Verbindungszweigen (= 2 | [l
gesuchte Strome) und lasse die
Baumzweige folgen, wenn keine
andere Nummerierung
vorgegeben ist.

L}

3. Lege Zahlrichtung in allen
Zweigen (willktrlich) fest =
Umlaufrichtig far die
unabhangigen Maschen.

4. Far die unabhingigen Groflen (R)-(N=()
sind nach Kap. 14.2 die
Kirchhoffschen Gleichungen
aufzustellen.

Da hier die Berechnung mit den T M
unabhédngigen Strémen erfolgen - =
soll, hat man die
Maschengleichungen und in
jedem Zweig des Ohmsche Gesetz
zu benutzen.

Das Ergebnis ist eine
Widerstandsmatrix, deren
Elemente sofort unter Benutzung
eines Koeffizientenschemas
angegeben werden kénnen.
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Dazu fihrt man fir jeden
Verbindungs-Zweig entsprechend
der Zahlrichtung des
unabhéangigen Stromes einen
Spannungs-Umlauf durch und
Stellt das Koeffizienten-Schema
nach folgenden Regeln auf:

S. In der linken Spalte des Schemas sind die Maschenumliufe
angegeben, dann folgen in der Kopfzeile die spaltenweise
Bezeichnungen der unabhdngigen Stréme von links nach rechts
entsprechend der Reihenfolge der Maschenumléufe in der linken
Spalte.

Getrennt davon wird in der rechten Spalte die ,rechte Seite des
Gleichungssystems® aufgefiihrt (vgl. dazu auch Kap. 14.2,
Lésung Aufgabe 14.2.4 usw.).

Strome L b Is rechte
Seite

Masche I
Masche
II
Masche
111

6. Die Elemente der Widerstandsmatrix sind in den noch freien,
linken Teil des Schemas nach folgenden Regeln einzutragen:

- In den Hauptdiagonalen steht die Summe aller Widersténde
des zugehorigen Spannungsumlaufs.

- Die Ubrigen Elemente werden durch die Widerstdnde gebildet,
die den verschiedenen Umlaufen gemeinsam sind; z.B. in
Masche I, Spalte 3 ist im Umlauf I und IIIl R+ gemeinsam
enthalten.

Fur den Umlauf Il und Il ist Rs gemeinsames Element, usw.

Diese Widerstdnde erhalten ein positives Vorzeichen, wenn in

dem gemeinsamen Zweig beide Umlaufe die gleiche

Orientierung haben und ein negatives Vorzeichen, wenn in dem

gemeinsamen Zweig die Umlaufe verschiedenen orientiert sind.

Sind keine gemeinsamen Elemente beim Umlauf vorhanden, ist R

= 0 einzusetzen. So enthélt das Schema z.B. in Masche I, Spalte

2 eine O, denn die Umléaufe I und II besitzen kein gemeinsames

Element.

Das Koeffizientenschema ist symmetrisch zur Hauptdiagonalen,

da bei der hier gewédhlten Anordnung die Verkopplung der

Umlaufe fir Masche i mit Strom j identisch ist mit der

Verkopplung der Masche j mit dem Strom i (i, j =1,...,n).

48



Conf. dr. ing. Emil CAZACU Grundlagen der Elektrotechnik

R6

Strome L b I rechte

Seite
Masche I R+ R4 0 -R4 Uo1
Masche 0 Ry + Rs Rs Uo2
II
Masche -R4 Rs R;+ Ra+ Rs + 0
I1I Re

7. Die rechte Seite des Gleichungssystems ergibt sich nach
folgender Regel:
Auf der rechten Seite stehen alle in dem betreffenden
Maschenumlauf enthaltenen Generatorspannungen, und zwar
- mit positivem Vorzeichen, wenn Umlaufs- und
Spannungsrichtung entgegen-gesetzt sind,
- mit negativem Vorzeichen, bei gleicher Orientierung.

8. Die Unbekannten Strome L, L und L sind dann mit den
Hilfsmitteln @ der @ Mathematik fir die Lésung von
Gleichungssystemen zu bestimmen (Losung des
Gleichungssystems z.B. nach den Regeln der Matrizenrechnung,
unter Benutzung von Taschenrechner-Programmen usw.; s. auch
Anhang: Mathematische Ergédnzungen).
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LOosungsstrategien zur Berechnung der unabhéngigen
Spannungen aus den Knotengleichungen

.Rezept Knotenspannungsanalyse* unter Benutzung eines
vollstdndigen Baumes:
(zweckméfdig, wenn alle Knoten durch moéglichst wenig Baumzweige
(Zahl der Baumzweige = Zahl der Gleichungen) eines sternférmigen
Baumes verbunden werden kénnen)

1. Wahle Baum so, dass von Beispiel: Netzwerk
einem Bezugsknoten aus
alle anderen Knoten B Rz A R D

sternférmig verbunden sind.
Falls nur eine Spannung
bzw. der zugehorige Strom
im Netzwerk gesucht ist, ist
der Bezugknoten in einen
Knoten dieses Baumzweiges

zu legen.

Sollte keine direkte

Verbindung vom

Bezugsknoten zu einem

anderen Knoten bestehen, Zugehoriges Streckennetz:
fige eine Verbindung hinzu

und ordne ihr den Leitwert B A D
G =0 zu. > i

Beachte: Stromquellen

sollten  vorzugsweise in
Verbindungszweigen liegen.

2. Lege Zahlpfeilrichtung der
unabhédngigen Spannungen
(Baumzweige) in Richtung
auf Bezugsknoten fest (In
der Skizze: Bezugs-Knoten
A).

Die Zahlpfeilorientierung in
Zweigen mit Stromquellen
sollte der Quellenstromrich- (G)-U)=(1)
tung entsprechen, wenn
nicht eine andere Richtung
durch  Orientierung  der
Baum-Zweige (unabhangige
Spannungen, auf
Bezugsknoten gerichtet!)
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vorgegeben ist.

3. Falls Spannungsquellen
vorhanden, forme sie in
entsprechende Stromquellen
um.

4. Fur die Berechnung der
unabhédngigen Spannungen
mussen nach Kap. 14.3 die
Knotengleichungen und in
jedem Zweig das Ohmsche
Gesetz ausgewertet werden.
Somit sind fur alle Knoten
aufler dem Bezugsknoten
die Knotengleichungen auf-
zustellen.

5. In der linken Spalte des Koeffizientenschemas Ilistet man

zweckmafdigerweise die Knoten auf und zwar entsprechend der
Reihenfolge der unabhangigen Spannungen, die zwischen dem
jeweilig betrachteten Knoten und dem Bezugsknoten liegen.
In der Kopfzeile folgen dann spaltenweise die unabhingigen
Spannungen an den Baumzweigen entsprechend der Reihenfolge
der Knoten. Getrennt davon steht in der rechten Spalte die
srechte Seite des Gleichungssystems*“.

Spannungen Uz Us Us rechte
Seite
(1): Knoten
B
(2): Knoten
D
(3): Knoten
C

6. In den freien, linken Teil des Schemas sind die Elemente der
Leitwertmatrix wie folgt einzutragen:
- In den Hauptdiagonalen steht die Summe aller Leitwerte der
Zweige, die von dem betrachteten Knoten ausgehen.
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- Die uibrigen Leitwerte haben alle ein negatives Vorzeichen und
ergeben sich aus den abhangigen Spannungen
(Verbindungszweige), die den jeweiligen Knoten tuber einen
Verbindungszweig mit der Dbetreffenden unabhéngigen
Spannung verbindet (z.B. Verbindung Knoten D mit
unabhingiger Spannung Us and Rs kann Uuber die
Verbindungszweige mir Rz, bzw. mir Rz, also Zweige 2 und 7
gekoppelt werden).

Ist kein direkter Verbindungszweig vorhanden, ist der Leitwert G

= 0. Das Koeffizientenschema ist symmetrisch zur

Hauptdiagonalen.

Spannungen Us Us Us rechte
Seite

(1): Knoten | Gi + G2 + 0] -(G1 + Gs) Inx
B Gs

(2): Knoten 0 Go + Gs + -(G2 + G7) Io2
D Gz

(3): Knoten -(G1 + Gs) G2+ Gr) |Gi+ Gt Gs+ Ge + -Io1-Io2
C Gy

. Auf der rechten Seite stehen alle in den betreffenden Knoten
- hineinfliefSfenden Stréme mit positivem Vorzeichen (!) bzw.
- hinausfliefSlenden Strome mit negativem Vorzeichen (!)
von Stromgquellen.

. Die unbekannten Spannungen Uz, Us; und Us sind dann mit den
Methoden der Mathematik far die Lésung von
Gleichungssystemen zu bestimmen (s. Anhang).

Wenn benétigt, ergeben sich schliefSlich auch noch fur jeden
Baumzweig die zugehorigen Strome mit Hilfe des Ohmschen
Gesetzes.
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Zusammenfassung und Vergleich zwischen den
Methoden der Analyse linearer Netzwerke

Es wurden die folgenden Methoden zur Berechnung von Strémen
und Spannungen in linearen Netzwerken ausfiihrlich untersucht:

e Die Kirchhoffschen Gleichungen

e Die Methoden der Ersatzspannungs- und der Ersatzstromquelle
(Thévenin- und Norton-Theorem)

e Der Uberlagerungssatz

e Das Maschenstromverfahren

e Das Knotenpotentialverfahren.

Im Folgenden sollen die Methoden kurz wiederholt, ihre
Merkmale, Vor- und Nachteile analysiert und miteinander verglichen
werden. Ein einfaches Beispiel einer Schaltung mit zwei Quellen und
drei Widerstéanden soll mit allen sechs Methoden berechnet werden.

Allgemeines

Die Aufgabe der Netzwerkanalyse ist die Bestimmung der Strome
und Spannungen in Netzwerken, wenn alle Quellen und alle
Widerstande bekannt sind. Ist also die Anzahl der Unbekannten

2-z,

wobei z die Anzahl der Zweige bedeutet, so reduziert das Ohmsche
Gesetz

U=R-1 I=GU

die Anzahl der Unbekannten auf die Haéalfte. Es sind also im
Allgemeinen z unbekannte Stréme oder Spannungen zu
bestimmen.

Sollte das gesamte Netzwerk analysiert werden, also sollten alle
Unbekannten ermittelt werden, so eignen sich dazu alle erwdhnten
Methoden, mit Ausnahme der Methoden der Ersatzspannungsquellen.
Diese liefern nur einen Strom (Thévenin-Theorem) oder nur eine
Spannung (Norton-Theorem) und werden nur dann eingesetzt, wenn
eine einzige unbekannte Grofse gesucht wird.
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Das zu wuntersuchende Beispiel ist die einfache Schaltung aus

Abbildung.
I; I
m I
R 3 R
Uql Cﬁﬂ : R3 ? ()L
q2

Abbildung 7.20.: Beispiel fur den Vergleich der Berechnungsmethoden

Gesucht ist der Strom I. Er soll mit Hilfe aller sechs Methoden
bestimmt werden. Die Schaltung hat

k =2 Knoten
z = 3 Zweige
m=z -k + 1 =2 unabhéngige Maschen.
Die Kirchhoffschen Gleichungen (Zweigstromanalyse)

Die zwei Kirchhoffschen Gleichungen lauten:

1. Die Summe aller zu - und abflieffenden Strome an jedem
Knotenpunkt (unter Beachtung ihrer Vorzeichen) ist gleich Null:

anlyzo
=1

2. Die Summe aller Teilspannungen in einem geschlossenen Umlauf
(Masche), unter Beachtung ihrer Vorzeichen, ist stets Null:

Zn:U,u =0
=l

Die Kirchhoffschen Satze flihren zu einem Gleichungssystem mit
z Unbekannten fir die z unbekannten Stréme, as folgendermafien
zusammengestellt ist:

(k — 1) Gleichungen fur die Knoten
m = k — (z — 1) Gleichungen fiir die Maschen

Achtung: Ein Knoten muss unberticksichtigt bleiben. Nur m
Maschen sind unabhdingig!
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GemafS der niachsten Abbildung ergeben sich mit den
Kirchhoffschen Gleichungen die folgenden Zusammenhéange:

for,
B
Im Knoten (A): L=L+1I
Masche (1): L R + L } ‘Rz = U1 3 Gleichungen fir z =
3 Stréome
Masche (2)2 L-Ro—L-Rs= Uqg

Aus den Maschengleichungen kann man I und L als Funktion
von I3 ausdrucken:

Diese Kann man jetzt in die Knotengleichung einfihren:

—1,°R, Uy, +1;-R,
Rl RZ

U
L=5L-L=-"%

L (R R) =Uq-R2— - (R3R2) — Upz- R1 — I (R1 Ry)
L (Ri Ro+ R3Ro+ R1 R3) = Uqgi- Ro — Uge- Ry

I = U, R, -Uy, R,
RR, + R,R, + R|R,
2RR;

e Die Kirchhoffschen Gleichungen stellen die allgemeinste Methode
zur Netzwerkanalyse dar; sie sind immer einsetzbar und flihren
zu den z unbekannten Stromen. Nur bei dieser Methode operiert
man mit den tatsdchlichen Stromen, die durch die Zweige
fliefen. Alle anderen Methoden benutzen virtuelle Strome, die
erst zum Schluss die physikalischen Stréme ergeben. Somit ist
die ,Zweigstromanalyse” weniger abstrakt wund leichter
nachvollziehbar als alle anderen Methoden.

e Die Anzahl der zu l6senden Gleichungen ist maximal z.

e Auch wenn nur ein Strom gesucht wird, muss man alle z
Gleichungen schreiben.

e Alle anderen Methoden sind aus den Kirchhoffschen Gleichungen
abgeleitet.
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Ersatzspannungsquelle und Ersatzstromquelle

Diese Methoden gehen von der Tatsache aus, dass jeder beliebige
lineare, aktive Zweipol durch eine Ersatzspannungsquelle oder eine
Ersatzstromquelle ersetzt werden kann, die an den zwei Klemmen
dasselbe Verhalten (d.h. denselben Strom I und dieselbe Spannung U
aufweist).

Es bedeuten:

e U die Leerlaufspannung an den Klemmen A-B
e I den Kurzschlussstrom

Linearer
aktiver U: l Rl] —
Zweipol

Abbildung 7.21.: Ersatzspannungsquelle und Ersatzstromquelle

e R = lIJ—'den Innenwiderstand der Ersatzquellen.
K

Wenn das so ist, dann kann man jede Schaltung in Bezug auf die
zwei Klemmen A und B durch eine Ersatzspannungsquelle oder eine
Ersatzstromquelle ersetzen. Die Voraussetzung daftr ist, dass der
abgetrennte Zweig A-B passiv (ohne Quelle) sein muss.

Zwei Theoreme ermoéglichen die Berechnung des Stromes in dem
Zweig A-B (Thévenin) oder der Spannung an den Klemmen A-B
(Norton).

Theorem von Thévenin (Ersatzspannungsquelle):

U AB, —
m U = Leerlaufspannung an A-B

Ixg =
Theorem von Norton (Ersatzstromquelle):

K .
Uas = ﬁ l,, = Kurzschlussstrom zwischen A-B
P+
s

In beiden Féllen verfdhrt man folgendermafien:
1. Man trennt den Zweig A-B mit dem Widerstand R ab.
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2. Die restliche Schaltung wird als Ersatzspannungsquelle mit
der Quellenspannung U, oder als Ersatzstromquelle mit dem
Quellenstrom I, betrachtet.

3. Der Innenwiderstand R, ist der gesamte Widerstand der
passiven Schaltung an den Klemmen A-B um den Widerstand
zu ermitteln, werden alle Spannungsquellen).

Berechnung mit dem Thévenin-Theorem

U AB,
R, +tR

L=

Berechnung des Innenwiderstandes der passiven Schaltung:

Ri A R
B
R, =R ||R, =2
ns R, +R,

kurzgeschlossen und alle Stromquellen unterbrochen
Berechnung der Leerlaufspannung Uag:

D TUqQ

Der Strom ist: I =

Die Spannung ergibt sich z.B. aus dem linken Maschenumlauf
(Uhrzeigersinn):
U, Ua+ IR =0.

Damit wirdU s

U, +U
U, =Us-Rl.-2" "«
! R, +R,
y _Uy-R+R,)-R(U, +U,,)
A8, R, +R,
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_ Uy R, -U, R,
AB, R, +R,
Der Strom Iz ist dann:
Uy R, ~U, R

L=

RR, +R,R, +RR,

Berechnung mit dem Norton-Theorem:

|
UAB — Kas :>I3 — UAB = Kag
G, +G R, R,-G,, +1
G - L _ R, +R,
e ing Rl 'Rz

Der Kurzschlussstrom ist:
Uq]

k=L-L=—""— =

R1 Rz R1 : Rz

Zur Uberpriifung:
Ik kann auch anders berechnet werden:

_ Uy Ri-Uy R R 4R,

Je = AB,
¢ ias R1 ’ Rz Rl ’ Rz
Damit wird I:
ho YaR-UpR
RR,-[R,-RtR
RiR,
no YaR-Ua-R

RR, +R,R, +RR,

Kommentar:
e Die Sitze von den Ersatzquellen sind dazu geeignet, in einer
Schaltung einen Strom oder eine Spannung zu bestimmen und
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zwar nur in einem passiven Zweig. Fiur eine Gesamtanalyse sind
sie nicht interessant, da die Berechnung zu aufwandig wére.

e Ist der Lastwiderstand zwischen zwei Klemmen variabel und
sollte eine Leistungsanpassung realisiert werden, so soll die
restliche Schaltung durch eine Ersatz-Quelle ersetzt werden.

e Sind in der Schaltung nichtlineare Bauelemente vorhanden (z.B.
eine Diode), so ist zur Bestimmung des Arbeitspunktes eine
Ersatzquelle sehr glinstig.

e Zur Bestimmung von U; oder I mussen andere Methoden
herangezogen werden.

e Zur Bestimmung von R mussen Widerstédnde

g
zusammengeschaltet werden, eventuell muss eine Stern-Dreieck-
oder eine Dreieck-Sterntransformation durchgefiihrt werden.
e Des Thévenin-Theorem ist besonders interessant, wenn R, << R

ist.

Ixg ~

e Das Norton-Theorem wird meistens eingesetzt, wenn R, >> Rist.

I

K
Uap ~ —2& .

G

Der Uberlagerungssatz

Der Uberlagerungssatz ist eine Konsequenz der Linearitat aller
Schaltelemente: zwischen jedem Strom und jeder Quellenspannung
besteht dann eine lineare Beziehung.

Die Idee diese Verfahrens ist: Man lasst jede Quelle allein
wirken, indem man alle anderen als energieméafdig nicht vorhanden
ansieht. Bei n Quellen ergeben sich somit N verschiedene
Stromverteilungen, die mit der tatsdchlichen Stromverteilung nicht zu
tun haben!

Erst die Uberlagerung der ,Teilstréme“ unter Beachtung ihrer
Zahlrichtung ergibt die tatsachlichen Stréome. Jeder Zweigstrom
besteht also aus n Teilstrémen.

Bemerkung: Genauso gut kann man Gruppen von Quellen wirken
lassen und ihre Wirkung anschliefSend tiberlagern. Damit verringert man
die Anzahl der Stromverteilungen die man berechnen muss, doch
werden die einzelnen Stromverteilungen etwas komplizierter, da die zu
behandelnden virtuellen Schaltungen jetzt mehrere Quellen enthalten.

Das Betrachtete Beispiel wird nun mit dem Uberlagerungssatz
berechnet:
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I1 12

Ptu,

" + "
Il IZ

Ugiy

Quelle 1 unwirksam, es interessiert nur I (sieche Abbildung,
Mitte).

qu 4 qu'(R1+R3)
LF% RIR,+R,R; +RiR;
R, +R,

R, +

I; ergibt sich mit der Stromteilerregel:
= 1 R] . Uq2 ) Rl

u_zhﬁ&_zm&)

Nun wird die Quelle 2 als unwirksam betrachtet (Abbildung,
unten):

Il!_ Uql _Uql (RZ +R3)
= =
R+ RR YRR
R, + R,
R, U, R2

m__qn
17=1

"R, +R, Y (RR,)

Der tatsdchliche Strom L ist 1/-1;, da |1} entgegen dem
angenommenem Zahlpfeil fliefdt.
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Uy -R,-U, R

"" T YRR

Empfehlung: Es ist immer sinnvoll die zu tiberlagernden Stréme

anders zu benennen als die tatsdchlichen (z. B. 1,1, fiir die erste
Stromverteilung, 1/,1),-- fiir die zweite, usw.)
Kommentar:

e Der Uberlagerungssatz fiihrt zu n Stromverteilungen mit jeweils
nur einer Quelle. Zur Bestimmung der Strome braucht man nur
Widerstdnde zu schalten und die Stromteiler-Regel (evtl.
mehrmals) zu benutzen.

e Der Nachteil ist: es mussen immer so viele unterschiedliche
Stromverteilungen bestimmt werden, wie Quellen im Netz
vorhanden sind (aufSer man bildet Gruppen von Quellen, deren
Wirkung man Uberlagert).

Maschenstromverfahren

Das Maschenstromverfahren ist die meistverbreitete Methode der
Netzwerkanalyse, da sie ein Gleichungssystem mit nur m =z - k + 1
Gleichungen 16st und sehr Ubersichtlich ist. Das Gleichungssystem
kann direkt aufgestellt werden.

Die Methode Dbasiert auf der Annahme, dass man die
Zweigstrome in unabhingige und abhingige Zweigstrome aufteilen
kann. Die unabhédngigen Strome sind die Unbekannten, fir die das
Gleichungssystem aufgestellt werden muss. Man sollte bei dieser
Methode mit den Begriffen arbeiten

e vollstdndiger Baum - Ein vollstdndiger Baum verbindet alle

Knoten, ohne eine Masche zu bilden

e Baumzweige - Es gibt immer (k — 1) Baumzweige
¢ Verbindungszweige — Dies sind die restlichen m Zweige

. (Es geht auch ohne ,Baume®, doch gibt es einige Griinde dafir, sie
hier einsetzen: erstens werden diese topologischen Begriffe heute auf
vielen gebieten angewendet, zweitens fihren sie 2zu einer
Systematisierung des Verfahrens, die Fehlerquellen eliminiert (und
drittens kann man komplizierte Schaltungen ohne kaum behandeln).
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Die Wahl des vollstdndigen Baumes ist frei.

Die unabhéangigen Strome flie3en in den Verbindungszweigen.
Mit jedem von diesen (und den Baumzweigen) bildet man m
unabhéngige Maschen. Das Gedankenmodell der Methode ist: In jeder
Masche flief5St ein solcher unabhangiger Maschenstrom. Das
Gleichungs-System enthalt m Maschengleichungen:

R, R, ... Rull[l]| |VUa
Ry Ry o Ryl |13 _|Us
Rnl an Rmn II"T] U(;m
mit: R;> 0 = Umlaufwiderstdnde (Summe aller Widerstdnde in
der betreffenden Masche)
R; -0 = Kopplungswiderstande zwischen zwei Maschen

I/ unbekannte Maschenstréme
Uy Summe aller Quellenspannungen in der Masche (mit
Pluszeichen, wenn ihr Zahlpfeil entgegen dem Umlaufsinn ist).

Die (k — 1) abhingigen Stréme werden durch Uberlagerung

(Knotengleichung) bestimmt.

Das bereits mehrmals betrachtete Beispiel soll nun mit dem
Maschenstromverfahren berechnet werden. Die folgende Abbildung
zeigt nochmals die Schaltung und ihren gerichteten Graph.

Esgilt: k=2,2z=3, m= 2.
Moglich sind drei vollstdndige Baume (siehe nachste Abbildung):

G P D
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Der vollstandige Bau sei z.B. der Zweig 3. Unabhangige Strome sind: I1
und k. Ihre Maschen sind auf der nachsten Abbildung gezeigt:

1 2 1 I 3 L 2

Das entsprechende Gleichungssystem ist:

Der Strom L ist nach der Knotengleichung im Knoten (A):

Uql '(Rz +R3)+Uq2'R3 _qu '(R1 +R3)_Uq1'R3

2RR)

l5

Kommentar:

e Gegenuber den Kirchhoffschen Gleichungen werden hier nur m =
z— k + 1 Gleichungen gel6st.

e Das Gleichungssystem kann direkt augestellt werden, ohne
Kenntnis irgendwelcher Gesetze der Elektrotechnik. Dieser
Vorteil wird oft unterschatzt und er wird manchmal sogar -
wegen dem Automatismus, der bei de Anwendung dieser
,Gebrauchsanweisung“ entsteht — als Nachteil dargestellt. Nun,
eine deutliche leicht anzuwendende Gebrauchsanweisung, die
schnell zu dem korrekten Ergebnis flihrt, ist immer vorzuziehen,
auch wenn dabei der physikalische Hintergrund nicht mehr zu
erkennen ist.

e Stromquellen sollen in Spannungsquellen umgewandelt werden.
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Knotenpotentialverfahren

Von der Anzahl der zu l6senden Gleichungen der ist es meistens
das beste Verfahren. Es mussen lediglich (k — 1) Gleichungen gel6st
werden.

Das Gleichungssystem kann auch hier direkt aufgestellt werden.
Vorbereitungsarbeiten (Umwandeln der Schaltung) und Nacharbeiten
machen jedoch diese Methode weniger Uibersichtlich als die Maschen-
Analyse.

Die Idee der Methode ist, dass man die Spannungen zwischen
den einzelnen Knoten in unabh&ngige und abhangige Spannungen
aufteilen kann.

Die unabhangigen Spannungen sind die Unbekannten, fir dir
man das Gleichungs-System aufstellt. Unabhéngig sind die
Spannungen an den Baumzweigen, es gibt also (k — 1) unabhéangige
Zweige.

Beim Knotenpotential-Verfahren gibt es jedoch Einschrankungen
beziiglich der Wahl des vollstdndigen Baumes. Man verbindet einen
auswahlten ,Bezugsknoten“ sternférmig mit allen anderen Knoten und
wahlt die Bezugspfeile fir die unabhdngigen Spannungen zu diesen
Knoten hin.

Das Gleichungssystem enthéalt (k - 1) Knotengleichungen. Die
restlichen abhingigen m Strome ergeben sich anschlieflend aus
Maschengleichungen.

Vor der Aufstellung des Gleichungssystems mussen alle
Spannungsquellen in Stromquellen und alle Widerstidnde in Leitwerte
umgewandelt werden. Das Gleichungssystem lautet:

Gn Gl2 Gl(k—l) Ull Iél
G21 Gzz GZ(k—l) ) Ué _ Ic'12
G(k—l)l G(k71)2 G(k—l)(k—l) U(’k—l) Ic;(k—l)
mit: Gi >0 = Knotenleitwert (Summe aller Leitwerte in den
Knoten)
G;< 0 = Kopplungsleitwert zwischen zwei Knoten

U/ =unbekannte Knotenspannung

l; = Summe aller Quellen in dem Knoten!”

In dem betrachteten Beispiel kann man z.B. den Knoten (B) als
Bezugsknoten wéahlen. Die wurspringliche und die umgeformte
Schaltung sind auf der nachsten Abbildung gezeigt.
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T Uq2

u

R A

q2
1 + 4 R, A
G Gs - G+ Gy + Gs
Us
B

17Strome die hineinfliefSen sind als positiv, Stréme die herausfliefSsen
sind als negativ zu zdhlen

Es gibt nur eine Gleichung fiir den oberen Knoten:

Kommentar:

e In den meisten Féallen erfordert keine andere Methode zur
kompletten Analyse eines Netzes weniger Gleichungen.

e Unter Annahme einiger Einschrankungen ist das
Gleichungssystem sehr einfach und kann direkt aufgestellt

werden.
e Wegen unvermeidbaren Umwandlungen vor der Aufstellung des
Gleichungssystems und Zuruckwandlungen zu der
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ursprunglichen Schaltung ist die Methode weniger Uibersichtlich

als die Machen-Analyse.
Gewdhnt man sich (durch Uben!!) an die nétigen Umwandlungen und

an die Arbeit mit Leitwerten und Stromquellen, so ist die

Knotenanalyse meistens der schnellste Weg zur Bestimmung aller
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WORTERVERZEICHNIS

A
aktives Stromkreiselement
aquipotential

Atomkern

C
Coulomb’sche Krafte

Coulomb’scher Versuch

D

Dielektrikum
Dielektrizitdtskonstante
Dielektrische Grundkonstante
(Influenz-konstante,
Dielektrizitdtskonstante des
Vakuums)
Durchflutungsgesetz

Durchschlagfestigkeit

E

eingepragtes Feld
Einheitsvektor

elektrische Erregung

(Syn. Verschiebungsvektor,
Flufddichte-vektor, elektrische
Flufsdichte)

elektrisches Feld

elektrischer Flufs

element activ de circuit
echipotential

nucleu atomic

forte coulombiene

experienta lui Coulomb

material dielectric

constanta dielectrica

permitivitatea electrica
spatiului vid
legea fluxului electric

rigiditatea dielectrica

camp imprimat
vector unitar
vectorul de flux electric

(sin: deplasare dielectrica)
cimp electric
flux electric

energie electrica
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elektrische Energie

elektromotorische Spannung

(EMS)

(Syn. Elektromotorische Kraft

(EMK) (im deutschen
Sprachraum in allen
Fachbtiichern noch sehr
gebrauehlicher Ausdruck)
Elektronengas
Elektronenladung
Elektronenmasse
elektrische Kraft
elektrisches Potential
elektrische Spannung
elektrischer Druck
elektrisches Gleichgewicht
Energiedichte

Ersatzwert (einer Kapazitat,

eines Widerstandes)

F

Feldlinie
Feldstarke
Flachenladung

G

galvanische Elemente
Gesetz der Erhaltung der
elektrischen Ladung (Syn.

Kontinuitatsgesetz der

tensiune electromotoare (TEM)
(sin. FEM forta electromotoare,

notiune istorica si abandonata)

gaz electronic

Sarcina electronului

masa electronului

forta electrica

potential electric

tensiune electrica

presiune electrostatica

echilibru electrostatic

densitate de energie

valoare echivalenta (a unei
capacitati, a unei rezistente

electrice)

linie de camp electric
intensitatea campului electric
densitatea superficiala de

sarcing electrica

elemente galvanice
legea conservarii sarcinii
electrice

(sin. legea continuitatii)
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Elektrizitat)

geordnete Bewegung
Geschwindigkeit (mittlere)
Gitterbausteine
Gravitationskonstante

Gravitationskraft

H
homogenes Feld (Syn.

einférmiges Feld)

I
ideale Elemente

Influenzkonstante (syn.

Dielektrizitatskon-stante des

Vakuums, elektrische Feldkon-

stante)

innerer Widerstand

J

Joulesche Warme

Joulesches Gesetz

K
Kondensator
Kapazitat
Klemmen

Klemmenspannung

miscare ordonata

viteza medie

nodurile retelei in corp solid
constanta gravitationala

forta gravitationala

camp electric omogen

elemente de circuit ideal
permitivitatea electrica a

spatiului vid

rezistenta electrica interna

caldura dezvoltata intr-un
conductor prin efect Joule

legea dezvoltarii puterii
electromagnetice in conductoare

(Joule)

condensator
capacitate

borne

tensiune la borne

conductanta
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Konduktanz (Syn. Leitwert)
Knotenpotentiale
(Knotenpunktpotentiale)
Knotenpunktsatz
(Knotenpunktanalyse)
Kurzschlufsstrom
Kontinuitatsgleichung

(Syn. Gesetz der Erhaltung der
elektrischen Ladung)
Kirchhoffsche Satze

L

Ladung (elektrische)
Ladungstrager
Ladungskonzentration
Leerlaufbetrieb
Leerlaufspannung

Leiter

Leitungselektronen
Leistung (elektrische)
Leitwert (syn. Konduktanz)
Leitungsstrom
Leitfahigkeit (spezifische) (syn.

Leitvermogen)

M
Maschensatz
Maschenstrome

mittlere Geschwindigkeit

potentiale de noduri

teorema potentialului de noduri
curent electric de scurt-circuit
legea de continuitate

(sin. legea conservarii sarcinii

electrice)

teoremele lui Kirchhoff

sarcina (electrica)

purtator de sarcina electrica
sarcina electrica din unitatea de
volum

regim de mers in gol

tensiune electrica de mers in gol
conductor

electroni de conductie

putere (electrica)

conductanta

curent electric de conductie

conductivitate electrica

teorema curentilor ciclici
curenti ciclici

viteza medie
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N

Nebenschaltung (Syn.
Parallelschaltung)
Netz

Netzmasche

nichtelektrische Krafte

O
Ohmscher Versuch
Ohmsches Gesetz (Syn.

Leitungsgesetz)

P

Parallelschaltung (Syn.
Nebenschaltung)

passives Stromkreiselement
Planetenmodell (des Atoms)
Plattenkondensator
positiver Bezugssinn
Potential

Probeladung

R

Raumladung

reelle Stromquelle

reeller Spannungsgenerator
reeller Stromgenerator
Reibungselektrizitat
Reibungskraft

Reihenschaltung

legare in paralel
retea
ochi de retea (circuit)

forte neelectrice

experienta lui Ohm

legea lui Ohm (sin. legea

conductiei)

legare in paralel
element de circuit pasiv
model planetar (al atomului)

condensator plan

sens de referinta pozitiv (sens

pozitiv potential

sarcina electrica de proba

sarcina electrica volumetrica
sursa reala de curent electric
sursa reala de tensiune
sursa reala de curent
electrizare prin frecare

forta de frecare

legare in serie

legare serie-paralel (sin. legare

mixta)
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Reihen-Nebenschaltung

S

Schaltung

Schaltkreis

Spannung
Spannungsabfall
Spannungteiler
spezifischer Leitwert
spezifischer Widerstand
SI- Mafdsystem (internationales
Mafdsystem)
Stromstéarke
Stromdichte

Stofde

Streuung

Stromquelle
Stromgenerator
Stromteiler

Strom-Spannungskennlinie

T

Transportgeschwindigkeit

U

Universalkonstante

\%
Verschiebungsvektor (Syn.
Verschiebungsdichte

conexiune, circuit

circuit

tensiune

cadere de tensiune

divizor de tensiune
conductivitate electrica
rezistivitate electrica

Sistem international de masuri

(S

intensitatea curentului electric
densitatea curentului electric
ciocniri

dispersie

sursa de curent, sursa electrica
generator de curent

divizor de curent

caracteristica volt-amperica

viteza de transport

constanta universala

vectorul inductiei electrice

(vector de deplasare = expresie

veche abandonata)
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Flufddichtevektor, elektrische
Erregung, elektr.

Flufdvektor)

Voltaisches Element
Verschiebungsdichte

(Syn. Flufddichtevektor,
elektrische Erregung,
Verschiebungsvektor,

FlufSvektor)

%Y
Warmebewegung

Wirkleitwert (Syn. Konduktanz)

Z

Zentralkrafte

Zweig (eines Stromkreises)
Zweipol

Zweipolstromkreis

element voltaic

vectorul inductiei electrice

agitatie termica

conductanta

forte centrale

latura de circuit
dipol

circuit dipolar (dipol)
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