Elemente de statistica

5.5. Estimatori statistici si momente

In cea mai mare parte a cazurilor este dificil si se lucreze cu functia
densitate de probabilitate pentru un vector aleator multidimensional. De fapt,
intr-un numar mare de aplicatii practice functia densitate de probabilitate (sau
functia masa de probabilitate) nici nu poate fi cunoscuta. In astfel de situatii
este posibil insa sa se lucreze cu momentele distributiei (in mod uzual cu cele
de ordin I si II, acestea fiind cantitati definite In stransa legatura cu functia
densitate de probabilitate, ale carei trasaturi si proprietati le reflecta.

Dupa cum vom vedea, cu toate ca aceste momente sunt definite, teoretic,
in stransa legdtura cu functia densitate de probabilitate, in practica nu numai
ca nu este necesar sa se cunoasca aceasta functie pentru estimarea lor dar, in
plus, o estimatie a functiei densitate de probabilitate poate fi obtinuta
folosindu-ne de estimatiile acestor momente precum si de presupunerea
initiald privind forma parametrici a densitatii. Aceastd legaturd dintre
momentele unei v.a. x si functia densitate de probabilitate a lui x ne permite
ca, prin intermediul momentelor de ordin I si II sa realizdm diferite analize si
sd tragem concluzii privind caracteristicile vectorului aleator fara a cunoaste
efectiv functia de distributie ce-l caracterizeaza. O tratare a acestor aspecte si
a semnificatiei pe care o au aceste momente o vom face atunci cand vom
discuta estimarea parametrica punctuala (vezi in cadrul Subcapitolul 5.5.1.
paragraful ,,Estimarea parametrica punctuala clasica”).

Pentru a intelege ce implica, in general, un proces de estimare statistica
(vizut ca formi traditionald de inferentd statisticd’®), precum si, care sunt
metodele aferente, de implementare, de care se dispune la ora actuala, facem
in cele ce urmeaza o prezentare de ansamblu a problemei, urmand ca, ulterior,
sd abordam doar parte dintre metodele amintite.

36 Reamintim aici ca, prin inferenta statistica se Intelege obtinerea de concluzii bazate pe o
evidenta statistica (informatii derivate dintr-un esantion). Concluziile care se trag sunt
asupra caracteristicilor populatiei din care provine esantionul sau, mai general, asupra
procesului aleator al carui comportament a fost observat intr-o perioada finita de timp.

Cea de a doua forma traditionald de inferenta statistica este festarea ipotezelor (numita
si testarea statistica de semnificatie) si ea, spre deosebire de estimarea statisticd, oferda un
raspuns de tipul ,,da”’/,,nu” unor intrebari statistice.
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5.5.1. Procesul estimarii statistice

Probabilitatea statistic este cea care furnizeaza solutii optimale’” in cazul
datelor masurate ce sunt afectate de zgomot, caracterizate de incertitudine sau
sunt incomplete, ea extrigind din date cea mai multi informatie. In prezent
existd numeroase domenii in care feoria estimarii isi gaseste aplicabilitate.
Astfel, procesarea de semnal, controlul calitatii, telecomunicatiile,
interpretarea stiintifica a experimentelor, teoria controlului, etc. — sunt doar
cateva dintre exemplele pe care le intalnim frecvent in practica.

Estimarea, ca ramura a statisticii si a procesarii de semnal, se ocupa cu
estimarea (aproximarea), pe baza datelor empirice, a valorilor unor
parametri ai modelelor statistice sau chiar a structurii modelelor statistice ce
descriu pattern-urile dintr-o populatie aflata in studiu.

Cunoasterea si specificarea, sau nu, a priori a structurii modelelor
statistice in procesul de estimare imparte aceste modele statistice (respectiv,
metodele de estimare) 1n:

* parametrice;
* neparametrice;
» Semiparametrice.

Pentru a Intelege mai bine distinctia dintre acestea (precum si terminologia
adoptatd — parametric-neparametric) plecam de la definifa unui model
statistic.

Un model statistic consta intr-un set de ecuatii matematice ce descriu
comportamentul unui obiect de studiu in termenii variabilelor aleatoare si ai
distributiilor de probabilitate (respectiv, densitatilor de probabilitate)
asociate acestora. In consecintd, cunoasterea sau nu a structurii modelului se
reduce, practic, la cunoasterea sau nu a formei functionale a densitatii de
probabilitate ce caracterizeaza v.a. sau vectorul aleator ce descrie populatia.
O determinare completd a acestei distributii de probabilitate implica
estimarea parametrilor acesteia pe baza esantionului de date empirice.

Mai general, un model statistic include insd, pe langd caracterizarea
statistica a datelor numerice (definitia de mai sus), aspecte cum ar fi estimarea
comportamentului  probabilistic viitor al unui sistem pe baza
comportamentului acestuia din trecut, extrapolarea sau interpolarea datelor pe
baza unei aga-zise celei mai bune aproximari sau a estimatilor erorii calculate

37 Un estimator optimal este estimatorul care extrage din datele masurate toatd informatia
disponibild in acestea; in cazul in care in datele empirice mai existd informatie neutilizata
atunci spunem ca estimatorul nu este unul optimal.
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pentru datele empirice precum si analiza spectrald a datelor unui esantion
statistic.

1. Estimarea parametrica

Estimarea parametrica a densitatii de probabilitate

In statistica exista definite cateva familii de repartitii teoretice remarcabile
(fmpreuna cu functiile densitate de probabilitate derivate; pentru
exemplificare vezi Anexa: Repartitii remarcabile si Subcapitolul 5.6) iar
diferentierea in cadrul unei familii se face printr-un numar finit de parametri
(unul sau mai multi) ce caracterizeaza respectiva familie de distributii.

A
Sx(a) my =2
o =12

my =0

6 | L4 ' 2 ! b ' 2 4 a ©
ro! Mtor P .
v 42 b met o — 68.3% din elemente
o = 20 N my* 20, — 94.95% din elemente
! myt 30 !

myx 30x — 99.72% din elemente

Figura 5.15. Exemple de functii densitate de probabilitate Gauss-iene
din familia distributiei normale monodimensionale

Parametrii 1n statistica, la fel ca si in matematica, sunt cantitati referite
prin simboluri ce fac parte din definitia functiilor si ei definesc anumite
caracteristici ale acestora (de exemplu: pozitionarea sau alura functiilor).
Astfel, spre exemplu, in cazul distributiei normale a unei v.a. x, cei doi
parametri ai repartitiei, m, si 6,% (relatia (5.115)), au semnificatia pozitionarii
distributiei pe axa absciselor (data de parametrul my), respectiv, semnificatia
caracterizirii zonelor de concentrare ale punctelor (dati de parametrul c.%)
(vezi Figura 5.15, pentru exemplificare cu diverse valori particulare ale celor
doi parametri):
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(a—m)?

1 B 202
e 7 (5.115)
N2ro,

In relatia de mai sus a este variabila generica a functiei densitate de
probabilitate, fy(a), iar m; si 6,> sunt parametrii acestei functii.

Acesti parametri ai modelului statistic cu structura (fdp) predefinita nu sunt
oarecare ci ei au o semnificatie particulara, fiind chiar parametri ai populatiei
studiate si avand valori tipice (fiind, de exemplu, momente ale distributiei
variabilei aleatoare ce caracterizeaza caracteristica studiata a populatiei). In
cazul nostru particular, m, si c,> corespund urmdtorilor doi parametri ai
populatiei studiate (sau, momente de ordin unu, respectiv, doi ale distributiei):

f(@)=f(am o)=

(a) media (valoarea sperata a) v.a. x, care prin definitie este:

m. = Eix) = [T af (a)da (5.116)

(b) si, varianta v.a. x, data de:

def o 2
ol = E{(x-m)’}=[ (a=m,) f.(a)da (5.117)
Populatia si Seturi de date empirice Estimatii punctuale ale

cele k esantioane aferente esantioanelor parametrului 6

_ 1 n A
Homtd] 6, =2(X,)

X, =[a},....a}] )
9 ESTIMATOR b, =g(X2)
— ] —_— (X) —_—

= VV g -
X, =lay,....,a;] 0, = g(X,)

_ 1 n A
\ @ ; fled 0, =g(X,)

Figura 5.16. Procesul de estimare punctuald a parametrului € al unui
model statistic parametric
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In acest context, functia densitate de probabilitate din relatia (5.115) mai
este referitd ca repartifie normald cu media my si dispersia o,2, valorile celor
doi parametri determinand complet repartitia (pozitionarea si alura acesteia).
Faptul ci v.a. x este repartizati normal cu parametrii, 7, si 6,%, se mai noteazi

Si:
x ~ N(mz, 6%) (5.118)

Estimarea (punctuala sau de tip interval) a parametrilor populatiei se
face pe cate un esantion® (vezi Figura 5.16) — ales din populatia investigati
astfel incat acesta sa fie reprezentativ.

Pentru problematica tratatd in aceastd carte de interes particular este
estimarea punctuala, despre care vom vorbi in cele ce urmeaza.

Estimarea parametrica punctuala clasicd

Procesul estimarii punctuale a parametrilor unei populatiei sau ai unui
proces se implementeazi cu ajutorul unui estimator’’; acesta foloseste la
intrare datele masurate ale esantionului si furnizeaza la iesire valoarea
estimata (aproximatd) a parametrilor necunoscufi ai populatiei. Exprimat
matematic, aceasta s-ar traduce astfel:

» Presupunem ca dorim sd estimdm parametrul & (scalar sau vectorial)
al unei fdp cunoscute, fx(a; 6), a v.a. x (discutia se poate generaliza la
vectori aleatori). Pentru aceasta extragem dintr-o populatie &
esantioane de volum n, respectiv, esantioanele Si,..., Sk. (similar ca 1n
Figura 5.16). Fiecare esantion, S;, genereazd un vector al datelor
observabile, Xi=[a:,..., a"].

« Estimatorul 9 al parametrului @ al populatiei este atunci definit ca o
functie g(-) ce se aplicd vectorului aleator de date empirice X=[a',...,
a"]*%; daci in loc de v.a. x am fi avut vectorul aleator x, atunci am fi
vorbit de o matrice aleatoare de date empirice.

Pentru a intelege mai bine cele ce urmeazd, dam si urmatoarele
definitii pentru o v.a. hA(x) a lui x, pentru media acesteia si pentru
notiunea de statistica:

Fie x o v.a. §i h(x) o functie a v.a. x. Expresia:

38 Submultime a populatiei statistice considerate.
3 Formuld sau proceduri de estimare.

40 Notatiile adiacente folosite in acest subcapitol au fost ai, ¥ , éi , X; = valori particulare

ale variabilelor aleatoare/ vectorilor aleatori/ matricelor aleatoare al, x , 0 , respectiv, X.
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Y =h(x) (5.119)

este 0 noud v.a. definita astfel: pentru un ¢ dat, x(4) este
un numar iar h[x($)] — valoarea functei /4(-) calculata
pentru acest numar — este valoarea lui y($) = h[x({)]
pentru care multimea domeniului este multimea S a
realizarilor experimentale. (definitia de mai sus este
valabild si pentru x vector aleator, cu mentiunea ca de
aceastd datd y poate fi v.a., vector aleator sau chiar o
matrice aleatoare).

Orice functie care se aplica vectorului esantion X se
mai numeste §i Statistica. Astfel, statisticile sunt
caracteristici matematice ale esantioanelor, si ele pot fi
utilizate ca valori estimate ale parametrilor (ce sunt, la
randul lor, caracteristici matematice ale populatiilor din
care au fost luate esantioanele).

Din relatia (5.116) rezuta ca media v.a y este i ea
data de:

E{y} =" bf,(b)db (5.120)

Conform unei teoreme de baza (lasam ca exercitiu
demonstrarea acesteia), E{y} poate fi exprimat nu
neaparat in termenii fdp asociate lui y, f,(b), ci direct in
termenii functiei fx(a) a lui x, ca in relatia de mai jos:

Efh(x)} = [ h(x)f (a)da (5.121)

Din cele de mai sus reiese ca si estimatorul punctual 6 = g(X)
este tot o v.a. (sau, functie de situatie, un vector aleator/o matrice
aleatoare), iar din modul cum a fost definit, el se mai numeste si
statistica.

» Estimatul punctual este rezultatul (valoarea) functiei g(-) aplicata unui

singur esantion, @, = g(X,). In esantioane diferite, statisticile calculate

au valori diferite. Prin urmare, se poate vorbi despre o distributie a
valorilor statisticii 6 in multimea esantioanelor de acelasi volum, n,
numita si distributie de sondaj*' a statisticii respective.

4l Operatiunea de formare a unui esantion (selectie) se numeste sondaj.
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Din cele prezentate pana acum reiese cd, atunci cand facem inferente

privind o caracteristicd studiatd din populatie operam, in fapt, cu trei
distributii asociate acesteia:

* distributia populatiei — este acea distributie (in general,
necunoscutd) pe care O are
caracteristica studiatd (sau v.a.
asociatd ei) in populatie si pe care
dorim sa o determinam,;

* distributia esantionului  _ egte distributia pe care o are v.a. in
datele empirice (esantionul) de care
dispunem si ea poate fi determinata
complet din aceste date;

». distributia de sondaj — este distributia pe care o are statistica
calculatdi in mulfimea tuturor
esantioanelor de volum, #n, dat.

Aparent complicat, lucrurile se simplifica insd foarte mult atunci cand,

datorita unor teoreme de limita centrala, se demonstreaza ca forma distributiei
de sondaj este una cunoscuta atunci cand volumul esantionului, 7, creste (vezi
Anexa: Teorema limita centrald). Mai mult, din considerente teoretice,
relatia repartitiei de sondaj a statisticii cu valoarea tipica (parametrul) din
populatie este, de asemenea, una bine precizata.

Fard a detalia prea mult din statistica matematica ce std la baza acestor

aspecte teoretice, vom enunta in continuare numai acele rezultate ale teoriei
statistice de care ne vom folosi in mod deosebit 1n aceasta carte, ca parte a
statisticii aplicate. Astfel:

L.

II.

Pentru orice parametru al populatiei, &, dat pot fi implementati unul sau
mai multi estimatori, 6 = g(X). Obiectivul estimarii este acela de a selecta
o functie g(X) care sa minimizeze intr-un anumit sens eroarea de estimare
g(X) — 6. Atunci cand minimizarea se face in sensul erorii patratice medii,
respectiv:

e=E{[g(X)- 01} = [ [g(X) -0 £,(X,0)dX (5.122)

atunci estimatorul 6 = g(X) se numeste cel mai bun estimator.

In Subcapitolul Error! Not a valid link. s-a ficut mentiunea ci mediile
calculate pe un numar de observatii se apropie de o valoare constantd pe
masura ce numarul observatiilor creste. Aceasta reprezintd, in fapt,
interpretarea frecventiald a probabilitatii, conform careia, media
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aritmeticd x a valorilor observate a' ale v.a. x tinde citre integrala din
(5.116), ce reprezintd media v.a. x, atunci cand n — oo:

1 n

P NG T g (5.123)
n

III. In contextul notatiilor de mai sus, v.a. x=0 = g(X), reprezentand statistica
media aritmeticd a esantionului a v.a. x:

1 n

a' +---+a

(5.124)

X =
n

este 0 v.a. cu media m, si varianta 6,*/n (mai exact, se accepti conform
unor teoreme de limitd centrala (vezi Anexa: Teorema limita centrald)
ca distributia de sondaj a mediei este caracterizatd de o distributie N(my,
6:%/n)); aceasti afirmatie este valabild, in general, pentru valori ale lui n >
10, atunci cand distributia lui x este aproape simetrica, si pentru n > 30,
atunci cand distributia lui x are asimetrie pronuntata sau necunoscuta.

Folosindu-ne de toate informatiile prezentate mai sus se poate ardta ca

statistica media aritmetica a esantionului, x ,av.a. x este, din punct de vedere
teoretic, un:

» estimator nedeplasat (E{ 8 }=0) al parametrului media, my, al populatiei,
adica E{x }=my, siun

» estimator consistent (eroarea de estimare [6—¢] tinde care 0 in
probabilitate atunci cand n — o); mai exact, varianta lui x, 6>/n — 0
atunci cand n — oo de unde rezulta cd x — m, in sensul mediei patratice,
si, deci, de asemenea, 1n probabilitate.

Observatia 5.25: Un estimator am spus ca este definit ca o functie a
esantionului (setului de date empirice) 1nsd, pentru ca el sd fie un
estimator de Incredere este necesar sa posede urmatoarele proprietati:
sd fie nedeplasat, sa fie consistent si sa aiba variantd minima.

Intrucat decizia de estimator consistent se poate lua doar atunci cand n —
oo, ceea ce nu este cazul in practica intrucat n poate lua cel mult valori finite,
rezultd ca cel mult putem cauta si, in cel mai bun caz, selecta empiric, cel mai
bun estimator.

In cele ce urmeaza, alegerea empirici a estimatorului o vom face tinand
cont de doud lucruri:

1. statistica media aritmetica a esantionului a lui x, din relatia (5.124),
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n

a' (5.125)

D>
Il
I |-

i=1

este, aga dupd cum am vazut din punct de vedere teoretic, un estimator
consistent al parametrului = m,= E{x}, ce reprezintd media populatiei
pentru caracteristica studiata a populatiei;

2. din definitia data in relatia (5.119) avem ca pentru o v.a. x, o functie A(x)
=y este tot 0 v.a.

Combinand cele doud informatii ajungem la construirea empiricad a
urmatorului estimator pentru parametrul media 6=E{h(x)} (=m,=E{y}) a
functiei A(x) a lui x, respectiv:

6=%Z”: h(a') (5.126)

Acest estimator reprezintd media aritmetica a esantionului pentru v.a. y,
deci pentru functia A(x), si el este:

» din punct de vedere teoretic, un estimator consistent iar
» din punct de vedere practic, de cele mai multe ori, cel mai bun estimator
(asta cel putin pentru n de valori mari).

Functie de forma pe care o imbraca functia A(x) identificim, de exemplu,
urmatoarele cazuri particulare:

a) h(x)=x: 0 = E{x}=my — media aritmetica a
si esantionului este
A RN estimator pentru media
6=—2>a opulatiei;
n<s populatiet;

b) h(x)=(x-mx)*:| @=E{(x-m,)*}=0,> | — varianfa esantionului
si este estimator pentru
A (/A varianta populatiei;
B:—Z(a'—mx)z pop
n g

c) etc.

unde, parametrul @ al populatiei are, asa cu cum se poate remarca, valori
tipice, respectiv, valori asociate diverselor momente statistice ale v.a. x.

Observatia 5.26: Asa dupa cum am prezentat si in Subcapitolul 5.2, elemente
fundamentale de statistica — spre deosebire de variabilele statistice ce
desemneaza o anumita caracteristica a populatiei —, prin parametru al
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aceleiasi populatiei am spus ca se intelege doar o proprietate numerica
a _acesteig. In acest moment, cu informatiile prezentate pana acum,
suntem in masurd sa ddm urmatorul exemplu simplu care sd ne ajute sa
intelegem (in caz ca nu am reusit sa o facem deja) distinctia dintre cele
doud notiuni. Astfel, daca ludm in considerare parametrul media
(valoarea speratd) a unei v.a. x (fie aceasta de tip continuu) ce descrie o
caracteristicd a populatiei, avem cd ea este teoretic datd de relatia
(5.116):

m. = Efx) = [ af (@)da (5.127)

iar empiric, ea este estimata prin media aritmetica a esantionului (relatia
(5.123)):
—_— 1 e n
PELELLE (5.128)
n
care, la limita, pentru n — oo, tinde spre valoarea realda a parametrului
my. Cu alte cuvinte, atunci cand ea existd, media lui x este, aproape
sigur, limita mediei esantionului obtinutd pentru o marime a
esantionului ce creste la infinit.

In acest context, termenul echivalent de “valoare speratd” dat
parametrului media este unul care ne poate induce in eroare, el putand fi,
in mod eronat, asociat cu ,,valoarea cea mai probabila” a respectivei
variabile statistice. La fel ca si pentru media esantionului, si pentru media
populatiei putem obtine insa o valoare ,,imposibila” in sensul ca ea nu
reprezintd o valoare tipicd dintre valorile posibile pe care le poate lua
efectiv v.a. x.

Astfel, daca, de exemplu, consideram esantionul reprezentat de
totalitatea pacientelor dintr-un spital de obstretica-ginecologie, pentru care
observam statistic variabila statistica x ce desemneaza numarul de nasteri
realizate de catre fiecare pacientd (unitate statisticd), atunci un estimat al
mediei acestei variabile statistice, dat de media aritmetica a esantionului,
s-ar putea sd ne conduca la un rezultat de tipul 3.7 nasteri/pacienta; acest
rezultat statistic, care nu poate reprezenta nicicum o valoare posibild in
mod real, ne da doar o informatie orientativa si anume aceea ca, in medie,
fiecare pacientd a avut circa 3.7 nasteri pana la data realizarii studiului.

Observatia 5.27: O abordare similara a problemei de estimare parametrica
punctuald o intdlnim si in cazul in care avem de-a face cu statistici
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comune pentru doud variabile aleatoare, x si y, ce caracterizeaza doua
trasaturi distincte ale populatiei. Aceasta implica urmatoarele:

= date doua variabile aleatoare, x si y, si o functie /#(a,b), formam v.a. z
= h(x.y);

» parametrul media 8= E{h(x,y)}=E{z} a functiei s(x,y) a variabilelor
aleatoare x si y poate fi exprimat si el direct In termenii functiei A(x,))
si ai functiei densitate comuna, fi,(a,b), astfel:

E{h(x, y)} = f:f:h(a,b) 1., (a,b)dadb (5.129)

= se poate, de asemenea, demonstra ci un estimator empiric, 9, al
parametrului @ de mai sus este statistica media aritmetica a
esantionului pentru v.a. z, deci pentru functia A(x,y), a lui x si y,
respectiv:

1Y i
0= 2 ha'b) (5.130)

Functie de forma particulard pe care o Tmbracd functia #4(x,))
identificam, de exemplu, urmatoarele cazuri, deosebit de utile in

aplicatiile practice, pentru parametrul @si estimatorul sau, 0 :

a) h(x,y) =xy: 0 = E{xy}

R SRR

0 = ; ; a'b

b) h(x,y) = (x-m)(y-my): | @= E{(x-mx)(y-my)} = cov(x,y)

0 :lzn:(ai -m )b —m))
nio ’

c) etc.

= 1n cazul particular cand variabilele aleatoare x si y au o distributie
comuna normala functia densitate comuna, f,(a,b) este determinata
in mod unic de urmatoarele momente de ordinul intai si doi: my., m,,
Ox, Oy $1 cov(x,)) (vezi si Subcapitolul 5.6).

Panad 1n acest punct al prezentdrii noastre parametrii populatiei au fost
tratati ca fiind niste constante necunoscute — aceasta reprezintd, de fapt,
ipoteza de lucru de bazi a estimarii clasice. In estimarea parametrica mai
existd insa si o abordare in care parametrii populatiei sunt ei insasi vazufi nu
ca nigte cantitifi necunoscute si fixe ci ca niste variabile aleatoare, avand
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propriile lor distributii de probabilitate. Aceasta noud abordare poartd numele
de estimare bayesianda a parametrilor populatiei.

Estimarea parametrica punctuald Bayes-iand

In estimarea Bayes-iand a parametrilor unei populatii se pleaca de la
urmatoarele doud premize:

(1) parametrul @ al populatiei nu este in totalitate unul necunoscut (altfel
spus, dispunem de anumite informatii a priori fie dintr-o cunoastere
partiald a procesului studiat, fie din alte realizari anterioare ale
aceluiagi experiment etc.), si

(2) intrucat valoarea parametrului este necunoscutd atunci are sens sa
specificdm o distributie de probabilitate care sd descrie valorile
posibile pentru acest parametru, la fel ca si probabilitafile asociate
acestor valori.

Informatiile a priori despre parametrul & sunt valorificate Tn momentul in
care construim si precizam functia de densitate a priori, fo(6), a vectorului
aleator 0. In aceasta abordare, parametrul necunoscut al populatiei este doar
o valoare a vectorului aleator 0 iar functia de distributie a vectorului aleator
x, ce descrie caracteristica populatiei, este interpretatd ca fiind functia de
distributie conditionata, Fi(a|6), a lui x pentru 6 = 6.

In aceste ipoteze de lucru, metoda bayesiand de estimare statisticd apare
ca o alternativd la metoda clasica de estimare statistica de care se
diferentiaza, nsa, 1n principal, prin urmatoarele doua elemente cheie:

i) parametrul populatiei este el insusi vazut ca un vector aleator, 0,
valoarea sa necunoscutd, fiind o valoare a acestui vector aleator;

ii) informatia furnizata de setul de date empirice, de care dispunem la
un moment dat, este combinatd, in plus, cu informatia a priori pe
care o avem despre parametrul 8 al populatiei. Reamintim ca, in
estimarea parametricad clasica, informatia folositd in ghidarea
procesului de inferenta statistica era doar cea furnizata de setul de
date empirice.

O concluzie imediata ce poate fi trasa din cele de mai sus este aceea ca in
abordarea Bayes-iand, problema estimirii parametrului necunoscut al
populatiei revine la a estima valoarea 6 a lui 0 in termenii:

» esantionului X (constind in valorile observate a' ale lui x) si,
respectiv,
= functiei de densitate de probabilitate a lui 0.
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Observatia 5.28: Atentie! Prin transformarea problemei dintr-o estimare a
parametrului necunoscut & (intalnitd in estimarea clasicd) intr-o
problema de estimare a valorii € a vectorului aleator 0 (in cazul abordarii
bayes-iene), estimarea devine 1n aceastd ultima abordare, practic, o
predictie (vezi diferenta dintre acestea in Anexa: Predictie versus
estimare).

Tinand cont de faptul ca problema de estimare s-a transformat intr-o
problema de predictie (vezi Observatia 5.28, respectiv, relatia (A.71)), atunci

putem afirma ca solutia pe care o cautdm — fie aceasta constanta 4 :

= era, inainte de a obtine orice evidentd statistica (date
observabile), data de,

0=E0)=[" oy (0)d6 (5.131)
—00
» iar dupa obtinerea de noi probe (respectiv, obfinerea unui set de

date empirice pentru vectorul aleator x, X=[d',..., a"]), ea este
data de (vezi relatia (5.187)),

0=EW®|X}=[""0 fox (0] X)do (5.132)

In formula de mai sus fox(6 | X) este tot functia densitate de probabilitate a
lui © 1nsd revizuitd 1n sensul cd functia de densitate a prioricd, fo(6) —
cunoscuta in totalitate si construitd in baza tuturor informatiilor de care
dispuneam inainte de a obtine noi rezultate experimentale — este modificata
corespunzator, in contextul si conform noilor dovezi statistice obtinute
experimental.

Derivarea noii functii de densitate pentru vectorul aleator 0 are ca regula
de calcul regula lui Bayes (vezi relatia (5.93)),

_PBlx=a)fi(a) _ P(B|x=a)f(a)
P(B) [""PB|x =), (a)da

fx(a|B)

(5.133)

particularizata pentru x=0 si, respectiv, pentru evenimentul B = X, ce consta
in obtinerea unui esantion de dimensiune n pentru vectorul aleator x. Astfel:
_ Sxp(X10)f,(0)

Jox (@] X) = 7 (5.134)
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In relatia de mai sus notatiile folosite sunt aceleasi cu cele folosite in
estimarea parametrica clasica (vezi Subcapitolul 5.5.1.), respectiv:

— 0 este vectorul aleator ce desemneaza parametrul populatiei,

— Beste o realizare particulara a acestui vector aleator,

— X desemneaza vectorul aleator sau matricea aleatoare (dupa cum x
este un scalar, respectiv, un vector) a esantionului vectorului aleator
x (vezi Figura 5.17) iar

— X reprezinta o realizare particulara a lui X, respectiv, setul de date
empirice pe baza caruia se realizeaza inferenta statistica.

Densitatea posterioara

Densitatea apriorica Functia de verosimilitate

Jox(01X)

Jxi8(X]0)

Jo(0) :
4

>
>

6o 0 =0, X 0

Figura 5.17. Exemplu de estimare bayesiand punctuald parametrica in
ipoteza unor distributii normale ale lui 0 si, respectiv, x.

Aceastd formuld de calcul, ilustratd grafic in Figura 5.17, ne aratd cum,
pornind de la informatia disponibila — specificata prin functia de densitate a
priori, fo(6), pe care o presupunem cunoscutd —, in lumina unei noi evidente
statistice — respectiv, datele observabile ale esantionului, a caror informatie
furnizata este reflectata in functia de verosimilitate, fxp(X|0) — derivam o
functie de densitate de probabilitate actualizata pentru vectorul aleator 0,
Jfox(61X), functie denumitd, in mod sugestiv, functie densitate de probabilitate
posterioara sau functie de densitate de probabilitate conditionata a lui 0 data
de evidenta X.

Observatia 5.29.: Facem observatia aici ca pentru functia fxp(X]6) — ce
reprezintd densitatea conditionatd comuna a n vectori aleatori, a', atunci
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cand 6=0 —, este adevarata urmatoarea relatie de calcul pentru cazul
cand acesti vectori aleatori sunt independenti:

fxo(X10)= 1, (@ |0)--f,. ,(a" | O) (5.135)

Aici, functia generica fap(a|6) reprezinta functia densitate conditionata
a vectorului aleator a atunci cand 0 = 6.

In situatia particulard cand functia fxe(X|6) este considerati ca o
functie de @, ea poarta numele de functie de verosimilitate; acesta este
si cazul functiei fxjp(X]6) din relatia (5.198), unde pentru o valoare
particulara a lui X (un esantion X oarecare, vezi Figura 5.16) avem:

SaoX 1O =1,,(a, 10) 1., (@10  (5136)

Problema 5.22: Sa se estimeze punctual, prin metoda bayes-iana, parametrul
scalar media, 0= my, al unei populatii a carei caracteristica studiata este
descrisa de vectorul aleator unidimensional, x, despre care se stie ca este
distribuit conform unei legi de distributie normale,

x ~ N(6, 0:%) (5.137)

si pentru care se cunoaste doar varianta, o,>. De asemenea, mai
dispunem:

o de o serie de informatii a priori despre parametrul & care ne fac
sda credem ca valorile posibile pentru acesta respectd, de
asemenea, o distributie normala, de medie si varianta, cunoscute,
respectiv,

0 ~ N(8o, 0% (5.138)
e side un esantion, de dimensiune 7, de date empirice.

Sa se comenteze rezultatul obtinut.

Nota Se aratd cd estimatul =g, pentru parametrul necunoscut al
populatiei este unul dat de formula:

2 2
6 =""Lx+2L0, (5.139)

o o,

X

unde x reprezinta statistica media aritmeticd a esantionului pentru v.a.
X iar,
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2 2
o = (5.140)

- 2 2
o, +noy

Observatia 5.30: In problema de mai sus se poate remarca faptul ca, atat

42

distributia parametrului 0, cat si distributia caracteristicii populatiei
(reprezentata prin v.a. x), sunt distributii normale iar distributia
posterioara obtinuta pentru 6 in urma aplicarii regulei lui Bayes este, de
asemenea, o distributie normala. Rezultatul nu este, asa dupa cum s—ar
putea crede, unul total intdmplator. Mai exact, dacd in general in
estimarea parametricd bayesiana familia de distributii careia 1i aparfine
functia de verosimilitate, fxje(X]6), se considerda a fi una bine-
determinatd (fixatd), in ceea ce priveste distributia a priorica a
parametrului populatiei, fo(¢), avem doar presupunerea cruciald ca
aceasta este o distributie cunoscutd, ramanand ca alegerea uneia sau a
alteia dintre familiile de distributii teoretice existente sa se faca, in parte
pe baza informatiilor a priori disponibile, iar in parte, pe baza intuitiei
noastre. Este 1nsd evident faptul cd alegeri diferite pentru densitatea a
priori fo(6) poate face ca produsul fxp(X|0) % fo(6) sa ia o forma
algebrica arbitrard sau alta (de cele mai multe ori, destul de greu de
descris), forma care ingreuiaza foarte mult, daca nu chiar, face
imposibil calculul distributiei posterioare, fox( & |X).

Solutia in astfel de situatii o reprezintd folosirea asa — numitelor
densitati a priori conjugate.

O clasd de distributii de probabilitate a priori, fo(6), se numeste
conjugata unei clase de functii de verosimilitate, fxjo(X]6), doar atunci
cand distributiile posterioare rezultante, foxx(€ |X), fac parte din aceeasi
familie ca si fo(6). Practic, o probabilitate a priori conjugata este o
convenientd algebricd care simplificd foarte mult scrierea matematica,
oferind, 1n acest mod o formula simpla de calcul ce leaga valorile hyper-
parametrilor*? densititii posterioare de valorile hyper-parametrilor
densitatii a priori [Gelman, 2003], [Fink, 1995]. In acest fel, si calculul
densitatii posterioare devine unul foarte usor, densitatea posterioara fiind,
in final, o densitate din aceeasi familie de distributie ca si densitatea a
priori Insa cu hiperparametri diferiti ce reflectd efectul, suplimentar, al
informatiei furnizate de datele empirice.

Un hyper-parametru reprezinta un parametru al distributiei a priori iar termenul este
utilizat pentru a distinge acest parametru de parametrii modelului propus pentru
distributia ce descrie caracteristica populatiei.
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Revenind la Problema 5.22 putem acum bdnui cd presupunerea
conform careia distributia a priori pentru & este o distribufie normala a
fost una de natura sa simplifice scrierea matematica. Uitandu-ne in tabelul
cu functii densitate a priori conjugate, prezentat in Anexa: Distributii de
verosimilitate, observam ca, intr-adevar, familia de distributii gauss-iene
este conjugata cu ea insasi (auto-conjugatd). Mai mult, corespunzator celor
prezentate mai sus si tinand cont de solutia data problemei identificim:

Hyper-parametrii
posteriori

Functia de
verosimilitate
Parametrii
necunoscuti ai
modelului
Distributia
a priori conjugata
Hyper-parametrii

a priori

S

gl\?
<

|

2 2

Normala 0=m, | Normala | "% [, % 4

2 2 2 2

cu . o, +no, o. +no,
. (media) ’

varianta,

2 2
a2, 2 0.0y

- 0 =7 2
cunoscuta o, +no,

Probabilitatea a priori

Desi subiectiva in esenta (a se vedea si Anexa: Interpretarea notiunii de

probabilitate), probabilitatea Bayes-iana este interpretatd uneori ca fiind
obiectivia. Cele doud puncte de vedere diferite — varianta subiectiva si,
respectiv, varianta obiectiva ale probabilitatii bayesiene — difera, in principal,
prin modul cum este interpretata si construita probabilitatea a priori din
relatia lui Bayes. Astfel:

conform punctului de vedere subiectiv, probabilitatea este interpretatd ca
fiind “gradul de incredere” pe care un individ il are in adevarul unui
enunt/eveniment; de aici rezulta si caracterul personal sau subiectiv; cu
alte cuvinte, nivelul de cunoastere corespunde unei “convingeri
personale”;

conform punctului de vedere obiectiv, nivelul a priori al cunoasterii
defineste — pentru problemele bine puse — o distributie de probabilitate a
priori unica. In general, problemele de inferenta statisticd, asa cum se
intdlnesc ele in investigarea stiintifica, sunt rezolvate, In mod uzual,
plecand de la presupunerea ca un anume model statistic este un descriptor
adecvat al mecanismului probabilistic ce a generat datele; insasi alegerea
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acelui model implica, insd, In continuare, un anume grad de subiectivitate.
Cu toate acestea, a devenit o practica standard ca orice analiza statistica
ce depinde doar de modelul propus si de datele observate s fie descrisa
ca fiind “obiectiva”. In acest sens (si doar in acest sens) inferenta
bayesiana poate fi privitd ca fiind “obiectivad”. In construirea obiectivi a
distributiilor a priori, au fost propuse utilizarea mai multor principii dintre
care amintim doar: entropia maxima (Edwin T. Jayne), analiza de
referinta (Jose M. Bernardo) si analiza frecventiala (in aceasta ultima
situatie distributia de frecventd are parametri ce reflectd o analiza si o
sinteza a unor date existente).

In ceea ce priveste densititile a priori de referinti, acestea nu sunt, asa
cum s-ar putea crede, descriptori ai gradelor subiective de incredere; ele sunt
propuse ca functii a priori formale, unanim acceptate spre a fi utilizate ca
standarde in comunicarile stiintifice.

Ceea ce trebuie sa retinem in final, de aici, este faptul cd multe dintre
metodele moderne de invatare masina si de clasificare se bazeaza, in
general, pe principiile bayesiene obiective.

Estimarea parametrica a functiei de regresie

Cele doua metode de estimare parametrica discutate pana acum reprezinta,
asa dupa cum stim metode de estimare a functiilor densitate de probabilitate
aferente diferitelor variabile aleatoare (mai general, vectori aleatori). Reluand
putin, vom spune cd, in cadrul acestor metode se pleaca de la un esantion, X,
de date observate ale variabilei aleatoare x, se presupune o anumitd forma
pentru densitatea de probabilitate a lui x, f,(a) (suplimentar, in cazul estimarii
Bayes-iene, se precizeaza si densitatea a priorica a parametrului € al
modelului, fo(0)) si, pe baza acestora, se estimeaza parametrul &; ce implicit
determind complet estimatul functiei densitate, fi(«a), a lui x.

Un alt tip de aplicatii statistice cu care ne intalnim destul de frecvent in
practica si care implica, de asemenea, o estimare parametrica — de aceasta
data, insa, a unei functii numitd de regresie — este si urmatorul, in care: se
cunoaste un esantion, X, de perechi de date (a', b'), ale unei perechi de
variabile aleatoare (x, y), intre care stim ca existd o relatie functionala, se
cunoaste forma acestei relatii functionale si, pe baza acestora, se estimeaza
vectorul parametru, 6, ce descrie complet relatia functionald de mai sus. In
acest caz particular, vorbim de o estimare parametricd a unei functii de
regresie. Functia de regresie are, dupa cum vom vedea, o utilitate foarte larga,
ea putand fi utilizata in aplicatii diverse, incepand cu aplicatiile de predictie,
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inferentd statistica, testare de ipoteze si terminand, nu in cele din urma, cu
aplicatiile de modelare a relatiilor cauzale.

Estimarea unei functii de regresie consta in gasirea acelui model care
aproximeaza cel mai bine relatia functionald care existd intre o variabila
aleatoare dependentd, y, (numitd si variabila de raspuns) si, respectiv, una
sau mai multe variabile aleatoare independente (numite si predictori). Formal,
ecuatia de regresie pentru cazul unei singure v.a. independente, x
(generalizarea la mai multi predictori este una imediatd), se scrie astfel:

b=¢(a;0)+e (5.141)

In aceastd relatic v.a. dependenti y este modelati ca o functie de
predictorul x, de vectorul parametru corespunzator & (ce reprezinta un vector
de componente ,constante”) la care se adaugd un termen de eroare ce
reprezintd acea variatie din y ce nu a putut fi explicata (modelatd). Termenul
de eroare este aici tratat ca o variabila aleatoare. Reamintim ca variabilele a
si b desemneaza variabilele generice aferente variabilelor aleatoare x si,
respectiv, y.

Inainte de a merge mai departe cu prezentarea acestui tip de estimare, vom
introduce in cele ce urmeaza cateva notiuni noi. Scopul este acela de a usura
intelegerea modului cum vom obtine un estimator pentru functia de mai sus
— functie numita si functie sau linie de regresie.

Media conditionata a unei variabile aleatoare. Functia mediei conditionate

Prin definitie, media conditionati a unei variabile aleatoare y, presupunand
evenimentul 4, este data de integrala:

Ely| A} [7of, 6] Ao (5.142)

in contextul problemei de estimare de mai sus vom considera pentru evenimentul 4
din relatia (5.142), urmatorul eveniment {x = a}. Tindnd cont si de relatia (5.78)
obtinem:

+00 +00 . ,b
E{y|x=a}=] bf, (b|a)db= I_wbﬂ}(fa))db =m(a) (5.143)

unde f;x(bla) este functia densitate de probabilitate conditionata a lui y data de x = a,
/(D) este fdp marginald a lui y iar m(a) este o notatie pe care o folosim pentru a desemna
functia rezultanta ce depinde doar de variabila a.

Daca in relatia de mai sus baleiem toatd multimea valorilor posibile, a, pentru v.a. x
atunci obtinem o functie de la @ la b = m(a), numitd functia mediei conditionate sau
functia de regresie; aceasta functie, desemnata adesea prin E{y|x}, ne spune cum sunt
legate intre ele ,,in medie” variabilele aleatoare x si y (vezi Figura 5.18). Pentru a
intelege reprezentarea din Figura 5.18.(a) vezi problema de predictie tratatd In Anexa:
Predictie versus estimare, si rezumata prin formula (A.71). O intelegere completa (si
nu doar intuitivd) a reprezentarii din Figura 5.18.(b) o vom obtine abia dupa
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prezentarea teoriei estimarii neliniare, in sensul erorii medii pdtratice minime (mean
square - MS), pe care o redam 1n acest subcapitol.

(T? --------- 1 y(Q)=b YL mAb:y(C)
I S (@) = E{via}
S
— >
a =x(Q)
(a) (b)

Figura 5.18. Reprezentarea grafica a estimarii variabilei aleatoare y: (a) printr-o
constanta c si, respectiv, (b) printr-o functie m(x) a unei v.a. x.

Functia mediei conditionate poate fi o functie neliniara chiar si pentru densitati
comune, fy(a,b), si densitati marginale aparent simple la prima vedere.

Problema 5.23: Fie urmatoarea functie densitate de probabilitate comuna pentru
variabilele aleatoare x si y:
a+b , pentru a €[0,2]sibe[0,2]

Sola,b) = { (5.144)

0 , in rest.
Sa se deduca functia mediei conditionate pentru v.a. y, functie de v.a. x.

Rezolvare:
Din definitia lui fi(a,b) obtinem, conform relatiei (5.43), functia densitate de
probabilitate marginald a lui x astfel:

2

=2a+2 , pentru a €[0,2] (5.145)

2 1 ,
fla) = J'Ofxy (a,b)db = (ab + 5b ]0

0 , In rest.

Pe baza relatiei (5.207) deducem mai departe functia mediei conditionate a lui y
functie de x:

b 1
Ef{ylx=a} =I02bMdb:Lzb G gy = [ b+ [ b

f.(a) 2a+2 0 2a+2 0 2a+2
2|? 3|2
__a b7 1 b e 4/3 (5.146)
2a+2 2 0 2a+2 3 0 a+l a+l
_3a+4
3q+3

132



Elemente de statistica

Asa cum aratd si rezultatul de mai sus, functia obtinuta in acest caz este,
evident, o functie neliniara (vezi figura Figura 5.19); acest lucru vine si confirma
afirmatia ca, chiar si pentru forme simple ale densitatilor comune si marginale,
functia m(a) poate fi o functie neliniara.

Revenind acum la problema estimarii relatiei functionale, &(-), ce leaga
intre ele cele doua variabile aleatoare, x si y, prezentdim in continuare
estimatorul pe care-1 obtinem in estimarea neliniara in sensul MS a acestei
functii.

14
12 m(a)
0.8
06
04
02
0 >
03 0.7 1.1 15 1.9 a

Figura 5.19. Functia mediei conditionate, m(a).
Estimarea neliniard in sensul erorii medii patratice minime

Aceasta problema de estimare revine la a gasi acea functie ¢(-) pentru care
eroarea medie patratica:

e=E{ly- g’} =[ [ 1b-9@) f,,(ab)dadb  (5.147)

este minima.
Pentru a obtine estimatorul corespunzator pornim de la relatia de mai sus
in care rescriem densitatea comuna (vezi si relatia (5.69)) astfel:

€= I: f: [b-g(a)] f,.(b|a)f.(a)dadb=
- f:f x (“)f: [b—Ha)T f,.(b|a)dbda

In relatia (5.212) toti termenii care se integreaza sunt pozitivi ceea ce
inseamna cd, eroarea e astfel calculata va fi minima doar daca integrala,

[T-¢@r 1, (b a)ydb (5.149)

este minimd pentru fiecare a. Solutia care se obtine in acest caz este (a se
vedea Anexa: Predictie versus estimare, relatia [[Sl08), in care ¢ este

(5.148)
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inlocuit cu ¢(a) iar fx(a) este inlocuit cu fyx(b,a)):
#a) =" bf,. (0| a)db = E{y| a} = m(a) (5.150)

Din relatia de mai sus reiese cd, estimatul obtinut pentru functia ce leaga
intre ele cele doua variabile aleatoare este chiar functia mediei conditionate a
variabilei dependente y data de variabila independenta x. Cu alte cuvinte,
rescriind relatia Error! Not a valid link. in lumina noilor rezultate obtinute,
deducem:

b=m(a;0)+e (5.151)

Numele acestei metode de estimare, respectiv, acela de estimare
parametricd neliniard a regresiei se datoreaza faptului ca forma functiei de
regresie este una ce se presupune a fi cunoscutd, ea este datd de o combinatie
neliniard a parametrilor modelului si, in plus, parametrii modelului au o
semnificatie particulara (uneori chiar fizica) pentru procesul studiat. Metoda
estimeaza acesti parametri in sensul gasirii acelor valori pentru care se obtine
cea mai bund aproximare a datelor observate in conditiile indeplinirii unui
criteriu de eroare anterior stabilit. Estimarea parametrilor se face printr-o
metoda a aproximarilor successive si, din acest motiv, regresia neliniara este
cunoscuta ca fiind una intens computationala.

Observatia 5.31: Functia de regresie din Problema 5.23,

ma)=1+—— —q +—% (5.152)

3a+3 a,a+a,

este o functie neliniard Intrucat ea nu poate fi exprimatd ca o combinatie
liniara a parametrilor a;. Exemple de functii neliniare mai uzual folosite
sunt: functiile gaussiene, functiile putere, functiile exponentiale, functiile
trigonometrice etc.

O alternativd mai simpla dar, In general, mai putin eficienta decat metoda
parametrica neliniard de estimare a regresiei este §i metoda estimarii
parametrice liniare, in sens MS, a acesteia.

Estimarea liniara in sensul erorii medii patratice minime

In cazul liniar univariat, problema estimarii parametrice a functiei de
regresie dintre variabilele aleatoare x si y se reduce la estimarea, in sensul
erorii medii pdtratice, a v.a. y in termenii unei functii liniare a lui x, functie de
tipul Ax+B. Asa dupad cum vom vedea mai jos, parametrii cei mai buni de
aproximare au, In estimarea liniara a regresiei, expresii bine determinate; in
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cazul nostru vom ardta cd parametrii estimati se calculeazd pe baza
momentelor de ordin unu si doi ale distributiilor lui x si, respectiv, y.

Pentru aceasta, scriem, mai intai formula pentru eroarea medie patratica,
ce trebuie minimizata:

e=E{[y—(4x+B)]"} (5.153)
Pentru un A4 fixat eroarea e de mai sus este minima numai daca:

de o E{y’ —2(Ax+B)y+[(Ax)* +24xB+B’]}
dB dB - (5.154)

=E{-2y+24x+2B}=0

de unde rezultd mai departe ca,
E{-y+Ax}+E{B}=0= B=E{y—Ax}=m,—Am_  (5.155)

Inlocuind in relatia Error! Not a valid link. pe B cu valoarea sa dedusi in
relatia (5.219) obtinem:

e=E{[y—(Ax+m,—Am )]’} = E{[(y=m,) = A(x=m )]’} =
e=E{(y-m,)’}=24E{(y—m)x—m)}+ A E{(x-m)’}} =

2 2 __2
e=0,-24pc.o, + A0,

(5.156)

unde: 6,2, 6,* sunt variantele celor doud variabile aleatoare, x si y, iar p este
coeficientul de corelatie Pearson (vezi Subcapitolul 5.5.4, relatia (5.245)).

Mai departe relatia (5.156), ce reprezinta eroarea e ca o functie de 4, este
minimizata in raport cu 4 daca:

(o2
ﬁ:m:»-zpaxa +2Aa§=0:A:h (5.157)
dA 7 o

X

In concluzie, parametrii 4 si B pentru care se obtine cel mai bun estimat
liniar, in sensul erorii medii patratice, al functiei de regresie a doua variabile
aleatoare x si y sunt dati de relatiile:

po, .
A=—>=si B=m - Am, (5.158)
c

X

Observatia 5.32: In general, functia de regresie neliniard nu este o linie
dreapta iar eroarea medie patraticd este mai mica decat eroarea in sens
mediu patratic din estimarea liniara regresiei.
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Problema 5.24: Sa se demonstreze cd daca variabilele aleatoare x si y au o
densitate comuna de tip Gauss-iand atunci, estimatiile, in sensul erorii
medii patratice minime, determinate prin cele doud metode (liniara,
respectiv, neliniard) pentru functia de regresie sunt identice.

In cazul in care existd mai multi predictori, x;, in functie de care se doreste
exprimarea unei v.a. dependente y, atunci avem de-a face cu o regresie liniara
multipld iar modelul in acest caz este dat de:

y=odotaixi+..takxkte (5.159)

unde: x;, cu i =1,k sunt predictorii (regresorii) iar o ; sunt coeficientii de
regresie. Formula de determinarea a coeficientilor de regresie este una care
difera functie de criteriul de eroare folosit. Cele mai multe insa din aplicatiile
de estimare parametrica a regresiei liniare folosesc metoda celor mai mici
patrate.

In mod echivalent, ca in cazul estimarii neliniare, si in cazul estimarii
liniare a regresiei numele metodei, respectiv, acela de estimare parametricd
liniara se datoreaza faptului ca forma functiei de regresie este una cunoscuta,
ea este datd de o combinatie liniard a parametrilor modelului si, in plus,
parametrii modelului au, asa cum am vazut, o semnificatie particulara pentru
procesul studiat.

Observatia 5.33: In cazul particular discutat anterior am avut de-a face cu o
regresie liniard simpla (o singurd v.a. independentd) iar functia de
regresie estimatd a fost o linie dreaptd. Nu trebuie sa facem insa
confuzie intre numele metodei (estimare liniard) si aceasta linie dreapta
care nu este decat un caz particular al functiei de regresie liniare. Mai
mult chiar, inclusiv o functie de forma:

y=oo+ax; .. tokx. +e (5.160)

care este evident o functie neliniarad in variabilele independente x;, este
o functie de regresie liniara intrucat, sa ne reamintim — caracterul liniar
al metodei este dat de liniaritatea exprimatd in termenii parametrilor
modelului — ceea ce se verifica si pentru relatia noastra.

Estimarea parametrica a unui semnal

Pe langa aplicatiile de modelare a densitatilor de probabilitate sau a
functiilor de regresie, estimarea parametrica isi mai gaseste aplicabilitate siin
domenii cum ar fi modelarea unui semnal (pentru definitia unui semnal vezi
Anexa: Notiunea de semnal. Semnal stationar).
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Estimarea unui semnal presupune gasirea unui model matematic care sa
fie, pe de o parte, cat mai apropiat de realitatea fizica care a generat semnalul
observat iar pe de alta parte, acelasi model trebuie sa prezinte si un grad mare
de generalitate.

Consideram in continuare problema standard a unui semnal S peste care
s-a suprapus un zgomot Z:

xi=sitzi, 1<i<M (5.161)

In ecuatia de mai sus z; sunt variabile aleatoare i.i.d., distribuite normal, dupa
o distributie N(0, ¢°) iar x; sunt datele observate ale semnalului.

Estimarea, in acest caz, presupune ca se cunoaste modelul care ar descrie
procesul ce a generat datele semnalului si se doreste, pe baza datelor observate
sa se estimeze parametrii modelului, care descriu modelul, avand totodata o
anumita semnificatie pentru acesta.

Observatia 5.34: Un exemplu ilustrativ de estimare parametricd a unui
semnal este si aplicatia in care se urmareste modelarea unui semnal
discret despre care se stie ca este sinusoidal si pentru care se dispune de
date observate. Precizam aici ca, o sinusoida este orice functie de forma
Asin(at + ¢), unde ¢ este variabila independentd iar 4, @ si ¢ sunt
parametrii ficsi ai sinusoidei, numiti amplitudinea, frecventa si,
respectiv, faza semnalului.

In acest caz, cel mai simplu model propus pentru semnalul s sinusoidal
este dat de o singurd componenta sinusoidala complexa, Aexp(jaon).
Rescriind relatia [[8088) pentru aceasti aplicatie particulard obtinem:

x[n] = 40" + z[n] (5.162)

cu 1 <n < M, iar x[n] sunt datele observate ale semnalului, iar = [A,
o, ] este vectorul parametru al modelului propus, vector ce trebuie
estimat. Estimarea parametrilor modelului matematic (parametri care,
asa cum am vazut, caracterizeazd procesul analizat, avind o
semnificatie particulard) presupune folosirea analizei statistice,
respectiv, definirea unui criteriu de eroare. La ora actuala exista propuse
mai multe criterii de eroare insa dintre acestea, de departe cea mai
folositd este metoda celor mai mici patrate, in care se urmareste
minimizarea sumei patratelor erorii dintre datele observate si datele
generate de model:

2

J(O)= Y| x[n]- &[n]| (5.163)
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Minimizarea lui J(6) se face in raport cu vectorul parametru.

In estimarea parametrilor modelului unui semnal se pot folosi atit metode
clasice de estimare statisticd (de exemplu, metoda celor mai mici patrate,
metoda momentului, etc.), cat si metode Bayes-iene (de exemplu, metoda
probabilitatii posterioare maxime), filtrul Kalman s.a.m.d.

2. Estimarea neparametrica si semiparametrica

Asa dupa cum am amintit deja, este posibil sa se facd inferente statistice i
fara sa se presupuna a priori o anumita familie parametrica a distributiilor de
probabilitate sau un anumit model pentru functia de regresie sau semnalul
analizat. In acest caz vorbim de modele neparametrice (respectiv, de statistici
neparametrice*’) si de modele semiparametrice.

Modelele neparametrice

Modelele neparametrice difera de cele parametrice prin aceea ca
structura modelului este una mult mai flexibila, ea nefiind specificata a priori
ci ea este determinatd direct din date. Din acest motiv, modelele
neparametrice mai sunt numite si modele ce nu depind de distributie.

Anticipand putin, multe dintre metodele neparametrice folosesc in cursul
procesului de estimare, asa dupa cum vom vedea, functii de forma:

f@=3 a0, (5.164)

unde o; sunt considerati ,,parametrii” estimatorului neparametric iar @(-)
reprezinta niste functii baza (vezi Anexa: Vectori baza si functii baza).

Dupa cum se poate vedea termenul neparametric, asociat oarecum
impropriu acestor modele statistice, nu semnifica faptul ca astfel de modele
sunt lipsite complet de parametri ci, faptul ca:

= pe de o parte, numarul si natura parametrilor sunt fexibile si nu fixate
dinainte (cu alte cuvinte, daca cantitatea datelor creste este posibil sd avem
o functie mai complexa si, deci, mai flexibild), iar

= pe de altd parte, parametrii acestor modele nu au asociatd o anumita
semnificatie, respectiv, aceea de parametri ai populatiei; in consecinta,
metodele neparametrice de estimare nu estimeaza parametrii populatiei.

4 Functii aplicate unui esantion, a ciror interpretare nu depinde de
aproximarea vreunei distributii de probabilitate parametrizate.
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Prin estimare neparametricd intelegem, in general, una din urmatoarele

situatii:

= estimare de semnale (vezi Anexa: Notiunea de semnal. Semnal

stationar),

= estimare de functii de regresie i, respectiv,
= estimare de distributii de probabilitate.

In mare vorbind, exista doua tipuri de metode de estimare neparametrica:

Tabel 5.10. Metode de estimare neparametrica

Metode de estimare
neparametrica

Comentarii:

Locala

In aceasta abordare estimarea unei functii de valori
reale*, f{-), se face punctual, in fiecare punct a =
a°. Din aceasti perspectivi, estimarea functiei se
reduce la estimarea succesivd a numerelor reale
fla), unde variabila a baleiazd tot domeniul de
valori pe care este definitd functia (sau doar un
domeniu de interes).

O alta estimare, tot punctuald, a functiei f(-),
aplicabila insa doar pentru cazul cand aceasta este
o functie continuu diferentiabila®’, este aceea care
evalueazi functia nu doar in punctul generic a° ci
intr-o vecindtate a acestuia, caz 1In care
aproximarea punctuald a functiei se face prin
valoarea f{a®) + f°(a®)(a — a°), ceea ce presupune,
suplimentar, utilizarea observatiilor din vecinatate.
La fel ca si mai sus, estimarea functiei presupune
estimdri punctuale succesive ce acoperd domeniul
de interes.

Exemple de metode ce se bazeaza pe acest gen de
abordare locala a estimdrii neparametrice sunt:
histograma, estimarea cu functii nucleu, metoda

4 Aici, prin functie intelegem oricare dintre urmitoarele variante: functie
densitate, functie de regresie sau un semnal oarecare.

4 Asa cum dupd cum stim, metodele neparametrice nu impun, in general,
restrictii asupra functiilor ce se estimeaza, cu exceptia anumitor metode
pentru care este necesara indeplinirea de catre functia de estimat a
conditiei, nu foarte restrictive, de continuitate a functiei.
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celui mai apropiat esantion (NN — Nearest
Neighbour), metoda celor mai apropiate &-
esantioane (metoda k-NN) etc.

Globala - Aceste metode introduc un sistem de coordonate
(in particular, o baza) intr-un spatiu de functii (vezi
Anexa: Vectori baza si functii bazd); in acest
mod problema estimarii unei functii se reduce la
estimarea unui set de numere reale (este vorba de
scalarii a; ce reprezintd coordonatele functiei in
raport cu baza de functii considerata).

- Cu alte cuvinte, folosind o multime adecvata de
functii liniar independente {@ia)}, ca si
coordonate ale spatiului de functii atunci, orice
functie de valori reale si de energie finita poate fi,
in mod unic, exprimata printr-o combinatie liniara
a functiilor bazei, respectiv, prin setul de
coeficienti scalari o; astfel:

f(a) = iaiqoi (a) (5165)

- Alegerea bazei (care, asa cum am mai spus in
Anexa.aaa, nu este unica intr-un spatiu de functii
considerat) reflectd presupunerile noastre despre
caracteristicile semnalului (de exemplu, putem
avea de-a face cu un semnal lent variabil, continuu,
semnal oscilator s.a.m.d.).

e niste baze bine cunoscute sunt seriile
polinomiale si seriile Fourier (aceste functii
baza au proprietatea cd sunt infinit
diferentiabile 1n orice punct);

o alte functii larg folosite sunt si functiile baza
spline polinomiale si functiile bazd wavelet
etc.

Pentru a intelege urmatorul exemplu pe care il vom discuta, facem aici
precizarea ca functiile nucleu folosite in estimarea neparametrica de tip local
permit, prin insasi modul cum sunt definite (vezi Subcapitolul 8.2.2), o
»analizd” a vecinatatii fiecarui punct in care are loc aproximarea functiei
dorite. Aceasta analiza presupune de fapt asignarea de ponderi fiecarei
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observatii particulare aflate In vecinatatea punctului in care se face estimarea;

in

acest caz, vecindtatea este definitd de un parametru al functiei nucleu,

numit Jatime de banda sau parametrul de netezire al functiei iar ponderile sunt
0 masurd a proximitatii acestor observatii fatd de punctul ales, ele fiind
intotdeauna zero pentru observatiile din afara vecinatatii.

Exemplu 5.9: Problema estimarii neparametrice a unei functii de regresie

(cazul univariat) folosind pentru aceasta functiile nucleu, presupune ca,
in formula data de relatia (5.215):

b =m(a;0) +e,

pentru m(a;6) — reprezentand media conditionata a v.a. y (b, variabila
genericd) data de v.a. x =a —, nu se precizeaza a priori nici o forma
parametrica. Cele N perechi de observatii (a;, b;) ale esantionului sunt
folosite pentru a estima functia densitate comund pentru variabilele
aleatoare x si y astfel: densitatea in punctul (a°, b°) este estimati prin
observarea, din cele N date empirice, a proportiei de date care se afla
“aproape” de punctul (a°, b°). Aceastd proceduri implici utilizarea unei
functii nucleu ce asigneaza ponderi corespunzatoare observatiilor din
vecindtatea punctului in care se face estimarea.

Modelele neparametrice, desi prezintd avantajul unei foarte mari

flexibilitati, ele au si o serie de dezavantaje:

(a)

(b)

(©)

Pentru a aproxima, in mod adecvat, o functie, modelul folosit (vezi, de
exemplu, relatia (5.164)) are un numar practic infinit de parametri
necesari pentru a putea “captura” caracteristicile complexe, presupuse,
ale functiei de estimat. Un numdr mare al parametrilor modelului
(parametri ce trebuie estimati) duce la o ratd de convergentd a metodei
foarte mica. Dependenta ratei de convergentd a unui estimator de
numarul parametrilor modelului este adesea referitd sub numele de
“blestemul dimensionalitatii”.

Pe de alta parte, pentru a estima intr-un mod corespunzator parametrii de
mai sus avem nevoie de un esantion de date suficient de mare (conditie
ce 1n practica arareori poate fi indeplinita).

Un alt dezavantaj consta in aceea ca, in mod deosebit pe seturi mari de
date, acesti estimatori flexibili presupun un volum de calcul foarte mare.

Modele semiparametrice

Modelarea semiparametrica a aparut ca un compromis intre modelarea

parametrica si cea neparametrica, compromis concretizat prin introducerea
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partiala iTn model a unor componente parametrice. Din acest punct de vedere,
modelele semiparametrice sunt mai restrictive decat modelele complet
nespecificate dar mai flexibile insd decat modelele parametrice. Modelele
semiparametrice sunt construite, in general, pornind de la modele
neparametrice in care s-au introdus, partial, componente parametrice
(parametri ce au o anumitd semnificatie pentru populatia sau procesul
analizat).

Metodele semiparametrice prezintd, ca un avantaj major, rate de
convergentd mult mai mari decat ratele de convergenta obtinute in abordarile
neparametrice ale acelorasi probleme. Mai mult chiar, Tn multe cazuri rata de
convergentd obtinutd este una similard cu cea obtinutd folosind metode
parametrice. Cateva exemple de modele semiparametrice sunt §i: regresia
generalizatd, modelele liniare partial generalizate, modelele aditive si
modelele aditive generalizate etc.

Histograma

In practica, ori de cate ori dispunem de un set de date empirice pentru un
vector aleator ne este foarte dificil sd tragem concluzii cu privire la
proprietatile acestuia din urma — si aceasta folosindu-ne doar de simpla
inspectie a valorilor observate. Intr-un astfel de moment ne vine in ajutor
statistica descriptiva care, fie prin reprezentdri grafice, fie prin mdsuri
cantitative, extrage informatii asupra caracteristicilor datelor la nivel de
esantion, informatii pe care le putem utiliza ulterior pentru a face inferente la
nivel de populatie sau pentru a lansa anumite ipoteze de lucru.

Exemplu 5.10: O astfel de ipoteza de lucru este, spre exemplu, si cea folosita
in cadrul procesului de estimare parametrica in care forma functionala
a densitatii de probabilitate a caracteristicii la nivel de populatie, desi
necunoscuti, se presupune a fi una cunoscuti. In acest caz, la baza
alegerii a priori a uneia sau alteia dintre densitatile teoretice existente
stau deopotriva: (a) o cunoastere prealabild a familiilor de distributii
teoretice si (b) informatiile culese fie printr-o analizd stiintifica a
fenomenului fizic studiat, fie printr-o analizd empiricd a datelor
observate (vorbim aici deci, de statistica descriptiva aplicata la nivel de
esantion).

Cea mai directda modalitate de investigare a caracteristicilor unui esantion
este data de prezentarea, intr-o forma grafica convenabila, a datelor observate.
O astfel de afisare grafica — larg utilizata doar pentru datele univariate si
bivariate — este si histograma.
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Histograma este, prin definitie, o reprezentare graficd, sub forma de bare,
a frecventelor relative sau absolute de aparitie a unei variabile aleatoare, pe
intervale de valori. Mai exact, ea ilustreaza proportia realizarilor particulare
ale v.a. x care se regasesc in fiecare dintre cele cateva intervale disjuncte de
valori, predefinite, ale lui x. Aceste intervale de valori sunt adiacente si, in
mod ideal, de latime egala.

Daca latimea unui interval de valori tinde, la limita, catre o singura valoare
iar numarul de intervale (respectiv, puncte) pe care se face reprezentarea
histogramei tinde la infinit atunci histograma devine, asa cum vom vedea mai
jos, chiar functia densitate de probabilitate ce caracterizeaza setul de date
empirice.

In realitate, nu vom dispune niciodati de un numar infinit de date empirice
si, In consecintd, histograma, asa cum a fost ea definitd mai sus doar
aproximeaza functia densitate de probabilitate asociata, fiind, prin modul de
abordare, un estimator neparametric al acesteia. Estimatul obtinut pe un
esantion poartd, in acest caz, numele de distributie empirica.

In Figura 5.20(a) este reprezentati grafic o posibild forma a unei functii
densitate de probabilitate unidimensionald f«(a), necunoscutd, ce este
modelata prin histograma din figura Figura 5.20(b).

(@) Sfi(a) J

-

a ',fx I{ao )Aa Histograma
. A [frecv. relative]

Aa

Figura 5.20. (a). Functia densitate de probabilitate a unei variabile
aleatoare x versus (b) histograma normalizata corespunzatoare
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Histograma setului de date din Figura 5.20(b) a fost obtinutd printr-o
segmentare pe latimi Aa a intervalului de valori ale lui x. Indltimea fiecarui
dreptunghi este una proportionald cu numarul de elemente din respectivul
interval de latime Aa. Fie K , numarul de valori ale v.a. x aflate in intervalul

(@’, a’+ Aa], respectiv a’ < a < a’+ Aa. In cazul general, cand numarul total
de date empirice, K, din esantion este suficient de mare iar latimea Aa a
intervalelor este suficient de ingustd, ambele cantitafi K ,/K cat si f(a)Aa
sunt, de fapt, aceleasi estimari ale probabilitatii de pozitionare a unei realizari
particulare a v.a. x 1n intervalul anterior prezentat (vezi Anexa: Media
aritmetici(a)). Astfel:

K,
f(@")Aa = I (5.166)

In esenta vorbim aici de interpetarea frecventiald a probabilititii (pentru
alte interpretari a se vedea Anexa: Interpretarea notiunii de probabilitate).

O discutie ce s-ar impune a fi facuta aici tine de alegerea optima a
numarului de intervale de valori,

N = int( max(a) — rnin(a)j
Aa Ad

(5.167)

pe care se reprezintd histograma*® (aici int(-) reprezinti partea intreagi).
Latimi diferite ale acestor intervale pun, in general, In evidenta caracteristici
diferite ale datelor. Nu exista la ora actuala metode care sa ne ofere o solutie
optima la aceastd problema si, de aceea, alegerea finald se va face prin
incercari succesive; respectiv, se dau pe rand valori (nu foarte mari) lui Aa si
se retine acea valoare care pune in evidentd anumite particularititi ascunse
ale datelor. Dintre formulele propuse pentru calculul acestui parametru
important al histogramei prezentam aici, ca informatie orientativa in alegerea
initiala a lui Aa, formula lui Scott:

Aa= 3.5-c-K" (5.168)

46 O astfel de discutie 1si are sensul daci avem mereu reprezentat in minte faptul ci
histograma se realizeaza, in general, pe un esantion de date ales in mod aleator din
populatia de interes. In consecintd, frecventele de aparitie in cadrul esantionului ale
anumitor valori s-ar putea sd difere uneori considerabil de mult fata de frecventele de
aparitie in populatie ale acelorasi valori; concret, vorbim de valori cu mult mai mici ale
acestor frecvente. In acest context, o histograma realizati pe intervale foarte mici s-ar
putea sa genereze o reprezentare foarte zgomotoasa care, practic, nu ne furnizeaza foarte
multd informatie privind distributia reald a datelor.
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unde o reprezintd deviatia standard a v.a. x.

Informatiile pe care ni le furnizeaza histograma sunt informatii utile
privind caracteristicile datelor, cum ar fi tendinta centrald, dispersia
datelor, precum si forma (alura) generala a distributiei. Vom vedea in
subcapitolul urmator ce importanta majora poate juca histograma in inferenta
statistica, in special prin aceasta ultima informatie furnizata.

Observatia 5.35: Revenind in contextul Exemplu 5.10, o inspectie vizuala a
histogramei esantionului ne poate sugera, de exemplu, o anumita forma
functionala pentru densitatea de probabilitate necunoscuta la nivel de
populatie, forma pe care o folosim, mai departe, ca ipoteza de lucru in
estimarea parametrica. Ulterior fixarii acestei ipoteze de lucru, in
continuare — in cadrul procesului de inferenta — se vor mai estima doar
parametrii asociati respectivei functii densitate de probabilitate.

Observatia 5.36: Asa dupa cum am prezentat la inceput, histograma este, in
principal, un instrument grafic de vizualizare pentru domeniul univariat
si bivariat de valori. Aceasta caracteristica nu trebuie privita ca fiind
una limitativa in ceea ce priveste utilitatea metodei In cazul vectorilor
aleatori multidimensionali. Si1in acest caz, o inspectie vizuala pe fiecare
variabild aleatoare componentd, combinata eventual cu alte informatii
statistice (de exemplu, de independenta statistica intre componentele
vectorului etc.), ne poate conduce la niste concluzii la fel de utile
privind forma functionald a fdp caracteristica vectorului.

Observatie 5.37: Asa dupa cum am prezentat la inceput, histograma este, in
principal, un instrument grafic de vizualizare pentru domeniul univariat
de valori Tnsa exista si histograme multivariate.

In prezent, in neurobiologie, ca si in multiple alte domenii, histograma este
in continuare folositd cu succes ca un instrument traditional de estimare a
functiei densitate de probabilitate a procesului aleator studiat, desi alte
metode neparametrice de estimare a densitatii s-au dovedit a fi mai eficiente.
Aceasta situatie se explicd In principal prin simplitatea metodei §i prin
informatia mai intuitiva, de natura vizuala, pe care ne-o furnizeaza.

5.5.2. Momentele unui vector aleator

Pe langa tehnicile de vizualizare grafica a trasaturilor unui set de date
empirice, statistica descriptiva ofera si o serie de madsuri cantitative ce
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sumarizeaza, Intr-o manierd exacta, caracteristicile respectivului esantion de
date.

Astfel, informatiile pe care ni le furnizeaza histograma pot fi extrase si
exprimate si in termeni pur cantitativi, prin urmatoarele masuri:

e tendinta centrald, prin medie $i mediand, respectiv,
e dispersia datelor, prin rang si deviatia standard.

Parametrii*’ tendintei centrale reprezinti cele mai importante misuri
folosite in caracterizarea unei distributii empirice. Valorile furnizate de
acestea ne ajuta sa localizam datele pe o scala liniara, oferindu-ne totodata o
imagine asupra celei mai bune valori ce descrie datele. Dintre acesti parametri
cei mai uzuali sunt media aritmetica a esantionului (vezi relatia Error! Not a
valid link.) si, respectiv, mediana — aceasta reprezentand acea valoare a
vectorului aleator x pentru care 50% din datele esantionului au valori sub
aceasta valoare iar 50% au valori peste aceasta valoare. Mediana este folosita,
de obicei, ca alternativa a mediei aritmetice care este un parametru sensibil la
valorile eronate ale esantionului (valori extreme care difera foarte mult de
majoritatea datelor). Acest ultim neajuns nu constituie Insd o problema in
sine, intrucat, in general, respectivele valori eronate sunt eliminate intr-o asa-
zisa faza de preprocesare a datelor.

Dintre parametrii ce masoara gradul de Tmprastiere al datelor am amintit
mai sus rangul, calculat ca diferentd intre valoarea maxima §i valoarea
minima din setul de date (parametru extrem de sensibil in cazul unor date
extreme, eronate), respectiv deviatia standard calculatd ca media abaterii
fiecarui punct de la media calculata a esantionului. O altd masura a dispersiei
datelor este si varianta, care reprezintd patratul deviatiei standard.

Asa dupa cum am vazut in Subcapitolul 5.5.1, subpunctul 1 ,,Estimarea
parametricd punctuald clasica”, atdit media cat si varianta distributiei
empirice sunt parametri de selectie si ei sunt adesea utilizati ca estimatii ale
parametrilor statistici corespunzatori, din populatie.

Dupa cum vom vedea in cele ce urmeaza, atat media cat si varianta
reprezintd, in fapt, cele mai utilizate doua masuri cantitative asociate unei v.a.
dintr-o, practic, infinitate de masuri definite teoretic si care sunt cunoscute
generic sub numele de momente.

47 Se cunosc mai multe misuri cantitative ce descriu tendinfa centrald. Dintre acestea
amintim aici si modul, media geometricd, media armonicad etc.
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1. Momentele in analiza statistica. Functii caracteristice

Momentele unei distributii reprezintd cantititi de interes in studiul
variabilelor si vectorilor aleatori. Mai jos avem definite momentele pentru o
v.a. x:

Momentele: m =E{x"} = f"an f.(a)da
Momentele centrate: u =E{(x—m )"} = f:(" —-m,)" f.(a)da
Momentele absolute: E{|x|"} E{fx—m,|"}
Momentele generalizate:  E{(x-a)"}, E{|x—a|"}

In practica, cele mai utilizate sunt momentele si momentele centrate de
ordin 1 si, respectiv, 2: m1 = my, (12 = 6>

Trebuie sa retinem faptul cd momentele unei v.a. nu sunt numere arbitrare
ci ele satisfac numeroase inegalitati cum ar fi, de exemplu: o> =m, —m’ >0
(vezi Problema 5.26 rezolvata in anexa).

Pe langa momentele prezentate mai sus existd definite si momentele
centrate normalizate (standardizate); acestea sunt date de momentul centrat
de ordin n corespunzator, divizat prin ¢”, respectiv,

moment centrat de ordin n normalizat = u,/c" (5.169)

Aceste momente normalizate sunt cantitati fara unitate de masurd ce
reprezinta distributia Intr-un mod independent de orice modificare liniard a
scalei.

In mod corespunzitor, momentele comune pentru doui variabile
aleatoare, x si y, se definesc si ele astfel:

Momentele: m, = E{x*y'} = J.+:J.+:akb’fx)(a,b)dadb

Media produsului x%)/ reprezinti momentul
comun de ordin n = k + [ al variabilelor aleatoare

X sly.

Momentele centrate:

iy = E{(x —m ) (v —m )} =

_ J' @ mt - m)) £y (0. bydadb

—00 ¢ —00

Momentele absolute: E{|x|" |y}, E{|x-m,|" Jy—m, )
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Momentele generalizate: E{(x-a)"(y-A)'}, E{|x—al| -|y-8"}

Din definitiile de mai sus rezulta ca:

> momentele comune de ordin unu sunt: mio= mx $1 o1 = my;

> momentele comune de ordin doi sunt: my = E{x*}, mi1 = E{xy} si mo=
E{;

> momentele centrate comune de ordin unu sunt: w0 = po1=0;

> momentele centrate comune de ordin doi sunt: w21 = ox?, 11 = Cov(x,p)* si
o2 = 6.

Observatia 5.38: Definitille momentelor (respectiv, a momentelor comune)
pentru vectori aleatori sunt similare celor prezentate, mai sus, pentru
variabile aleatoare, cu particularitatea, bineinteles, a folosirii operatorului
de transpunere in cazul produsului scalar al vectorilor.

Utilitatea momentelor este una multipla:

. astfel, am vazut pana acum rolul jucat de acestea in estimarea
parametrica (statistica inferentiald) — acolo unde anumite momente
coincid chiar cu parametrii distributiei teoretice ce se presupune a
modela functia de densitate necunoscuta a unei populatii; in acest caz,
doar calcularea respectivelor momente la nivel de esantion conduc
direct la obtinerea unui estimat al densitatii de probabilitate dorite;

« 0 altad utilitate a momentelor definite mai sus, Intilnitd de aceasta data
in statistica descriptiva, rezida in capacitatea lor de a furniza o serie de
informatii descriptive privind datele analizate; in cele ce urmeaza vom
discuta aceasta ultima directie de utilizare a momentelor.

Un rezultat important legat de momentele unei v.a. (respectiv, vector
aleator) x este cel al unei teoreme, numita teorema momentului, care afirma
ca: daca my, este cunoscut pentru fiecare n, atunci, in anumite conditii (vezi
mai jos), functia densitate de probabilitate a lui x este determinatd in mod
unic. O prezentare pe scurt a acestei teoreme, precum si a notiunilor noi pe
care le utilizeazd aceasta, o redam in tabelul de mai jos:

Functii ale unei v.a. x Definitii/Enunt

Functia caracteristici Notatd @x(w), este prin definitie datd de integrala,

O (@)= f(@)eda=E{e'™} (5170

48 Coeficientul de covarianti al variabilelor aleatoare x si y.
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Functia (generatoare) de Notatd, Mx(s), se obtine din functia caracteristica
momente astfel: pentru M,(jw) = Ox(w) si s =jw,

M ()= f(@)e“da=Efe"} 17D

Teorema momentului Derivand (5.235) de » ori obtinem,

M (s)= E{x"e™} (5.172)
si, corespunzator,
M™0)=E{x"}=m, (5.173)

Daca toate momentele m, sunt finite si dacé, in plus,
dezvoltarea in serie a lui M,(s) in apropierea originii,

M (=3 "

n=0 N-

s" (5.174)

este o serie convergentd, atunci densitatea f(a) — ce
poate fi scrisd in termenii lui M,(s) (vezi si relatia
(5.239)) — este, atunci cand se cunosc toti m,, unic
determinata.

Nota:
(a)

(b)

(©)

Intrucat functia caracteristica, ®x(w), este strans legata de transformata Fourier —
mai exact, ®(w) a lui x este complex-conjugatul transformatei Fourier continue
a functiei de densitate a lui x (vezi Anexa: Transformata Fourier), atunci
proprietatile lui @x(ew) sunt, in esentd, aceleasi cu proprietatile transformatelor
Fourier. In acest caz, fi(a) poate fi exprimat in termenii lui ®.(w), astfel:

f.(a)= LJ.M(D(a))e’j"’“da) (5.175)
27 >

Dacd x = [x1, ..., x4]” este un vector aleator d-dimensional atunci argumentul scalar
w devine vectorul linie, d-dimensional, Q = [w, ..., w4] iar produsul wx devine
produsul scalar Qx:

O (Q) = E{e’™} = E{e/ "0 = M _(jQ) (5.176)

Functia caracteristicd a unei v.a. existd intotdeauna ceea ce nu este si cazul functiei
generatoare de moment. In cazul in care aceasta din urmd nu exista functia
caracteristica este cea utilizata pentru a determina momentele.

in concluzie, orice distributie de probabilitate (pe R sau pe R") are o functie
caracteristica $i, reciproc, pentru orice functie caracteristica exista exact o singurd
distributie de probabilitate. Altfel spus, functia caracteristici a unei v.a. defineste
complet si in mod unic distributia de probabilitate a respectivei variabile.
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O concluzie imediata ce se poate trage de aici este si faptul ca, momentele
de ordin unu si doi — de departe cele mai utilizate in aplicatiile practice — nu
dau decat o caracterizare limitatd a functiei de densitate necunoscutd a
populatiei. In acest context, cunoasterea si a altor momente poate fi utila mai
ales 1n faza de alegere intre doud densitati ce prezintd aceleasi momente de
ordin unu si doi si care sunt candidate la calitatea de estimat al unei functii
densitate de probabilitate necunoscute; in consecintd, momentele ne pot asista
in mod efectiv in procesul de selectie a acelei distribufii teoretice care se
apropie cel mai mult de alura (dezvaluitd prin indicatori sintetici adecvati) a
functie densitate reale.

/C) - fla)
o =9 ] Sa)=?
05 Sla) =1 025 by
0.4 / 0.20 -
0.3 0.15 -
0.2 0.10 -
0.1 a 0.05 - a
o » 000 >
X 8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 -0 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
04, @)
0.35 4
034 fa) =7
0.25 4
021
0.15 4
0.1
0.05 4 a

0 >
x 8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 5.21. Functii densitate de probabilitate de aceeasi medie si varianta

Exemplu 5.11: In Figura 5.21 sunt reprezentate trei densititi empirice

unidimensionale (obtinute cu ajutorul histogramei) — densitati care,
prezinti aceeasi medie, m, si aceeasi variantd, ¢°. Sunt aceste densititi
din familia de distributii gaussiene?

In urma unei prime inspectii vizuale am fi tentati si spunem ci din
cele trei densitati numai ultimele doud ar corespunde descrierii asa
numitului ,,clopot al lui Gauss” (vezi Subcapitolul 5.6.2).

O suprapunere a celor trei grafice (vezi Figura 5.22) ne dezvaluie
insd o situatie destul de contradictorie si anume, suntem in situatia in
care pentru aceiagi doi parametri, medie si, respectiv, varianta —
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parametri ce stim ca definesc complet o distributie gaussiana —, obtinem
densitati Gauss-iene distincte.

fla) 4
0.6 -
05 Densitate Laplace
04 Densitate gaussiani | |
0.3 - fr— Densitate de tip cosinus
0.2 A ridicat
0.1
0 —a” A >
x 8 6 4 =2 0o 2 4 6 8 104

Figura 5.22. Forme functionale diferite pentru trei densitati cu aceeasi
medie i aceeasi varianta, insa cu coeficient de boltire diferit.

Raspunsul la aceastd dilema il vom afla, insa, abia in momentul in
care vom calcula valoarea unor indicatori sintetici suplimentari
(momente centrate normalizate, vezi (5.169)), indicatori care ne ofera
informatii privitoare de aceastd datd la alura functiei de densitate
empirica.

In principal, vorbim de doua categorii de astfel de indicatori sintetici,
respectiv:

(a) indicatori de asimetrie, respectiv,

(b) indicatori de boltire (sau ai excesului).

Indicatorii de asimetrie dau informatii asupra modului de repartizare a
frecventelor de o parte sau alta a valorii centrale a unei serii aleatoare. In
literatura de specialitate s-au propus mai multi indicatori pentru masurarea
gradului de asimetrie al distributiilor. Cel folosit de noi in Exemplul 5.11 a
fost calculat cu formula:

y7i
7=y (5.177)
(2
Valori ale lui y1:
= egale cu zero — indica o distributie simetrica;
= strict negative — indicd o distributie mai imprastiatd spre stanga,

fatd de valoarea medie, cu o coada a distributiei mai
mare spre stanga (asimetrie de stanga);
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= strict pozitive — indicd o distributie mai imprastiata spre dreapta,
fata de valoarea medie, cu o coada a distributiei mai
mare spre dreapta (asimetrie de dreapta).

Indicatorii de boltire dau informatii asupra gradului cat sunt de ascutite,
respectiv, de plate, densitatile empirice fatd de o densitate de probabilitate
normald. Dintre indicatorii propusi, prezentam doar coeficientul de boltire al
lui Fisher, respectiv:

y, =2 (5.178)
(o)
Valori ale lui y,:
= egalecu3 — indicd o distribufie normald (distributie
mezokurtica);

= mai mari decat 3 — indica o distributie cu un varf aproape de medie
mai ascutit decat cel al unei distributii normale
(distributie leptokurtica);,

= mai mici decat 3 — indica o distributie cu un varf aproape de medie
mai aplatizat fata de cel al unei distributii normale
(distributie platikurtica).

Observatia 5.39: Pentru o corectd interpretare a valorilor calculate, in
momentul implementarii sau a folosirii pentru indicatorii de mai sus a
unor functii gata predefinite in anumite medii de lucru (de exemplu,
Matlab, Microsoft Office Excel etc.) trebuie avut grija la urmatoarele
aspecte: (a) daca 1n relatia (5.178) este sau nu substrasa valoarea 3 (in
prima situatie coeficientul de boltire calculat pentru o distributie
normald va avea valoarea zero in loc de trei) si (b) intrucat acesti
indicatori sunt calculati pe un esantion iar nu pe intreaga populatie,
valorile obtinute vor fi deplasate (vor tinde sa difere de valorile lor reale
din populatie cu o cantitate sistematicd ce depinde de marimea
esantionului); in acest caz este indicatd realizarea corespunzatoare a
unei corectii a valorilor obtinute.

Revenind la Exemplul 5.11, calculul coeficientului de asimetrie, respectiv,
al coeficientului de boltire pentru cele trei densitati prezentate ne conduce la
urmatoarele rezultate — rezultate ce concorda cu caracteristicile (in particular,
alura) functiilor teoretice folosite la generarea densitatilor empirice
respective:
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Densitate Momente

A . Distributii teoretice folosite
empiricia normalizate

fla) »=0,y,=6 | Distributia Laplace:
1 la—m_ |
fx(a)=eXp(—‘ J 5.179
Calculata pentru f (factorul de scalare) = 1.
fi(a) y1=0, y»=2.7 | Distributia normala, N(0, 1.1).
fa) y=0,y,=1 | Distributia cosinus ridicat:
1 a—-m
— {1 + cos( = ﬂj} pentru|a|<s
fila)=42s s (5.180)
0 in rest.

calculata pentru s (ce defineste limitele intervalului pe
care functia ia valori diferite de zero) =3.5.

Nota: Implementarea coeficientilor s-a facut in Microsoft Excel™ iar dimensiunea
esantionului de date a fost n = 2000.

In concluzie, complexitatea realititii impune folosirea unui sistem de
indicatori. Altfel spus, atunci cand alegem o distributie teoretica sau alta
pentru a modela densitatea necunoscutd din populatie, pe langa informatiile
furnizate de momentele de ordin unu si doi, de mare utilitate ne sunt si
informatiile furnizate de momentele de ordin superior, ce ne dau o imagine
mai corectd privind forma densitdtii empirice. Din acest punct de vedere si
histograma este o tehnica grafica eficientd ea punand in evidenta aceasta
caracteristica a datelor.

O alta utilitate a momentelor, ce se incadreaza tot in statistica descriptiva,
este datd de informatiile descriptive pe care ni le furnizeaza, in principal,
momentele comune de ordin unu si doi a doud variabile aleatoare, respectiv,
a doi vectori aleatori. Aceste informatii utile (ca de exemplu, independenta
sau gradul de corelare a doud au mai multe variabile aleatoare) rezida in insasi
proprietatile acestor momente care se definesc asa cum s-a prezentat mai sus.

In continuarea acestui subcapitol vom defini momentele de ordin I si II
pentru un vector aleator, vom prezenta proprietatile acestora precum si cateva
proceduri simple de estimare a acestor momente din setul de date. Reamintim
cd prin estimare parametricd se Intelege o evaluare aproximativa a
parametrilor de interes.
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2. Momentul de ordin intai

Fie x un vector aleator, discret sau continuu. Atunci, valoarea sperata sau
media (momentul statistic de ordinul I, notat cu m,) al acestui vector aleator
este, prin definitie, data de relatia:

def

E{x}szafx(a)da (5.181)

0

(5.182)

def +%
E{x}=3ap,(a)

Relatia (5.181) este pentru un vector aleator caracterizat de variabile
aleatoare continue, in timp ce relatia (5.182) este pentru un vector aleator
caracterizat de variabile aleatoare discrete.

Daca integrala sau suma date de relatiile anterioare, pentru cel pufin una
dintre componentele vectorului aleator x, nu converge catre un numar finit
vom spune ca estimatorul vectorului aleator x nu exista.

Media unui vector aleator este un operator liniar, el fiind caracterizat de
urmatoarele proprietati.

Proprietati:
1. Pentru orice vectori aleatori x si y avem:
E{x+y}=E{x}+E{y} (5.183)

2. Pentru orice vector aleator x si pentru orice constanta scalara a si vector
constant a° avem:

E{ ax+a°}:aE{x}+a° (5.184)

3. Fie x un vector aleator si fie g(x) o cantitate derivata din el. De exemplu,
aceasta cantitate, g(x), poate fi scalara, vectoriald sau matriciald, precum:
g(x) =x x’T sau g(x) = (x — my)(x — my)'". Media (momentul statistic de
ordinul I) a lui g(-) este notatd E{g(x)} si ea este definita de relatiile

matematice:
E{g(x)}=]""g(a)f.(a)da (5.185)
E{g()}=3 g@p.(a) (5.186)
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Relatia (5.185) este pentru un vector aleator caracterizat de variabile
aleatoare continue in timp ce relatia (5.186) este pentru un vector aleator
ce contine variabile aleatoare discrete.

Daca g(a) este un vector sau o matrice, in relatia (5.185), se aplica
estimarea statisticd pentru fiecare element in parte iar rezultatul estimarii
statistice va fi un alt vector sau o alta matrice cu aceleasi dimensiuni.

Exemplu 5.12: Pentru o posibila aplicatie a semnalelor aleatoare in analiza
convertoarelor AD (analog — digitale) consultati Anexa: Analiza
raportul semnal/zgomot pentru un convertor ideal.

Media conditionatd a unui vector aleator x, presupunand evenimentul B,
este datd de integrala (5.181) in care fdp fi(a) este inlocuita de fdp
conditionata f«(a|B):

E{x|B}=|af (a|B)da (5.187)

Cele mai comune momente sunt cele de ordin unu si doi.
Momentul de ordin intdi sau media vectorului aleator este definit de relatia:

def .

m, = E{x} = Ij:a f.(a)da (5.188)

Deoarece x este un vector d dimensional, m, este si el, la randul lui, un
vector d — dimensional de forma:

m, = (5.189)
my
Componenta k a vectorului m, este data de:
m,=E{x,}=[ af(@da=" [ a,f(a)da,..da, (5.190)

Dupa integrarea relatiei (5.190) pe toate componentele vectorului se
obtine:

me=["a,f, (a)da, (5.191)

Daca integrala (5.191) sau suma (in cazul exprimarii relatiei (5.191) pentru
o variabila aleatoare discreta — relatie similara (5.182)) nu converge catre un
numar real spunem ca estimatorul statistic de ordinul intai nu exista.
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3. Momente de ordin doi

In acest subcapitol am reunit generic, sub numele de momente de ordin doi
(a se vedea si Subcapitolul 5.5.2.1.):

» momentele de ordin doi ale unui vector aleator x,
— matricea de corelatie, Ry,
— matricea de covarianta, Cy;

= momentul centrat comun de ordin doi a doua variabile aleatoare,
— covarianta intre doud variabile aleatoare;

* momentele comune de ordin doi pentru doi vectori aleatori, x si y:
— matricea de cros-corelatie, Ry,
— matricea de cros-covariantd, Cx,.

Matricea de corelatie si de covarianta

Matricea de corelatie reprezintd mulfimea completa de momente de ordin
doi ale unui vector aleator, x, si ea este definita Tn modul urmator:

def

R = E{xx} (5.192)
Pentru un vector aleator real obtinem:
E{(x)*} Efxx,} - Efxxg)
R, —| Bl ElC) e Bl (5.193)
Elxgn}  Elxgx} - E{(xg)’)
Pentru un vector aleator complex matricea are forma:
E{x ) Elxn) o Epgxg)
R <| Bt} Elln Py Eloxg) (5.194)
Elxgxi} Efxgn) - E{lxg ')

Atentie! In cazul determindrii matricei de corelatie (prin intermediul
relatiilor (5.192) sau (5.194)) sau/si a matricei de covariantd (in modul in care
va fi prezentatd ulterior In cadrul acestui capitol) pentru cazul vectorilor
aleatori complecsi sau variabile aleatoare complexe este obligatorie, pe langa
utilizarea transpunerii, si utilizarea complex conjugatului in definirea tuturor
acestor relatii. In cazul neutilizarii transpunerii complex conjugate, ci doar a
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transpunerii simple in definirea matricei de corelatie (relatiile (5.192) si
(5.194)) vom obtinem pentru orice vector aleator x:

E{xx"} =[0] (5.195)

Evident ca rezultatul dat de relatia (5.195) (R =[0]), relatie valabila pentru
orice vector aleator x complex, este unul care nu ne furnizeaza nici o
informatie relevanta despre vectorul x, aceasta relatie fiind astfel total inutila
in orice gen de analiza.

Problema 5.25: Demonstrati validitatea relatiei (5.195)%.

Matricea de covarianta este, la randul ei, definitd drept o mulfime de
momente de ordinul doi centrate in jurul valorii medii. Aceasta matrice este
data de relatia:

def
Ce = E{ (x—my) (x—my)" "} (5.196)

Forma matriciala pentru C. este similara cu cea prezentata in relatiile

(5.193) 51 (5.194), cu mentiunea ca, de aceasta data, elementele matricei sunt:

e = Cov (xk, x1) = E{ (xx—myx ) (i —my)"} (5.197)
cu
=F — 2y = 2
ci = E{ [ xi=mi[} = of (5.198)

Dacé matricea de covarianta se calculeaza pentru un vector de trasaturi,
atunci:

1. elementul ci este coeficientul de covarianta intre trasatura k i trasatura
[ — notat in literatura de specialitate cu Cov (xx, x;). Un coeficient de
covariantd pozitiv ne aratd cad deviatiile de la valorile medii ale
trasaturilor xx i x; au, in medie, acelasi semn. Daca, cresterea (scaderea),

4 Analiza vectorilor aleatori complecsi, x = x, + j-x; cu x, si x; vectori aleatori reali, (numai
pentru cazul prelucrarii digitale a semnalelor si pentru problemele de clasificare) poate fi
redusad numai la acei vectori pentru care exista urmatoarele relatii de simetrie [Therrien,
1992]:

Etxal}=Efal}  (a)

E{xx[}=-E{xx/} (b) @)

Aceste doua relatii ne furnizeaza informatia ca partile reale si imaginare ale vectorului
satisfac conditiile:

E{xyx, )= E{xx;} (b)
si
E{xyx,§=—E{xx;} ©
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in medie, a valorii unei trasaturi fata de media ei va determina, in medie,
si cresterea (scaderea) valorii celei de a doua trasaturi fatda de media
proprie, atunci spunem ca trasaturile sunt corelate pozitiv. O valoare
negativa a acestui coeficient ne indica ca, in medie, deviatiile acestor
doua trasaturi au sensuri opuse fata de mediile lor si, In aceasta situatie
trasaturile spunem ca sunt corelate negativ. Daca acest coeficient este
zero spunem ci variabilele aleatoare xx si x; sunt necorelate. In situatia
in care xx si x; sunt statistic independente atunci ci; = 0.

2. cuk_este varianta trasaturii kK — acest parametru furnizeaza o informatie
despre ,,intinderea”, dispersia spatiald, a valorilor trasaturii .

In continuare exemplificim forma matricii de covarianti pentru cazurile
unor distributii unidimensionale (1D), bidimensionale (2D) si tridimensionale
(3D). Pentru astfel de vectori:

x
X, 1
xap) = [x1] =% X(2p) = [xz] X(3p) = |*2 (5.199)
X3
matricile de covariantd (pentru cele trei situatii prezentate anterior) iau
urmatoarele forme:

Crapy = [E{(x1 = my, ) (11 =) }] =

2 (5.200)
= [E{lxl - mx1| }] = [0-9?1] = 0-9?1
oG = me )G = me )} E{(en =M ) (ke =)'}
x (2D) = . .
Bl ~me)ma)) Flmm)em-m) YT
_ [C11 C12] _ O—)Zfl Cov(‘xll‘xZ)
€21 C22 Cov(xy,x;) O',ZC2
€11 €12 C13
Cx(2p) = €21 C22 C23 =
€31 C32 (33
09?1 Cov(xy, %)  Cov(xy,x3) (5.202)
= [Cov(xz, x1) 09?2 Cov(xy, x3)
Cov(xs,x;) Cov(xsz, x;) 0%,

Generalizand relatiile (5.200), (5.201) s1 (5.202) constatdm ca pe diagonala
principald vom avea intotdeauna varianta trasdurilor in timp ce restul
termenilor sunt dati de coeficientii de covariantd — avand semnificatia
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variantei relative, a variantei unei variabile (de exemplu, x sau x;) relativa la
varianta unei alte variabile aleatoare (de exemplu, y sau x3). Din acest motiv
numele corect al acestei matrici este: matricea de varianti-covarianti (a
unui anumit vector aleator). Cu toate acestea numele care s-a impus este acela
de matrice de covarianta (potential datoritd numarului superior de termeni
de covarianta, fatd de cei de varianta, incepand de la matrici cu
dimensionalitate minima de 3 x 3).

Problema 5.26: Stiind ca media unei variabile aleatoare reale este m, = E{x}
in timp ce varianta aceleiasi variabile este datd de ox’ = E{(x —my)*}
determinati £{x’} in functie numai de m; si o°.

Din relatiile (5.192) si1 (5.123) se poate observa ca ambele matrici, atat cea

de corelatie cat si cea de covariantd sunt matrici Hermetiene simetrice,
adica au proprietatea:

R.=R.T (5.203)

Ce=CT (5.204)
Problema 5.27: Demonstrati validitatea relatiilor (5.203) si (5.204).

Mai mult decat atat, ambele matrici sunt si pozitiv_semidefinite, deci
satisfac relatiile:

aTRca>0 (5.205)

aTRca>0 (5.206)
pentru orice vector complex a. Relatiile (5.205) si (5.206) se pot demonstra
foarte usor, tinind cont c¢°%:

aTRia=aTE{xxy a=E{|xTa |} (5.207)

este intotdeauna mai mare sau egala cu zero.

Matricea de covariantd si cea de corelatie sunt legate intre ele printr-o
relatie matematica. Observand ca E este un operator liniar iar m, este un
vector avand elemente constante putem scrie:

E{(x —my) (x —my) Ty= E o™ — xmy T — mox™ + mam, T} =
= Epx Ty — Efxdmy T — meEAx™Ty + mam T (5.208)
= E{xx Ty — mamy T

Rezultand o relatie foarte importanta:

30 Pentru demonstrarea relatiilor (5.205) i (5.206) tineti cont si de relatia: (4 BT)"=B AT
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Ri=Cx+memy T (5.209)

Covarianta intre doua variabile aleatoare

Asa dupa cum am vazut anterior, un element al matricei de covarianta, care
nu este pozitionat pe diagonala principald, este caracterizat de relatia:

%
cu=E{(xx—mi) (xi—my) } (5.210)
Aceastd valoare mdsoard tendinta trasaturilor xi si x; de a varia impreund.
Dupi cum se va prezenta ulterior, dacd a’, a°, ..., a® sunt K realiziri

particulare ale vectorului aleator de trasdturi x, atunci relatia de estimare a
covariantei intre trasaturile & si / ale vectorului x (caracterizate de variabilele
aleatoare x si x;) se calculeaza cu relatia (vezi Observatia 5.27):

Cu :[1([((1,1{—;hk)(a[l—}h[)*-l—(ai—mk)(a[z—}h[)*-l-----i—(af—I?A’lk)(a/K—ﬁi,)*] (5.211)

In relafia anterioara m_, cu z egal cu k sau /, este estimatorul mediei

trasaturii k& sau /. Daca realizarile particulare ale vectorului aleator x sunt
vectori reali, complex conjugatul nu-si mai are rolul in relatia anterioara.

Observatia 5.40: Daca, in contextul de mai sus, dorim sa determinam un
coeficient de covarianta oarecare, ci, in alt mod decat cel prezentat mai
sus, atunci, putem estima mai intai matricea de covarianta a setului de
date dupa care, ulterior preludm din aceasta spre analiza numai valoarea
elementului care ne intereseaza.

Coeficientul de covarianta intre doua variabile aleatoare oarecare — fie
acestea componentele de ordin £ si / ale unui vector aleator de trasaturi x —
are, asa cum am mai amintit, urmatoarele proprietditi fundamentale:

e daca trasatura k si trasatura / au tendinta, in medie, de a varia 1n
acelasi sens, atunci cy > 0;

e daca, in medie, valoarea trasaturii k creste iar cea a trasaturii / scade
(sau invers) fatd de mediile lor corespunzatoare, atunci cx < 0;

e in cazul in care trasdturile sunt independente avem cx = 0;

® |c 6,6, unde G, si &, sunt deviatiile standard estimate pentru
cele doua trasaturi, & si, respectiv, /;

e , =&} este varianta estimatd a trasaturii k.

Proprietatile enumerate anterior pentru coeficientul de covariantd sunt
adevarate numai dacd anumite conditii sunt satisfacute. Astfel, in cazul
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trasaturilor necorelate, cx este egal cu zero numai daca exista un numadr infinit
de realizari particulare ale variabilei aleatoare x; in caz contrar (numar mare
dar finit de exemplare) aceasta valoare nu va fi zero ci va fi o valoare foarte
mica, apropiatd de zero. Punerea in evidentd a influentei marimii setului de
date asupra diferitilor parametri estimati ai matricei de covariantd va fi
evidentiatd in Capitolul 7.

(d). cu=0

(e). cu=0.50101 ®. cu= ovor

Figura 5.23. Relatia ce exista intre diferite valori ale coeficientului de
covarianta si distributia reald a elementelor 1n spatiul trasaturilor

Pentru o problema reald, caracterizatd de un numar suficient de mare de
esantioane, valoarea lui ck, pentru situatia trasaturilor dependente, va fi cu
mult mai mica decat valoarea maxima pe care o poate lua acest coeficient,
respectiv valoare egala cu produsul deviatiilor standard ale trasaturilor 4 si /.
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Covarianta a doua variabile aleatoare, xx si x;, ce descriu doua trasaturi ale
unei populatii poate lua valori in intervalul [-ox ‘o1, +ok *01] $1 ea masoara
dependenta/independenta intre cele doua variabile.

Corespondenta intre valoarea coeficientului de covariantd intre doua
trasaturi si o posibila distributie a elementelor unei clase functie de aceste
doua trasaturi este data in Figura 5.23. Elipsele prezentate in Figura 5.23
sunt contururile functiei densitate de probabilitate (intersectia dintre functia
densitate de probabilitate si diferite planuri paralele cu planul trasaturilor,
vezi Figura 5.7) proiectate in planul trasaturilor (xx versus x;). Aceste elipse
poartd numele de elipse de concentrare. In Figura 5.24 se prezinta legaturile
care existd Intre diferite reprezentari ale elipselor de concentrare si posibilele
matrici de covariantd generatoare ale acestor reprezentari.

c“O
0 ¢y

@ &

Elipsoizi de concentrare

C, =1 cx_

X

011 012 611 012

C, = C, =
C21 022 ch c22

X2 >0 X2 c21<0
2? é X1 X1
(©). (d).

Figura 5.24. Reprezentarea diferitelor distributii Gauss-iene
bidimensionale prin intermediul proiectiei cotelor de egald probabilitate —
coeficientii cx sunt dati de relatiile (5.197) si (5.198)

Aplicatia 5.2: Utilizand programul din directorul TrasareDensitateGauss
asociat acestui capitol:

1. Introduceti diferite valori pentru coeficientii matricei C, astfel incat
sd obtineti in mod calitativ toate cazurile prezentate in Figura 5.24.
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2. Introduceti diferite numere intregi in EditBox-ul ,,.Levels” pentru a
obtine diferite contururi de echiprobabilitate ale functiei densitate de
probabilitate Gauss-iand. Modificati numarul de puncte pe care
faceti analiza si rotiti reprezentarile pentru imbunatatirea vizibilitatii.
Pentru a observa simultan atat functia densitate de probabilitate cat
si repartitia punctelor in plan modificati transparenta functiei
densitate de probabilitate gauss-iene reprezentatd grafic prin
intermediul EditBox-ului ,,Transparency”.

A >

X1

Y

-5 Matricea transformarii:

A y:A~x A= ag, 0 _ 5 0
154 2 0 a,| [0 05

Y2=axnxz

N
[en)

Yi=anxi

-5 -

Figura 5.25. Efectul scalarii asupra distributiilor celor doua clase

Intrebari:
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1. Cum trebuie sa fie coeficientii c;; $i c22 astfel incat o elipsa de
concentrare a distributiei Gauss-iene sa aiba axa mare paraleld cu
axa x; a sistemului de coordonate (vezi comparativ si Figura 5.24
(b))?

2. Coeficientii c2; §i ¢;2 pot lua maxim valoarea &, - &, . Atribuiti aceastd
valoare, cu semnul ,-” sau ,+”, acestor coeficienti. Explicati
rezultatele obtinute si vizualizate.

A

N
an

X1

N,
>

T

11 16

-4
Matricea transformarii:

y=dA-x e ay | _ 1 04
a, ay 04 1

Y2

c
v *

-

Y2=azxx;tanx:

-
D

6 11 16 Vi

Figura 5.26. Un posibil efect al unei transformari generale asupra
distributiilor a doua clase

Observatia 5.41: Diferenta conceptuald care exista intre Figura 5.24 si
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Figura 5.23 este data in principal de faptul ca in ultimul set de figuri
este tratat cazul unui vector de trasaturi bidimensional si al corelatiei ce
exista intre cele doud trasaturi ale lui, in timp ce in Figura 5.23 este
prezentat un caz mai general si posibilele situatii existente intre oricare
doua trasaturi (de exemplu intre trasaturile & si /) ale aceluiasi vector
care de aceasta data poate sa fie unul d dimensional.

Existd o serie largd de mecanisme care pot determina corelarea trasaturilor
unui vector aleator. De exemplu, aplicarea unei transformari liniare asupra
setului de date poate avea un asemenea efect (pentru o tratare mai in detaliu
a transformatelor liniare vezi Subcapitolele 6.1 si 6.2).

Operatia de scalare este un exemplu particular al transformarilor liniare.
Din punct de vedere geometric operatia de scalare, ,,dilatd” sau ,,contracta”
pe una sau pe mai multe directii pe care se aplica aceasta (care corespund cu
una sau mai multe axe ale sistemului de coordonate) forma aglomerarilor de
realizari particulare ale unei variabilei aleatoare. Astfel, de exemplu, clusteri
de vectori care initial erau circulari devin de forma elipsoidala, cu axele
principale ale elipsoizilor de concetrare ce cracterizeazd aceste distributii
orientate paralel cu axele sistemului de coordonate.

O transformare liniard mai generala introduce in plus si o rotire in planul
trasaturilor. Astfel, de exemplu, clusterii care initial erau circulari devin acum
elipsoidali cu axele principale ce fac un anumit unghi fata de axele sistemului
de coordonate, Figura 5.26. In acest mod se introduce o covarianti intre
componentele vectorului de trasaturi.

Exemplu 5.13: Dacd consideram situatia achizitionarii simultane, pe N
canale, a semnalului EEG (in multe din situatiile practice N poate lua si
valori mai mari de 20), atunci acestea pot fi grupate sub forma unui
vector aleator, x = [x1, ..., xv]'e RY, ce reprezinti o secventid de N
variabile aleatoare. Deoarece conductorii pe care se transmite semnalul
EEG sunt foarte apropiati, fiecare canal induce in toate celelalte un
anumit semnal perturbator prin intermediul cuplajului capacitiv (prin
intermediul campului electric) si prin intermediul cuplajului inductiv
(prin intermediul cAmpului magnetic)’!. Astfel, la intrarea sistemului de
achizitie a unui canal vom avea informatia de la nivelul electrodului ce
corespunde acelui canal plus o combinatie de semnale (considerate aici
perturbatoare) de la celelalte 19 canale:

vi=aipxitapx2+...+anxn (5.212)

1" Acest fenomen poarti denumirea de diafonie.
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Global pentru toate cele N canale de achizitie putem scrie:

i ay dp o Gy || X
Vs Ay Ay = Gy || X2

=| . o, . . (5.213)
YN Ay AQyo 0 Ayy | [ Xn

Se observa ca transformarea liniara prezentatd in (5.213) este
obtinutd prin simpla transmisie a informatiilor de la electrozii de
achizitie la intrarile sistemului de conversie analog-numerica. Aceasta
simpla transmisie a datelor determina o corelare mai mica sau mai mare
a setului de date de intrare — achizitionat de la senzorii pozitionati pe
scapul subiectului.

Aplicatia 5.3: Utilizand programul din directorul Corelare seturi de date 2D
asociat acestui capitol precum si setul de date ,, Date 2 clase necorelate
B.txt”, parcurgeti si raspundeti cerintelor de la urmatoarele puncte:

1. Aplicati transformarile prezentate in Figura 5.25 si Figura 5.26 si
obtineti transformari similare ale setului de date, conforme cu figurile
anterioare.

2. Determinati o transformata 4 (vezi Figura 5.25 si Figura 5.26) astfel
incat sa obtineti o corelare ,,negativa” a setului de date — caracterizata
de o distributie a elementelor conforma cu Figura 5.23 (b) sau (c).

3 d:\Dan\Facultate Job\Cursuri\An 5 Interfata om calculator\Carte Img + Progr\3 - Programe curs\Capitolul 05\Corelar... [ |[E1/BX]

Input (x feature's space) I Auto 1 et I Auto

- 3.000 0.000
(XY
— 0.000 1.000

- Load ) € [ranstorm| ) § Save )

Figura 5.27. Interfata grafica a programului

3. Intuitiv, tindnd constante valorile elementelor a;; i @22 din matricea 4
si considerand egale valorile elementelor a;> si @27, in care din cele doua
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situatii valorile elementului a;> va fi mai mic daca se doreste obtinerea
unor distributii similare cu cele din Figura 5.23(b) sau (c)?

Programul de mai sus este capabil sa reprezinte atat spatiul de intrare
cat si cel de iesire, pastrand aceleasi unitati de masura si intervale pentru
ambele axe astfel incat sa se poatd face o comparatie corecta a distributiei
elementelor in cele doud spatii. in momentul in care se doreste o scalare a
seturilor de date pe cele doua clase se tine cont si de valorile maxime ale
elementelor se utilizeaza check-boxurile 1, vezi Figura 5.27. incircarea
setului de date de intrare, salvarea rezultatelor si aplicarea transformarii
liniare, 4, se initiaza din butoanele pozitionate in partea de jos a aplicatiei,
Figura 5.27.

Matricea de cros-corelatie si cros-covarianta

Cand o cantitate g(-) depinde de doi vectori aleatori x si y (cum este cazul,
de exemplu, al momentelor comune pentru doi vectori aleatori), media
acesteia poate fi scrisa:

E{g(x.y)}=["[ g(ab)f, (a.b)dadb (5.214)

Momentele statistice comune cele mai folosite pentru doi vectori aleatori
oarecare sunt matricea de cros-corelatie:

Ry=E{xyT} (5.215)
si matricea de cros-covarianta:
Co=E{(x—m)(y—my)T} (5.216)

In cazul cel mai general nici una dintre matricile Ry, sau Cy nu este
patratica. Acestea pot fi insa patratice numai in situatia in care x §i y au acelasi
numar de elemente. Printr-o demonstratie similara cu cea data in momentul
obtinerii relatiei (5.209) se poate ardta ca:

Ryy= Cy + mum,"T (5.217)

Desi ambele matrici R,y, Cxy, nu sunt, in general, simetrice se poate arita
ca:

Ry =Ry’ T (5.218)

ny = ny*T (5219)
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Problema 5.28: Demonstrati validitatea relatiilor (5.218) si (5.219).

Proprietati ale momentelor statistice de ordin doi

Pentru anumite valori particulare ale momentelor statistice de ordin doi
acestea caracterizeaza, in mod specific, vectorii aleatori asociati. Astfel:

(a). Vectorii aleatori x si y sunt necorelati daca:
Ry=E{xyT}y=E{x} E{yT} =mum,’ " (5.220)

Datorita relatiei (5.217), putem afirma, in mod echivalent, ca
vectorii aleatori sunt necorelati daca:

Co=E{(x—mx) (y-—my)"} =[0] (5.221)

deci, daca matricea de cros-covarianti este zero — aceasta este, de
altfel, si cea mai uzuala definitie.

(b). Doi vectori sunt ortogonali, daca:

Ry=E{xyT}=[0] (5.222)

deci, daca matricea de cros-corelatie este zero.

Din relatia (5.217) putem vedea ca in momentul in care media
ambilor vectori este zero atunci ambele matrici, de cros-corelatie si,
respectiv, de cros-covarianta sunt similare; numai in aceasta situatie
vectorii aleatori ortogonali sunt si necorelati si invers.

(¢). Din relatia (5.220) este usor de demonstrat ca atunci cand vectorii
aleatori x si y sunt independenti>? atunci sunt si necorelati. Inversa
acestei afirmatii este in general falsa. Putem spune ca aceasta conditie
de independenta este o conditie mai ,,durd”, mai restrictiva decat cea
de necorelare deoarece independeta implica automat si necorelarea.

Problema 5.29: Incercati si demonstrati inversa afirmatiei
precedente, atunci cand cei doi vectori sunt caracterizati de o
distributie Gauss-iand de probabilitate.

Problema 5.30: Demonstrati ca atunci cand vectorii aleatori x §i y sunt
independenti atunci sunt si necorelati.

Aceste concepte de ortogonalitate si necorelatie sunt definite Tn mod
similar si pentru componentele xx i x; ale unui vector aleator x. Astfel:

52 Doi vectori aleatori x si y sunt statistic independenti daca: f,,(x,y) = fx(x) - /()
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(d). Componentele k si / ale vectorului aleator x vor fi ortogonale daca:
E{xix/"}y=0; k=l (5.223)

Ca o consecinta directa, matricea de corelatie, R., a vectorului
aleator x este o matrice diagonald atunci cand toate componentele
vectorului sunt ortogonale doua cate doua.

(e). Aceleasi componente vor fi necorelate daca:
E{(xk—mi) (xi—m) Ty =0; k=l (5.224)

In mod echivalent putem spune cd matricea de covarinti, Cy, a
vectorului aleator x este o matrice diagonald atunci cind
componentele vectorului aleator sunt necorelate (doua cate doua).

Atentie! Deosebirea majora intre proprietatile (a), (b) si proprietatile (d) si
(e) este data de faptul ca primele doua proprietati se refera la doi vectori
aleatori diferiti in timp ce proprietatile (d) si (e) se refera la doua
componente (variabile aleatoare) ale aceluiasi vector aleator.

Observatia 5.42: Este util de stiut faptul ca, dandu-se un vector aleator x cu
orice tip de distributie, se poate gasi o transformare liniard din spatiul
initial in alt spatiu astfel incat componentele vectorului, in noul spatiu,
sa fie ortogonale si/sau necorelate. Astfel de tehnici vor fi prezentate in
capitolele urmatoare. Folosindu-ne de o astfel de transformare liniara
putem depdsi cu succes neajunsul prezentat in Subcapitolul 4.3.2,
respectiv prezenta corelatiei intre diferitele componente ale vectorului
de trasaturi; in acest context, in cazul seturilor de date caracterizate de
trasaturi puternic corelate inclusiv clasificatorul de tip minima distanta
poate furniza performante superioare cu conditia, bineinteles, a unei
pre-procesari prealabile constand in decorelarea datelor.

5.5.3. Estimarea parametrilor statistici din setul de date

In acest subcapitol se prezinti modul in care se pot estima parametrii
statistici (medie, matrice de covarianta etc.) a unei populatii sau proces atunci
cand functia densitate de probabilitate este necunoscutd, dar se cunosc, in
schimb, o serie de realiziri particulare ale vectorului aleator x: a', a?, ..., aX.

Daca ar fi sd determinam media, matricea de corelatie sau cea de
covariantd a unui vector aleator x atunci, conform modului cum au fost
definite aceste momente (vezi Subcapitolul 5.5.2, subpunctul 1 ,,Momentele

in analiza statisticd. Functii caracteristice”), avem nevoie sa cunoastem, in
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prealabil, functia densitate de probabilitate a lui x. Reludnd mai jos relatiile
prin care sunt definite aceste cantitati, avem ca:

def . oo
m, =E{x}= Loa f.(a)da (5.225)
R, =E{xx"}= J-j:a a’ f.(a)da (5.226)
C = E{(x— m, )(x —-m, )*T }: f:(a -m, )(a -m, )*T f.(a)da (5.227)

In continuare prezentim si demonstrim modul in care se pot estima, din
setul de date, diferifi parametri statistici fard a cunoaste efectiv functia
densitate de probabilitate. Aceastd prezentare va fi facuta pentru un vector
aleator real monodimensional — deci, vom lua in considerare cazul unei
variabile aleatoare simple. Generalizarea acestei demonstratii (de la situatia
monodimensionala la o alta, in mai multe dimensiuni) este una directa.

1. Estimarea momentelor statistice pentru un vector aleator

Fie g(x) o functie ce are ca argument vectorul aleator x. Dacd ambele
marimi f«(a) si g(a) nu variaza substantial pe toate intervalele definite, atunci,
folosind relatia (5.166), putem realiza aproximarea:

Elg(x)}= [ g(a)f . (a)da= Zg<a°)fx<a°>Aas% Y@K, (5228)

toti a° toti a

unde K reprezintd numarul total de valori ale lui x dintr-un esantion iar K I

este numirul de valori din esantion aflate in intervalul (a’, a’ + Aa]; deci, pe
un singur interval de lungime Aa care porneste din punctul a’ avem o multime
formata din K 0 elemente, respectiv:

ot a,...a™ ] (5.229)
Pentru toti vectorii a’ apartinand aceluiasi interval, in ipoteza g(a’) ~ g(a”)

(ipotezd necesara aproximadrii integralei din relatia (5.228)), cantitatea
g(aO)K , poate fi scrisa sub forma:
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. " z‘+Ka0 -1
g(al) g(aH- ) gl a
i+K (-1

Kao-g(a°)=ﬁ+@+...+ ;Q;W - Z_;g(af) (5.230)

de K  ori
a

Relatia (5.228) poate fi rescrisd prin sumarea tuturor cantitatilor de tipul
(5.230). Daca aceasta procedura este urmata pentru toate intervalele, relatia
(5.228) devine:

E{g(x)}s;{gg(a") (5.231)

In acest mod am obtinut un estimat empiric (valoare aproximati) pentru
media vectorului/matricei aleator(oare) g(x) a lui x; in plus, se poate observa,
din relatia de mai sus, ca estimatorul este dat chiar de media aritmetica a
esantionului, calculatd pentru g(x).

Particularizand definitia functiei g(x), respectiv, g(x) =x, g(x) =x x'" si
g(x) = (x - my) (x - my)'T, vom obtine urmitoarele estimatii pentru media
vectorului aleator x, matricea de corelatie si, respectiv, matricea de covarianta
a lui x:

m, :E{g(x)}zE{x}z%gak (5.232)
R, =E{g(x)}zE{x-x*T}ziiak(ak)*T (5.233)

.= Bl = Ells=m b (e=m )} Dl =m ot -m ) (5239

2. Estimarea momentelor statistice comune pentru doi vectori aleatori

Un rezultat similar se obtine si in cazul estimarii cantitagilor g(x,y),
dependente de doi vectori aleatori, x si y — vectori ce sunt caracterizati prin
realizarile lor particulare: a', @, ..., a* si, respectiv, b', b2, ..., b*. In aceasta
situatie un estimat pentru parametrul media vectorului/matricei aleator(oare)
g(x,y) este dat de relatia:
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E{glx,y)} = %;g(a‘;b") (5.235)

unde estimatorul este, de asemenea, media aritmeticd a esantionului,
calculata insa, de aceasta data, pentru g(x,y).

Si de aceasta data, particularizand definitia functiei g(x,y), respectiv, g(x,»)
= xy' T si g(x,y) = (x — my)(y — my)’T, obtinem urmitoarele estimatii pentru
matricile de cros-corelatie, respectiv, cros-covarianta ale vectorilor aleatori x
siy:

R, =E{g(x,y)}:E{x.y*f}=%iak(bk)” (5.236)

K
k=

¢, =E{g(x’y)}=E{(x—mx)-(y—my)v}=IZZ(“" —m b -m,)" (5.237)

3. Estimarea momentelor statistice din matricea setului de date

Pentru estimarea, de exemplu, a matricelor de corelatie si cros-corelatie a
unui vector aleator x, respectiv, a doi vectori aleatori, x si y, se pot folosi, asa
cum am aratat mai sus, in mod direct, relatiile (5.231) si, corespunzator,
(5.235). La acelasi rezultat se poate ajunge, insa, si printr-o altd metoda
echivalentd, metoda pe care o prezentdm in cele ce urmeaza.

Astfel, intr-un prim pas se defineste matricea vectorilor de date sub forma:

(a)" -
x=" <”2:) - (5.238)

vi
_ ( aK) _
Matricea X mai poartd numele de matricea esantionului sau matricea setului

de date.
Folosind urmatorul produs:

K *
x7x =Y a"(a*)" (5.239)
k=1

putem estima, de exemplu, matricea de corelatie, in mod direct, prin relatia:
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R -Lx7Tx (5.240)
K

Formulele de calcul pentru estimarea matricei de corelatie, date de relatiile
(5.233) si (5.240) sunt, deci, echivalente, cu mentiunea cd ultima dintre
acestea este, Insa, una mult mai directa.

Estimarea matricei de covarianta se poate face intr-un mod similar celui
prezentat mai sus. Singura deosebire este, In acest caz, data de maniera in care
definim, pentru inceput, matricea de calcul. Astfel, in locul matricei setului
de date, X, construim matricea Xo, data de elementele esantionului din care s-
a extras, mai intai, vectorul medie my:

ay=a -m,, pentrui=1,K (5.241)
_ (a(l) T
— 2 *T p—

X, = ("o_) (5.242)

In continuare, pentru determinarea matricei de covarianta aplicam relatia:

C, = %X;TXO (5.243)

Modalitatea de estimare a matricii de covarianta, data de relatia (5.243),
implica calcularea matricii Xo prin eliminarea din fiecare vector de trasaturi
in parte a valorii medii (conform relatiei (5.241)) si apoi se va compune
matricea Xo din acesti vectori. Aceastd abordare este una usor de abordat
pentru un operator uman. Un sistem informatic (embedded — DSP,
microcontroler etc.) va lucra in mod direct cu matrici, pornind de la matricea
setului de date, relatia (5.238), si prin utilizarea unor calcule matriciale este
de dorit a obtine direct matricea Xo. O astfel de abordare se prezinta mai
departe:

1
Xo=X a [1]-X (5.244)
In relatia (5.244) matricea [1] este o matrice patratici, avand o
dimensionalitate K x K (K este numarul de vectori de trasaturi utilizati in

estimarea matricii de covariantd), cu toate elementele egale cu 1.

Problema 5.31: Demonstrati corectitudinea relatiei (5.244).
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Problema 5.32: Pentru urmatoarele realizari particulare ale unui vector
aleator x bidimensional, ,' — {1} a = {2} a’ = F} at = [2} estimati:
2 1 3 2

1. Media vectorului aleator, ce caracterizeaza clasa generatd de
realizdrile particulare anterior prezentate.

2. Matricea de covarianta a clasei (estimarea matricei de covarianta se
va realiza prin doua metode diferite).

Rezolvare:

1. Pentru estimarea vectorului mediu al clasei ne folosim de relatia
(5.232) particularizata dupa cum urmeaza:

S MR H !

2. Pentru estimarea matricei de covariantd vom extrage, intr-un prim
pas, vectorul mediu din toate realizarile particulare ale vectorului
aleator x. Astfel obtinem:

2} o oo o

a. Prima metoda de estimare a matricei de covarianta se bazeaza
pe utilizarea relatiei (5.234).

AN

Cx= E{(x_mx)(x_mx)*T}E % i( i _"A"x)(ai _’hx)*T =

i=l1

1([-1 0 1 0 1/2 14
=— -1 0 0 -1 11 0 0f;=
o oo ol oo of-s v
A 1/2 1/4
¢ :[/ / }
/4 1/2
b. Inceadeadouametodi de estimare, bazati pe matricea setului
de date, construim, mai Intai, matricea Xo datd de elementele

esantionului din care am extras, anterior, vectorul mediu.
Astfel:
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_@ﬁf_ -1 0
X, =~ (03')’7 -0 1
_@ﬁf_ 0 0

Matricea de covarianta estimata va fi egala cu:

-1 07
A \ -1 0 10]l0 —1| |5 %
Q:ixﬁazl =2 4
K 4/0 -1 1 0|1 1| |11

0 0 4 2

5.5.4. Coeficientul de corelatie

Coeficientul de corelatie este o valoare ce caracterizeazad gradul de
dependenta liniara dintre doud variabile aleatoare si el ia intotdeauna valori
in intervalul [-1, 1]. Cu cat coeficientul de corelatie este mai apropiat de
capetele intervalului de variatie (respectiv, de valorile -1 sau 1), cu atat cele
doud variabile aleatoare sunt mai puternic dependente liniar una fata de
cealalta.

Spunem ci avem o relatie de dependentd liniard totald® intre, si zicem,
variabilele aleatoare xi si x; (reprezentand componentele 4 si / ale unui vector
aleator de trasaturi), atunci cand coeficientul de corelatie dintre acestea va
avea valoarea 1 sau -1. In aceasti situatie particulara, reprezentarea grafica,
in spatiul trasaturilor (xx, x;), a vectorilor de trasaturi, va conduce la un set de
puncte pozitionate pe o dreapta cu panta pozitiva (vezi Figura 5.23.(f)) pentru
o valoare egald cu +1 a coeficientului de corelatie. In cazul in care coeficientul
de corelatie ia valoarea -1 avem de-a face, din nou, cu o relatie de liniaritate
perfecta intre cele doua variabile, iar vectorii de trasaturi se vor pozitiona pe
o dreapta care va avea de aceasta data, insa, o pantd negativa.

Corelatia dintre doua variabile aleatoare va avea o valoare pozitiva daca,
in medie, cresterea valorii unei variabile aleatoare fata de media ei va
determina cresterea valorii celeilate variabile fatd de propria medie, iar
scaderea valorii primei variable aleatoare fatd de medie va determina, de cele

53 Dependenta liniara totala poate fi tradusa, de exemplu, prin aceea ca intotdeauna
cresterea/scaderea valorii unei trasaturi fata de media ei va determina cresterea/scaderea,
cu aceeasi cantitate echivalenta, si a valorii celei de a doua trasaturi fatd de media
corespunzatoare ei.
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mai multe ori, scaderea valorii celei de a doua variabile aleatoare fata de
propria ei medie. Spunem despre aceste variabile aleatoare ca sunt corelate
pozitiv. Exemple de variabile corelate pozitiv: educatia si venitul obtinut,
consumul grasimilor saturate si nivelul colesterolului, nivelul colesterolului
si probabilitatea unui atac de cord etc.

Pentru variabilele corelate negativ mecanismul de variabilitate presupune
urmatoarele: de cele mai multe ori (in medie) cresterea valorii unei variabile
aleatoare fata de media ei va determina scaderea valorii celeilate variabile fata
de propria medie, iar scaderea valorii primei variable aleatoare fata de medie
va determina, de cele mai multe ori (in medie), cresterea valorii celei de a
doua variabile aleatoare fata de propria ei medie. Exemple de variabile
corelate negativ: numarul de tigari fumate de mama si greutatea copilului la
nastere, masa masinii si consumul de carburant pe 100 de Km, numarul de
tigari fumate si durata de viata etc.

Daca coeficientul de corelatie ia valoarea zero atunci spunem ca nu existd
nici o relatie linard intre cele doua variabile aleatoare.

In prezent se cunosc mai multe metode de calcul al coeficientului de
corelatie. Unele dintre aceste metode sunt mai potrivite comparativ cu altele,
functie de tipul variabilelor aleatoare analizate. Astfel, spre exemplu, exista
coeficientul de corelatie Pearson, Spearman, coeficientul de corelatie
intraclasa (intraclass correlation coefficient, ICC) etc.

In cadrul acestei carti vom prezenta doar coeficientul de corelatie Pearson
care este definit de relatia:

pdif Ckl . COV()Ck ’ x]) (5 245)
\/ Crre * Cu \/ Cov(x, )Cov(x;) |
sau, echivalent,
_ Covgxk,xz,) _Covlx,,x,)___E G —m Yo, =) | (5.246)

o, o, Oy "0, \/E{‘(xk —m, )‘2} -E{‘(xl —m,xz}

Problema 5.33: Pentru urmatoarele doua matrici de covarianta:

: 4 -2
c - 0.5 0.25 si ¢ =
Y1025 0.5 ’ -2 9
ce caracterizeaza doi vectori aleatori bidimensionali, x si y, determinati
coeficientul de corelatie intre trasaturile acestor vectori.
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Aplicatia 5.4: Cu ajutorul programului ce se afla in directorul CoefCorr-
Pearson, asociat acestui capitol, si care determina coeficientul de
corelatie Pearson intre doud semnale reprezentate vectorial prin doi
vectori aleatori x si y (indiferent de dimensiunile acestora), se cere sa:

1. Determinati relatiile matematice ce ar fi necesare in implementarea
programului.

2. Generati cu ajutorul programului ce se afla in directorul Generare
distributie bivariata Gauss-iana (vezi Capitolul 6 al acestei carti)
diferite distributii Gauss-iene bidimensionale, al caror coeficient de
corelatie intre variabilele aleatoare ce formeaza vectorul aleator 1l
cunoasteti. Convertiti seriile de timp astfel incat sa poata fi incarcate
in programul ce determina coeficientul de corelatie — folositi-va, de
exemplu, de programul de calcul tabelar Microsoft Office Excel.
Verificati corectitudinea coeficientului de corelatie determinat de
program fata de cel introdus de dumneavoastra.

3. In directorul seturilor de date asociat acestui capitol se gisesc doua
serii de timp ,x - distrib parabolica.txt” si ,y - distrib
parabolica.txt”. In primul fisier avem o variabila aleatoare uniform
distribuita in intervalul [-5, 5]. In cel de al doilea fisier este un alt sir
de valori obtinut din primul cu ajutorul relatiei y = x°; deci, variabila
aleatoare y este complet determinatd de variabila aleatoare x. Daca
le reprezentam grafic, prima versus cea de a doua, obtinem
reprezentarea grafica din Figura 5.28.

o o
o o
o y o
o o
EaYa¥ o]
o zU [9)
[e) o
o ]
Q o
[e] o]
Q 4
[¢) 1o [
? s
% K
O o]
4n o
A%
[e] (o]
%%2%; M
r T T T T T = T T T T T ] x
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 5.28. Reprezentarea grafica a seriilor de timp
»X - distrib parabolica.txt” si ,,y - distrib parabolica.txt”

Calculand cu ajutorul programului de mai sus coeficientul de
corelatie vom obtine pentru aceste doua serii de timp o valoare egala
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cu zero, valoare identica cu cea obtinuta pentru o distributie de tipul
celei prezentate in Figura 5.23(d), in care variabilele aleatoare sunt
necorelate. Prin urmare, variabilele aleatoare x si y sunt dependente
(cunoastem chiar relatia functionala ce le leaga) dar corelatia lor este
zero. Din ce cauza am obtinut aceasta valoare?

Rezolvare:
1. Relatia (5.246) se generalizeaza foarte usor pentru cazul unor
variabile aleatoare x si y reale sub forma:

El(x— _
_ C0v2(x,)/2) _ Cov(x, ) _ {(x e )(y My )} (5.247)
W 0,0, Gx70,

Tinand cont, in plus, ca:

=FE{x} (5.248)
o = E{x’} — E?{x} (5.249)
putem foarte usor sa deducem relatia:

E{x- y} - E{x}E{y}

- B WEL - £ L)

(5.250)

sau

E{x-y} —m.m,
P = 5.251
JEe | m L (25D

Estimand termenii din relatia (5.251) conform relatiei (5.231) si
stiind ca dispunem de un set de date de lungime N elemente, rezulta
imediat ca:

SN2y
T s3]

i=1

(5.252)
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p= ' ' (5.253)

2. In mod intuitiv pentru distributia din Figura 5.28 obtinem un
coeficient de corelatie egal cu zero deoarece valorile mari ale
variabilei aleatoare y sunt asociate atat cu valori mari (pozitive) dar
si cu cele mici (negative) ale variabilei aleatoare x.

Existenta unei relatii neliniare intre variabilele aleatoare pentru
care calculam coeficientul de corelatie este o sursa de erori a
coeficientului de corelatie Pearson. Acest fapt apare deoarece
coeficientul de corelatie Pearson masoara doar existenta sau nu
a unei relatii liniare intre variabilele aleatoare implicate in calcul.

Anterior am facut afirmatia ca daca doi vectori aleatori sau variabile
aleatoare, x §i y, sunt independente atunci ele sunt §i necorelate; in schimb,
s-a afirmat ca reciproca nu este intotdeauna adevdratd. Inversa afirmatiei
precedente nu este adevarata intotdeauna deoarece corelatia pune 1n evidenta
doar relatiile liniare ce exista intre variabile. Dacd parcurgem punctul trei al
aplicatiei precedente observam existenta a doua variabile aleatoare necorelate
(coeficientul de corelatie este zero) dar dependente intre ele — variabila
aleatoare y este complet determinata de variabila aleatoare x, prin intermediul

relatiei y = x°.

A
N

—_
D

No -F>.C3 oo

Figura 5.29. Influenta elementelor aberante
asupra valorii coeficientului de corelatie
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Atunci cand in setul de date apar Inregistrari aberante (“outlier” n limba
englezd), acestea influenteaza Tn mod negativ valoarea coeficientului de
corelatie. Astfel, spre exemplu, daca analizim numai setul de date pozitionat
in centrul sistemului de coordonate, vezi Figura 5.29, obtinem o valoare a
coeficientului de corelatie de 0.002853; tinand cont ca este un set de date mic,
de doar 20 de vectori de trasaturi, putem trage concluzia ca aceste trasaturi,
care formeaza vectorul de trasaturi, sunt necorelate. Dacd in schimb, in
analiza luam in calcul si elementul “aberant” (cel pozitionat n partea stanga
sus), atunci obtinem un coeficient de corelatie al setului de date de -0.7847,
valoare pe baza careia suntem tentati sa tragem concluzia ca variabilele
aleatoare ce caracterizeaza aceasta distributie sunt corelate negativ, ceea ce,
din nou, nu este adevarat. Raportarea acestui coeficient de corelatie, de -
0.7847, este falsda deoarece coeficientul astfel calculat nu este reprezentativ
pentru cea mai mare parte a setului de date.

Aplicatia 5.5: Cu ajutorul programului ce se afla in directorul CoefCorr-
Pearson incarcati seriile de timp ,, outliers - x.txt” si ,,outliers - y.txt”.
Vizualizati rezultatele in doua situatii distincte, respectiv cu si fara
primul element din ambele serii. Determinati coeficientul de corelatie
si reprezentati grafic rezultatele pentru ambele cazuri prezentate
precedent, utilizdnd, de aceastd datd, programul de calcul tabelar
Microsoft Office Excel.

Elementele aberante pot sa apara, de exemplu, in practicd atunci cand
punctul zecimal nu este pozitionat corect (setul de date lucreaza cu caracterul
.« drept punct zecimal iar programul ce realizeaza analiza utilizeaza drept
punct zecimal caracterul ,, , ’) sau atunci cand unul din electrozii cu ajutorul
caruia s-a facut achizitia unui semnal biomedical s-a desprins s.a.m.d.

Datorita erorilor pe care le pot genera aceste elemente aberante, anterior
oricarei analize, fiecare variabila aleatoare este preprocesata si sunt menginuti
spre analizd si procesare, de exemplu, numai acele valori ale vectorului
aleator de trasaturi pentru care valorile elementelor componente (realizari
particulare ale variabilelor aleatoare componente) se gasesc, fiecare in parte,
in intervalul [m — 3-6, m + 3-¢] (prin m am notat valoarea medie a variabilei
aleatoare iar o este deviatia standard a aceleiasi variabile aleatoare); pentru o
distributie normala in intervalul astfel specificat ar trebui sa se regaseasca,
teoretic cel putin, cca. 99.72% dintre valori.

O alta problema ce poate sa apara si sa influenteze in mod negativ
calcularea coeficientului de corelatie este data de existenta, in setul de date, a
unui numar de clase distincte care, insa, sunt considerate in cadrul analizei,
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drept o singura clasa. Astfel, daca analizdm distributia prezentatd in Figura
5.30, ambele clase sunt caracterizate de vectori de trasaturi necorelate.
Coeficientul de corelatie pentru prima clasa este de 0.0028 iar pentru cea de
a doua clasa este de -0.0099. Daca, in schimb, nu am fi dispus de nici o
informatie a priorica privind structura setului de date si, in consecinta, l-am
fi privit ca pe un intreg, ca pe un set de date ce caracterizeaza o singura clasa,
atunci am fi obtinut un coeficient de corelatie global de -0.773, ceea ce nu ar
fi reflectat situatia reala existenta.

P “~~._Clasa2
e
%
F0 Q0 o
'\\ L
S o 00 ¢
9 é

Spy

Figura 5.30. Influenta existentei a doua clase distincte in setul de date
asupra coeficientului de corelatie

Aplicatia 5.6: Cu ajutorul programului ce se afla in directorul CoefCorr-
Pearson incarcati seriile de timp ,,2 clase - x.txt” si ,,2 clase - y.txt”.
Vizualizati si analizati rezultatele in urmatoarele doua situatii distincte:
(a) ambele clase considerate drept un intreg (drept o singura clasd) si
(b) cazul in care clasele sunt considerate si analizate separat.
Determinati coeficientul de corelatie si reprezentati grafic rezultatele
pentru toate situatiile prezentate anterior, utilizand pentru aceasta
programul de calcul tabelar, Microsoft Office Excel.

Din ultimele trei exemple s-a putut observa ca exista un numar de situatii
(dependenta neliniara a datelor, valori aberante in setul de date, mai multe
clase distincte in setul de date etc.) cand valorile coeficientului de corelatie
nu reflectd situatia reald si mecanismele de cuplare ce au generat datele
respective. Din acest motiv, si nu numai, apare ca fiind imperios necesar sa
generam, intr-o prima etapa, o reprezentare vizuala a seturilor de date
si abia ulterior sa determinam valoarea coeficientului de corelatie, in mod
specific, pentru fiecare set de date.
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O aplicatie practica, directa, a coeficientului de corelatie tine de reducerea
dimensionalitatii spatiului de trasaturi. Daca, de exemplu, doua trasaturi ale
unui vector de trasaturi, d-dimensional, sunt caracterizate de un coeficient de
corelatie apropiat de valorile 1 sau -1, aceste trasaturi pot fi combinate intr-o
singurd trasatura sau, eventual, una dintre ele poate fi eliminati complet. in
acest mod, dimensionalitatea vectorului de trasaturi se reduce cu o unitate i,
simultan, informatia redundantd existentd in setul de date este eliminata.
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5.5.5. Functia de coerenta spectrala

Dependenta dintre doua semnale stationare (vezi Anexa: Notiunea de
semnal. Semnal stationar) si marginite poate fi caracterizatd de anumiti
parametri care evalueaza si evidentiaza corelatia dintre acestea.

Pentru doua procese x(¢) si y(¢) functia de coerenta spectrald este data de
relatia:

R, (a))‘z = Tlgnoo‘ corr{FxT () FF (a))}‘ (5.254)

Aceastd functie furnizeaza o masura a gradului de corelatie intre procesele
x(?) si y(¢) pentru fiecare componenta spectrala in parte. Relatia (5.254) poate
fi vazutd ca patratul amplitudinii functiei de corelatie intre transformatele
Fourier ale secventelor x(7) si y(f) [Amjad, 1997].

In relatia (5.254), F! (a)) reprezinta transformata Fourier a unui segment

de semnal de lungime 7, apartinand procesului x(¢).

Deoarece rezultatele obtinute in mod practic reprezintd doar niste estimari
ale functiei de coerenta spectrald, se creeaza si, in acest caz, premizele
calcului estimatorilor iar, in final, prezentdm inclusiv gradul corespunzator de
incredere al estimarii.

Pentru a calcula un estimat al functiei de coerentd, impartim, mai intai,
seriile de timp in secvente de o anumita duratd/lungime (fie 7 lungimea unor
astfel de secvente). In consecinta, pentru fiecare serie de timp inregistrata se
obtin, sa zicem, L astfel de segmente, fiecare de lungime 7. Transformata

Fourier a unui astfel de segment, FxT (w,1),1=1 ... L, pentru pulsatia o este
data de relatia:

IT A —iot g —iot
(o YO dE ~ Y () (5.255)
‘ =(I-1)T

T
F. (w,])=
Definitia functiei de corelatie intre transformatele Fourier a celor doua
procese 1n functie de varianta si covarianta acestora pe un anumit segment
este data de:

corr{FXT (a))FyT (a)) }: COV{FxT(a))FyT (a))} (5.256)

\/V21r{FxT(a))} -Var{FyT(a))}
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Folosindu-ne de relatia (5.256) putem obtine o definitie alternativa a
functiei de coerenta spectrala intre doua procesele x(¢) si y(?):

@)
 fu(@) [y (@)

unde fy,( ) este densitatea cros-spectrala a celor doua procese x(¢) si y(¢) iar
Jfuol(®) 51 f,,(w) sunt densitatile auto-spectrale, pentru pulsatia @, ale fiecarui
proces in parte.

Relatia (5.257) indica gradul de corelatie liniara in domeniul spectral
intre doud semnale, pe o scald de la 0 (semnificand independenta liniard) la
unu (completa dependenta liniara a unui proces de celalalt), acest parametru
putand fi interpretat si ca o masura a predictibilitatii liniare.

Un avantaj al acestei metode este dat de faptul ca, indiferent de
unitatile de masura ale seriilor x(#) si y(¢), valoarea coerentei spectrale pentru
o anumitd frecventd nu are nici o unitate de masura, furnizdnd doar o
interpretare a relatiei in care se gasesc cele doud semnale, la frecventa
respectiva, conform cu specificatiile anterioare.

Auto-spectrul si cros-spectrul necesare in relatia (5.257) pot fi estimate
prin medierea segmentelor de semnal disjuncte, anterior obtinute. Pentru
calcularea (estimarea) cros-spectrului relatia de calcul este data de:

(5.257)

Ry (@)

h 1 &y LT
fxy(w)——zﬂLTEFx (0,1)- Fy (w,]) (5.258)

In calcularea auto-spectrului secventei x, f. x (a)), se foloseste relatia (5.258)
in care y se inlocuieste cu x. in relatia (5.258) bara orizontald de deasupra

termenului F yT (a), [ ) simbolizeaza complex conjugatul acestuia.

In final, pentru estimarea functiei de coerenta spectrala din relatia (5.257)
am utilizat estimatorii calculati cu relatia (5.258). Astfel:

N 2
fr(@)
frx (@) [ (@)

(5.259)

A 2
ny (a))‘ =
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