Transformari liniare

6.3. Transformata unitara si aplicatiile ei

Uneori este necesara transformarea unui vector aleator x intr-un alt vector
aleator y, ale carui componente s aiba anumite proprietati specifice. Un
exemplu este si acela 1n care se doreste ca elementele noului vector, rezultat
in urma aplicarii unei transformari liniare, sa fie necorelate; altfel spus,
vectorul aleator y trebuie sa satisfaca relatia:

E{(yk—mi) (yi—m)T} =0; pentruorice k=1 (6.16)

indiferent de relatia anterioard existenti intre componentele vectorului x. in
aceastd relatie constantele my si m; reprezintd componentele & si / ale
vectorului medie aferent vectorului aleator y. O astfel de transformare ne
permite si ne furnizeaza avantajul de a lucra cu vectori aleatori ale caror
componente sunt necorelate. Deoarece componentele vectorului sunt
necorelate, matricea de covariantd a vectorului aleator y este o matrice
diagonala.

O alta transformare liniard poate fi aplicatd si pentru a obtine, de
exemplu, o relatie de ortogonalitate intre componentele noului vector
aleator, y. In acest caz, efectul este unul de diagonalizare a matricii de
corelatie a lui y.

Se cunosc mai multe metode ce pot fi utilizate pentru diagonalizarea
matricei de corelatie, respectiv, a matricei de covariantd. Doua dintre aceste
metode vor fi prezentate si in cadrul acestei carti. O primd metodd se
bazeaza pe transformata unitara; ea va fi discutata, in cotinuare, in cadrul
acestui subcapitol. Cea de a doua metodd se bazeazd pe o tehnicd de
descompunere triunghiulara si ea va fi discutatd separat, in unul din
subcapitolele urmatoare.

6.3.1. Definire transformata unitara

Daca pentru o matrice patratica A4, inversa sa este egala cu transpus-
conjugatul ei:
A'=4T  (6.17)

atunci spunem ca matricea 4 este o matrice unitara.
In mod echivalent, o matrice patratica 4 este unitard daca si numai daca:

ATA=4 AT=1 (6.18)

Utilizand o matrice 4 ce indeplineste una din conditiile echivalente (6.17)
sau (6.18), definim in continuare drept tranformata unitara a vectorului
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aleator x matricea B = A", Astfel, transformata unitara a vectorului aleator x
este data de:

y=ATx (6.19)

Relatia anterioara se mai numeste i transformata directd in timp ce
transformata inversa este data de relatia:

x=A-y (620)

Problema 6.4: Dovediti validitatea relatiei (6.20) plecand de la relatia
(6.19).

Exemplu 6.3: Un exemplu foarte cunoscut de transformati unitara este
transformata Fourier, vezi relatia (6.9).

Dupa cum vom vedea si in subcapitolele urmadtoare, transformata
unitara poate fi interpretatia, din punct de vedere geometric, drept o
rotire a sistemului initial de coordonate. Aceastd transformata este una
invariantd la schimbarea lungimii vectorilor de trasaturi din spatiul de
intrare. Aceastd afirmatie este una usor de demonstrat; astfel:

bf =y Ty =(7x) (47x)=x"TadTx =T =5 (6.21)

Daca interpretam vectorul aleator x drept o secventd de semnal ca in
Figura 5.1 si Figura 5.2 observdm ca (6.21) este chiar relatia lui Parseval
care ne asigura ca energia semnalului se pastreaza indiferent de spatiul in
care o calculam.

Problema 6.5: Implementati un program in mediul de dezvoltare
LabWindows CVI in care sa demonstrati practic validitatea teoremei
lui Parseval.

Rezolvare: Rezolvarea acestei probleme se gaseste in directorul 7Teorema
lui Parseval, asociat acestui capitol.

In subcapitolele urmatoare vom prezenta cateva aplicatii practice ale
transformatei unitare cat si o serie de interpretari ale acesteia.

6.3.2. Diagonalizarea matricei de covariantd cu ajutorul
transformatei unitare

Vectorii proprii ai matricei de covariantd (a unui vector aleator x) pot fi

utilizati pentru construirea unei transformari unitare. In urma utilizarii
acestei transformari, in noul spatiu de trasdturi rezultat, matricea de
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covariantd va fi una diagonala. In plus, are loc o rotire a sistemului initial
de coordonate in care vectorul x era, la inceput, reprezentat. Aceasta
transformata este una generald si ea poate fi aplicata oricarui tip de vector
aleator.

1. Vectori proprii si valori proprii

Fie A o matrice patratica, de dimensiune d x d. Spunem ca e este un
vector propriu al acestei matrici iar A este o valoare proprie' a aceleiasi
matrici daca intre aceste elemente exista relatia:

A-e=Ade (6.22)

Din punct de vedere al relatiei (6.22) matricea 4 poate fi privitd ca o
matrice ce realizeaza o transformare liniard ce mapeaza vectorul propriu e
intr-o versiune scalata a lui.

Daca matricea 4 este o matrice de covarianta, notatd cu Cy, atunci putem
gasi (In principal, datorita faptului ca este o matrice Hermitiana simetrica),
in mod unic pentru fiecare astfel de matrice:

e dvectori ortonormali e, e, ..., eq 1
e o multime de d valori proprii A;, A2, ...A4, asociate acestor
vectori proprii.

Observatia 6.4: In mod similar, pentru o matrice de corelatie, R., care este si

! Valorile proprii mai sunt cunoscute in literatura si sub denumirea de autovalorile matricii

corespondente.

Valorile proprii sunt intdlnite si utilizate in toate domeniile ingineriei, economiei, stiintei etc.
Astfel, de exemplu, frecventa naturald de oscilatie a unui pod este egald cu valoarea proprie
minima a sistemului de ecuatii ce modeleaza podul. Prabusirea podului Tacoma Narrows in anul
1940 a fost generata de oscilatiile produse de cétre vant i aceasta deoarece frecventa oscilatiilor a
fost foarte apropiatd de frecventa naturala de oscilatie a podului.

in domeniul electronicii polii oricdrei functii de transfer ce modeleazi un sistem (filtru
amplificator, oscilator etc.) sunt valorile proprii ale matricei de tranzitie a sistemului respectiv —
vezi Anexa: Polii functiei de transfer si valorile proprii. Un alt exemplu este si urmatorul.

in incercarea de a proiecta o coloani pornindu-se de la o cantitate fixa de material ce poate fi
utilizatd in constructia ei, dar care sa suporte o greutate maxima (a unui acoperis, plafon) inginerii
au demonstrat, folosindu-se de valorile proprii, cd aceastd coloana ar trebui sd aibd o forma
similara cu cea din figura aldturata; astfel, coloana trebuie sa aiba diametrul maxim in mijloc si la
capete iar la distante egale cu 25% din lungimea ei, de ambele capete, diametrul trebuie s fie

__¢_%Il/,

minim.
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ea, la randul ei, hermitian-simetrica, putem gasi d vectori ortonormali
si d valori proprii asociate cu acesti vectori.

Valorile proprii ale matricei de covarianta (respectiv, corelatie) sunt
intotdeauna numere reale. Parte din aceste valori proprii pot sa fie zero
sau/si sa existe grupuri de doua sau mai multe valori proprii care sa fie egale
intre ele.

2. Diagonalizarea matricei de covarianta

Fie er s1 e; o pereche oarecare de doi vectori din mulfimea vectorilor
proprii ai matricei de covariantd C,. Utilizand acesti vectori ortonormali
putem scrie:

Ce =4e (623)
Din relatia anterioara rezulta imediat:

7 TeT A, daca =k (6.24)
e e, = e e = .
Pk TR 0 daca 1k

Egalitatea data de relatia (6.24) rezultd imediat stiind ca vectorii e;, e,
..., eqsunt ortonormali.

In continuare definim matricea £ a vectorilor proprii. Coloanele acestei
matrici sunt vectorii proprii ai matricii Cy:

E=le e . | (6.25)
| \
Din relatia (6.24) rezulta:
o ) ’
ercE=|T ¢ Tlele o o oe|s| B |oa (620
S U

Din relatiile (6.10), (6.15) (y =A-x si C, = A4 Cx A'7) si (6.26) deducem ci
A este matricea de covarianta, C,, pentru vectorul aleator y obtinut prin
aplicarea transformarii liniare:
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.
ppre|m @ |, (627)

- e —

In noul spatiu (cel al vectorului aleator y) obtinut prin transformarea
liniard a spatiului x prin intermediul transformatei 4 = E*” vom avea, deci,
o matrice de covarianta egala cu:

C,=ACAT=ETC,E=A (6.28)

Prin urmare, in urma transformarii liniare de mai sus, componentele
vectorului aleator y devin necorelate; aceasta afirmatie se justifica prin aceea
ca matricea de covariantd a vectorului aleator y, C, = A, este o matrice
diagonalda — vezi relatia (5.222) precum si analizele efectuate in
Subcapitolul 5.31

Reamintim ci transformata 4 = E'7 este o transformati liniard ce se
aplica tuturor realizarilor particulare ale vectorului aleator x. Mai mult,
aceastd transformatd este si o transformata unitara deoarece vectorii ce
compun matricea £ sunt ortonormati. Astfel, transformata liniarda 4 = E'7
satisface si conditia (6.18).

Tinand cont de faptul ca elementele de pe diagonala principala a matricei
de covariantd a unui vector aleator oarecare, y, reprezintd variantele
componentelor lui y, vezi (5.201)?, atunci deducem imediat ci valorile
proprii sunt intotdeauna reale si pozitive, parte din ele putdnd sa ia si
valoarea zero.

Observatia 6.5: In matematica se stie ci o matrice este pozitiv semidefinitd
daca si numai daca toate valorile proprii asociate cu acea matrice sunt
mai mari sau egale cu zero. in mod similar, o matrice este pozitiv
definita daca si numai daca toate valorile proprii sunt pozitive.

Deoarece atat pentru matricea de corelatie cat si pentru cea de
covarianta s-a aratat anterior ca sunt pozitiv semidefinite, aceasta ne
garanteazd ca valorile proprii nu vor fi niciodatd negative pentru
cele doua matrici — Ry, respectiv, Cx. Mai mult, ne putem folosi de
aceasta proprietate drept test (doar pentru a fi siguri de corectitudinea
calculelor) in momentul in care estimam matricea de corelatie sau
matricea de covariantd din setul de date. Concret, Intotdeauna valorile
proprii calculate pentru estimatiile matricelor de corelatie si covarianta
trebuie si fie pozitive sau, cel mult, egale cu zero. In cea mai mare

2 o= E{ | xx— my *} conform relatiei (5.201)
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parte a situatiilor practice pe care le vom Intalni matricea de corelatie
si cea de covariantd furnizeaza, in general, valori proprii ce sunt strict
pozitiv definite.

Folosindu-ne de toate informatiile prezentate pana acum, vom spune ca o
matrice de corelatie sau covarianta este legitima daca:

e este patratica,

e clementele de pe diagonala principala sunt mai mari
sau egale cu zero?,

e este Hermitian simetrica si, in plus,

e valorile proprii sunt intotdeauna mai mari sau egale
cu zero.

Conform relatiilor (6.12) si (6.15) sunt adevarate urmatoarele relatii
pentru momentele de ordin unu si doi ale vectorului aleator y obtinut din x
prin trasformarea unitara data de relatia (6.27):

= media vectorului y,
my=E"Tm, (6.29)
= matricea de covarianta,

C,=ETC.,E=A (6.30)

= diagonalizarea matricii de covariantd nu implicd direct si
diagonalizarea matricii de corelatie, matricea de corelatie putand fi
obtinuta cu relatia,

R, =Cy+mmT=A+mym,T (631)

Observatia 6.6: In urma procesului de diagonalizare a matricei de
covarianta se poate ca matricea de corelatie in noul spatiu vectorial sa
fie si ea o matrice diagonala Tnsa aceasta situatie apare numai atunci
cand media noului vector aleator, y, este zero (m, = 0). Din acest
motiv, Tn multe tehnici de procesare a semnalelor, intr-o prima faza
(de preprocesare), se scade din fiecare realizare particulard a setului de
date initial valoarea vectorului mediu, .. In acest mod, de exemplu,
prin procesarile ulterioare, precum cele prezentate In acest capitol, se
vor atinge simultan obiective multiple — precum, setul de trasaturi va
fi simultan si necorelat si ortogonal.

3 1In principal deoarece elementele de pe diagonala principald sunt variantele fiecirei

componente a vectorului aleator.
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3. Proprietatile transformatei unitare

Inainte de a trece mai departe mentiondm, in cele ce urmeaza, cateva
proprietati si facem cateva observatii legate de transformata unitara si
rezultatele anterior obtinute.

I.  Astfel, daca inmultim la stanga si, respectiv, la dreapta relatia (6.26)
cu matricile E si, respectiv, £°T si tinem cont ci E este 0 matrice unitari,
atunci obtinem urmatoarea relatie pentru matricea de covarianta a lui x:

C:=EAET (6.32)

Relatia (6.32) ne furnizeaza, practic, un mod de exprimare in forma
canonica a matricii de covariantd functie de vectorii sdi proprii si de
valorile proprii asociate.

Cel mai important aspect insa legat de exprimarea canonica de mai sus
tine de faptul ca descompunerea data de relatia (6.32) este unica, adica
fiecarei matrici de covariantd (daca este sd particularizdm problema) ii
este asociat un set unic de vectori si de valori proprii. in realitate, se
poate demonstra ca descompunerea oricdrei matrici 4 sub forma data de
relatia (6.32) este unica. In acest context, inclusiv matricei de corelatie ii
corespunde o descompunere in forma canonica unica.

II. Plecand de la relatia (6.32) si tinand cont ca E' = E'T obtinem, mai
departe, o alti relatie de calcul* important, si anume:

Cl'=EA'ET (6.33)

Aceasta utima ecuatie este utila in obtinerea, intr-un mod mai facil, a
inversei matricei de covariantd. Deoarece A este o matrice diagonala
reald rezultd ci matricea A”! este tot o matrice diagonali, cu elementele
de pe diagonala principala luand valori egale 1/A;.

III. Nu in ultimul rand avem céa, deoarece elementele matricii £ sunt
ortonormale, determinantul si urma matricii Cx sunt egale cu
determinantul §i urma matricii A (pentru notiunile de determinant si
urma unei matrici consultati anexa “Relatii matematice fundamentale™).
Astfel, avem:

Cx

d d
j=1

J=1

Problemi 6.6: Incercati sa demonstrati validitatea relatiilor (6.34) si (6.35).

4 Se utilizeaza si relatia: (4-B-C)'= C'.B4"!
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4. Determinarea valorilor si vectorilor proprii

In cea mai mare parte a cazurilor, diferitele tipuri de calculatoare
stiingifice (HP 48GX, HP 49G), medii de simulare (gen Matlab, Matcad),
editoare simbolice (Scientific WorkPlace) sau medii de dezvoltare (precum
LabWindows CVI) au functii proprii ce pot fi utilizate pentru gasirea
vectorilor proprii §i a valorilor proprii ale unei matrici patratice. Din pacate
insd, o mare parte din acestea nu tin cont de condifia de ortonormalitate a
vectorilor proprii, ceea ce implicd un pas suplimentar — de normalizare —,
din partea utilizatorului.

In cateva randuri vom revedea modul de determinare a vectorilor si
valorilor proprii. Procedura descrisa in continuare este una de baza,
aplicabild in orice situatie; din pacate, datoritd complexitatii computationale
ridicate ea se aplica doar pentru matrici cu numar mic de elemente, pentru
cele de mari dimensiuni existand alte metode numerice, mai eficiente.

In cele ce urmeaza luim in discutie, fara a reduce insa din gradul de
generalitate®, cazul gasirii valorilor proprii pentru matricea de covarian{i a
unui vector aleator x, d-dimensional. Pentru aceasta pornim de la ecuatia
(6.22) pe care o rescriem in forma echivalenta:

(Ce—AT)e=[0] (6.36)

Pentru ca acest sistem de ecuatii sd nu aiba solutii banale, conform regulii
lui Cramer, este necesar sa avem:

det (Ci—A1)=0 (6.37)

Ecuatia (6.37) poartd numele de ecuatie caracteristica corespunzatoare
relatiei (6.22), ea este una polinomiald in A iar radacinile ei sunt tocmai
valorile proprii ale matricii de covarianta Cy:

det(Com A =apA%+a1 A% '+ .. +aci A +as=0 (6.38)
ap A+ a2+ o taci A +aa=0 (6.39)

Ulterior gasirii valorilor proprii, acestea pot fi utilizate mai departe
pentru determinarea vectorilor proprii; pentru aceasta se tine cont de faptul
cd vectorii proprii ai matricei de covarianta sunt ortonormali:

%

e;” ~e; =0 pentruorice k£ (6.40)

si

5 De exemplu, in mod similar se face si pentru matricea de corelatie
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*T

e, -e, =1,pentruorice k (6.41)

sau, aceastd ultima relatie poate fi scrisa:
|e,€1|2 + | e,€2|2 +..+ | ekd|2 =1, pentru orice k£ (6.42)

Problema 6.7: Pentru urmatoarea matrice de covarianta, prezentatd mai jos,
determinati valorile §i vectorii proprii.

C{Z —52} (6.43)

x

Rezolvare: Folosindu-ne de relatia (6.37) obtinem ecuatia caracterisitica:

2-4 2

det (C—21)=0 = [_2 i,

}:o = P -7-2+6=0 (6.44)

Grupand termenii din relatia (6.44) intr-un mod favorabil obtinem:
(2-1)-(4-6)=0 (6.45)
de unde rezulta solutiile:
Ar=1 si A2=6

A. Pentru A; =1 si folosindu-ne de relatia (6.36) obtinem:

1 -2 len|_ 0 N e,—2¢,=0 N e,—2¢e,=0 (6.46)
-2 4| e, 0 —2¢,+4e,=0 e,—2¢e,=0
Utilizand si proprietatile vectorilor proprii in special proprietatea
(6.41) sistemul de ecuuatii (6.46) poate fi rescris sub forma:

L

2 2 €11
arten=l 5 (6.47)
ey —2-ep =1 2

e =t—
11 Jg

Din relatia (6.47) rezulta vectorul propriu asociat cu valoarea
proprie A; = 1:

1 1
e = \/25 sau e = \/25
Vs Vs

B. Pentru A; = 6 si folosindu-ne de relatia (6.36) obtinem:

223



Algoritmi si metode inteligente cu aplicatii in electronica si biomedicina, vol I

—4 —2 821 —4621—2622 =0 —2821—822 =0

: =0 = = (6.48)
-2 -1 622 _2621_2312 =0 _2621_322 =0
Utilizand in mod similar ca la punctul anterior proprietatile

vectorilor proprii, in special proprietatea (6.41), sistemul de ecuuatii
(6.46) poate fi rescris sub forma:

2 2
821+€22:1 =

(6.49)

2821 + ‘€)) =1

Din relatia (6.47) rezultda vectorul propriu asociat cu valoarea
proprie A; = 6 este unul din urmatorii doi:

1 1
€y = \/2§ sau €y = \/2§
5 5

6.3.3. Determinarea elipsoizilor de concentrare

Procedura de diagonalizare a matricii de covariantd prin intermediul
transformatei unitare determind decorelarea tuturor componentelor unui
vector aleator x, d-dimensional, in noul spatiu de trasaturi, cel al vectorului
aleator y rezultant. Acest nou spatiu de trasaturi este obtinut prin aplicarea
transformatei unitare distributiei inifiale a setului de date, situatd in spatiul
vectorial initial de coordonate (ai, ..., aq).

Pentru vectori aleatori caracterizati de functii de distributie Gauss-iene
multdimensionale este usor de ardtat ca functia densitate de probabilitate
rezultatd dupa aplicarea transformatei unitare se scrie ca un produs de
densitati de probabilitate Gauss-iene monodimensionale — demonstratia
acestui enunt va fi prezentata, in cele ce urmeaza, ca un rezultat intermediar
al unei alte demonstratii, ce vizeaza punerea in evidentd a contururilor
functiei densitate de probabilitate.

O concluzie imediata ce se deduce din cele de mai sus este aceea ca, prin
aplicarea transformatei unitare unui vector aleator, x, cu distributie Gauss-
iand, componentele vectorului rezultant, y, devin variabile aleatoare
independente din punct de vedere statistic.

Mai general, putem spune ca, dacd componentele unui vector de trasaturi
sunt independente si au o distributie de probabilitate de tip Gauss-iana,
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atunci functia densitate de probabilitate a vectorului aleator se va scrie ca un
produs de functii densitate de probabilitate monodimensionale.

Problema 6.8: Prezentati demonstratia completa a afirmatiei precedente.

In cadrul analizei ce va urma luim in discutie doar distributiile gauss-
iene, distributii intalnite foarte des in naturd, in diferite procese biofizice,
biochimice, tehnologice, sociologice etc.

In acest moment dispunem de toate cunostintele necesare pentru a desena
contururile unei functii densitate de probabilitate d-dimensionale de tip
gauss-iand. Capacitatea de a vizualiza modalitatea de distributie spatiald a
vectorilor de trasaturi este un aspect foarte important ce ne furnizeaza
informatii ce pot fi folosite in:

1. alegerea clasificatorului optim, functie de complexitatea
spatiului trasaturilor si/sau

2. a metodelor de preprocesare ce vor fi utilizate in vederea
obtinerii performantelor maxime de clasificare, in conditiile
utilizarii unei puteri minime de calcul.

Un posibil contur Functia densitate de
caracterizat de ecuatia  probabiliate Gauss-iana,
f(a) = constant = 0.2 fla)
Ecuatia planului:
g(a) = constant

N
N
AR

Proiectia conturului functiei
densitate de probabilitate in planul (a;, az)

Figura 6.2. Reprezentarea grafica a contururilor unei functii densitate de
probalitate Gauss-iana pentru un spatiu de trasaturi bidimensional
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Contururile unei functii densitate de probabilitate se obtin ca solutii ale
ecuatiei:
fda) = constant (6.50)

pentru diferite valori ale constantei constant; practic, un astfel de contur
reprezintd intersectia (vezi Figura 6.2) dintre functia densitate de
probabilitate cu un plan paralel cu planul trasaturilor, caracterizat de ecuatia:

g(a) = constant, pentru orice a e 9 °.

In relatia anterioara f;() este o distributie de probabilitate Gauss-iana a
unui vector aleator x care, in cele mai multe situatii va fi unul real, fiind,
deci, caracterizat de o functie densitate de probabilitate de forma:

1 —l(a—mx)Tc;l(a—mx)
fx(a) - (27[)d/2‘c 72 € ? (6.51)

Deoarece numai termenul exponential este singurul dependent de a,
aceste contururi (pentru cazul cel mai general, cel al unui vector aleator x
complex) sunt definite de:

(a=m,) ' Ca-m,)=C (6.52)

unde C este o constantd pozitiva ce depinde de constanta constant, fiind
solutia urmatoarei ecuatii:
1/2

e“ = constant -(27z)d/2‘Cx (6.53)

Prin aplicarea transformatei unitare si utilizand relatiile (6.29) si (6.33),
putem dezvolta relatia (6.52) sub forma:

(a=m. )" CMa-m)=(a=m )" EAET(a=m,)=
:(E*Ta_E*me)*TA_l(E*Ta_E*TmX): (6'54)
£ -1
= (b—my) A (b—my)z C
Reamintim c&, in relatia de mai sus a este vectorul generic ce
desemneaza valorile vectorului aleator x iar b este vectorul generic ce
desemneaza valorile vectorului aleator y.
Tinand cont cd matricea A este o matrice diagonald, iar inversa unei
matrici diagonale este tot o matrice diagonald, avand pe diagonala principala

elementele de pe aceleasi pozitii din matricea A la puterea -1, in continuare
relatia (6.54) poate fi pusa sub forma:
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2 2

‘bl - m)’l

d

2
‘bz—my2 ‘bd -m,
+ .t

_|_

: =C (6.55
A A, Ay (659

Ecuatia (6.55) reprezintd descrierea unui elipsoid d-dimensional cu
centrul In vectorul m,. Acest elipsoid are proprietatea cd axele lui

principale sunt aliniate paralel cu directiile vectorilor proprii ai matricii de
covariantd Cy, In timp ce lungimile axelor elipsoidului sunt egale cu 2.,/4.C ,

i =12, ..., d — vezi Figura 6.3. In aceasta figurd, deoarece axele
elipsoidului fac un unghi, ¢, cu sistemul de coordonate ce descrie spatiul
initial, (ay,..., aq), de trasaturi putem trage concluzia ca existd o corelatie
intre componentele vectorului (in momentul 1n care o trasatura, de exemplu
aj, creste aceasta va determina automat o crestere in valoare si pentru
trasdtura a2, pentru cea mai mare parte a vectorilor de trasaturi ce
caracterizeaza clasa).

A a
4L
JAC
3L
: A,C
5 \
| b,
2
e (. sau m,
S G |
e] AN :
| : —+— —
1 0707 10707 | > 3 4 @

Figura 6.3. Un contur tipic pentru o functie densitate de probabilitate de tip
Gauss-iana

Figura 6.3 este chiar planul a;, a> de proiectie al elipsoidului fi(a) =
constant, reprezentat grafic in Figura 6.2.

In cazul bidimensional, existenta unei pante pozitive a axei principale
apartinand elipsei de concentrare ne furnizeaza informatia existentei unei
corelatii pozitive in setul de date initial — situagie similara cu cea prezentata
in Figura 6.3. Printr-o corelatie pozitiva a trasaturilor intelegem ca, in
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medie, cresterea valorii uneia dintre ele determind si cresterea valorii
celeilalte trasaturi. Existenta unei pante negative a axei principale a elipsei
de concentrare aratd o corelatie inversd sau ,,negativa” intre componentele
vectorului de trasaturi. Cand axele elipsei sunt, insd, paralele cu axele
sistemului de coordonate, atunci componentele vectorului sunt necorelate.

Observatie 6.7: Existenta unei corelatii in setul de date genereaza dificultati,
daca nu chiar imposibilitatea obtinerii unor performante maximale de
clasificare, cel putin in cazul unor anumite clase de clasificatori. De
exemplu, in Capitolul 4 unde s-au studiat clasificatorii elementari, s-a
aratat ca una dintre limitarile fundamentale ale clasificatorului de tip
minimd distantd este generatd de existenta, in setul de date, a unei
corelatii intre trasaturi.

Din Figura 6.3 se observa ca noul sistem de coordonate definit de (y; =
b; i y2= b>) se obtine din vechiul sistem de coordonate, dat de (x; = a; i x2=
az), In urma rotirii acestuia din urma cu un unghi . Din acest motiv,
transformata unitara este interpretatad ca una ce are drept efect rotirea
sistemului initial de coordonate.

Observatie 6.8: O primd impresie pe care o putem avea, in mod gresit,
atunci cand ne uitam la Figura 6.3 este aceea ca punctul ce
corespunde vectorului medie m, coincide grafic cu punctul ce
corespunde vectorului medie m,. Ori noi stim ca o astfel de egalitate,
m, = my, poate sd apard doar atunci cand fie matricea tranformarii este
matricea unitate, fie m, = [0] — nici una din cele doua situatii nu
caracterizeaza situatia analizati in Figura 6.3. In realitate ceea ce s-a
urmarit prin acest grafic a fost punerea in evidenta a efectului de rotire
a sistemului de coordonate cu un unghi ¢, pe care il are transformata
E’T asupra spatiului vectorial initial; diferenta reald ce existd intre
vectorii medie my §i m, este datd de modul cum ne raportam fatd de
cele doud sisteme de coordonate suprapuse. Astfel, atunci cand
vorbim de valori si momente ale vectorului aleator x, referirea acestor
puncte o facem 1n raport cu sistemul de coordonate (a;, a2) — in
particular, m, = [mi, m2]" — iar atunci cind vorbim de valori si
momente ale vectorului aleator y, referirea acestor puncte o facem in
raport cu noul sistem de coordonate (b;, b>) — in particular, m, = [my,,
m2y|T (vezi Figura 6.4(a)). Daci considerim acum doar noul sistem de
coordonate, (b;, b>), reprezentarea elipsoidului de concentare va arata
ca in Figura 6.4(b). Pentru inceput se remarca ca axele elipsoidului
sunt paralele cu axele de coordonate (in noul spatiu vectorial
componentele noului vector de trasaturi sunt necorelate). Tot in
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aceeasi figurd observim cd vectorii medie my si m,, reprezentati
conform coordonatelor lor particulare, sunt doua puncte clar distincte.

A ar
b,
4
’/
e
e
7’
//
3 == may L,
N e
b R /
1 (a) N
NS
1/ 7 7 A A
Simy sau m,
‘ 1
// 1
e 1
1 == 2 S :
1
e S o 1
1 yd 1
/s
[ 1 4 1 i _»
1 < T— B g 1 1 Vaj
-1 N mi 3 4
e
S
miy
A b1
3 —
m
B e e e - - - X
(b) 2 T

Figura 6.4. Reprezentarea vectorilor medie, m, §i m, in cele doua sisteme
de coordonate (a;, a2), respectiv, (b1, b2)

Contururile functiei de densitate Gauss-iene poartd numele de elipsoizi de
concentrare deoarece acestea indica regiuni in care functia de
densitate de probabilitate are valori maxime, cu numdr mare de
elemente in acele parti ale spatiului pozitionate cat mai aproape de
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centrul clasei i cu un numar de elemente din ce in ce mai mic, pentru
regiuni situate la o distantd mai mare de centrul clasei. O imagine
elocventd ce descrie acest mod de distributie a datelor, respectiv, a
vectorilor de trasaturi, a fost prezentatd in Figura 5.6. Prin urmare, din
punct de vedere practic, elipsoizi de concentrare ne dau o idee asupra
distributiei setului de date in spatiul de intrare.

Problema 6.9: Pentru o clasd de elemente caracterizate de urmitoarea

matrice de covariantd si, respectiv, medie: c_ =

D= =

-

=

Il
—
N W
[

A==

desenati un contur al functiei densitate de probabilitate in planul a;, ao.

Rezolvare: Pentru determinarea unui contur al functiei densitate de
probabilitate sau a unui elipsoid de concentrare al functiei densitate de
probabilitate — denumirile sunt similare — se vor urmari etapele:

1. Se determind valorile poprii ale matricii Cx: 3 = LIS A= 3.
4 4

2. Se determina vectorii proprii asociati fiecarei valori proprii:

a. Pentru valoarea proprie 2 _! avem unul din urmatorii
4

— 1 l
vectori proprii: e, = % sau e, = /5 .
1 1 1 1
Vi - )5
3

b. Pentru valoarea proprie 4, =- avem unul din urmatorii
4

] 1
vectori proprii: e, = % sau e, { l/ﬁ}

Vi -/
Din calculele de mai sus observam ca, pentru o aceeasi
valoare proprie, datoritd functiei radical pe care o
aplicam, obtinem doi vectori proprii care au aceeasi
directie insd sensuri diamentral opuse. Din punctul nostru
de vedere ne este indiferent sensul vectorului atata timp
cat directia este aceeasi. In consecintd, pentru rezolvarea,
in continuare, a problemei puteti alege oricare dintre cei
doi vectori calculati pentru fiecare valoare proprie in
parte. Pentru aceastd problemd autorii au ales vectorii:

|\~ /a _|/a
) R

sie

€
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3.

Se deseneaza vectorii proprii e; si e; in planul (a;, a2)
(atentie: ei sunt intotdeauna ortonormali!) — vezi Figura 6.3.

Se deseneazi calitativ® o elipsd de concentrare, tinindu-se

(atentie!) cont, de urmatoarele repere:

= elipsa este centratd In vectorul medie al clasei, ,, _ F} ;
X 2

= axele elipsei sunt paralele cu vectorii proprii (e; $i e2), iar

= aceste axe sunt proportionale cu 2./3,c, §i respectiv,
2.J4,C - In cazul nostru, din calcule reiese ci axa mare a
elipsei este paralela cu vectorul propriu e; iar axa mica
este paraleld cu vectorul propriu e;.

O reprezentarea grafica a elipsei de concentrare de mai sus
este redata chiar in Figura 6.3.

Aplicatie 6.2: Utilizand programul de trasare gaficd a elipselor de
concentrare si de analizd a unui set de vectori de trasaturi
bidimensionali (programul implementat il gasiti in directorul
Determinare Contur si Decorelare asociat acestui capitol) parcurgeti
si raspundeti la urmatoarele puncte:

(a). Urmariti In mod intuitiv, cu ajutorul acestui program, pasii

(b).

teoretici efectuafi anterior pentru determinarea elipsoizilor de
concentrare. Pentru aceasta se vor utiliza seturile de date din
directorul Date. De asemenea, analizati si particularitatile
elipsoizilor de concentrare trasati.

Inciarcand un set de date, arbitrar, din directorul Date (prin
apasarea butonului Load, vezi Figura 6.5) demonstrati ca:

1. Vectorii proprii obtinuti sunt ortonormali.
2. Matricea transformadrii estimata este unitara.
3. In cadrul programului, matricea de covariantd in spatiul y,

C), a fost calculata direct din setul de date nou rezultat.
Utilizand matricea transformarii 4 si matricea de covarianta
C,, verificati corectitudinea rezultatului.

. Eliminati din fisierul vectorilor de trasaturi circa 90% din

setul de date. Reluati analiza setului de date (reapasati
butonul Start, Figura 6.5). Explicati diferentele obtinute.

6

Pentru a putea desena si cantitativ elipsa de concentrare avem nevoie sa cunoastem

valoarea particulard a constantei constant din relatia (6.52).
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(c). Construiti o baza de date formata din vectorii de trasaturi utilizati
in cadrul problemei rezolvate in subcapitolul ,,Estimarea
parametrilor statistici din setul de date”. Verificati
corectitudinea rezultatelor obtinute in cadrul acestei proble cu
ajutorul programului utilizat in cadrul acestei aplicatii.

3 d:\Dan\Facultate Job\Cursuri\An 5 Interfata om calculator\Carte Img + Progn3 - Programe curs\Capitolul 06\Determinare Contur si Decorelar... [ | () [9%)

No. feature vectors: 999 A= 1030 Ay= | 3198

_Load ) wame
1072 2.009 1.079 0.741 0.672
- C,- - ;=
Bt ™| gees (| S| v07e || 2eme e~ ez |l ¥\ oa

W Symetic = =

Matricea transformarii:

8

7

6

5-

o

3-

0.741 -0.672 y
¢ Al e 0.741 ¢ 15
1= 0-
e

e

3-

4

5

5

5 o4 3 2 40123 45 6 7 8 | E

X space of feature vectors ¥ space of feature vectars

Figura 6.5. Interfata grafica a programului

6.3.4. Diagonalizarea matricii de corelatie

Matricea de corelatie poate fi diagonalizata printr-o procedura similara cu
cea utilizatd pentru matricea de covariantd. In acest caz, in urma aplicarii
transformatei unitare vectorul rezultant va avea componentele ortogonale.

Deoarece matricea de corelatie este, ca si matricea de covarianta, o
matrice Hermetiana simetricd, d x d dimensionald, putem sa gasim
intotdeauna si sd-i asociem d valori proprii A, si d vectori proprii e, care sa

satisfaca relatia:
Re =4¢.; k=1,2,...,d (6.56)

Toti acesti vectori proprii si valori proprii asociate lor sunt unice pentru
fiecare matrice de corelatie particulard in parte.

Observatie 6.9: Chiar daca in cadrul acestui subcapitol valorile proprii si
vectorii proprii pentru matricea de corelatie sunt notati in mod similar
cu cei ai matricii de covarianta acestia sunt diferiti in marea majoritate
a situatiilor.
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Problemd 6.10: In ce situatie sau situatii vectorii proprii si valorile proprii
ale matricilor de corelatie si de covarianta sunt identice?

Deoarece vectorii proprii e; sunt unitari, din relatia (6.56) avem:

*T _
e Re, —{

Definim matricea vectorilor proprii sub forma:

| |
E: el eZ ed (6.58)

Relatia (6.57) poate fi generalizata prin utilizarea simultand a tuturor
vectorilor proprii si a tuturor valorilor proprii asociate matricii de corelatie
intr-o singura relatie. Astfel, obfinem:

E"RE=A (6.59)

A, daca =k

(6.57)
0 daca [#k

unde:
2 (6.60)
0 A
Daca trecem din spatiul x de trasaturi in spatiul y prin intermediul
transformarii:

y=ETx (6.6])

atunci, media clasei si matricea de covariantd in noul spatiu de trasaturi sunt
date de:

m,=E"m, (6.62)
si
R,=E"RE=A (6.63)

In acest mod componentele yx apartinAnd vectorului aleator y sunt
ortogonale, iar valorile proprii (care sunt termeni modulo patratici ai
vectorului y) sunt intotdeauna reale si pozitive; parte din acestea este posibil
sd ia si valoarea zero.

In continuare se prezintd cateva relatii utile ce rezultd din proprietatile
matricii de corelatie:
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R =EANET (6.64)

R'=EN'E" (6.65)

R)C

N
=|Al=]]% (6.66)
j=l

N
trR =tr A= Z/"Lj (6.67)

j=l1
Problema 6.11: Demonstrati proprietatile prezentate anterior.

Din ultimele doua relatii se observa ca determinantul si urma matricii de
corelatie se pot scrie ca produsul si, respectiv, suma variantelor variabilelor
obtinute Tn urma aplicarii transformarii unitare.

6.3.5. Utilizarea descompunerii in valori singulare

Fie matricea de corelatie sau cea de covariantd, estimatd cu ajutorul
relatiei (5.238), respectiv, arelatiei (5.241):

A 1 =«
R.=—X"X (6.68)

7K
N 1 *T
Co= XX, (669

unde X reprezinta matricea setului de date, iar Xy reprezintd matricea setului
de date obtinute din datele din care am eliminat vectorul medie, m,. Fiind
date aceste matrici, putem sda gasim vectorii si valorile proprii apartinand
fiecareia dintre aceste matrici folosindu-ne pentru aceasta de metoda
prezentata in Subcapitolul 6.3.2, Subpunctul 4. Procedura, asa cum am mai
mentionat, este una de baza, aplicabild in orice situatie, nsd datorita
complexitatii computationale ridicate, pentru matricile de dimensiuni mari
se preferd utilizarea unei metode numerice care este mai precisd si mai
eficientd. Aceastd metoda, pe care o vom prezenta in cele ce urmeaza,
poartd numele de descompunerea in valori singulare, SVD (singular value
decomposition), a matricii setului de date (vorbim, deci, de matricea
esantioanelor si nu de estimatiile matricilor de corelatie sau de covarianta!).
Precizia superioard a rezultatelor obtinute prin aceastd metoda este
generatd de faptul cad toate produsele care sunt implicate in calcularea
matricii de corelatie sau de covariantd nu vor fi calculate. Astfel, cand
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utilizdm o ,,masina” (de exemplu, un microcontroler sau un DSP in virgula
fixd) ce poate executa calculele intr-o precizie finita, acest fapt reprezinta un
avantaj major.

Metodele apartinand clasei din care face parte si metoda SVD pot sa
lucreze direct cu matricea setului de date — de exemplu, cu Xy —, in loc de
produse de forma X,'7 Xy si, din acest motiv, sunt denumite metode de tip
“radical’.

Observatia 6.10: In cele ce urmeazi vom discuta metoda SVD in contextul
determinarii vectorilor proprii si ai valorilor proprii pentru matricea de
covariantd a unui vector aleator de trasaturi, x, d-dimensional; acest
exemplu particular nu reduce cu nimic din caracterul de generalitate al
prezentarii.

Teorema de descompunere in valori singulare ne asigurd ca orice
matrice X (reald sau complexd), de forma K x d (in cazul nostru particular, X
este matricea Xy a esantionului iar K este numarul de realizari particulare ale
lui x) poate fi descompusa si scrisa ca un produs de matrici de forma:

Xo=UZVT (6.70)
unde:
= U este o matrice unitard’ de forma K x K, numitd matrice stinga de
vectori singulari (in literatura de specialitate aceastd matrice mai
este cunoscuta si drept matricea de “iesire”, ce contine vectorii bazei
pentru matricea setului de date Xp):

I |
U=|u uy - ug| (6.71)
| |

= Jeste tot 0 matrice unitara (numita si matrice dreapta de vectori
singulari), avand d x d elemente:

V=lv, v, = v

(6.72)

d

In mod similar matricei U, matricea ¥ mai este denumiti si ea
matrice de “intrare” a vectorilor bazei.

= ¥ este o matrice (de dimensiune K x d) de valori singulare reale,
pozitive de tipul:

T UTU=UUT=1sauU ' =U"
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o, 0 -« 0
0 o, = 0
o 6.73

=10 0 o, ( )
0O O 0

(0 0 0

Elementele o; ce apartin matricii £ pot fi privite drept constante ce
controleaza castigul prin intermediul caruia fiecare intrare este
multiplicatd pentru a obtine o anumita iesire.

Matricea X, prezentatd mai sus, a fost scrisa in ipoteza K > d (situatie
uzuald pentru matricile seturilor de date obtinute empiric). Pentru aceasta
matrice existd in plus si proprietatea cd oy > 02 > ... > oy, iar o parte din o,
pentru k luand valori aflate spre sfarsitul sirului {1, 2, 3, ..., d — 1, d}, pot fi
chiar zero. In general vor fi  valori singulare diferite de zero, unde r este
rangul® matricii Xy. Este important de subliniat ci, indiferent dac matricea
datelor, Xy, este reald sau complexa, valorile singulare sunt intotdeauna reale
si pozitive.

Daca numarul de linii K este mai mic decat d atunci, matricea Z ia forma:

o, 0 - 0 0 - 0
0 o, =+ 0 0 - 0

=0, 0L .| (6.74)
0 0 « o, 0 - 0

unde, din nou, parte din ok, pentru k& luand valori situate spre sfarsitul
intervalului 1 = K, pot fi zero. In acest caz, rangul 7, respectiv, numarul de
valori singulare diferite de zero, este egal cu numarul de linii independente
din matricea Xj.

Aplicand relatia (6.70), in acest moment, nu este greu sa aratam ca
vectorii proprii ai matricii X;7Xy sunt vectorii singulari dreapta ai
matricii Xp, si cd valorile proprii ale aceleiasi matrici, Xy 7X), sunt pitratul
valorilor singulare ale matricii Xy. Pentru a demonstra acestea dezvoltam
produsul Xy*7 Xy astfel:

XoTXo=vETUTUZVT=v(3T2) VT (6.75)

8 Rangul unei matrici este dat de numirul de coloane liniar independente.
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Ultima egalitate rezultd din faptul ca matricea U este unitara. Introducand
relatia (6.73) in (6.75) si realizand inmulfirea obginem:

i 0 - 0
* 0 2 cce 0 *
X x,=v| . %7 T T (676)
0 0 - o

Aceasti relatie reprezinti descompunerea matricii Xo'’ Xp in forma (6.32):
C:=EAET (6.77)

Tinandu-se cont cad aceastd descompunere este unica, deducem imediat ca
matricea V este matricea vectorilor proprii ai lui C, iar oi’/K sunt valorile
proprii asociate acestora. In concluzie, cand matricea de covarianti este
estimata conform relatiei (6.69), vectorii si valorile proprii sunt date de:

ek=w, k=12,...,d (6.78)
si
A=to? k=12,...d (6.79)
K
Observatia 6.11: In mod similar demonstratiei anterioare se poate arita ci
vectorii singulari stinga ux sunt vectorii proprii ai matricii Xo Xo'7, iar
oi’/K sunt valorile proprii ale aceleiasi matrici. Deoarece Xy X;'7 este
o matrice K x K, ea are in total K valori proprii. Daca K > d, atunci
sunt cel putin d valori singulare, iar restul de (K — d) valori sunt zero.

Problema 6.12: Reluand Problema 5.31 prezentatd in Subcapitolul 5.5.3
,Estimarea parametrilor statistici din setul de date”, sa se determine
valorile proprii §i vectorii proprii ai urmatoarei matrici a setului de
date:

-1 0
|0 -1 (6.80)
1 1

0 0

aplicand, pentru aceasta, metoda descompunerii in valori singulare
(SVD) implementata in mediul de dezvolare LabWindows CVI sau in
editorul de documente matematice, Scientic WorkPlace determinati
valoarea valorilor proprii asociati matricii de covariantd ce
caracterizeaza setul de date (6.80).
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Rezolvare: Utilizand functiile oferite in biblioteca ,,Advance analsys” a
mediului de dezvolare LabWindows CVI sau functiile similare
existente in editorul de documente matematice, Scientic WorkPlace

vom obtine:
-1 0 -0.40825 —0.70711 0.57735 0][1,7321 0
| O -1[¥P|-040825 070711 057735 0f 0 1/[0.70711 070711
11| ] 08165 0 0.57735 0|l 0  0]/0.70711 —0.70711
0 0 0 0 0 1] o o T

U py

Din descompunerea de mai sus rezultd ca vectorii proprii sunt egali
cu: ex = vx pentru k=1 si 2, adica:

2] (2

| 2| St e | 2
e = Q €, _Q
2 2

iar valorile proprii asociate acestor vectori proprii sunt:

1

pentru k=112, adicd 4, =% st A4, :%.

6.3.6. Compresia imaginilor utilizind transformata SVD

Compresia datelor reprezintd un domeniu foarte important de
aplicabilitate al algebrei liniare. Necesitatea minimizarii cantitdtii de
informatii digitale stocate sau transmise este o necesitate din ce in ce mai
mare o datd cu cresterea cantitatilor de date achizitionate si stocate.
Transformata SVD poate fi folositd 1n mod eficient, in aceastd directie,
pentru minimizarea cantitatilor de date stocate sau transferate.

Imaginle sunt stocate sub forma unor matrici. Fiecare valoare a acestei
matrici reprezintd nivelul de strilucire a unui pixel — de exemplu pentru
imaginile de tip greyscale, 0 repreznta ,,culoarea” neagra, in timp ce, 255
reprezintd “culoarea” alba. Pentru imaginile color, existd trei nivele de
stralucire pentru fiecare culoare fundamentala (rosu, verde si albastru), deci,
stocarea se realizeaza pe trei planuri de culoare diferite, care reprezintd trei
matrici diferite — vezi figura de mai jos.

Pentru o imagine patraticd A de tip » X n o putem descompune pe
aceasta, prin intermediul transformatei SVD, sub forma urmatoare:
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Figura 6.6. Reprezentarea planurilor de culoare Intr-o imagine color

Relatia anterioare se poate scrie sub forma:

| e 0 0 o -
0 o, == 0||- vl -

A=|u, u, u, . . : .
o | 0 0 - o[- v -]

inmultind obtinem:
_ T T T
A=u,-o,-v, +u,-0,-v, +..+u, o, v,

sau

n n
_ T _ T
A—Zui-o;-vi —Zai-ui-vi
i=1 i=1

Dar stim cad elementele o; au proprietatea cd o7 > o» > ... > oy, de aici
rezultand ca primul termen al sumei de mai sus are impactul maxim asupra
matricii A, apoi cel de al doilea, urmand cel de al treilea etc. De aici rezulta
cd putem aproxima matricea A (deci imaginea) adundnd doar primii &
termeni ai sumei si nu toti. Suma rezultantd va avea rangul £, aceastd
valoare k semnificind numarul de matrici adunate pentru compunerea
imaginii initiale.

In cazul general, memoria necesard stocirii unei matrici 4 ce are o
“latime” de n pixeli si o “Indltime” de m pixeli este n X m. Se observa ca
cantitatea de memorie necesara stocdrii imaginii creste exponential cu
dimensiunile acesteia.
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Pentru stocarea unei imagini 4 de dimensiuni #» X m aproximatd prin k
termeni prin intermediul transformatei SVD avem nevoie de k- (n + m + 1)
locatii de memorie. Se observa ca necesitditile de memorie n cazul acestei
situatii cresc liniar o data cu cresterea dimensiunilor imaginii, comparativ
cu o crestere exponentiald in cazul imaginilor necomprimate.

Din cele doua valori ale capacitati de stocare, anterior prezentate, rezulta
cd pentru a comprima o imagine trebuiein mod obligatoriu sa alegem numai
aceil k primi termeni ai aproximarii pentru care:

k <

m-n
n+m+1

6.3.7. Transformata Karhunen-Loeve

Fie x un vector aleator d-dimensional. Pornindu-se de la un esantion al
vectorului x, se cautd o tramsformare ortogonala care sid permitd
reprezentarea oricarui alt esantion printr-un alt vector intr-un spatiu m-
dimensional, spatiu al vectorului aleator y, cu proprietatea m < d. Conditia
care se impune pentru aceastd minimizare a numadarului de elemente
componente ale vectorilor de trasdturi In noul spatiu vectorial este ca in
acest spatiu de aproximare (spatiu de proiectie a lui x) sa fie minimizata
eroarea medie patratica.

Sa presupunem ca transformata liniara cautata este data de matricea K.
definita prin:
T

K, = : (6.81)

Vectorii linie ai matricii K1, @7, sunt d-dimensionali si ei formeazi un
sistem de coordonate ortonormat:

I, i=j

N (6.82)

(DiT(Dj =

S-a ales un sistem de coordonate ortonormat, in principal datoritd usuringei
de reprezentare a vectorilor precum si datoritd proprietatilor existente,
proprietati care sunt generate de ortonormalitatea vectorilor bazei.
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Vectorul x din spatiul d-dimensional este proiectat, prin transformata K,
in vectorul y din spatiul m-dimensional astfel:

Vi

y=|" =Kk (683)

Ya
Fiecare element y; rezultant al vectorului y se poate determina cu relatia:
Yi= q)iTx (6.84)

Deoarece coloanele matricii Kz sunt ortonormate, rezulta ca aceasta matrice
este o transformata unitara. Astfel, putem scrie:

K, Kl =K/ K, =1 (6.85)
Din relatiile (6.83) si (6.85) rezulta’:

d
x:K{y:zyiqpi (6.86)

i=1

sau
X | | | N
x;Z il L R 7 y2 (6.87)
Xq | | | Ya

Deci, se observa din relatia (6.86) ca orice vector aleator x se poate scrie sub
forma unei combinatii liniare de vectori ortonormati ¢ ;.

In continuare, in reprezentare vom retine numai un subset m (m < d) de
vectori ai bazei, ¢, si de coeficienti y;. Restul de coeficienti y; vor fi inlocuiti
de un set de constante b;. Astfel, dorim sa reprezenta in mod optim vectorul
x (dar nu numai un vector, ci intreg setul de date disponibil) in forma data de
relatia (6.86) prin eliminarea numai a acelor componente specifice ale
vectorilor bazei astfel incat sa avem cea mai bund aproximare a intregului
set de date conform cu un criteriu de acuratete a reprezentarii. Acest criteriu
va fi pentru problema de fat cel al erorii medii patratice. In aceste conditii
vectorul x va fi estimat astfel:

Pentru pescompunerea lui x in vectorii ¢ ; vezi Anexa: Descompunere matriciali sub

forma unei combinatii de vectori.
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m d
¥=)vp+ Ybhe (688
i=1

i=m+1

In continuare dorim si determinim vectorii ¢; si constantele b; astfel inct
in reprezentarea vectorului x Tn noul spatiu vectorial s minimizam eroarea
medie patratica intre aproximarea noastra si vectorul original.

Eroarea de aproximare a vectorului x este:

- i b)o  (6.89)

in timp ce, eroarea medie patratica de aproximare este data de:

# -slle-at )2 $ 50000, -8)er0 | 690

j=m+li=m+1

Tinand cont ca vectorii ¢; sunt ortonormali relatia (6.90) devine:
L 2
= Y E{(n,-b)"} (691
i=m+1
Minimizarea erorii medii pitratice, £°, se realizeazi prin determinarea

optimala a vectorilor ¢; si a constantelor b;.

Minimizarea £ in raport cu b; conduce la relatia:

8_2 a 2
=—FE\Wy, —-b,) (=2(Ey,;—b)=0 (692
2= Ll -0 = -2(el)-n)=0 @92
Din relatia (6.92) rezulta:

b =E{y} (693)

Tinand cont de relatia (6.84), (6.93) devine (pentru orice i =1,d ):
b, = E{yi}: (piTE{x} (6.94)

Utilizand aceste valori ale coeficientilor b; si relatia (6.84), obtinem eroarea
patratica medie:

ZE{(WC o/ E )2} Sl Bl Efx—EG) o, (6.99)

i=m+1 i=m+1

iar, in final:
d
gl = ngfcx o, (6.96)

i=m+1
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In relatia anterioara C, este matricea de covarianta a vectorului aleator x.

Pentru determinarea vectorilor e; optimi se minimizeaza, in continuare,
eroarea medie patraticd in raport cu acesti vectori, impunandu-se, in plus, si
constrangerea de ortonormalitate a acestui set de vectori.

Pentru minimizarea erorii medii patratice t{indnd cont simultan si de

constringerea ¢! @, =1 se va folosi metoda multiplicatorilor Lagrange.
Astfel, definim o noud functie:

d
Feprsesstymma,)=5 = Yo o, -1) (6.97)
i=m+1
unde o; reprezintd multiplicatorii Lagrange.
Minimizand relatia (6.97) functie de ¢; se obtine:
0 0 Lo T
—f :_( . Co—a\p 9, -1)||=C.p,—a,0, =0 (6.98)
o9, o9, i;l[ ( )]
Putem rescrie relatia (6.98) astfel:

Co=a¢ (699

Din relatia (6.99) se observa ca ¢; optim minimizarii erorii medii
patratice este un vector propriu al matricii de covarianta iar a; este valoarea
proprie asociatd acestui vector:

o, =e (6.100)
a=A4, (6.101)
pentru orice 7 in intervalul 1 ... d.

Utilizand relatia (6.99) si proprietatile vectorilor ortonormali putem deduce:
e/Ce =2ee =2 (6102

In acest caz eroarea medie patraticd minima devine:

d
g=> 24 (6.103)

i=m+1

Formula (6.86):

d
x=K/y=)ye  (6.104)

i=1
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se numeste dezvoltarea Karhunen-Loéve iar transformarea definitd de
relatia:

y=K, x=[y,v,...v,]", (6.105)

a carei matrice a transformarii este formata din vectorii proprii e;,

poartd denumirea de transformata Karhunen-Loéve.

Problema minimizarii lui &> se numeste in statistici ,analiza

componentelor principale” sau analiza factoriala [Neagoe, 1992].
Daca calculam in continuare matricea de covariantd in noul spatiu de
trasaturi, y, utilizdnd simultan si relatia (6.102) obtinem:

A0 0
. 0o 4 - 0

C =K,-C. K~ = : :2 o (6.106)
0 0 - A,

Din relatia (6.106) observam de asemenea, ca si transformata Karhunen-
Loeve are drept rezultat decorelarea trasaturilor in noul spatiu de trasaturi.

Directie secundard y, Suprafati de
N * decizie S; Suprafati de
| decizie S>
|

Clasa 2
yi

. Directie principala
Utilizarea fiep p

trasaturii y;
determind o
eroare
mica de
clasificare

Utilizarea trasaturii y; determina
o eroare mare de clasificare

Figura 6.6. Erorile de clasificare functie de trasatura aleasa

In cazul utilizarii PCA intr-o problemi de clasificare, in vederea reducerii
dimensionalitatii spatiului trasdturilor, importanta fiecarei trasaturi este
determinatd de valoarea proprie corespunzatoare. Prin eliminarea unei
caracteristici, de exemplu a trasaturii y;, eroarea de aproximare va creste cu
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Ji. In acest mod, pentru minimizarea erorii, trebuiesc eliminate
caracteristicile cu cele mai mici valori proprii. Prin ordonarea in mod
descrescdtor a valorilor proprii, refinerea caracteristicilor este realizatd in
ordinea naturald a indicilor lor. Astfel, analiza este focalizata in principal pe
acele trasaturi determinate de vectorii principali pe care proiectia unei clase
are variantd maxima. Acest rezultat al transformatei PCA nu este insa in
masurd sa asigure si solutii optime in problemele de clasificare, aceasta
transforatd neimplicand nici o optimizare din punct de vedere al
discriminarii, vezi Figura 6.6.

Existenta unei variante mari a unei trasaturi nu implicd automat si o
capacitate superioard de discriminare a trasaturii respective. Dupd cum se
observa din Figura 6.6 eliminarea trasaturii y», de varian{d minima,
determind automat scaderea capacitatii de discrimnare a celor doua clase.
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