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6.4. Transformata de inalbire

6.4.1. Introducere

In problemele reale de clasificare apare adeseori necesitatea
diagonalizarii simultane a doua matrici diferite de corelatie sau covarianta.

Exemplul 6.4: O astfel de situatie poate sa apara, de exemplu, in aplicatiile
practice de clasificare unde avem doua clase pentru esantionul de date
disponibil. In cazul in care trasiturile vectorului aleator
multidimensional de trasaturi, x, sunt corelate este de dorit aplicarea
unei transformari care sa duca datele din spatiul initial al trasaturilor
intr-un nou spatiu, in care trasaturile sa fie, de exemplu, necorelate.
Avantajul unei asemenea operatii il constituie, asa dupa cum stim,
posibilitatea de a obtine performante de clasificare mai ridicate
inclusiv folosind un clasificator de tipul celui de minima distanta.
Obiectivul, in acest context, il constituie gasirea acelei transformate
care, aplicata tuturor datelor esantionului (populatiei), sa ne conduca
la o diagonalizare simultand a celor doud matrici de covariantd ce
caracterizeaza, corespunzator, cele doud clase. Un exemplu in acest
sens este §i problema tratatd in Subcapitolul 7.2.4 in care avem un
vector aleator bidimensional de trasituri, x = [puls, presiune sistolicd]”
si doua clase: clasa {obosit} si, respectiv, clasa {odihnit}.

In cele ce urmeazd discutim cazul unui esantion de date statistice
caracterizat de doua clase distincte.

Din Figura 6.7, in care se prezinta distributia celor doud clase — prin
intermediul a doud elipse de concentrare —, se observa ca este imposibil sa
obtinem diagonalizarea simultand a matricelor de corelatie numai prin
actiuni simple de rotire a sistemului initial de coordonate (ne reamintim ca
un astfel de efect se poate obtine prin aplicarea, In mod direct asupra datelor
esantionului, a unei transformate unitare).

In cazul cel mai general, prin intermediul transformatei unitare putem
diagonaliza, cel mai adesea, cel mult o singurd matrice de covariantd din
cele doua, cea de-a doua matrice de covariantd nou obtinutd nefiind si ea
una tot diagonala.

Solutia, in acest caz, o reprezintd in fapt, asa dupa cum vom vedea in
continuare, aplicarea unei anumite transformate ce are ca efect o combinatie
de rotiri si de scaldri ale sistemului initial de coordonate. Pentru a determina
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aceastd transformata particulard, avem nevoie sd introducem, ca pas
intermediar absolut necesar, definirea unei alte transformate, numita de
inalbire, de care ne vom folosi in mod deosebit.
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Figura 6.7. Exemplu de distributie a datelor in spatiul initial al trasaturilor
(spatiu caracterizat de existenta a doua clase).

6.4.2. Transformata de inélbire

Transformata de inalbire (sau ,,albire”) a seturilor de date urmareste, in
principal, urmatoarele doua obiective:

(a) Primul obiectiv are in vedere decorelarea setului de date prin
aplicarea unei transformate liniare (in particular, transformata
unitard). Noua matrice de covariantd rezultatd dupa aplicarea acestei
transformate va fi una diagonala.

(b) Cel de-al doilea obiectiv vizeaza o scalare, In mod corespunzitor, a
setului de date astfel incat varianta fiecarei variabile aleatoare ce
compune vectorul aleator de trasaturi sa fie egald cu unitatea. Noua
matrice de covariantd ce rezultd Tn urma aplicarii acestei ultime
transformari va fi, asa dupa cum vom vedea, chiar matricea unitate.

Conform abordarii prezentate in Subcapitolul 6.3.2, dupa determinarea
valorilor proprii, A1, A2, ... Aq, $1, respectiv, a vectorilor proprii, e;, e, ..., €d,
asociati acestor valori proprii, putem defini matricea vectorilor proprii
astfel:

(6.107)
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(a) Primul obiectiv il vom atinge prin utilizarea transformatei 4 = E"":
y:E*Tx (6108)

Matricea de covarianta a noului vector aleator, y, devine una diagonala:

T K 0
: _ T - 2
C,=E"CE=|" © TlCle e - o= * = A
. | | .
. 0 A,
(6.109)

In acest mod am obftinut, intr-o prima faza, decorelarea vectorului
de trasaturi.

(b) Pentru atingerea celui de-al doilea obiectiv vom aplica — in cascada cu
transformata £7 de mai sus — o noud transformatd, notati cu A™;
aceasta transformata va determina ca matricea de covariantd a noului
vector de variabile aleatoare sa fie o matrice unitate.

Astfel, daca matricea A este data de relatia (6.109) atunci vom avea:

YA 0 0
A O AR 0 (6.110)

0 0 - 1/ A
Prin aplicarea acestei transformate vectorului aleator y:
z:Afl/zy (6111)
vom obftine in spatiul z urmatoarea matrice de covarianta:
~ R ~ ~ o1 --- 0
Co=n"C, (W) =A A A== 0] (6112)

In scrierea relatiilor (6.112) s-a tinut cont de o proprietate a valorilor proprii,
si anume aceea ca: valoriile proprii sunt intotdeauna numere reale.

Concluzionand cele de mai sus, vom spune ca transformata de indlbire
este data de o matrice 4 ce este egala cu:

A=AN"TET (6.113)
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unde notatiile folosite sunt cele cu semnificaiile de mai sus.

In urma aplicarii acestei transformate se obtine, simultan, atat decorelarea
setului de date cat si scalarea acestuia astfel incat, in final, matricea de
covarianta 1n spatiul z sa fie matricea unitate.

Observata 6.12: Transformata de indlbire nu este o transformata
ortogonald; in concluzie, nu conserva distantele:

I #|x|” (6.114)

Observata 6.13: Dupa aplicarea transformatei de indlbire, matricea de
covarianta obtinutd (C. = /) este invarianta la orice transformare
ortonormala. Pe baza acestei observatii, in subcapitolul urmator vom
diagonaliza simultan matricile de covariantd pentru doua clase
distincte in vederea decorelarii ambelor clase.

Observata 6.14: Transformata de indlbire este o transformata generica care
se poate aplica oricirei matrici 4. In consecinta, aceasta transformata
se poate aplica inclusiv matricelor de corelatie precum si celor de
covarianta.

6.5. Diagonalizari simultane ale matricilor de
covarianta aferente la doua clase distincte

Pentru prezentarea acestei proceduri, de diagonalizare simultand a
ambelor matrici, ne vom folosi de urmatoarele doud matrici de covarianta,
notate in continuare cu Cyn $i Cpr. Doud exemple de contururi
caracteristice pentru aceste doud matrici sunt reprezentate in Figura 6.7. Cu
toate ca 1n aceastd reprezentare grafica discutdm cazul bidimensional,
metoda de diagonalizare descrisd si prezentatd in forma analiticd in
paragrafele urmatoare este una generald, capabila sa lucreze cu vectori d-
dimensionali.

Pasii de realizare ai procedurii de diagonalizare simultana sunt:
1. Gasirea vectorilor si valorilor proprii pentru matricea Cy (v), respectiv:
*T
CA(X) :EAAAEA (6115)
Reamintim ca vectorii si, respectiv, valorile proprii sunt elemente ale

matricelor E4 i, respectiv, A4, din relatia (6.115).
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Aplicarea transformatei de indlbire pentru vectorul aleator x, de intrare:
T=A,"E] (6.116)
In aceste conditii, noul vector, v, va fi calculat cu relatia:
y=A}"?E] x (6.117)

Dupa cum s-a prezentat anterior, matricea A_Al/ 2 este inversa matricii

diagonale AIAZ , ale carei elemente de pe diagonala principald sunt date
de radicalul valorilor proprii.

Aplicand transformata anterior prezentatd, vom obtine pentru clasa A
o matrice de covarianta egald cu matricea unitate:

—1/2 *T —1/2 *T\*T
Ca(y) = (A4 2Ey )CA(x)(AA/ Ejf)’ = 6.118)
=APEL BN E] E N} =1

az A
b, :

Figura 6.8. Distributiile claselor dupd aplicarea transformatei de
indlbire

Prin aplicarea transformatei datd de relatia (6.117), cunoscutd sub
numele de transformata de “Indlbire”, se obtine (atentie! — doar pentru
clasa A), simultan cu decorelarea trasaturilor, si o variantd egalda cu
unitatea pentru toate trasdturile. Reprezentarea grafica a unui contur al
functiei densitate de probabilitate pentru clasa 4 este redat in Figura
6.8 sub forma unui cerc (variante egale pe toate directiile), de raza
unitara.

Pentru clasa B, in urma aplicarii transformatei data de relatia (5.131),
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matricea de covariantd, Cp(y), devine:
~1/2 *T —1/2 2 *T \*T
CB(y) =(A,E, )CB(x)(AA ES) =
x 6.119
— A_AI/ZEATCB(X)EAA;}/Z ( )

Rezumand cele prezentate pana aici, vom spune ca efectul global al
acestei prime transformari (de 1indlbire) aplicatd tuturor datelor
esantionului rezida, simultan:

= Intr-o rotire a sistemului inifial de coordonate (asa cum se
prezinta si in Figura 6.8) si, respectiv,
= Intr-o scalare a datelor,

acestea avand ca efect:

= pentru clasa A4, diagonalizarea, intr-o prima faza, si,
transformarea, in final, Intr-o matrice unitate, a matricei de
covariantd Cy(4) iar,

= pentru clasa B, efectul este unul nedefinit (a se vedea si
reprezentarea grafica din Figura 6.8).

Aceste efecte, diferentiate pe clase, ale transformatei de inalbire
aplicatd esantionului de date se datoreaza, bineinteles, modului cum a
fost construita aceasta, respectiv, utilizand valorile si vectorii proprii ai
clasei 4; de aici, si efectul ei specific obtinut doar asupra acestei clase.

3. Determinarea vectorilor si valorilor proprii pentru matricea Cp(y) in noul
sistem de coordonate, y. Prin metodele cunoscute se determind matricea

vectorilor proprii, Ep, $i matricea valorilor proprii, A, asociate clasei
caracterizatd de matricea de covariantd Cp (y).

4. Diagonalizarea matricei Cg () este ultimul pas al procedurii. Acest ultim
obiectiv se atinge prin aplicarea urmatoarei transformate vectorului, y,
de intrare:

z=Eg -y (6.120)

In acest caz, matricile de covarianti corespunzitoare celor doud clase
devin:
Cpzy = E5 Cp(hEp =Ap (6.121)
si, respectiv,
Cu» =EJ 1E;=1 (6.122)
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Figura 6.9. Rezultatul final al procesului de diagonalizare simultana

Prin aceastd ultima transformare sistemul de coordonate este rotit din
nou, asa dupa cum se poate observa si pe exemplul din Figura 6.9, iar
efectul final este acela de diagonalizare si a matricei de covariantd
pentru cea de a doua clasa.

Pe baza pasilor descrisi anterior deducem usor relatia transformatei ce are
ca efect transformarea setului original de date de o maniera similara ca cea
prezentata mai sus. Astfel:

z=(Egiopa) | +x (6.123)
unde:
Eglobal = EAAQI/ZEB (6.124)

In spatiul final de reprezentare a datelor, matricea de covarianti Ci( initiald
devine o matrice identitate, in timp ce matricea de covariantd Cp(y) initiala
devine o matrice diagonald, /g, ambele caracterizand distributia elementelor
claselor in noul plan, planul vectorului aleator z. Prin diagonalizarea
simultand a matricelor de covariantd a claselor, componentele vectorului
aleator z au devenit necorelate pentru fiecare clasa in parte.

Aplicatia 6.3: Utilizand aplicatia din directorul ,,Diagonalizéri simultane”,
asociat acestui capitol — aplicatie ce implementeaza algoritmul de
diagonalizare simultand a matricilor de covariantd ce caracterizeaza
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doud clase distincte (algoritm prezentat in Subcapitolul 6.5) — sa se
parcurga urmatoarele cerinte:

1. incarcati setul de date ,,CL2clase.txt”. Porniti procesul de
diagonalizare simultand a matricilor de covariantda ce
caracterizeazd cele doud distributii i urmariti pasii prezentati
anterior. Verificati, prin calcul direct, corectitudinea rezultatelor.
Salvati setul de date final obtinut dupa aplicarea transformatei
globale (6.124).

2. Dupa parcurgerea Capitolului 7 al cartii utilizati programul din
directorul ,,Comparatie minDist-Mahalanobis-Bayes” pentru a
analiza performantele de clasifcare comparative pe cei trei
clasificatori implementati pe seturile de date ,,CL2clase.txt” si pe
cel obtinut dupa aplicarea transformatei globale (6.124).

6.6. Transformata inferior-superior triunghiulara

Cele mai importante aplicatii ale unei descompuneri (factorizari) inferior-
superior triunghiulara constd in calculul determinantului si al inversei unei
matrici patratice, respectiv, in rezolvarea sistemelor liniare de » ecuatii cu n
necunoscute. Ceea ce ne intereseaza insa pe noi este o alta utilitate a acestor
descompuneri, utilitate ce rezidd din insdsi modul cum au fost definite
acestea.

Astfel, intr-unul din subcapitolele precedente s-a prezentat o tehnica de
diagonalizare a matricilor de corelatie si de covariantd cu ajutorul
transformatei unitare. O altd tehnica de diagonalizare a acestor matrici este
datd de metoda descompunerii in matrici triunghiulare, particularizata in
cazul acestui capitol prin descompunerea Cholesky. Aceastd metodd de
descompunere in matrici triunghiulare conduce catre o transformata care
poate fi interpretatd, In functie de forma exactd a descompunerii, ca o
operatie de filtrare cauzala sau necauzala a secventei careia i se aplica.
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6.6.1. Descompunerea in matrici inferior-superior triunghiulare

O matrice pitratici 4 € R"*" nesingulard® admite o descompunere in
matrici inferior-superior triunghiulare (descompunere LU?) dacd si numai
daca toti minorii sai principali, Ax (k=1,..., n-1) sunt nesingulari. in cazul in
care o astfel de decompunere existd (respectiv, matricea A4 indeplineste
conditiile de mai sus) atunci, descompunerea LU permite scrierea matricei A
ca un produs dintre o matrice inferior triunghiulard L §i o matrice superior
trunghiulara U astfel:

A=LU (6.125)

In forma extinsa, relatia de mai sus se scrie $i:

ay Gy 4y, Ly 0 -0 Uy Uy o Uy,
Ay Gy 0 Oy, Ly Ly -+ 0 ) N (6.126)
anl an2 e ann L an ZnZ e lnn | 0 0 e unn |

L U

Factorizarea data sub forma relatiei (6.125), atunci cand ea exista, nu este
unica, in literatura de specialitate fiind prezentate, printre alte descompuneri
posibile, trei astfel de factorizari LU fundamentale, respectiv:

(a) factorizarea Doolittle — in care termenii diagonali ai matricei inferior
triunghiulare, L, sunt toti unitari (altfel spus, toate elementele de pe
diagonala principala sunt egale cu 1, /;= 1, In timp ce toate elementele
superioare diagonalei principale sunt egale cu zero); In acest caz,
matricea L poartd numele de matrice inferior triunghiulara unitara;

(b) factorizarea Crout — in care toti termenii de pe diagonala principala a
matricei superior triunghiulare U sunt egali cu 1 (u; = 1); in acest caz
matricea U se mai numeste $i matrice superior triunghiulara unitara si,
ultima varianta,

(c) factorizarea Cholesky'’ — in care cele doud matrici din relatia (6.126)
se afld intr-o relatie de forma:

U=L"T (6.127)
In acest caz, li = wi, pentru toti i.

O matrice patratica se numeste nesingulara daca determinantul ei este nenul.

In engleza, lower-upper decomposition.

Aceastd ultimd descompunere a fost denumitd dupa numele descoperitorului ei,
respectiv, matematicianul francez André-Louis Cholesky.
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Factorizarea LU este unicda atunci cand fie matricea L, fie matricea U din
descompunerea LU sunt matrici inferior, respectiv, superior triunghiulare
unitare. In acest context, toate cele trei variante de descompunere prezentate
mai sus sunt descompuneri unice.

Pe langa descompunerea LU a unei matrici patratice nesingulare exista si
descompunerea (factorizarea) LDU a acesteia, data de:

A=LDU  (6.128)

unde: L este o matrice inferior triunghiulard unitara, U este o matrice
superior triunghiulara unitara iar D este o matrice diagonala. Existenta unei
astfel de descompuneri presupune aceleasi conditii de indeplinit de catre
matricea A, ca si in cazul factorizarii LU. in plus, din modul cum a fost
definita rezulta imediat si caracterul unic al factorizarii LDU.

Observatia 6.15: Dacd existd o descompunere LDU pentru o matrice
nesingulara, 4 (vezi relatia (6.128)) atunci, {inand cont de modul cum
au fost definite mai sus cele trei descompuneri LU fundamentale,
precum si de faptul ca toate acestea reprezintd descompuneri unice
atunci, factorizarea LDU este echivalenta cu:

e 0 factorizare Doolittle astfel:
A =L-(D-U)=L-Upooiinie (6.129)
e o0 factorizare Crout astfel:
A= (L-D)-U=LcrourU (6.130)
iar in cazul in care matricea 4 este simetrica si pozitiv definitd, cu
e 0 factorizare Cholesky astfel:
A = (L-D)(D1-U)=Lc-Ly  (6.131)

unde matricea D1=diag(\/af_1 , \/d_z ,...,\/d_n ) este data de relatiile

(6.127) si, respectiv, (6.137). Modul cum se deduce aceasta
matrice va fi prezentat in cele ce urmeaza.

6.6.2. Descompunerea Cholesky

Daca matricea A € R"*" este 0 matrice nesingulara si, in plus, ea mai este
si simetrica si pozitiv definita atunci aceasta poate fi descompusa folosind
descompunerea Cholesky data de relatia:
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A=LcLy (6.132)
unde Lc este o matrice inferior triunghiulara ale carei elemente de pe
diagonala principald sunt strict pozitive iar L, este matricea Lc transpusa si

complex conjugata.

Descompunerea Cholesky — definita, asa cum am vazut mai sus, pentru
matrici 4 simetrice si pozitiv definite — este o0 descompunere unica. Cu alte
cuvinte, pentru o matrice 4 indeplinind conditiile de mai sus va exista
intotdeauna doar o singura matrice inferior triunghiulara care sa aiba
elementele de pe diagonala principald strict pozitiv definite si care sa
satisfaca relatia (6.132).

Inversa afirmatiei precedente este, de asemenea, adevarata. Astfel, daca
avem o matrice 4 care se poate descompune sub forma datd de relatia
(6.132), in care L este o matrice inferior triunghiulard ce are toate
elementele de pe diagonala principald mai mari strict decat zero atunci
aceastd matrice este simetrica §i pozitiv definita.

Intrucat toate matricile de covariantd satisfac ambele conditii cerute
pentru o descompunere de tip Cholesky, fiind, in plus, Hermitian-simetrice,
descompunerea acestora poate fi facutd intr-o reprezentare LDU ca un
produs de matrici de forma'':

Ci=L-Di-L'T (6.133)

In relatia de mai sus matricea L este o matrice inferior triunghiulara
unitara iar matricea D, este o matrice diagonald (diferita, in general, de
matricea unitate). Se observi de aici usor ci si matricea L' este, la randul
ei, o matrice superior triunghiulara unitarda (respectiv, toate elementele ei
diagonale sunt egale cu unitatea iar termenii aflati sub diagonala principala
sunt tofi egali cu zero).

Observatia 6.16: Tot din relatia (6.133) se mai poate observa faptul ca
matricea L din descompunerea (6.133) este una diferita de matricea Lc
a descompunerii de tip Cholesky aplicatd aceleiasi matrici de
covarianta (vezi relatia generald (6.132)). De altfel, intre matricile Lc
si L ale celor doud descompuneri — (6.132) si, respectiv, (6.133) —
exista urmatoarea relatie clar definita:

' In mod similar, si toate matricile de corelatie pot fi descompuse intr-o forma de tip LU, adica:
Ri=L-Di-L'T
in relatia anterioard, in modul cel mai general, matricile L si Dy sunt diferite de cele din relatia
(6.133), descompunerea in forma LU, fiind unica. Aceste doud matrici, Rx si Cx, au descompuneri

identice doar atunci cand ele sunt egale (respectiv, atunci cand vectorul medie al vectorului aleator x
este zero).
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= sd presupunem ca scriem matricea C, sub forma descompunerii
Cholesky astfel:

C.=L.-L] (6.134)

si totodatd descompunem aceeasi matrice C, sub forma datd de
relatia (6.133):
C.=L-D,-L" (6.135)

= 1nrelatia (6.135) matricea Dy este data de o matrice de forma:

d1 0O --- 0
0 d. - 0

D=, 7 . | |-digld,.d,,...d,) (©136)
O 0 --- d

n

= din relatiile (6.134), (6.135) si (6.136) se poate deduce usor relatia
dintre matricile L si Lc, respectiv:

Le =L-diagl\Jd, . \[d,.....\Jd,) (6.137)

Observatia 6.17: Avand in vedere echivalenta dintre factorizarea LDU si
factorizarea Doolittle data de relatia (6.129) si, in plus, tinand cont de
descompunerea LDU a unei matrici de covariantd (vezi relatia
(6.133)), obtinem:

D1-L™" = Upvolise (6.138)

Intrucat L7 este o matrice superior triunghiulard unitard, rezult din
ecuatia de mai sus ca elementele de pe diagonala principald a matricei
Ubooiinte sunt chiar elementele de pe diagonala principald a matricei
diagonale D;.

Reamintim aici cd descompunerea data sub forma relatiei (6.133) este §i
ea, la randul ei, unica, fiind o descompunere de tip LDU, particularizata
pentru matrici simetrice si pozitiv definite.

Daci in relatia (6.133) inmultim in stinga cu L™ si in partea dreaptd cu
(L7)"! obtinem:

LT Co(L)T=Dy (6.139)
De aici se poate observa ca D este, de fapt, matricea de covarianta, C,,
pentru un vector aleator y obtinut din vectorul aleator x cu ajutorul

urmatoarei transformate:
y= L'x (6.140)
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Deoarece D, este o matrice diagonald, componentele vectorului aleator y
sunt necorelate iar elementele diagonale ale matricii D, sunt Tnsasi
momentele de ordin doi (variantele) fiecarei trasaturi in parte.

In timp ce transformata bazatd pe vectorii proprii (transformata unitara)
poate fi interpretatd ca o rotire a sistemului de coordonate, transformata data
de relatia (6.140) poate fi interpretata drept o transformare cauzala.

Problema 6.13: Utilizand mediul de dezvoltare LabWindows CVI scrieti un
program care sa descompund urmatoarea matrice de covarianta intr-un
produs de matrici similar relatiei (6.133):

Bl= =
N[ = A=

Rezolvare: (1). ntr-o primd variantd, utilizdnd una functiile oferite de
biblioteca ,,Advanced analysis” a mediului de dezvolare LabWindow
CVI, mai exact functia LU, putem realiza descompunerea inferior-
superior triunghiulard a matricei de mai sus (programul implementat il
gasiti in directorul Descompunere LU asociat acestui capitol).
Aceasta functie acceptd drept intrare o matrice ce urmeaza a fi
descompusa 1n forma datd de descompunerea LU de tip Doolittle. La
terminarea executiei functiei LU rezultatul obtinut este Intors in
aceeasi matrice n care au fost furnizate datele de intrare, respectiv:
matricea U ocupa partea triunghiular superioara a matricei de intrare,
inclusiv elementele de pe diagonala principald, in timp ce matricea L
ocupi partea triunghiular inferioara a aceleiasi matrici. In final, tinand
cont de particularitatea matricei L din descompunerea Doolittle, se
trece la distribuirea corespunzatoare a elementelor matricei rezultante
in cele doua matrici ale descompunerii LU, respectiv:

2 y4] 1 o][y2 1/4
C*‘_L/4 1/2}{1/2 1H0 3/8} (6.141)

Din relatia de mai sus se observa cd descompunerea astfel obtinuta
este diferita fata de cea prezentata in relatia (6.133) — descompunere la
care, de altfel, dorim sd ajungem. Pentru aceasta ne vom folosi de
faptul ca elementele de pe diagonala principald a matricii Dy sunt
identice cu elementele de pe diagonala principald a matricii U din
descompunerea anterior prezentati (vezi Observatia 6.17). In acest
caz, forma finald a descompunerii este data de:
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C:{I/Z 1/4}:{1 oHl/z oHl 1/2} (6.142)
“ly4 y2| |y2 1o 38|00 1

L D, LT

(2). Mediul de dezvoltare LabWindow CVI dispune, de asemenea, in
propriile librarii si de o functie capabila sa efectueze descompunerea
Cholesky. In aceast a doua abordare a problemei, utilizand functia de
mai sus in cadrul programului din directorul Descompunere LU
obtinem:

o _[V2 y4]_[o7071 0
114 12| 103536 06124

0.7071 03536
0 06124 (6.143)

Le L7

Pentru a ajunge la forma (6.133) plecam de la matricea Lc

ly, O - 0
L=l tea D 644y
lCn,l lCn,Z lCn,n
si ne folosim de relatiile:
lCl,l 0 0
daglie)=| O 2 Y (6.145)
0 0 lCrl,n
1%1,1 0 - 0
o > |0 on 0
D, =diag(L.)-diag(L.)=| | ¥ (6.146)
0 0 - l(zfn,n

si
L= Lc[diag(Lo)]' (6.147)

Relatiile (6.146) si (6.147) rezultd in mod direct din (6.134), (6.135),
(6.136) si (6.137).

Particularizand relatiile (6.146) si (6.147) obtinem:
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dmguc){

0.7071 0
0 0.6124
si de aici:
0.4999904 0
DL = =
0 0.3750337

05 0
0 0375
In final, utilizand relatia (6.147) obtinem:
I 0.7071 0 1/0.7071 0 |10
7103536 06124]| 0 1/0.6124| [1/2 1

Problema 6.14: Se da urmatoarea matrice de covarianta:

3 -3 -6
C.=[-3 4 8
-6 8 20

(a) Sa se gaseascd — de aceasta datd, printr-o metodd manuald de
calcul — descompunerea LU a acestei matrici §i, respectiv,
descompunerea data de o relatie similara cu relatia (6.133).

(b) Folosind descompunerea LU sa se determine matricea
transformarii 4 (y = 4 - x) care va determina ca in noul spatiu, cel
al vectorului y de trasaturi, componentele vectorului aleator y sa
fie necorelate.

(¢) Determinati matricea de covarianta ce caracterizeaza noul vector
aleator de trasaturi, y, obtinut la punctul (b).

Rezolvare:

(a) Metoda clasica utilizatda in descompunerea unei matrici
nesingulare 4 1n doud matrici de tipul inferior-superior
triunghiulare, 4 = L-U, se bazeaza pe metoda de reducere Gauss.
In cazul utilizarii acestei metode de reductie, simultan aplicata si
asupra unei matrici identitate de aceeasi dimensiune cu 4, vom
obtine in final, in acelasi timp, atat matricea superior triunghiulara,
U, cat si matricea L (inversa matricei inferior triunghiulari, L, a
descompunerii LU).

Pentru obtinerea simultand si a matricii L™, o dati cu obtinerea
matricei U, vom pune in paralel cu matricea C, s$i matricea
identitate — metoda reducerii Gauss aplicand-se, asa cum am spus,
simultan ambelor matrici:
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3 -3 -6|1 0 0

(6.148)
-3 4 810 1 0
-6 8 2000 0 1

Scopul final al metodei este acela de a reduce la zero toate
elementele pozitionate sub diagonala principald a matricii C,
matricea rezultantd fiind, in acest caz, matricea U superior
triunghiulard a descompunerii LU. Operatiile efectuate asupra
matricii Cy vor fi efectuate simultan si asupra matricei identitate,
I; matricea ce rezulti in final in acest caz va fi matricea L~
prezentatd mai sus.

Metoda de reducere Gauss:

« Intr-un prim pas vom reduce la zero elementele din prima coloani,
mai exact acele elemente pozitionate sub primul element aflat pe
diagonala principalad a matricii C,. Pentru a ne atinge acest obiectiv
vom multiplica de fiecare datd prima linie cu o anumita valoare
astfel incat Tn momentul scaderii acestei linii din liniile inferioare
sd rezulte o valoare zero in prima pozitie a liniei inferioare
respective.  Aceste elemente multiplicative, corespunzand
diferitelor linii din matricea C, se numesc pivoti. Ca mentiune:
elementele primei linii rfdman nemodificate pe parcursul intregului
procedeu. Aplicand acest algoritm relativ simplu obtinem pentru
problema noastra:

3 -3 -6|10 0|-1] 3 =3 —-6|1 0 0]-2[ 3 =3 —-6/1 0 0
-3 4 8010~ 0 1 2/1 100 1 2[1 10
-6 8 200 0 1 -6 8 2000 0 1 0 2 8|20 1

C 1
X

(6.149)

Pivotii utilizati pentru punerea pe zero a elementelor din prima
coloana, pozitionate sub diagonala principala, au fost notati
deasupra sagetilor ce marcheaza diferitele transformari, aplicate
simultan, celor doud matrici, Cy si 1.

» Intr-un pas urmitor (final, dealtfel in cazul nostru particular) se vor
pune pe zero si elementele din cea de a doua coloand pozitionate
sub diagonala principald. Metoda folosita este una similard cu cea
prezentatd mai sus, cu observatia cd de aceastd datda se va Tnmulti
linia doi cu pivotii corespunzatori liniilor urmatoare din matrice si
ulterior se va scadea corespunzator din fiecare linie inferioard in
parte. Generalizand, in cazul unor matrici de dimensiuni mai mari,
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procedeul continud in mod similar pand la inclusiv penultima
coloana a matricei de interes. In cazul nostru obtinem:

3 -3 -6/1 0 0] 2 3 -3 -6/1 0 0

012110—)012110(6150)
0 2 8|20 1 0 0 4|0 -2 1

U L—l

In relatia (6.150) observim ci, pe langd matricea superior
triunghiulard obtinem simultan §i inversa matricei inferior
triunghiulare unitare, L', care nu este altceva decét chiar matricea
transformarii din spatiul initial al vectorului aleator x — caracterizat
de matricea de covariantd Cx — Intr-un alt spatiu y, caracterizat de o
matrice de covariantd, Cy, datd de matricea diagonala D;.

Matricea inferior triunghiulara unitara se obtine, in final, dintr-o
matrice unitate, /, in care se insereaza pivotii obtinuti in timpul
metodei de reducere Gauss. Acesti pivoti vor fi inserati in acele
pozitii specifice la care au contribuit in procesul de reducere la zero
a diferitelor elemente ale matricii initiale Cy.

In aceste conditii, si tindnd cont si de pivotii folositi in pocedeul
Gauss de reductie, matricea inferior triunghiulara unitara calculata
pentru matricea Cy initiala va fi:

1 00
L={-1 1 0
-2 21

(6.151)

In final, descompunerea matricei Cy in formatul LU vafi dati de:
3 -3 -6 10 0] 3 -3 -6] (6.152)
C,=|-3 4 8|=|-1 100 1 2
-6 8 20| |-2 2 1][0 0o 4
L U

In continuare, pentru obtinerea descompunerii matricei Cy intr-
un format similar cu cel dat de relatia (6.133) vom tine cont de
Observatia 6.17, respectiv: elementele de pe diagonala principala
a matricei Dy sunt elementele de pe diagonala principald a
matricei U rezultatd Tn urma descompunerii matricei Cy, relatia
(6.152). Stiind toate acestea putem in final scrie:
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3 -3 -6 100l 30 0][1 -1 -2] (6.153)
C,=|-3 4 8|=/-1 10| 0 1 0f0 2
-6 8 20| [-2 2 1|][ 0 0 4/[0 O
= *
L Cy—DL LT

(b) Pentru decorelarea trasaturilor unui vector aleator x vom utiliza
transformata 4 = L'

(6.154)

(c¢) Transformata A determina ca in noul spatiu — cel al vectorului
aleator de trasaturi y —, trasdturile sa fie necorelate. Matricea de
covarianta 1n noul spatiu de trasaturi este, in acest caz, chiar
matricea diagonald din descompunerea data de relatia (5.152):

(6.155)
y L

300

C =D, =[ 010

00 4

Aplicatie 6.4: Utilizand programul aflat in directorul
Gen_distrib_2D Gauss asociat acestui capitol al cartii:

1. Deteminati relatiile matematice, respectiv, transformata, prin
intermediul careia puteti sd transformati cele doud variabile
aleatoare n; si n> necorelate (ambele avand o distributie de tipul
N(0, 1)) ale vectorului aleator x intr-un vector aleator z caracterizat
de o matrice de covariantd C.. In spatiul vectorului aleator z va
exista intre trasaturi o corelatie p iar acestea vor avea variantele o’

si o’. Dupa deducerea relatiilor verificati corectitudinea

implementarii acestora in cadrul programului prezentat anterior.

2. Pentru urmatoarele valori ale variantelor si ale coeficientului de
corelatie intre variabilele aleatoare ale vectorului z determinati
matricile de covarianta corespondente:

i. o/=4, 0,=9 p=02,
ii. of=4, 0:=9, p=06,
iii. o/=4, 0,=9, p=038,
iv. ol=4, 0;,=9, p=1.
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3. Determinati pentru aceiasi parametri prezentati la punctul 2 si
matricile transformarii (z = 4-x).

4. Generati seriile de date, pe baza matricilor de covarianta anterior
determinate, si analizati-le ulterior cu ajutorul programului din
directorul Determinare Contur si Decorelare.

5. Verificati corectitudinea rezultatelor obtinute.

Rezolvare:
1. Cerinta primului punct este aceea de a gasi o transformata A4:
z=Ax (6.156)

astfel incat, plecand din spatiul x de trasaturi caracterizat de o
matrice de covariantd unitard sd ajungem in spatiul z caracterizat de

o matrice de covarianfd . _[0211 6212}, tindndu-se cont de
=
CZp1 CZpp

urmatoarele constrangeri: variabilele aleatoare vor fi corelate cu un
coeficient de corelatie p si, in plus, acestea vor avea variantele o; si
2.
Prin utilizarea relatiilor (5.200), (5.201), si (5.243):

e =Cov (xk, x1) = E{ (xxk—mx ) (i—m))" )} (6.157)
e =E{ | xk—mi*} = o’ (6.158)
Covlx,,
b= ov(x,,x,)

O-xk ’ O-x/

(6.159)

putem scrie matricea de covariantd ce caracterizeaza distributia
spatiala a datelor date de vectorul aleator z sub forma:

2
cz{ i ”0102} (6.160)

PO, o,
Intrucat in cadrul acestei cirti s-au prezentat cteva tehnici prin
care s-a realizat decorelarea trasdturilor unui vector aleator
(transformata unitard, transformata LU, utilizarea descompunerii n
valori singulare) si scalarea seturilor de date astfel incat varianta
fiecdrei variabile aleatoare ce compune vectorul aleator sa fie egala
cu unitatea (transformata de inalbire) ne vom folosi de toate aceste
cunostiinte dobandite si vom merge cu procesarea datelor in sens
invers relatiei (6.156). Cu alte cuvinte, vom determina o matrice B
astfel Incat:
x=B=z (6.161)
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Deci, plecand de la matricea C. data de relatia (6.160) trebuie sa
ajungem, in final, la o matrice de covarianta in spatiul x unitara. O
datd determinata matricea B, transformata dorita A va fi data de 4 =
B

Pentru decorelarea setului initial de date vom utiliza
descompunerea Cholesky. Prin intermediul acestei transformate,
conform teoriei prezentate anterior si folosind relatia (6.133)
matricea de covariantd C: se va descompune sub forma:

C.,=L-D,-LT (6.162)

de unde obtinem mai departe,
-1 -1\T
L -CZ-(L ) =D; (6.163)

Rezultd de aici ca transformata y = Cx care ne duce din spatiul z
intr-un spatiu y al trasaturilor necorelate (nu neaparat si de varianta
unu) este transformata C = L.

Aplicand metoda de reducere Gauss descompunem matricea C:
astfel:

C :{ ‘712 PO10;

2 1
o (o2 010
I 0 ,2 1 PO107 oy
pO'10'2 022

2
0 1

— 940 o3-po;s _pal

U L—l
(6.164)

Prin utilizarea pivotilor (pivotului in cazul nostru particular) se
poate determina in mod direct matricea L:

1 0
L—[pg 1} (6.165)

551

Descompunerea finald a matricii C: va fi, in acest caz:

2 I 07 2 o2
szl: °l po-102}= I .{0'1 0 } 1 P;l
2 == 2 22
poioy  0) ’Oal L0 oy-por J|o 1
L D, L

(6.166)

In urma aplicarii transformatei C = L/ vom obtine o trecere din
spatiul z in spatiul y:
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z—t 5y (6.167)

In noul spatiu de trasaturi acestea sunt necorelate, dovada fiind data
de forma diagonala a matricei de covarianta:

o 0
0 oli-p

Pentru ca matricea de covariantd in spatiul x sa fie egala cu
matricea unitate vom aplica o noui transformatd A, transformati
similard cu cea utilizatd in cadrul subcapitolului “Diagonalizari
simultane ale matricelor de covarianta a doua clase distincte”.
Aceastd matrice va fi de forma:

C,=D, { 2)} (6.168)

! 0
o (6.169)
1

o,41-p°

In urma aplicarii transformatei (6.169) vom trece din spatiul y,
caracterizat de matricea de covariantd (6.168), in spatiul z unde
matricea de covarianta va fi egala cu:

AP =
0

L L

4 Y| o o} 0 o 10
= (T - o — 1 '{0 ai(l—pz)] 0o —1 {0 1}
o,\1-p° o,41-p°
(6.170)

Prin aceasta aplicare, in cascada, a celor doud transformate am
obtinut:

L—l A—1/2
z — y B — X
2 2
C.- oy poioy c | 0 c. :{1 0}
olestep) cr% 7 1o a% (1—,02 ) 01
(6.171)

De aici deducem relatia matematica a transformatei care ne-ar
duce din spatiul vectorului aleator z in spatiul vectorului aleator x,
in conditiile specificate de aplicatie:

x=AN"-L"z (6.172)
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Pentru determinarea transformatei A definitd in (6.156) vom
inmulti la stdnga relatia (6.172) mai intdi cu A”, iar apoi vom
inmulti cu matricea L, in final obtinandu-se:

z=L-N'-x (6.173)
A

Transformata care Indeplineste in totalitate cerintele problemei
noastre este deci:

AL A= b, Ol [e o _|_|@ 0 (6.174)
- - '0;? ! 0 O-z\/l_p2 - PO, O-z\fl_p2

Relatia (6.173) se poate scrie acum:

al_| o o | xl} (6.175)
{Zz:| |:sz o1-p’ :| |:x2
Daca dorim ca distributia in planul z sa fie pozitionata si in vectorul
mediu m. = [m;, m2]" atunci avem:

{zl =m +0,-x, (6.176)

Z,=m,+p-0, X, +4l-p’ -0, x,

6.6.3. Interpretarea descompunerii LU si aplicatii

Deoarece in cazul unei descompuneri de forma C. = L-D.L'T (vezi
relatia (6.133)) a unei matrici de covariantd, matricea tansformarii din
spatiul x in spatiul y este L7 pentru a interpreta semnificatia acestei
transformate trebuic mai intdi sa vedem ce forma va lua matricea
transformarii.

Observatia 6.18: Inainte de a demonstra cd transformata obtinuti in urma
unei descompuneri Cholesky este una cauzald sau nu vom arata mai
intai faptul ca, Intrucat L este o matrice inferior triunghiulard unitara,
matricea L/ prezinti si ea aceeasi proprietate.

Demonstratie: Pentru a demonstra aceastd proprietate ne vom folosi de
metoda inductiei. S presupunem ca aceasta proprietate este valabila
pentru matricile de ordin d-1. In acest caz pentru o matrice inferior
triunghiulard de dimensiune d putem scrie:

L) -L,=1 (6.177)
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sau
I | 1T | o] 1 0 | 0]
\ | 1 | 0
L | B L, | 0 1 | 0
\ | = 1 \
| | of |0 | 0
i Vi e ]| I 1] o000 - 0 | 1]

(6.178)

Deoarece produsul celor douad matrici trebuie sa fie egal cu matricea
unitate rezultd ca elementul a este egal cu 1. Mai mult, daca ar exista
elemente ale vectorului Sy diferite de zero atunci unele dintre
elementele din ultima coloana a matricii unitate ar fi si ele diferite de
zero. Dar, Intrucat matricea / este matricea unitate (ea neputand avea
elemente diferite de zero decat pe diagonala principald) rezulta ca
matricea inversd a matricii Ly nu poate avea elemente diferite de zero
pe ultima coloana (exceptie facand ultimul element care este egal cu
1); de aici rezultd cad matricea L;' este una inferior triunghiulard
unitara. Deoarece proprietatea de matrice inferior triunghiulara unitara
este triviala pentru cazul d = 1, rezultd cad proprietatea enuntatd mai
sus este valabila pentru orice valoare reala d.

In concluzie vom spune ci, daci o matrice 4 este o matrice
inferior triunghiulara unitara atunci inversa ei va fi tot o matrice
inferior triunghiulara unitara.

In mod similar cu argumentatia anterioard se poate demonstra ca,
daca A este o matrice superior triunghiulard unitard atunci inversa ei
va fi tot o matrice de forma superior triunghiulara unitara.

Deoarece L este o matrice inferior triunghiulari unitard, prin aplicarea
acestei transformate unui vector aleator x, N-dimensional obtinem:

‘yl' M1 0o - 0O - 0] 'xl'
s I I
Pl Ba P 6179)
Vi lep lep 1 0 xy
v [Iva Ina o Ivge o 1] [y
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Din relatia (6.179) se observa ca orice componenta cu indicele &, yx, a
vectorului y este o functie de variabilele x; pentru / < &, dupa cum se prezinta
in relatia de mai jos:

V=Xt X H g Xk +o Ay xp + - xp (6.180)

Daca, de exemplu, elementele vectorului x ar fi esantioane consecutive
ale unei secvente aleatoare, atunci L ar reprezenta o transformatdi cauzali.

Asa dupa cum am spus in introducerea acestui subcapitol, o transformata
LU poate fi deosebit de utild in situatii cum ar fi: calculul determinantilor
unor matrici, calculul inverselor matricelor nesingulare etc.

1. Calculul determinantilor matricelor de covarianta

Toate matricile 4 inferior triunghiulare unitare au determinantul egal cu
1. Daca descompunem matricea de covariantd Cx sub forma (6.133) si tinem
cont cd o matrice de tipul L este inferior triunghiulard unitard atunci vom
avea:

LT

C)C

d

=|L|'|DL|' =|DL|:Hdkk (6.181)
unde dix sunt elementele de pe diagonala principald a matricii D;. Ecuatia
(6.181) este similara cu relatia (6.34). Deoarece dix sunt momentele de
ordin doi ale componentelor yi ale vectorului aleator y, relatia (6.181) arata
ca determinantul matricei de covariantd poate fi scris ca un produs al
momentelor de ordin doi, respectiv, al variantelor variabilelor aleatoare ce
compun vectorul aleator y.

In cazul descompunerii matricei de corelatie sau a celei de covarianta sub
forma datd de descompunerea Cholesky (6.134):

C.=L.-L] (6.182)

observam din relatia (6.146) cd determinantul matricei de covarianta
(corelatie) a unui set de date este egal cu produsul patratelor elementelor de
pe diagonala principala a matricei Lc, respectiv:

d
Cul =D =] [rs  (6.183)
k=1
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2. Calculul inversei unei matrici

Descompunerea in forma LU este utilizatd, de asemenea, si in calculul
inversei unei matrici generice A prin intermediul relatiei:

A=UTL" (6.184)

Algoritmul de calcul al inversei unei matrici prin intermediul transformatei
LU este mai rapid decat cel standard, bazat pe algoritmul Gauss-Jordan,
chiar daca acest prim algoritm necesitd la un loc: calculul transformatei LU,
inversarea matricelor L si U, si, in final, inmultirea matricelor inversate, U
si L. In acest sens trebuie sa tinem cont de faptul ca forma triunghiulara a
acestor matrici usureaza mult calculul inverselor matricelor L si U.

Daca matricea generica 4 — a carei inversa dorim sa o calculam — este, in
plus, si simetrica si pozitiv definitd atunci putem utiliza algoritmul
Cholesky. Daca luam in considerare doar factorii termenilor cu puterea cea
mai ridicatd din polinomul ce descrie numarul de inmultiri necesare
finalizarii algoritmului vom observa cd pentru descompunerea de tip LU
sunt necesare 2-n°/3 inmultiri in timp ce algoritmul de descompunere
Cholesky necesita doar n*/3 inmultiri [Happonen, 2005]. In concluzie, in
momentul in care dorim sa calculam inversa unei matrici simetrice §i pozitiv
definite, asa cum este cazul matricelor de corelatie si, respectiv, de
covariantd, vom descompune, mai intdi, matricea respectiva prin intermediul
algoritmului Cholesky si apoi vom calcula inversa produsului Lc-Lc™”. Pentru
aceasta vom tine cont suplimentar de faptul ci (47)! = (41)7, in acest mod
fiind de ajuns sa calculam inversa doar pentru o matrice din cele doua.

Diagonalizarea matricei de corelatie prin descompunerea triunghiulara
urmeaza o procedurd identica, matricea de corelatie (Ry) putand fi pur si
simplu substituitd matricei de covariantd C, in toate ecuatiile anterior
prezentate. In acest caz componentele vectorului y definite de relatia (6.140)
(y = L x ) nu vor mai fi necorelate ci ele vor fi ortogonale.

In multe situatii practice este mai util si se inliture media din setul de
date. In acest caz diagonalizarea matricei de corelatie coincide cu
diagonalizarea matricei de covarianta (cele doud matrici fiind identice) si, ca
rezultat final, trisiturile noului vector obtinut prin transformata L' vor fi
atat necorelate cat si ortogonale.
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6.6.4. Utilizarea metodei de factorizare QR

1. Introducere

Metoda de factorizare de tip QR este o altda metodd de tip “radacina
patrata” care poate fi utilizata pentru diagonalizarea oricarui tip de matrice,
deci si a matricei de corelatie, respectiv, de covariantd. Cand aceasta metoda
este aplicatd matricei de date, X, se pot pune 1n evidenta aceleasi relatii, din
punct de vedere al complexitatii si incarcarii computationale care exista
intre descompunerea prin metoda SVD si descompunerea unitara.

O descompunere QR a unei matrici reale A, cu A € R™*" si m > n, este
data de relatia:

A=0R (6.185)

In relatia (6.185) matricea Q, de tip m x n, este o matrice ce are coloanele
ortogonale in timp ce matricea R este o matrice patratica, n X n, superior
triunghiulara.

In mod similar putem obtine o alti descompunere, mai generali, tot de
tip QR, datd in acest caz de produsul dintre o matrice unitard Q de
dimensiune m X m $i o matrice superior triunghiulara, de dimensiune m x n.

2. Obtinerea transformatei QR prin metoda Gram—Schmidt

Pentru obtinerea descompunerii QR se cunosc mai mult metode precum
teorema de ortogonalizare Gram—Schmidt [Horn, 1985], transformarea
Householder [Cox, 1997], [Pothen, 1989] sau metoda de rotire Givens
[Pothen, 1989]. Fiecare dintre aceste metode are avantajele si dezavantajele
ei.

In cadrul acestei carti se va prezenta doar metoda de ortogonalizare
Gram—Schmidt, metodd cunoscutd in general studentilor si persoanelor ce
au tangenta cu profilurile electric, electronic, calculatoare si informatica.
Metoda de ortogonalizare Gram—Schmidt, ce va fi utilizatd in obtinerea
factorizarii QR, va fi particularizatd in cele ce urmeaza pentru matricea
setului de date, X, a unui vector aleator x.

In aceasta situatie se pleacd de la matricea setului de date (datd de relatia
(5.236)) pe care o rescriem sub forma:
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o
1| (6.186)

X=lx x X,

Vom presupune, in mod implicit, cd numarul de linii K al matricii X este cel
putin egal cu numarul de coloane d — condifie satisfacutd in cazul
problemelor reale in care dimensiunea unui vector aleator de trasaturi este
mai mica decat numarul vectorilor de trasaturi ce compun setul de date —, si,
in plus, coloanele sunt independente. Aceastd ultima conditie ne ajutd in
construirea, cu ajutorul procedurii Gram-Schmidt de ortogonalizare, a unui
set de d vectori ortonormati ¢q;, g2, ..., g4, ce vor avea acelasi cardinal.
Aceasta procedura este descrisa in cele ce urmeaza.

Intr-un prim pas se alege primul vector pe care ulterior il ortonormam.
Acest vector ¢g; este o versiune normalizatd a primei coloane:

qr’ =x1, qi=qr’ /|qr’ | (6.187)
Pentru determinarea urmatorului vector din mulfimea vectorilor
ortonormati, ne folosim de cea de a doua coloand a matricei X din care s-a
inlaturat contributia acesteia pe directia lui g;:

&=x, - (¥a)a (6188
%/_/

proiectia lui x, pe directia q

P L— g, =X
0 q1 prgi(x2) B

Figura 6.10. Reprezentarea grafica a principiului ortogonalizarii

Normalizand se obtine in final si al doilea vector ortonormat:
q2=q2’ /g2’ || (6.189)
Observatia 6.19: Pentru a obtine proiectia pe ¢; a vectorului x2, notatd cu
prq1 (x2) — Figura 6.10, stim ca:
pro1(x2) =] OB || =] O4 ]| cos (a: x2, g1)
= x2] cos (a:x2,q1)  (6.190)
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dar

cos (@ xyq) =29 (6.191)
EARA

Stiind ca vectorul g1 face parte dintr-un set de vectori ortonormati (fiind,
deci, de lungime 1) si introducand relatia (6.191) in (6.190) obtinem:

pr,(x,)=x"q (6.192)

In general al /-lea vector din setul vectorilor ortonormati este obtinut din a I-
a coloand a matricii X, vazutd ca un vector, prin inldturarea tuturor
componentelor acestui vector de pe directiile vectorilor ortonormali anterior
gasiti:

G- el wed fa:| (6:193)

i=1
In ultima faza se normalizeaza si acest vector:
q=q’ /| q’| (6.194)

Relatia (6.193) este aplicata in continuare pentru orice index / < d.

Datoritd modului de obtinere se observa ca vectorii g; si g2 se gasesc in
acelasi plan definit de x; si x2, vezi Figura 6.10. In mod similar ¢, ¢2, ..., q:
se gisesc in acelasi spatiu definit de x;, x2, ..., x.. In concluzie putem scrie:

\
| | | | | P11 P12 Pld (6.195)

_ 0 py - pu
91 492 dq |=|*¥1 X2 Xd : : . :
R LN
2 ‘ “1
0 X R

In relatia (6.195) R este o matrice superior triunghiulari. Aceastd ultimi
ecuatie poate fi rescrisd sub urmatoare forma, identicd cu cea a unei
factorizari QR:

| | | n nM2 - N4

0 mny o g (6196)

0 0 o Tgd
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In relatia (6.196) matricca R este, de asemenea, o matrice superior
triunghiulard in special datoritd implicatiilor generate de relatiile (6.178) si
(6.179) — relatii ce dovedesc ca o matrice triunghiulard de orice tip in urma
aplicarii inversei va deveni tot o matrice triunghiulara de acelas tip.

Dupa cum am prezentat si anterior, in introducerea acestui subcapitol,
relatia (6.196) este doar o posibild forma a factorizarii QR; in aceasta
factorizare matricea datelor este egald cu produsul dintre o matrice
dreptunghiulard, ale carei coloane sunt ortogonale si o altd matrice patratica
superior triunghiulard. Aceastd ecuatie are interpretarea datd de observatia
ca x; are aceeasi directie cu ¢, x; si x2 se gasesc in planul determinat de g; si
q2,1ar xi, x2, ..., x; se afla in subspatiul determinat de g;, q>, ..., g pentru [ <
d. Coeficientii ; sunt dati de:

ri=qi % (6.197)

In mod similar definitiei si relatiei (6.185) putem obtine o alti
descompunere tot de tip QR dar care in acest caz este formata dintr-o
matrice unitarda (0 de dimensiune m X m $i 0 matrice m X n superior
triunghiulard. Conform acestei descompuneri de tip QR se vor obtine de
asemenea doua matrici de dimensiuni mai mari decat cele din relatia (6.196)
dar care le vor contine pe acele doud — aceste matrici au fost prezentate
anterior (matricea Q si matricea R). Aceastd descompunere ia forma:

R
X=@QJ{}=
—— 10

9 751‘

_”11 LTI rld_ (6198)
| ‘ | ‘ 0 r, Toa
(. | \ :

= 9 9a 9an ae |0 0 Taa
. | \ 0
(. | I R :
_O 0 0 |

In relatia (6.198) Q; este o0 matrice de tipul K x K in timp ce matricea R; are
dimensiunea K x d (evident ca in situatia problemelor reale avem
intotdeauna K > d). In sistemul (6.198) coloanele ga-1, ..., gx sunt o multime
de vectori ortonormali, ortogonali pe vectorii gy, ..., gn. Astfel, primul
termen al produsului este, de asemenea, o matrice unitard, in timp ce cea de
a doua matrice (al doilea termen — R;) este o matrice superior triunghiulara.
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3. Obtinerea descompunerii LU prin factorizarea QR

Factorizarea QR poate fi utilizatd pentru obtinerea descompunerii
Cholesky fara a mai calcula matricea de corelatie. Matrica de corelatie va fi
estimati cu ajutorul relatiei (5.238). Produsul X 7 X poate fi scris folosindu-
ne de relatia (6.196) si de proprietatea matricii ( (matrice ortonormata,
avand coloanele ortogonale) in forma:

XTX=RTOTOR=RTR (6.199)
Acest produs poartd numele de descompunerea Cholesky. In cazul in care

RAX este definita n forma (5.238), atunci din (6.199) avem:

R =LRTR  (6.200)
K

X

Descompunand matricea RAX in forma de mai jos:
R, =LD,L" (6.201)
si tinand cont ca descompunerea este unica, rezulta:
R7T =JKLD!” (6.202)

Toate aceste relatii ce au drept obiectiv determinarea termenilor
descompunerii (6.201) sunt oarecum similare demersului prezentat prin
intermediul relatiilor (6.134), (6.135), (6.136) si (6.137).

Din relatia (6.202) rezulta in mod direct relatiile:

1
D)? = ——diag(R) (6.203)
"oJk
si
L= LR*TD;“2 (6.204)

JK

Evident ca ulterior se poate calcula Dy cu:

D, =(D*f  (6.205)
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6.6.5. Descompunerea superior-inferior triunghiulara

Matricele de corelatie sau de covariantd pot fi factorizate intr-o forma
alternativa, printr-o descompunere superior-inferior triunghiulard. Aceasta
descompunere este de forma:

C.=UDyUT (6.206)

unde U este o matrice superior triunghiulard unitara in timp ce matricea Dy
este una diagonali. In general U nu este aceiasi matrice cu L'7, din
descompunerea inferior-superior triunghiulari. In mod similar Dy este
diferita de Dy.

Din relatia (6.206) avem:

U'R:(U)T=Dy (6.207)

In aceasta situatie transformata utilizati pentru diagonalizarea matricii de
covarianta este:
y=U"'x (6.208)

care determind obtinerea unui vector cu componente ortogonale, iar
momentele de ordin doi ale componentelor (varianta) fiind chiar elementele
de pe diagonala principald a matricii Dy. Deoarece U ~ este o matrice
superior triunghiulara, aceastd transformare este una necauzala a vectorului
aleator x.
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