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Hajitasok

Hajitasnak nevezziik az olyan mozgast, amelynél a Fold
(vagy valamely mas égitest) felszinének kozelében leesd
pontszerii testnek van kezdosebessége. A hajitds mindig
két mozgas Osszegének tekinthetd: a test egyrészt a

kezdOsebességtol fliggd iranyban egyenes vonali

egyenletes mozgast végez, a mozgas fliggdleges

Osszetevoje pedig egyenes vonalll egyenletesen valtoz6 mozgas. Hajitds példaul a kildtt
l6vedék mozgasa vagy a szokokutbol kilovelld vizeseppek mozgédsa. A hajitdsok a
kezddsebesség iranyatol fliggden osztalyozhatok: fiiggdleges hajitds, vizszintes hajitds, ferde

hajitas.
Fiiggoleges hajitas

A fliggbleges hajitas kezddsebessége fiiggbleges. A test ilyenkor egyrészt egyenes vonalu
egyenletes mozgast végez a kezddsebességtdl fliggden felfelé vagy lefelé, masrészt egyenes
vonalu egyenletesen valtoz6 mozgassal esik lefelé. E két mozgas 0sszegeként a fiiggoleges

hajitas egy fiiggoleges palyan végbemend, egyenes vonalu egyenletesen vailtozo mozgas.

A mozgas leirdsdhoz vegyiink fel egy koordinata- ALY
rendszert gy, hogy az origd a test kiindulasi (t=0
idéponthoz tartozo) helyzeténél legyen és az X tengely a
kezdésebesség iranyaba mutasson! Mivel a g nehézségi v Z V)
gyorsulas is fliggdleges, ezért a test végig az X tengely A S -z

mentén mozog, azaz az Y és a Z koordinita | 8

folyamatosan nulla marad. (Emiatt az Y és a Z vX

koordinataval, tovabba a sebesség €s a gyorsulds Y és a Z iranyu Osszetevojével az egyenes
vonalu mozgasoknal leirtaknak megfeleléen nem foglalkozunk. A tovabbiakban az

egyszerliség kedvéért a nehézségi gyorsulas X iranyu dsszetevjét gy helyett g-vel jeloljiik.)
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Mivel a fiiggéleges hajitds egyenes vonall, egyenletesen valtozd mozgas, ezért a test

gyorsulésa, sebessége, illetve elmozduldsa a mar megismert modon fligg az id6tol:

a=g=Aallandd,
V=V, +0-t,

Ax:vo-t+g-t2.
2

1)
)

@)

Mivel a koordinata-rendszer X tengelye a kezd6sebesség iranyaba mutat, a fenti képletekben a

nehézségi gyorsulas fiiggdleges dsszetevojének elojele a kezdosebesség iranyatol fiigg. Felfelé

torténd hajitasndl az X tengely felfelé mutat, a nehézségi gyorsulas ezzel ellentétes iranyu, igy

g negativ (a Foldon g =-9,81m/s®). Lefelé torténd hajitasnal az X tengely lefelé mutat. A

nehézségi gyorsulas ugyanilyen iranyu, ezért g pozitiv (a Foldén g =9,81m/s?).

Fiiggoleges hajitas felfelé

Felfel¢ torténd hajitasnal a test eldszor emelkedik, majd a maximalis magassag elérése utan

mindaddig siillyed, amig el nem éri a talajt (vagy bele nem iitkdzik valamibe). El6fordulhat

(ha példaul az indulasi hely a talajszint felett volt), hogy a test a kiindulasi szint ala keriil,

azaz az X koordinataja negativva valik.

A hajitas magassaga a kiinduldsi pont és a palya
tetépontja kozti h szintkiilonbség. A test addig
emelkedik, amig a sebesség 0 nem lesz. Ha az

emelkedés id6tartamat te jeloli, akkor (2) alapjan:

O=v,+0g-t,.
Ebbél az emelkedés idotartama:
=20
g

Ezt a (3) egyenletbe helyettesitve:

2 2 2
h:Ax:vo.tﬁg.tg=_vo.v_0+g.(_v_oj _ %%
g

Eszerint a hajitas magassaga:



A visszaérkezés idotartama az a t, idotartam, amely alatt test jra
visszaér a kiindulasi pontba. Az elmozdulasra vonatkozo (3)

Osszefiiggés alapjan:

O=v0~tv+g-tvz.
2

Mivel t, >0, az egyenlet mindkét oldalat eloszthatjuk vele:

O:v0+g-t
2

E

Ebbbl a visszaérkezés idotartama:

2-V,
t,=—"-20.
g
A Visszaérkezés sebessége az a Vy sebesség, amellyel a o O
test visszaérkezik a kiinduldsi szintre. A visszaérkezés
idétartamara  kapott kifejezést a (2) egyenletbe
A
helyettesitve:
Vo
2 v, ';;; e =7 =7
vV, =V,+0-t,=V,—0- =-V,, /g /g
} } “vv

azaz a visszaérkezés sebessége:

Eszerint a visszaérkez0 test sebessége ugyanakkora, mint a kezddsebesség, de azzal ellentétes

iranyu.
Fiiggdleges hajitds lefelé

Lefelé torténd hajitasnal a test mindaddig siillyed, amig el nem éri a talajt vagy bele nem
itkozik valamibe. A mozgas soran a test végig a kiinduldsi szint alatt van, ezért az X
koordinataja mindvégig pozitiv. (Ne feledjiik, hogy az X tengely lefelé¢ torténd hajitasnal

lefelé¢ mutat.)



A leérkezési ido az a 1 idGtartam, amely alatt a test
leérkezik a talajra. Ha az indulasi pont h magassagban

van a talaj felett, akkor a talajra érkezéskor a (3) alapjan: g h

h=Ax=v0~t,e+g-t,ze. I

Ennek a masodfoku egyenletnek egyetlen pozitiv

megoldasa van, igy a leérkezési ido.

_ —Vy+4Vo+2-g-h

le — g

A leérkezés sebessége az a Ve sebesség, amellyel a talaj felett h magassagban levé pontbol
ledobott test eléri a talajt. A leérkezési idére el6zdleg kapott kifejezést a (2) egyenletbe
helyettesitve:

—V,+4/V+2-g-h _ '—v§+2-g-h.

Vie=Vo+0-t,=V,+0- g

Eszerint a leérkezési sebesség:
Ve =4V +2-g-h.

Vizszintes hajitas

A vizszintes hajitas kezddsebessége vizszintes. A test emiatt vizszintesen egyenes vonalu
egyenletes mozgast végez, masrészt egyenes vonalil egyenletesen valtozd mozgassal esik
lefelé. A két mozgas eredményeként a test egy fiiggdleges sikban fekvd, gorbe vonalu palyan

mozog.

A mozgast célszerii egy olyan koordinata-rendszerben
leirni, amelynek kezddpontja a test kiindulasi (t=0
idéponthoz tartozo) helyzeténél van, az X tengelye a
kezdésebesség iranyaba, az Y tengelye pedig
fliggblegesen lefelé mutat. (Mivel a test végig az XY

sikban mozog, a test Z koordinataja folyamatosan nulla,

igy ezzel, valamint az elmozdulds, a sebesség ¢és a

gyorsulds Z irdnyt 0sszetevdjével a nem foglalkozunk.)
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A mozgas vizszintes Osszetevije egyenes vonalu egyenletes mozgas, ezért a test X iranyu

gyorsulasa, sebessége és elmozdulasa a kdvetkezoképpen fligg az id6tol:

v, =V, =allando ,
AX =V, 1.

A mozgas fiiggdleges dsszetevije szabadesés, ezért a test Y iranyl gyorsuldsa, sebessége ¢s

elmozdulésa a kdvetkezoképpen fligg az 1d6tol:

a,=g= allandd |

g .2
Ay =—=-t°.
y 2

Lattuk, hogy két mozgis Osszegzddésekor a

gyorsuldsok, sebességek ¢és elmozduldsok vektoridlisan

Osszeadddnak, ezért vizszintes hajitasnal a gyorsulas, a

sebesség és az elmozdulas nagysaga:

Ar = (A +(Ay ) .

A  mozgéis palydjdnak meghatarozasanal vegyiik

figyelembe, hogy olyan koordinata-rendszert

hasznalunk, amelynek kezddpontja a test kiindulasi

helyzeténél van. Emiatt az X, illetve Y iranyu
elmozdulas egytttal megegyezik a test X, illetve Y

koordinatajaval, igy

X=V,-t,

g ..
=22,
Y=




Az els6 egyenletbdl az idot kifejezve:

X
t=—.
Vo

Ezt a masodikba helyettesitve:

2
y:g.tz:g.m _ 9 e
2 2

azaz

g o
2.v;

y= 4)

A jobb oldalon az x? egyiitthatoja allando, ezt az értéket c-vel jelolve a palya egyenlete:

y=c-Xx°.

Az ilyen alakban megadhat6 fiiggvények képe olyan parabola, amelynek tengelypontja az
origoban van, és szimmetriatengelye az Y tengely. Eszerint a vizszintes hajitasndl a pdlya egy
fiiggdleges tengelyii parabola. A test a parabola tengelypontjabol indul, és mindaddig a

parabola mentén mozog, amig el nem éri a talajt, vagy bele nem iitkdzik valamibe.

A hajitas tavolsdga az a d tavolsag, amelyet a vizszintes

L

talaj feletti pontbdl induld test vizszintesen megtesz a

talajra érkezésig. Ha az indulasi hely h magassagban
van a talaj felett, akkor a talajra érkezéskor y = h, igy az h

(4) alapjan:

h=—9_.42. Y
2.V,

Ennek a masodfoku egyenletnek egyetlen pozitiv megoldasa van:

’Z-h
d= ?‘Vo.



Ferde hajitas

Ferde hajitas akkor jon 1étre, ha a test kezddsebessége
nem vizszintes és nem is fiiggdleges. A ferde hajitas két
mozgas Osszegének tekinthetd: a test vizszintesen v,
egyenes vonalu egyenletes mozgast végez, a mozgas
fliggbleges  Osszetevoje pedig egyenes  vonald

egyenletesen valtozd6 mozgas. A két mozgas

eredményeként a test egy fliggdleges sikban fekvo,

gorbe vonala palydn mozog.

A vy kezdésebesség felbonthatd egy vizszintes és egy
fliggbleges Osszetevore. A mozgast célszerli egy olyan
koordinata-rendszerben leirni, amelynek kezdépontja a
test kiindulasi (t=0 idéponthoz tartozo) helyzeténél

van, az X tengelye a kezdGsebesség vizszintes

Osszetevojének iranyaba, Y tengelye pedig fliggdlegesen

felfelé mutat. (Mivel a test végig az XY sikban mozog, a

test Z koordinatdja folyamatosan nulla, igy ezzel, valamint az elmozdulés, a sebesség és a
gyorsulas Z iranyt Osszetevdjével a tovabbiakban nem foglalkozunk. A fliggéleges hajitashoz

hasonldan a nehézségi gyorsulds Y iranyu dsszetevojét gy helyett most is g-vel jeldljiik.)

A kezddsebességnek az X tengellyel bezart forgdsszogét a tovabbiakban a jeloli. A

kezddsebesség X és Y iranyu 0sszetevdje a kezddsebesség nagysagaval és az a szoggel felirva:
Vo, =V, - COS,
Voy =V, -Sina.

A mozgas vizszintes Osszetevije egyenes vonalu egyenletes mozgas, ezért a test X irdnyu

gyorsuléasa, sebessége és elmozdulasa a kovetkezdképpen fligg az id6tol:

Vv, =V, -cosa = allando, (5)

AX =V, -t-cosa. (6)
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A mozgas fiiggoleges osszetevoje egyenes vonalu egyenletesen valtozo mozgas, ezért a test Y

iranyu gyorsulésa, sebessége és elmozdulasa a kovetkezoképpen fligg az id6tol:

a, =g = allando |
Vv, =V, -sina+g-t,

Ay:vo-t-sina+%-t2.

Ne feledjiik, hogy ilyen koordinatarendszert hasznalva g negativ (a Féldon g =-9,81m/s?).

Lattuk, hogy két mozgas Osszegzddésekor a
gyorsulasok, sebességek €s elmozdulasok vektorialisan
Osszeadodnak, ezért ferde hajitasnal a gyorsulds, a

sebesség és az elmozdulas nagysaga:

Ar = /(A +(Ay ) .

A  mozgas palydjanak meghatarozasanal vegyik
figyelembe, hogy a koordinata-rendszer kezdépontja a
test kiindulasi helyzeténél van, igy az X, illetve Y iranyu
elmozdulas egyuttal megegyezik a test X, illetve Y

koordinatajaval. Ennek megfelel6en:

X=V,-t-cosa,

y:vo-t-sina+%-t2.

Az els6 egyenletbol kifejezve a t idot:

X
ft=———.
V, -COSr

Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve:

()

(8)

YA

4

Ay

Py

Sy




2
B X . g X
y=V, ——— sina+=:| —— | ,
V, - COSx 2 \\V,-cosa

g 2
=x-tga+—s>——- X, 9
y g 2-vZ-cos’a ®)

A kapott 6sszefliggés szerint az y az X masodfoku fliggvénye, ezért a ferde hajitas palydja egy

olyan parabola, amelynek szimmetriatengelye fiiggoleges.

Ferde hajitas felfelé

Ha 0° < a <90°, akkor a test el6szor emelkedik, majd a
maximalis magassag elérése utan mindaddig siillyed,
amig el nem ¢éri a talajt (vagy bele nem litkozik

valamibe). Ha a talaj nem vizszintes, akkor el6fordulhat,

hogy a test a kiinduldsi szint ald keril, azaz az Y

koordinataja negativva valik.

Ha a test a vizszintes talajrol indul, akkor a hajitas

tavolsdaga az a d tavolsag, amelyet a test vizszintesen
megtesz addig, amig Ojra visszaér a kiindulasi szintre
(y=0). Ha az chhez sziikséges id6tartamot t, jeloli,
akkor a (9) alapjan:

O:vo.tv-sina+%-tv2. g

Mivel t, > 0, mindkét oldalt eloszthatjuk vele:

O=vo-sina+g-tv.
2

Ebbél a visszaérkezés idotartama:
2-V,-sina
g

t =

v

Ezt a (6) egyenletbe helyettesitve:

2-V,-sina V. -2-sina-cosa V. -sin2-a
S0 T cosa=— =— :
g g g

d=v,-t,-cosa=-v,



Eszerint a hajitas tdavolsdga (ha a test a vizszintes talajrol indul):

V¢ -sin2-a
g

d=

Adott vy és g esetén a hajitas tavolsaga az o szogtél fiigg (0° < o < 90°). A tavolsag akkor lesz

a legnagyobb, ha a képletben a szinuszfliggvény a maximalis értéket veszi fel, azaz

sin2-a=1
2-a=90°,

o =45°.

Eszerint adott kezdésebesség és nehézségi gyorsulas

mellett (ha a test a vizszintes talajrol indul) a hajités :%3"7“]

— 15°;75°

tavolsaga 45°-os kezddsebességnél a legnagyobb.

A visszaérkezés sebessége az a Vy sebesség, amellyel a
test visszaérkezik a kiinduldsi szintre. A sebesség X

iranyu Osszetevoje az (5) szerint allando, ezért
va = VOx '

A visszaérkezés id6tartamara kapott kifejezést a (7)

egyenletbe helyettesitve:

. . 2-V,-sina :
Vy =Vy-Sina+g-t,=v,-sina—g-———=-V,-sina=-v,,,

9
azaz

Vy, =V, -

A sebesség X irdnyu 0sszetevdje nem valtozik, az Y iranya 6sszetevo viszont az eredetinek az
ellentettjévé valik. A rajzon megjeldlt két derékszogli haromszog befogdi paronként azonos
hosszusaguak, ezért a két haromszog egybevagd. Emiatt a két megjeldlt hegyesszog is azonos
nagysagu, ezért az o szogben elhajitott test sebessége visszaérkezéskor —o, szoget zar be az X
tengellyel. Az egybevagdsag miatt az atfogok is ugyanakkorak, azaz a kezddsebesség és a

visszaérkezés sebességének nagysaga ugyanakkora:



A hajitas magassaga a kiindulasi szint és a palya
tetépontja kozti h szintkiilonbség. A test emelkedése
addig tart, amig a sebesség fiiggdleges Osszetevoje 0 h
nem lesz. Ha az emelkedés idGtartamat te jeloli, akkor a

(7) alapjan:

0=v,-sina+g-t,.

Ebbol az emelkedes idotartama:

vV, -Sina
g

t =

e

Ezt az (8) egyenletbe helyettesitve:

. . 2 2 a2 2 ai2 2 o2

V,-SIna . V,-SINa V,-SINa V- -SIN" & V5 -SIN" o

h:—vo'o—-sma+g-(— 0 J =--2 +-0 =-—-9 :
g 2 g g 2-9 2-9

Eszerint a hajitds magassaga:

Vv sinfa

2-9
Megjegyzés: Az el6zd gondolatmenetben az o szogre semmiféle feltétel sem szerepel, ezért a
hajitas magassagara kapott fenti 0sszefiiggés a felfelé torténd fiiggdleges hajitdsra is érvényes
(e =0).

Ferde hajitas lefelé

Ha —90° < a < 0°, akkor a test mindaddig siillyed, amig el nem éri a talajt (vagy bele nem
itkozik valamibe). Emiatt a test folyamatosan a kiinduldsi szint alatt halad, azaz az Y

koordinataja negativ.

Ha a test a vizszintes talaj feletti pontbol indul, akkor a
hajitas tavolsaga az a d tavolsag, amelyet a test
vizszintesen megtesz a talajra érkezésig. Ha az indulasi g
hely h magassagban van a talaj felett, akkor a talajra

érkezéskor y = —h, igy az (9) alapjan:

9 " —h ».

—h=d-tga+—sd
J 2V, -cos’a




Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldésai:

V, - COSa (

d,, = vo-sinai\/vé-sinza—Z-g-h).
' g

Mivel a d tavolsag nem lehet negativ, igy a hajitds tavolsaga:

d:_VO-COSa.(

v, -sina—\/vg-sin2a+2-g-h).
g

Megjegyzés: Az el6z6 gondolatmenetben az o szO0g nagysagara vonatkozoan semmiféle
feltételt nem hasznaltunk fel, ezért a fenti Osszefliggés a felfelé torténd ferde hajitasra

(90° > o> 0) és a vizszintes hajitasra (o = 0) is érvényes.

A kozegellenallas és egyéb tényezok szerepe

Mivel a gyakorlatban az elhajitott (kil6tt) test nem pontszerli, igy tovabbi tényezdk is

befolyasoljak a mozgést. Ezek koziil a legjelentdsebb a kdzegellenallas (1€gellenallés).

A nyugvo levegd a mozgas soran folyamatosan fékezi a
testet, ezért a gyorsulés, a sebesség és az elmozdulds is
kisebb a fenti képletek alapjan (a kozegellendllés

elhanyagolasaval) kiszamitott értéknél. Ennek a

kovetkezménye az is, hogy vizszintes vagy ferde | ) \ 5%

hajitasnal a palya nem parabola, hanem ballisztikus

gorbe. A sz¢&l hatdsa ugyancsak kozegellenallasnak

tekinthetd, amely a széliranytol fiiggden fékezheti, gyorsithatja vagy oldalra is eltéritheti a

testet.

A test alakja a kozegellenallas miatt befolyasolja az
elhajitott test mozgasat. Példaul a bumerdng és a frizbi
nem parabolapdlydin mozog, de a Iovedékek
roppalyajanak kiszamitasa soran is figyelembe Kell

venni a 16vedék alakjat.

A siugras kdzben a sportolo a testtartasanak (és igy sajat
alakjanak) megvaltoztatasdval szintén jelentdsen

modosithatja a palyat és ezzel novelheti a ,.hajitas”

tavolsagat.
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A forgd testek gazokban vagy folyadékban torténé mozgasat a Magnus-effektus is
befolyasolja. Ha példaul egy labdat ugy ragnak, dobnak vagy iitnek el, hogy a labda forog,
akkor az igy ,,megcsavart” labda palyaja tobbnyire nem sikmozgas, €s jelentOsen eltérhet a
parabolapalyatol. Ugyancsak erre vezethetd vissza, hogy a huzagolt csovii 16fegyverekbol
kilott 1ovedékek forgd mozgasuk miatt oldaliranyba eltérnek (,,0ldalgas”). Mindezt a pontos

célzaskor-irdnyzaskor figyelembe kell venni.

Nagy magassagokba torténd hajitaskor szamolni kell azzal is, hogy a nehézségi gyorsulds a
Fold kozéppontjatdl tavolodva egyre kisebb lesz. Mindez befolyasolja a test mozgasat, illetve

a palya alakjat is. Nagy tavolsagra torténd hajitaskor szamolni kell a Fold gorbiiletével is.

Mas égitesteken a nehézségi gyorsulds tobbnyire eltér a
Foldon mért értéktol, igy ott az elhajitott testek a folditdl
eltéré palyan mozognak. Példdul a meteorbecsapodasok
vagy vulkankitorések kovetkeztében kidobott tormelék
magasabbra és messzebbre repiilhet egy olyan égitesten,
ahol a nehézségi gyorsulas a foldi értéknél kisebb. A
meteorbecsapodéasbol szarmazo tormelék igy példaul a

Marsrol akar a Foldre is eljuthat. (A képen a Jupiter 16

nevil holdja és a Tvashtar vulkan lathato.)



Kiegészités
1. Esetenként a fiiggéleges hajitas leirasdhoz masfajta koordinata-rendszert is hasznalnak.
Természetesen ilyen koordinata-rendszer hasznalatakor a most megismert képletek

tobbnyire nem érvényesek. Egy-egy hajitasra vonatkozd Osszefiiggés alkalmazasa el6tt

tehat meg kell nézni, hogy milyen koordinata-rendszerre vonatkoznak.

2. Fiiggolegesen felfel¢ torténd hajitasnal, illetve felfelé torténd ferde hajitasnal a

visszaérkezési 1d6 éppen kétszerese az emelkedési 1donek, azaz:

t,=2-t,,

Vv e

Ez csak gy lehetséges, hogy a test ugyanannyi ideig emelkedik, mint amennyi ideig a

palya legmagasabb pontjarol visszaér a kiindulasi szintre.



Képek jegyzéke
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