RieSenie systému nelinearnych rovnic

(R (O
F(X)‘[fm]‘[o]

Newtonova metdoda

0=F(X*) =F(X,)+ F'(X,)(X*~X,) +...

(Taylorov rozvoj pre funkciu viac premennych)
ﬁ '()‘(’) je jakobian transformacie:

) 0. 8,f,
J=F(X)=
%) 0., 9,1,

v kazdom kroku sa vypocita velkost opravy (linedrny systém)
a pripocita sa k aktualnemu vektoru riesenia

F'(X,)dX, = —F(
)_()n+1 — )_()n T d)_()n



RieSenie systému nelinearnych rovnic

Newtonova metdda

zadefinujeme si

fl()_())1 f2 ()—())’ J

poCiatocny odhad — vektor (1, 3)

V cykle rieSime . —

Jan — —F(Xn) —>
a opravujeme — Y 7 7
aktualny vektor rieSenia Xn—|—1 o Xn —|_ an

po troch iteraciach mame vysledok
na 6 platnych cifier

program vo vypoctovom prostredi Mathematica

f1[x , ¥ 1:=5in[x] Sin[y] +¥/2-x
£2[x , ¥ 1:=¥ -4% +Cos[x] Cos[y]

0, f1[x, ¥] 9, fi[x, ¥17

TE ¥ 1= 5 forx, y1 0, £21x, ¥1 )

J[x, ¥] /f HatrixForm

-l +Cozs[x] 3in[¥] % + Coz[¥] 3in(x]

-g8x-Cos[¥] 3in[x] 2v-Cos[x] 3in[¥]

Module[{x, ¥},

x=1.;¥=3.;

Do[
r=5Solve[J[x, ¥].{dx, dy}-- - {f1[x, ¥], £2[x, ¥]}, {dx, dy}]:
x=x+dx /. r[[1]1]:
¥Y=¥+dy /. r[[11]:

Print["'x = ", X, ", ¥ =",¥],
{1i,1,4}]:

1
= 1.6556, ¥ = 3.03943
= 1.57212, v = 3.14108

x = 1.5708, ¥ = 3.14159

x = 1.5708, ¥ = 3.14159

H[{Pi/2, Pi}, 8]

{1.5707963, 3.1415927)



RieSenie systému linearnych rovnic

linearne systémy sa vyskytuju velmi Casto,

je vhodné mat pre ne Specialne prispdésobené efektivne metddy rieSenia

priame metody: eliminovanie, vyjadrenie
(pouzitelné pre relativne malé systémy)

iterativne metody: dostatocne presna aproximacia
(presnost urcuje potrebny pocet iteracii)

Ax =D

A je Stvorcova nesingularna matica



Gaussova eliminacia

najdolezitejsi predstavitel priamych metdd je Gaussova eliminacia

postup:
1. ekvivalentnymi Upravami ziskat systém
s hornou trojuholnikovou maticou (priamy chod)
2. postupne vypocitat nezname (spatny chod)

velmi uzito¢né sa ukazuje vyberat hlavné prvky
(prvky na diagonale) v kazdom kroku tak, aby boli o najvacsie
— dosiahnut to mozno vymenou riadkov pred kazdym eliminovanim
(CiastoCny vyber hlavného prvku),
— zarucuje to, ze riesenie neznehodnotia zaokruhlovacie chyby

bez vyberu hlavnych prvkov je Gaussova eliminacia pouzitelna
len pre Specialne matice:

rydzo diagonalne dominantnda, pozitivne definitna



Gaussova eliminacia — LU dekompozicia

v pripadoch, kedy je potrebné riesit sistavu opakovane

pre rézne prave strany: LU dekompozicia

priamy chod: ziskanie hornej a dolnej trojuholnikovej matice
a permutacnej matice

Ax=D
PAXx = Pb
PAx = LUx = Pb Ly =12
—— —~—
y 4

spatny chod: najskor vypocitame y, potom hodnoty neznamej x
rieSenim sustav
Ly =z Ux=1y
vypocet rieSenia pre viaceré prave strany je mozné
urobit analogicky ako v pripade jednej — vektory budu teraz matice



Gaussova eliminacia — LU dekompozicia

LU dekompozicia

zadefinujeme si maticu

permutacny vektor

hladanie pivota a zdmena riadkov

vlastné eliminovanie

ukladanie prvkov dolnej trojuholnikovej matice

1 0 0 0
05 1 0 0
“|-025 02 1 0
02 -05 02 1

—

Module[{R, b, n, m, max, im, tmp},
-0.4 -0.95 -0.4 -7.34
- 0.5 -0.3 2.15 -2.4h ,
-2 4 1 -3
-1 5.5 2.5 3.5
p={1,2,3,4};
n=4;
Do[
max = Ahs[A[[k, k]11]; im =k;
Do[If[fbs[AL[], k]1]1] - max, max = Ab=[A[[], k]1]1]: im =], False], {j, k+1, n}]:
Do[tmp = ALK, 311: RL[K, 311 =R[[im, 3]1]; A[[Qim, 31] =tme, {J. 1, n}]:
tmp = p[[k1]1: pLLK]] =p[[im]]: pL[[im]] = tmp:
Do[
m=A[[E, K11 FRL[K, K]1]:
Do[A[[i, 311 =R[[1i, 31 -mA[[k, 311, {3, k+1, n}];
A[[i, kKll1=m,
fi, k+1, n}]1,
{k, 1, n-1}];
Print[f ff MatrixForm]: Print[p] ]

WU 2 4 1 -3
%n 25 Zz 2 5-4 2| <+ U= 0 352 5

0.2 -0.5 0.2 -3.4 2 42
{3, 4,2, 1} 0 0 0 -34

Potom pomocou p vypocitame z (poprehadzujeme prvky b)

a z vyrieSenych ststav Ly =z UXx =Yy ziskame vyjadrenim x



Gaussova eliminacia — LU dekompozicia

aplikacie:

vypocet determinantu (sucin diagonalnych prvkov, znamienko)
vypocet inverznej matice (b bude jednotkova matica)

Specialne algoritmy pre riedke matice (pasova matica — tridiagonalna)

VO vSeobecnosti dostaneme pouzitim Gaussovej eliminéacie

malé reziduum: r = AX—Db

nemusi to vSak znamenat, zZe rieSenie je blizke presnému rieSeniu

vztah: velkost rezidua — velkost chyby rieSenia mozno charakterizovat
pomocou cCisla podmienenosti matice: x(A)



Podmienenost sUstavy

podmienenost slstavy je ekvivalentna podmienenosti matice sustavy

islo podmienenosti: k(A) = %

maximalne a minimalne M = maxM

relativne predizenie ||x||

pri zobrazeni

vektora maticou A _ ”AX”
m=min —”X”

pokial' pozname cislo podmienenosti,
umoznuje nam to odhadnut
relativnu chybu rieSenia



Podmienenost sUstavy

AX+AX)=b+Ab = AAx=ADb

WO 1
N a
= 201
I
Jab) o

k(A) = ” ” K‘(A) >4l

takze mala hodnota Cisla podmienenosti

o]

spOsobuje, ze malé reziduum zabezpeci malu

relativhu chybu rieSenia

sustavu povazujeme za dobre podmienend, ak x(A) <100

podmienka porusena — sustava zle podmienena
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