
3.5 Begrenztes Wachstu m

Einstieg

In djesem Abschnitt behandetn wjr wachstumsprozesse, dje nicht über a[[e Grenzen anwachse-
nahmeprozesse, die nicht bis nu[ h.in abnehmen.

Eine Flasche mit Saft wurde in einem Kühtschrank auf 7'c abgekühtt. sie wird aus dem KühLsc:.
ausgenommen und in ein Zimmer mit 24"c Raumtemperatur geste[tt. Bei der Erwärmung der F._
beträgt die Temperaturzunahme pro Minute zu jedem Zeitpunkt je_ 

iwei[s 10% der Differenz zwischen Raumtemperatur und der augen_
blicktichen Temperatur der Ftüssigkeit.
o Erste[Len Sie eine Gleichung für die Erwärmungsgeschwindigkeit.

' Zeigen Sie, dass die Funktion T mit I(t) = 24 _ Lt.e-a,1.t die
Temperatur des Saftes beim Erwärmen beschreibt. wobei die Zeit t
in Minuten nach der Entnahme des Getränks aus dem Kühtschrank
und die Temperatur T(t) in "C gemessen wird.
Skizzieren Sje den Graphen der Funktion und geben Sie wesent_
liche Eigenschaften des Funktionsgraphen an.

o Bestimmen Sie. wann der Saft 23.C warm ist.

1 Begrenzte Abnahme

Frisch aufgebrühter g0oC warmer Kaffee wjrd in einem 20oC war_
men Raum stehengelassen. In jedem Moment beträgt die Abkühtung
15% der noch vorhandenen Temperaturdifferenz zur Raumtemperatur
1in ,lf.). t;4in,entongeschwindigkeit

a) Bestimmen Sie anhand einer groben Skizze des Iemperaturver_
Laufs einen Funktionsterm für die Temperatur in Abhängigkeit
von der Zeit t.
Kontrollieren Sie Ihren Funktionsterm anhand der gegebenen
Information zur Abküh[ungsgeschwindigkeit.

b) Ermittel.n sie, wann der Kaffee eine angenehme Trinktemperatur von 45.c aufweist.

Lösung a) Die Kaffee-Temperatur wird sich zunächst schne[[ und dann immer
[angsamer der Raumtemperatur annähern, sie aber theoretisch nie
erreichen. Der Graph sjeht aus wie der einer exponentietten Abnahme,
der um 20 nach oben verschoben wurde:

ü (t) = a.ekt + 20

Aus derAnfangsbedingung r)(0) =80 fotgt wegen ek.o= 1 sofort:
a=60

Damit [autet der Funktionsterm für die Temperatur in Abhängigkeit von der Zeit:
r) (t) = 60. ekt + 20

Die AbkÜhtungsgeschwindigkeit ist proportionaL zur Differenzzwischen Kaffee-Temperatur und Rau-peratur, atso zu 60.ekt mit dem proportionatitätsfaktor _0,15.

AbkithLungsgeschwindigkeiten sina negat .
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Da die Temperaturdifferenzen exponentietl abnehmen, ist somit k = -0,15 und fotgLich

r) (t) = 00. e-o'15t + 20.

Zur Kontrotle der Abkühl"ungsgeschwindigkeit bilden wir die Abteitung:

.)'(0 = 60.e-0,15t. (-0.15)

= (60. s-o,ru + zo - zo). (- 0,15)

= (.t) (0 - 20) . (- 0,15)

Tem p erotu rdifferen z zu r R 0 u ntem p eratu r

b) Zu lösen istdie Gtejchung ü(t) = 45, atso 45 = 60'e0,15t+ 20.

Dies kann auf mehreren Wegen geschehen:

grafisch tabeLLoisch aLgebraisch

fJ I I I - I, + tTh I

,o=-=n L
igr: Bo f'

5.tt
5.5
5.5r?
5.E
§.9

45 = 60.e 0,15t + 20 l-20
25=60.e0,15t l:60

fi= s-o,1.st ltn

tr(fr) = -0,15t l: (-0.r5)

tnlll
t =;ä = 5'836"'T h-+J. rJf Et?t ?J+7 itt

Ergebnis:

Nach knapp 6 Mjnuten hat der Kaffee somit die Temperatur von 45 oC erreicht.

-.15HI+Eil
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B 2 Differenziatgteichung der begrenzten Abnahme

Notieren Sie in dem Beispiel" von Aufgabe L die Information über die AbkühLungsgeschwindigkejt ats Djf-

ferenzialgteichung und ermittetn Sie daraus den Funktionsterm für die Kaffee-Temperatur in Abhängigkeit

von der Zeit.

Die Abkühtungsgeschwindigkeit ist durch die Ableitung gegeben:

.)'(0 = -0,15(ü(t) - 20). wobei tin mjn, ü(t) in "C gemessen wird.

Diese Gl"eichung ähnett der Djfferenziatgteichung exponentieLter Prozesse. Noch größere Übereinstimmung

ist gegeben, wenn auf der [inken Seite statt r]'(t) der wertgleiche ferm (.f(t; - 20)' geschrieben wird:

(.ytrl - zo)' = -0,1.5(.:1ty - zo)

Die Abteitung von r)(t) - 20 ist proportional zum Funktionsterm r](t) - 20. Diese Differenzia[gLeichung

hat die Lösung

s(t) - 20 = (.ytol - 20)e-o,tst; also

ü (0 = 20 + (.:10; - 2o) e-o.tst

nde 3 Begrenzte Zunahme

Mjl.ch mit einer Temperatur von 6oC wird aus dem Kühlschrank ge-

nommen und in einen 25 oC warmen Raum gestellt. In jedem Moment

erwärmt sie sich pro Minute um 1-2olo der noch herrschenden Tempe-

raturdifferenz zur Raumtemperatur. Ermitteln Sie

(1) eine Gteichung für die Erwärmungsgeschwindigkeit.

(2) e'inen Term für die Temperatur in Abhängigkeit von der Zeit,

(3) den Temperaturverlauf.



Information

Weiterführende

Aufgabe

DSL: DigitaI Subscriber
Lines (eng[.):
Internetverbindung mit
hohen Übertragungs-
raten bis 21,0ltbit/s.

i
.

(1) Begrenztes Wachstum

Bei vielen Zü- oder Abnahmeprozessen im Al.Ltag oder in der Natur jst der Zunahme oder der Abnahme :
Bestands eine natürliche Grenze gesetzt, die man Sättigungsgrenze oder auch Kapazittit nennt.
Sotche Prozesse bezeichnet man als begrenzte Zunahme oder a[s begrenzte Abnahme, fatls giLt:
Die Wachstumsgeschwindigkeit f'(t) eines Bestands f(t) ist bei einem begrenzten Wachstumsprozess
portionaI zur Differenz aus sättigungsgrenze s und aktuellem Bestand: f,(0 = k.(s _ rAl) mit k ,
Der Bestand f(t) nähert sich dann exponentie[[ an die sättigungsgrenze s an:
f(t):S+ (f(0) -S)e h miteiner Konstanten k>0.

Begrenzte Zunahme Begrenzte Abnahme

(2) Differenzialgteichung des begrenzten Wachstums
Die Bedingung, dass dje Wachstumsgeschwindigkeit proportionaI zur Differenz aus Sättigungsgrenz:
aktueltem Bestand ist. tieferi die Differenziatgl"eichung des begrenzten wachstums:

f,(t) = k.(s - r1t) mit k > o.

Diese Differenziatgleichung ähnel.t der Differenziatgteichung exponentielter prozesse. Noch größere _

einstimmung ist gegeben, wenn man f'(t) durch den wertgleichen Term (rro - s)' ersetzt:
(rttt - s)' = k.(s - r(t)) bzw. (rtO _ s)' = _k.(r(0 _ s)

Die Ableitung von f(t) - S ist atso proportionaL zum Funktionsterm. Jede Lösung dieser Differenzja.
chung hat die Form f(0 - S = 3.g k.t bzw. f(t) = S + a.e k.t

Ein begrenzter wachstumsprozess wird durch eine Differenzialgteichung der Form

f'(t) = k.(S - f1t) mjt k > 0 beschrieben.

Die Lösungen dieser Differenzia[gteichungen sind Funktionen der Form

f(t) =5+a.e-kt mit k>0.
Ist der Anfangswert f(0) vorgegeben, so hat die Differenziatgteichung nur die Lösung

f(t) =S+ (r1o; - S).e-t t mit k> 0.

@ 4 Ermittetn eines Funktionsterms für begrenztes Wachstum mithitfe von Regression
In einer Gemeinde mit 5 000 Internet-Anschlüssen stetten die Internetnutzer .ihre Anschlüsse schritt,, :
auf DSL um:

::]:j.i..:^.^:^-.!^.5,6.,!;910Anzahl 571 1.1,01 L5ot 1.820 ztoc ziii ,-iast zööi ' ztso tztz : zcia 1.
Beschreiben Sie den wachstumsprozess als beschränktes wachstum mit geeigneter Grenze. ErmitteL-
dann mjthilfe des Regressionsbefehts für exponentielle Regression den Funktionsterm.

ß
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(3) Ermitteln des Funktionsterms für begrenztes Wachstum mithitfe von Regression

Bei der Anpassung einer Wachstumsfunktion für begrenztes Wachstum an Datenpaare muss man zunächst

die Wachstumsgrenze kennen. Dann kann man die Differenzen zu jhr ermitteLn und für diese eine expo-

nentie[Le Regression durchführen.

(4) Wachstumsprozesse und Mode[le der Wirktichkeit
Wir haben drej Arten von Wachstumsprozessen kennengelernt:

. das Uneare Wachstum (Anderungsrate ist konstant),

. das exponentieLte Wachstum (Anderungsrate ist proportional zum Bestand),

. das beschränkte Wachstum (Anderungsrate ist proportionaL zum Unterschied zwischen einer Sätti-

gungsgrenze und dem Bestand).

Bei allen behandeLten Wachstumsprozessen han-

delt es sjch um sogenannte nathematische ModeL-

1e. Ein sotches mathematisches Modetl kann aufge-

fasst werden als ein AbbiLd des tatsächLichen

Vorgangs jn der Wjrklichkeit, das jedoch die Wirk-

[jchkeit nicht votlständig, sondern nur jn Teitas-

pekten darsteLtt.

Ein sotches mathematjsches Mode[l kann ats (an-

fängLicher) Versuch zur DarsteLtung der Wirktichkeit

erste gute Djenste [eisten. Damjt wjrd das Aufstellen von Vorhersagen über zukünftige Entwick[ungen

mögLich, dje aber stets an der ReaLität überprüft werden müssen. Abweichungen der Prognosen von den

tatsäch[ich zu beobachtenden Erscheinungen führen dann zu Veränderungen im ModeLlansatz. Eine neu-

erliche Überprüfung an der Reatität führt dann vieLleicht zu einem wieder geänderten Ansatz. Nach der

begründeten Entscheidung für ejnen Wachstumstyp müssen dann auch a[Le Konstanten und Beziehungen

eventuelL vielfach angesetzt, überprüft und andauernd daraufhin untersucht werden, ob die beobachtbare

Wjrklichkejt noch in angemessener Wejse durch die Modetlannahmen wiedergegeben wird.

0bwohl Größen jn der Reatjtät nur diskrete Werte annehmen - es gibt keine halben Menschen oder

Atome -, beschreiben wjr sie jm Mode[[ der Einfachheit haLber stets kontjnuier[ich. Beim Interpretieren

der mathematischen Lösung in der reaLen Sjtuation ist dann geeignet zu runden.

5 Pilze können in Dörrautomaten getrocknet werden und ver[ieren dabei erhebLich an Gewicht. Dies zeigt

die folgende Messung:

Trockenzeit t I 01
(rn mrn)

Gewicht (in % des

Anfangsgewichter) 1oo 83

Das Gewjcht eines PjLzes sinkt aLlerdings auch bej längerer Trocknung nicht unter 6% seines Anfangsge-

wichts.

a) Stelten Sje die Daten grafisch dar. Wetches Wachstumsmodell kann benutzt werden?

Begründen Sie lhre Waht.

b) Ermittetn Sie anhand geeigneter Wertepaare den Funktionsterm einer Funktion, welche den Gewjchts-

ver[auf bei diesem ModeLL näherungsweise beschreibt. Zeichnen Sie den Funktionsgraphen in das

Koordinatensystem aus Teitaufgabe a).
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