Zaklady pravdepodobnosti

pre studentov informatiky a datovej vedy

~ 0
\ 00 < ~
o
- Q 00 {
© o » 0 © S I~
Z r 0 o
AA 0 0O Q ©
Q ~ 0 o o
© - 0 °% 70 °g o ©
RS 1 ~
v 1 O ST
0 © ~oo o of N
o ZO{\ T ‘_[0 ~ 7
Q — R4 0 0
v O o 2
17 -
000/\ o © 00&,
o~ 0. MY o0
~N
0 = 0

Radoslav Harman

Lenka Filova



Autori: Radoslav Harman, Lenka Filova

Nazov: Zaklady pravdepodobnosti pre Studentov informatiky a datovej vedy
Vydavatel: Knizni¢né a ediéné centrum FMFI UK

Rok vydania: 2022

Miesto vydania: Bratislava

Vydanie: prvé

Pocet stran: 109

ISBN 978-80-8147-126-1

@OESOO

Dielo je vydané pod medzindrodnou licenciou Creative Commons CC BY-NC-SA 4.0 (vy-
zaduje sa: povinnost uvadzat povodného autora diela; povinnost odvodené dielo zdielat pod
rovnakou licenciou ako povodné dielo; len nekomeréné pouzitie odvodeného diela). Viac infor-
macii o licencii a pouziti diela: https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

Obsah

Prehlad znacdenia

Slovensko-anglicky slovnik

1

Axiomaticka definicia pravdepodobnosti

1.1 Priestor udalosti . . . . . . . . ...
1.2 Pravdepodobnostnd miera . . . . . . . . .. ...
1.3 Vlastnosti pravdepodobnosti . . . . . . . .. ... oo

Podmienovanie a nezavislost udalosti
2.1 Podmienena pravdepodobnost . . . . . ...
2.2 Nezavislost a zavislost udalosti . . . . . . . . . . . . . .

VsSeobecné nahodné premenné
3.1 Vlastnosti ndhodnych premennych . . . . . . .. ..o o L
3.2 Distribu¢na a kvantilova funkcia . . . . . . ..o o000

Diskrétne nahodné premenné

4.1 Vlastnosti diskrétnych ndhodnych premennych . . . . .. .. .. ... .. ...
4.2 Typy diskrétnych ndhodnych premennych . . . . . . ... ... ... ... ...
4.3 Vyuzitie linearity strednej hodnoty . . . . . . . . ... o000

Spojité nahodné premenné
5.1 Vlastnosti spojitych ndhodnych premennych . . . . . ... ... ... ... ..
5.2  Typy spojitych ndhodnych premennych . . . . . . .. ... .. .. ... ....

Nezavislost nahodnych premennych

6.1 Nezavislost a zavislost ndhodnych premennych . . . . . .. ... ... ... ..
6.2 Markovova, CebySevova a Cernovova nerovnost . . . . . . . .. ... ... ...
6.3 Zakon velkych ¢isel a centralna limitna veta . . . . . . .. ... .. ... ...
6.4 Nahodnd prechadzka . . . . . . . . ... oo

Nahodné vektory

7.1 Zéklady tedrie ndhodnych vektorov . . . . .. ..o o000
7.2 Rozdelenie funkcie ndhodnych premennych . . . . . . .. ... ... L.
7.3 Kovariancia a korelacia ndhodnych premennych . . . . ... ... ... .. ..
7.4 Typy rozdeleni ndhodnych vektorov . . . . . . .. . ...

22
22
25

32
32
35

39
39
45
95

59
29
64

74
74
79
81
85



Prehlad znacdenia

N mnozina prirodzenych ¢isel

R mnozina realnych cisel

R™ mnozina m-rozmernych realnych vektorov

I, jednotkova matica s rozmermi n X n

Q priestor elementarnych vysledkov, vyberovy priestor
S o-algebra, obvykle o-algebra udalosti

P pravdepodobnostna miera, pravdepodobnost
(Q,8,P) pravdepodobnostny priestor

B o-algebra borelovskych podmnozin mnoziny R

B o-algebra borelovskych podmnozin mnoziny R™

A, B,. nahodné udalosti

P(A) pravdepodobnost udalosti A

P(A|B) podmienend pravdepodobnost udalosti A za podmienky B
AC) dizka, plocha alebo objem mnoZiny C

XY, .. nahodné premenné

E(X) strednd hodnota ndhodnej premennej X

D(X) rozptyl ndhodnej premennej X

X~ .. nahodna premenna X ma rozdelenie ...

R(M) diskrétne rovnomerné rozdelenie na mnozine M
Alt(p) alternativne rozdelenie s parametrom p

Bin(n,p) binomické rozdelenie s parametrami n, p

Po()\) Poissonovo rozdelenie s parametrom A

Geo(p) geometrické rozdelenie s parametrom p

Hyp(M, N,n) hypergeometrické rozdelenie s parametrami M, N, n
Emp(xy,...,x,) empirické rozdelenie urcené datami x1,...,x,
R(a,b) rovnomerné rozdelenie na intervale (a, b)

Exp(\) exponencialne rozdelenie s parametrom \

N(u,o?) norméalne rozdelenie s parametrami y, o2

o distribu¢na funkcia rozdelenia N (0, 1)

cov( Xy, Xs) kovariancia ndhodnych premennych X, X5

(X1, X2) korela¢ny koeficient ndhodnych premennych X7, X,
X)Y,... nahodné vektory

Cov(X) kovarian¢na matica nahodného vektora X

X~ nahodny vektor X ma rozdelenie . ..

Mult(n, p1,...,pm) multinomické rozdelenie s parametrami n,py, ..., pp,
Ny (p, X) m-rozmerné norméalne rozdelenie s parametrami p, Y



Slovensko-anglicky slovnik

Pre lepsiu orientaciu v anglickej terminologii uvadzame slovnik zakladnych pojmov pouziva-
nych v teérii pravdepodobnosti. Poznamenajme, ze v anglickej odbornej literatire sa mozeme
stretnit aj s odliSnymi prekladmi niektorych uvedenych pojmov.

Alternativne rozdelenie
Aposteriorna pravdepodobnost
Apriérna pravdepodobnost
Bayesova formula

Bayesova veta

Binomicka formula

Binomické rozdelenie
Borelovska funkcia

Borelovska mnozina
Cauchyho-Schwarzova nerovnost
Centrélna limitna veta
Cebysevova nerovnost
Cernovova nerovnost

De Moivreova-Laplaceova veta
Diskrétna nahodné premenna
Distribu¢na funkcia
Elementarny vysledok
Empiricka distribu¢né funkcia
Empirické rozdelenie

Entropia

Exponenciédlne rozdelenie
Falo$na kocka (minca)
Funkcia rozdelenia pravdepodobnosti
Gaussovské rozdelenie
Geometricka pravdepodobnost
Geometrické rozdelenie

Hlava (na minci)

Hodit (mincou)

Hustota

Hypergeometrické rozdelenie
Jensenova nerovnost

Kocka (hracia)
Kombinatoricka pravdepodobnost

Bernoulli distribution
Posterior probability

Prior probability

Bayes formula

Bayes theorem

Binomial formula

Binomial distribution

Borel function

Borel set

Cauchy-Schwarz inequality
Central limit theorem
Chebyshev’s inequality
Chernoft’s inequality

De Moivre-Laplace theorem
Discrete random variable
Cumulative distribution function
Elementary outcome
Empirical distribution function
Empirical distribution
Entropy

Exponential distribution
Biased die (coin), Unfair die (coin)
Probability mass function
Gaussian distribution
Geometric probability
Geometric distribution
Heads

Toss (a coin)

Density

Hypergeometric distribution
Jensen’s inequality

Die

Combinatorial probability
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Korela¢ny koeficient
Korela¢na matica
Kovariancia
Kovarian¢na matica
Kvantilova funkcia
Median

Meranie

Meratelnd mnozina
Miera

Mnohorozmerné rozdelenie
Multinomické formula
Multinomické rozdelenie
Nahodné prechadzka
Néahodna premenna
Nahodné udalost
Nahodny vektor
Nahodny vyber

Nezavislé/zavislé nahodné premenné

Normalne rozdelenie
Paretovo rozdelenie
Podmienena pravdepodobnost
Podmienka meratelnosti
Poissonova aproximaécia
Poissonova veta

Poissonovo rozdelenie
Pozorovanie
Pravdepodobnost
Pravdepodobnostny model
Pravdepodobnostny priestor
Priemer

Priestor elementarnych vysledkov
Princip zapojenia-vypojenia
Rovnomerné rozdelenie
Rozdelenie pravdepodobnosti
Rozklad vyberového priestoru
Rozptyl

Smerodajna odchylka

Spojita ndhodna premenna
Stredna hodnota

Teéria miery

Udalost

Vyberovy priestor

Vyvazena kocka (minca)
Zéakon velkych c¢isel

Zdruzene nezavislé udalosti
Zdruzené rozdelenie

Znak (na minci)

Correlation coefficient
Correlation matrix
Covariance

Covariance matrix

Quantile function

Median

Measurement

Measurable set

Measure

Multivariate distribution
Multinomial formula
Multinomial distribution
Random walk

Random variable

Random event

Random vector

Random sample
Independent/dependent random variables
Normal distribution

Pareto distribution
Conditional probability
Measurability condition
Poisson approximation
Poisson theorem

Poisson distribution
Observation

Probability

Probability model
Probability space

Mean

Elementary outcomes space
Inclusion-exclusion principle
Uniform distribution
Probability distribution
Sample space partitioning
Variance

Standard deviation
Continuous random variable
Expected value, Expectation
Measure theory

Event

Sample space

Fair die (coin), Unbiased die (coin)
Law of large numbers
Mutually independent events
Joint distribution

Tails
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Predslov

Teéria pravdepodobnosti poskytuje exaktné metody, ktoré umoznuji zakomponovat do pro-
cesu spracovania dat apriérne vedomosti a kvantifikovat neistotu, chybovost ¢i riziko. Priamo
alebo sprostredkovane sa pouziva vo vsetkych oblastiach Tudskej ¢innosti, ktorych cielom je
ziskat z dat uzitocnu informéciu a na jej zdklade sa efektivne rozhodovat.

Tieto vysokoskolské skriptd si zaznamom z prednasok z tedrie pravdepodobnosti, urce-
nych pre studentov informatiky a datovej vedy. Cielom je vysvetlif matematické principy,
ktoré budu predstavovat zaklad pre studium Specializovanych predmetov z oblasti nahod-
nych procesov, matematickej statistiky, strojového ucenia a niektorych predmetov teoretickej
informatiky:.

Skriptd pozostavaju zo sekvencne cislovanych poloziek typu Definicia, Lema, Veta, Po-
znamka a Priklad, ¢oho zmyslom je ulahcit komunikiciu a odkazovanie sa. Najdolezitejsie
pojmy su zvyraznené hrubym pismom, najdolezitejsie vety st pomenované. Pre lahsiu orien-
taciu su skriptd doplnené zoznamom symbolov a zoznamom zékladnych pojmov s prekladom
do anglického jazyka.

Cielom tychto skript nie je nahradif komunikdciu medzi vyucujicim a studentom, ¢ize
nejde o u¢ebnicu uréeni na samostudium. Zaujemcov o samostudium teodrie pravdepodobnosti
odkazujeme na kvalitné knihy v anglickom jazyku, napriklad [2], [3], [5], [6] a [8].

Zmalosti, ktoré sa vyzaduji na dspesné zvladnutie predmetu: diskrétna matematika (z&-
klady logiky, teérie mnozin, kombinatoriky), matematicka analyza (limity, nekoneéné rady,
redlne funkcie, zédklady diferencidlneho a integralneho poctu), linedrna algebra (zdklady tedrie
matic).

doc. Mgr. Radoslav Harman, PhD. a
doc. Mgr. Lenka Filova, PhD.

Katedra aplikovanej matematiky a statistiky
FMFIT UK Bratislava

3. december 2022



Kapitola 1

Axiomaticka definicia
pravdepodobnosti

1.1 Priestor udalosti

Zakladom pre vybudovanie modernej teérie pravdepodobnosti je matematicky objekt, ktory
nazyvame o-algebra.! Prvky o-algebry, ¢ize mnoZiny ,elementdrnych vysledkov* sledovaného
deja, budu reprezentovat ,udalosti“, ktorym je mozné priradif ,,pravdepodobnost®.

Definicia 1.1. Nech 2 je neprazdna mnozina a nech § C 2. Systém 8 podmnozin mnoziny
Q) nazyvame o-algebra na mnozine 2, ak plati 1) Q € §; 2) Ak A € §, tak aj Q\ A €
8; 3) Ak (A;)ier je postupnost mnozin patriacich do 8, tak aj U;e;A; € S. Vlastnost 2)
nazyvame uzavretost o-algebry na doplnky? a vlastnost 3) nazyvame uzavretost o-algebry
na spocitatelné zjednotenia.

Poznamka 1.2. a) Symbolom 2% oznacujeme mnozinu vietkych podmnozin mnoziny €2, takz-
vani ,potenéni® mnozinu. Cize v definicii 1.1 zodpovedd zapis 8§ C 2 tomu, Ze $ je systém
(nie nutne vSetkych) podmnozin mnoziny €. b) Ak pouzijeme v texte pojem ,postupnost®,
myslime tym konecnu alebo aj nekonecnt spocitatelni postupnost. To znamenad, ze v definicii
1.1 je I konecéna alebo nekonecnd spocitatelnd mnozina. c¢) Niekedy sa pod pojmom o-algebra
mysli celd usporiadana dvojica (€2, 8) z definicie 1.1. V tychto skriptach budeme pod pojmom
o-algebra rozumiet len systém mnozin 8.

Priklad 1.3. Nech Q je Tubovolnd neprazdna mnozina a nech ) # A C Q. Potom {0, Q},
{0, A, Q4A, Q} a 29 st o-algebry na mnoZine ), pretoZe spltiaju vietky vlastnosti definicie
1.1, ako sa d4 Tahko presvedcit. Ak Q = {1, 2,3}, tak systém mnozin {0, {1}, {2}, {3}, 2} nie
je o-algebra na mnozine ©, pretoze nespliia vlastnost 2) a dokonca ani vlastnost 3) z definicie
1.1. Uvedeny systém podmnozin mnoziny {2 totiz nie je uzavrety ani vzhladom na doplnky,
ani vzhladom na spocitatelné zjednotenia.

Veta 1.4 (Uzavretost o-algebry vzhladom na spocitatelné prieniky). Ak 8 je o-algebra pod-
mnozin mnoziny 2 a (A4;);er je postupnost prvkov systému 8, tak N;e;A; € S.

'Hned na tvod vSak dodajme, ze pravdepodobnostné modely roznych redlnych dejov médzu byt vybudované
na réznych o-algebréch, ¢ize nepouzivame len jednu ,univerzalnu“ o-algebru ako model vsetkych ndhodnych
dejov sucasne.

2Doplnky sa éasto nazyvaji aj ,komplementy“; v tychto skriptdch pouzivame prvy uvedeny pojem.
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Dokaz. Ak A; € 8 pre vsetky i € I, tak podla vlastnosti 2) z definicie 1.1 plati Q\ A; € 8 pre
vSetky i € I; podla vlastnosti 3) teda mame U;c;(2\ 4;) € 8 a opét podla vlastnosti 2) dosté-
vame Q\ (U;er(2\ 4;)) € 8. Lenze Q\ (Uier(2\ 4;)) = NierA; na zédklade De Morganovych
pravidiel. O

Poznamka 1.5. | Axiomy“ definicie 1.1 zarucuju, ze systém 8 je uzavrety nielen vzhladom
na spocitatelné prieniky a zjednotenia, ale aj vzhladom na akékolvek mmnozinové operacie,
ktoré su vyjadritelné pomocou spocitatelnych zjednoteni, prienikov alebo doplnkov. Ukazme
napriklad, ze systém § je uzavrety vzhladom na mnozinovy rozdiel.

Veta 1.6 (Uzavretost o-algebry vzhladom na mnozinovy rozdiel). Ak 8 je o-algebra pod-
mnozin mnoziny Q a Ay, Ay € 8, tak aj Ay \ A; € 8.

Dokaz. Ak Ay, Ay € 8, tak podla vlastnosti 2) definicie 1.1 plati Q\A; € §. Teda podla vety
1.4 obsahuje systém 8 aj mnozinu As N (2\ A1) = Az \ Ax. O

Poznamka 1.7. Pojem o-algebry je mozné definovat viacerymi ekvivalentnymi sposobmi.
V literatire sa najcastejsie vyskytuje definicia 1.1.% Tak4to definicia je vhodnéd na néslednt
matematicku analyzu, avSsak menej vhodnd na pochopenie vyznamu o-algebry. Vyznam o-
algebry je totiz vymedzit systém vsSetkych tych podmnozin mnoziny €2, ktorym je mozné
konzistentne priradif ,mieru”, ¢ize nieco ako dlzku, splochu“ alebo ,objem* a v pripade
pravdepodobnostnych modelov , pravdepodobnost “.? Intuitivne je zrejmé, Ze miera ako ¢iselna

charakteristika by mala mat nasledovni vlastnost: ak mnozinam A;, As, ... vieme priradit
mieru a tieto mnoziny sa neprekryvaju, ¢ize si navzajom disjunktné, tak vieme priradif mieru
aj mnozine A; U Ay U ... a tdto miera musi byt sic¢tom mier mnozin Aq, Ag,.... Ak by sme

vlastnost 3) v definicii 1.1 nahradili takouto interpretacne prirodzenejsou, hoci technicky o
nieco zlozitejsou poziadavkou uzavretosti vzhladom na disjunkiné spocitatelné zjednotenia,
dostali by sme matematicky ekvivalentnt definiciu pojmu o-algebry.

Poznamka 1.8. V pravdepodobnostnych modeloch predstavuji prvky mnoziny §2 atomickeé,
dalej nerozlozitelné potencidlne vysledky modelovaného deja, ¢ize realizacie pokusu, pozorova-
nia, merania a podobne. Tie podmnoziny mnoziny 2, ktoré patria do systému 8, reprezentuju
yudalosti“, ktorym je mozné pripisat pravdepodobnost realizacie.

Definicia 1.9. Nech 8 je o-algebra udalosti na mnozine €. V pravdepodobnostnych aplika-
cidch nazyvame mnozinu €2 vyberovy priestor, prvky mnoziny 2 nazveme elementarne
vysledky® a podmnoZiny  patriace do § nazyvame ndhodné udalosti.’

Priklad 1.10. Ak je vyberovy priestor {2 konetna mnozina, tak v nasom modeli obvykle
volime 8§ = 2%.7 Napriklad, nech nas experiment pozostava z jedného hodu hracou kockou.

3Niekedy sa moézeme stretnif s analogickou definiciou, v ktorej sa namiesto spoéitatelnych zjednoteni
pouzivaju spocitatelné prieniky.

4Pojmom pravdepodobnost sa budeme detailne zaoberat v dalsej casti.

5V literattire sa niekedy pouZiva namiesto pojmu elementdrny vysledok pojem ,elementdrna udalost“. To
je ale formélne maétice, lebo pri takejto terminolégii elementarne udalosti (Coby provky Q) formélne nie st
nahodné udalosti.

6Skratene budeme ndhodné udalosti ¢asto nazyvat len ,udalosti®.

7Ak by sme vzdy pracovali len s koneénymi vyberovymi priestormi, tak by sme pojem o-algebry prakticky
vobec nepotrebovali. Ak vSak chceme vybudovat formélne matematicky korektni definiciu pravdepodobnosti v
situaciach nekone¢nej mnoziny vsetkych potencidlnych vysledkov, pojem o-algebry uz vyuzijeme netrivialnym
sposobom.
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Obr. 1.1: Tlustrac¢ny obrazok k prikladu 1.10

Ak nés na tomto experimente zaujima jedine to, na ktort stranu padne kocka (a ak z mo-
delu vylicime moznost, ze kocka zostane staf na hrane a iné anomalne situdcie), potom je
zmyslupInym vyberovym priestorom Q = {1,2,...,6}. Systém udalosti nech je § = 2. Uda-
lost A = {1,2,3,4} zodpoveda vyroku ,padne ¢islo mensie nez 5%, udalost B = {2,4,6}
zodpoveda vyroku ,padne parne cislo“ a podobne. Pozri obrazok 1.1.

Poznamka 1.11. Uvedomme si, ze v modeli danom nejakym pravdepodobnostnym priesto-
rom existuje prirodzena korespondencia medzi udalostami a vyrokmi tykajicimi sa elemen-
tarnych vysledkov, ako je naznacené v predchadzajicom priklade. Vo vseobecnosti udalosti
A € § zodpoveda vyrok ,nastane niektory elementarny vysledok z A“. V tejto koresponden-
cii zodpovedaji mnozinové operacie medzi udalostami logickym operaciam medzi prislusnymi
vyrokmi. Mnozinovy doplnok takto zodpoveda negécii vyroku, zjednotenie logickému ,,alebo®,
prienik logickému ,a“ alebo napriklad symetricka diferencia mnozin (AAB = (A\B)U(B\A))
zodpoveda logickému ,vyluéné alebo“ (zndmemu aj pod oznacenim xor).

Priklad 1.12 (Jednoduchy ndhodny vyber bez navratu). Uvazujme nasledovny experiment.
Zo zadkladného siboru M > n objektov indexovanych 1,2,..., M nahodne vyberieme n-ticu
(roznych) objektov. V tomto pripade je mozné formalizovat vyberovy priestor 2 ako mnozinu
vsetkych n-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,..., M}. Kedze ide o koneénit mnozinu, je
prirodzené zvolit o-algebru udalosti § = 2. Slovne vyjadrent udalost ,Nevyberieme objekt s
indexom 1¢ reprezentuje mnozina A vSetkych n-prvkovych podmnozin mnoziny {2,3, ..., M}.
Alebo ak st k a N < M prirodzené cisla, tak slovne vyjadrent udalost ,,Prave k z vybratych
objektov bude maf index nanajvys N reprezentuje mnozina B tych podmnozin vyberového
priestoru, ktoré maji k-prvkovy prienik s mnozinou {1,2,..., N}.

Poznamka 1.13. Ukazuje sa, Ze ak je mnoZina ) nekone¢nd a zvolili by sme 8 = 29, potom
by mohlo byt obtiazne priradit prvkom takto bohatého systému pravdepodobnost spiflajﬁcu
prirodzené vlastnosti, ktoré od pravdepodobnosti o¢akavame. Dalej stru¢ne vysvetlime, aké
mnoziny udalosti je mozné pouzivat v takychto situaciach. Potrebujeme na to ale eSte pojem
o-algebry ,generovanej“ systémom mnozin.

Lema 1.14. Nech J je neprazdna indexovd mnozina (nemusi byt spocitatelnd) a nech §; je
o-algebra na mnozine €, pre kazdé j € J. Potom Njc;8; je tiez o-algebra na mnoZine €.
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Doékaz. Lemu je mozné dokazat priamociarym overenim toho, Ze § = Njcs8; spliia vlastnosti
1), 2), 3) definicie 1.1. O

Definicia 1.15. Nech Q # () a nech F je nejaky systém podmnozin mnoziny €. Nech o(F)
je prienik vsetkych takych systémov 8§ podmnozin mnoziny €2, pre ktoré plati: 1) F C § a 2)
8 je o-algebra na €. Potom cg-algebru® o(F) nazyvame o-algebra podmnozin mnoziny
generovana systémom mnozin JF alebo tiez minimalna o-algebra podmnozin mnoziny
Q) obsahujtca systém F.

Priklad 1.16. V pripade, Ze je systém F konec¢ny, je jednoduché néajst o(F) postupnym pridé-
vanim prienikov, zjednoteni a doplnkov. Nech napriklad 2 = {1,2,3,4,5} aF = {{1, 2}, {3,4}}.
Potom o(F) = {0,9Q,{1,2},{3,4},{1,2,3,4},{5},{1,2,5},{3,4,5}}. V pripade nekonecne
velkého systému F moze byt konstrukcia o(F) zlozitd; takym situdcidm sa nevyhneme ani v
tychto skriptach, hoci nepdjdeme do detailov.

Priklad 1.17 (Nekone¢né hadzanie mincou). HidZzeme mincou (nekonecne dlho), pricom
akékolvek pre nas zaujimava informacia je obsiahnuta v zazname o tom, v ktorych hodoch
padla na minci hlava a v ktorych hodoch padol znak. Ttto situdciu je prirodzené forma-
lizovat tym spdsobom, ze vyberovy priestor {2 bude mnozina vsetkych nula-jednotkovych
nekonecnych postupnosti, kde nula reprezentuje padnutie hlavy a jednotka reprezentuje pad-
nutie znaku. Definovat na tejto mnozine vhodnu o-algebru uz vsak nie je celkom jedno-
duché. Ukazuje sa, ze v tomto pripade je vhodnou c-algebrou udalosti § = o(F), kde
F={AY ke NAb € {0,1}} a pre kazdé k € N, b € {0,1} je A mnozinou vietkych
tych postupnosti z mnoziny €2, ktorych k-ty ¢len je rovny hodnote b. Tento systém udalosti je
dostato¢ne bohaty, ale nie prilis® bohaty. Napriklad o vSetkych nasledovnych udalostiach je
mozné lahko ukazat, ze patria do 8: A; = {(0,0,...)} (,vo vSetkych hodoch padne hlava“),
Ay = {(i1,d,...) € Q : i # g1 pre vsetky k € N} (,,budu sa striedat hlavy a znaky*“),
Az ={(i1,19,...) €Q iy =+ =ip_1 = 0A4, = 1} pre nejaké zadané m € N (,znak padne
prvykrat v m-tom hode*).

Poznamka 1.18. Na formalne exaktné pravdepodobnostné modelovanie je este komplikova-
nejsia takd (Castd) situdcia, v ktorej je vhodnym vyberovym priestorom 2 = R alebo = R™,
¢ize ak je prirodzené uvazovat ako elementarne vysledky redlne ¢isla, pripadne vektory real-
nych ¢isel. Pripomenme, ze O C R™ nazyvame otvorenou mnozinou, ak pre vsetky x € O
existuje také € > 0, ze kazdé y, ktorého Euklidovska vzdialenost od x je mensia ako e, tiez
patri do O. Volne vyjadrené, otvorenou je taka mmnozina, ktorej kazdy bod je ,vo vnutri“
tenfo mnoziny, ¢ize mnoZina, ktord ,nema hranicné body“. V R su typickymi otvorenymi
mnozinami otvorené intervaly a ich zjednotenia, v R? obdizniky (bez stran) a ich zjednotenia,
R3 kvadre (bez stien) a ich zjednotenia a tak dalej.

Definicia 1.19. Nech O je systém vSetkych otvorenych podmnozin mnoziny R™, m > 1.
Potom o-algebru B,, podmnozin R™ generovani systémom O nazyvame o-algebra bore-
lovskych podmnozin R™. Systém B; budeme zjednodusene znacit symbolom B.

8To, ze ide o o-algebru, zaruc¢uje lema 1.14.

9Je to prekvapivé, ale systém 2% nemézeme v tomto pripade zobrat ako 8. DA sa totiz ukazat, ze pre
rovné vietkym nula-jednotkovym postupnostiam neexistuje ani jedno zobrazenie P : 2 — R, ktoré by spiﬁalo
prirodzené vlastnosti pravdepodobnostnej miery, o ktorych piseme v nasledujicej podkapitole.
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Veta 1.20 (Zékladné borelovské podmnoziny mnoziny R). Nech a,b € R, pricom a < b.
Potom vsetky nasledovné mnoziny patria do B: (—o0, a), (a,00), (—00, al, [a, 00) (a, b], [a,b),
la,b], {a}. Do systému B tiez patri akdkolvek spocitatelnd podmnozina mnoziny R.

Dokaz. To, ze otvorené intervaly st borelovské mnoziny, plynie priamo z definicie. Avsak
interval akéhokolvek typu (ako aj jednoprvkovd mnozina) musi byt borelovskou mnozinou,
pretoze ho je mozné zapisat ako prienik spocitatelnej postupnosti otvorenych intervalov a
o-algebra je uzavretd vzhladom na spocitatelné prieniky. Spocitatelnd mnozina je borelovska
preto, lebo je spocitatelnym zjednotenim mnozin typu {a}, a € R, ktoré patria do systému B
podla prvej casti vety a systém B je uzavrety vzhladom na spocitatelné zjednotenia. O]

Poznamka 1.21. Vo vete 1.20 sme ukéazali, Ze mnohé bezne pouzivané podmnoziny mno-
ziny R patria do B. V skutocnosti akakolvek ,slusna“ podmnozina mnoziny R patri do B.
Neborelovské mnoziny existuji, dokonca ich je ,velmi vela®, su ale extrémne komplikované
a v realnych aplikdciach sa nevyskytuju. Neborelovskymi mnozinami sa dalej nebudeme za-
oberat, hoci kvoli iplnosti sme museli spomentt ich existenciu. Podobne ako v priklade 1.17,
vsetkych podmnozin mnoziny R je prilis vela na to, aby sme na takto bohatom systéme vedeli
definovat pravdepodobnost vhodnti na modelovanie redlnych dejov.'® Preto sa v tedrii prav-
depodobnosti stustredujeme takmer vyluéne na borelovské podmnoziny mnoziny R. Podobna
poznamka plati pre R™, resp. pre B,,, ak m > 2.

Lema 1.22 (Zizenie o-algebry). Nech § je o-algebra na mnozine 2 a nech B € 8. Potom
systém 8p = {C € § : C' C B} je o-algebra na mnozine B.

Dékaz. Dokaz je mozné vykonat priamym overenim vlastnosti 1), 2), 3) definicie 1.1. O

Poznamka 1.23. Systém Sp z lemy 1.22 mdézeme nazvat ,ztizenim® o-algebry 8§ na mnozinu
B € 8. Takuto ztuzenu o-algebru pouzivame ako model pre ndhodné udalosti v situaciach, v
ktorych vieme, ze elementarny vysledok moze byt len z mnoziny B. Zuzeny priestor udalosti
tuzko suvisi so zmenou pravdepodobnostného modelu po ,,podmieneni® udalostou B, s ¢im
sa viac oboznamime v casti 2.1. Lemu 1.22 vSak pouzivame aj v nasledujtcich prikladoch,
ktoré si primarne urcené na ilustrovanie situacii, v ktorych pouzivame na reprezentovanie
nahodnych udalosti borelovské mnoziny.

Priklad 1.24. Sledujeme, o kolko sekiind zaznamename novi poziadavku na uréity systém
hromadnej obsluhy, napriklad na server. Ak predpokladame, ze cas vieme odmerat tUplne
presne, potom je moznym vyberovym priestorom [0,00) a prislusnym systémom udalosti je
Bio,00), Cize borelovské podmnoziny intervalu [0, 00).™ Udalost [0, 60) zodpovedd vyroku ,novi
poziadavku zaznamendme skor ako uplynie minuta“, udalost [3600,00) zodpoveda vyroku
Luplynie aspon hodina, kym zaznamename novia poziadavku® a tak dalej.

Priklad 1.25. Na jednotkovej kruznici v rovine ndhodne zvolime dva body K, L. Body K, L
je mozné jednoznacne reprezentovat velkostami uhlov ZMOK a ZMOL v intervale [0, 27),
meranymi proti smeru hodinovych ruciciek, kde M = (1,0) a O = (0,0). Takze za formalny

10Existuji rézne monstrézne neborelovské mnoziny, ktoré by ndm spdsobovali problémy. Zaujemca sa moze
zoznamif s pribuznou problematikou takzvaného Banachovho-Tarského paradoxu.

1 Opit by nds mohlo zvadzat vziat za systém udalost{ vietky podmnoziny vyberového priestoru [0, 00). Uka-
zuje sa vSak, ze, podobne ako v priklade 1.17, by sme sa dostali do problémov pri definicii pravdepodobnostne;j
miery na vSetkych prvkoch takto bohatého systému mnozin.
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Obr. 1.2: Obrazok k prikladu 1.25. Panel (a): sivd oblast zndzornuje mnozinovi reprezentaciu
udalosti A. Panel (b): siva oblast znazornuje mnozinovi reprezentaciu udalosti C'.

vyberovy priestor mozeme zvolit [0,27) X [0,27) a za o-algebru udalosti systém By zizeny
na mnozinu [0,27) x [0,27). Slovne vyjadrenej udalosti ,,Uhol ZK ML je mensi ako 7/2¢
zodpovedd mnozina A = {(¢,¢) : 0 < ¥, ¢ < 27, |t — ¢| < 7}, ¢o plynie z vety o vztahu
medzi obvodovym a stredovym uhlom. Udalosti ,/ Trojuholnik K M L je ostrouhly“ zodpoveda
mnozina C' = {(¢,¢) : 0 < ¥, ¢ < 27, [ — ¢| < m,min(¢, ) < m,max(y), ) > 7}, ¢o sa da

odvodit zo zédkladnych vlastnosti uhlov trojuholnika. Mnoziny A a C' st na obrazku 1.2.

Poznamka 1.26. Niekedy potrebujeme modelovat vyskyt, generovanie ¢i pozorovanie aj
inych ndhodnych objektov nez prvkov konecnej mnoziny (ako v priklade 1.10), postupnosti
prvkov koneénej mnoziny (analogicky k prikladu 1.17), redlnych éisel (m = 1 z pohladu
definicie 1.19, priklad 1.24) a ndhodnych konecno-rozmernych vektorov redlnych ¢isel (m >
2 z pohladu definicie 1.19, priklad 1.25). Napriklad by sme mohli pozorovat vyvoj nejakej
nahodnej kvantity v ,spojitom case* a v takej situdcii by nasimi elementarnymi vysledkami
mohli byt celé funkcie definované na intervale [0,00)."* Pre potreby zékladnej Statistiky a
analyzy dat si vsak obvykle vysta¢ime s modelmi podobnymi tym, ktoré st spomenuté vo
vyssie uvedenych prikladoch.

1.2 Pravdepodobnostna miera

Samotna c-algebra udalosti je len, volne vyjadrené, vymedzenim toho, ¢o sa moze v prin-
cipe udiat. Na presnu Specifikaciu modelu potrebujeme este dodat jednotlivym potencidlnym
udalostiam réznu ,mieru ocakavania“, resp. ,asymptoticku frekvenciu vyskytu®, takzvanu

¢

128t diom takychto ndhodnych objektov sa zaobera ,teéria ndhodnych procesov
vo fyzike a finanénej matematike.

s aplikdciami napriklad
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,pravdepodobnostnti mieru*.?

Definicia 1.27. Pravdepodobnostna miera na o-algebre § podmnozin mnoziny (2, skra-
tene pravdepodobnost, je zobrazenie P : § — R s nasledovnymi vlastnostami: 1) Pre vSetky
Ae8plati 0 < P(A) <1;2) P(Q) =1, P(0) =0; 3) Ak (A;);es je postupnost disjunktnych
udalosti, tak P (UjerA;) = Yier P(A;). Vlastnost 3) nazyvame aditivita pravdepodobnosti,
ak je I koneéna mnozina a o-aditivita pravdepodobnosti, ak je I nekonecna spocitatelna
mnozina.

Poznamka 1.28. Vlastnosti z definicie 1.27 nazyvame ,axiémy pravdepodobnosti®. Prva
axioma je dohodou, Ze pravdepodobnost budeme merat ¢islami v rozsahu od 0 do 1. Druha
axiéma pozaduje, aby udalost () (nazyvana ,nemozné udalost®) mala pravdepodobnost 0 a
udalost © (nazgvand ,istd udalost®) mala pravdepodobnost 1.1* Vlastnost 3) je uZ netri-
vidlna. Formalizuje nase intuitivne ocakévanie, ze ak mame udalosti, z ktorych moze nastat
maximdlne jedna, tak to, Ze nastane niektora z tychto udalosti (v zmysle ,akdkolvek®), ma
pravdepodobnost rovni sic¢tu pravdepodobnosti jednotlivych udalosti.'®

Definicia 1.29. Nech § je o-algebra udalosti na vyberovom priestore €2 a nech P je pravdepo-
dobnostnd miera na 8. Potom trojicu (€, 8, P) nazyvame pravdepodobnostny priestor.'¢

Priklad 1.30. Nech Q = {1,...,6} a 8§ = 2. Nech P : § — R je zobrazenie definované
nasledovne: Pre kazdé A € § plati P(A) = |A| /6, kde |A| znamena pocet prvkov mnoziny
A. Potom (£2,8, P) je pravdepodobnostny priestor. Tento pravdepodobnostny priestor mo-

zeme povazovat za model hadzania vyvazenou hracou kockou, ak nas zaujima vylucne ¢iselny
vysledok hodu. (Pozri priklad 1.10.)

Poznamka 1.31. Ddlezitou otézkou, ktord nie je mozné vyriesit mechanickym, vzdy pou-
zitelnym navodom, je ako urcéime pre nas pravdepodobnostny model mieru P. V niektorych
situaciach nas k vhodnej volbe pravdepodobnosti P dovedu tivahy vychadzajice zo symetrii
modelovaného deja. Napriklad v priklade 1.30 je prirodzené predpokladat, ze kazdy z vysled-
kov 1,...,6 (¢ize kazda z udalosti {1},...,{6}) ma rovnaku pravdepodobnost p, z dévodu
symetrie a vyvazenosti samotnej kocky, ktori hadzeme. Aditivita pravdepodobnosti potom
implikuje, ze p = |A| /6 pre kazdé A € 8. Pochopitelne, v pripade falosnej kocky, by tento
pravdepodobnostny model nebol vhodny. V takom pripade moze byt urcenie dokonalého mo-
delu, ¢ize presnej pravdepodobnosti P, nerealistické. Jedna z moznosti stanovenia priblizného
modelu je hodit danou kockou mnohokrat a pravdepodobnosti udalosti {1},...,{6} urcit
y,empiricky “ ako podiely jednotlivych pozorovanych vysledkov.

13Zvrat ,miera odakdvania“ m4 blizko k takzvanej ,bayesovskej“ interpretacii pravdepodobnosti a zvrat
yasymptotickd miera vyskytu“ k takzvanej . frekventistickej“ interpretacii pravdepodobnosti. V tomto texte sa
vSak témou interpretacie pojmu pravdepodobnost nebudeme zaoberat; vystacime si s intuitivnou predstavou
a matematickym aparatom, ktory je rovnaky pre ktortikolvek z uvedenych dvoch interpretacii.

14V mnohych pravdepodobnostnych modeloch vSak existujt aj neprazdne udalosti, ktoré maji nulovi prav-
depodobnost a udalosti, ktoré si vlastnou podmnozinou mnoziny €2, no ich pravdepodobnost je 1. Povedzme
v modeli z prikladu 1.33 s p; = 1/2 (pre kazdé i) moZeme uvazovat udalost A = {(1,1,1,...)}, teda Ze ndm
v sérii hodov mincou budi donekonecna padat znaky. Udalost A je o¢ividne neprazdna, lebo obsahuje jeden
elementarny vysledok, jej pravdepodobnost je vsak 0. Udalosti nulovej pravdepodobnosti niekedy nazyvame
,hulové udalosti“ a udalosti pravdepodobnosti 1 nazyvame ,skoro isté udalosti®.

15V§imnime si, Ze nie¢o podobné pozadujeme aj od pojmov ,uhrnna dizka“, ,celkové plocha“ a ,celkovy
objem*“. Ako sme uz naznacili, pojmy pravdepodobnosti, diiky, plochy a objemu sa daju zastresit spolo¢nou
matematickou tedriou, takzvanou ,teériou miery .

16Niekedy sa pravdepodobnostny priestor nazyva aj ,pravdepodobnostny model“.
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Priklad 1.32 (Jednoduchy ndhodny vyber bez navratu). Ako definujeme pravdepodob-
nostna mieru pre situdciu z prikladu 1.127 Ak predpokladdme nahodny vyber objektov, ktory
yheuprednostiuje® ziadny objekt pred ziadnym inym objektom, tak je intuitivne zrejmé, ze
kazda n-prvkova podmnozina by mala mat rovnaka pravdepodobnost, ze bude vysledkom
tohto vyberu. Podobne ako v predchadzajicom pripade je teda prirodzené predpokladat, ze
pre kazdu udalost {w} € 8, kde w je n-prvkova podmnozina mnoziny {1,2,..., M}, plati
PH{w}) = 1/]9Q] =1 /(Af) Preto ak A je akdkolvek udalost, ¢ize akakolvek mnozina n-
prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,..., M}, tak P(A) = |A|/(An4> Najzlozitejsie je v ta-
kychto situdciach nie to, ako definovat pravdepodobnost, ale ako spocitat pocet prvkov |A|
(nejako, napriklad slovne) zadanej mnoziny A. To je obvykle kombinatoricky problém a tlohy
vypoctu pravdepodobnosti, ktoré su ekvivalentné vypoctu poctu prvkov nejakej mnoziny, sa
nazyvaju problémy ,kombinatorickej pravdepodobnosti“. Napriklad uvazujme mnozinu A z
prikladu 1.12. Jej pocet prvkov je rovny poctu n-prvkovych podmnozin (M —1)-prvkovej mno-
ziny, cize |A| = (1), a teda P(A) = (M)/(¥) = 1 — 2. Pre udalost B z prikladu 1.12
plati, ze jej pocet prvkov je pocet vSetkych k-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,..., N}
krat pocet vsetkych n — k prvkovych podmnozin mnoziny {N + 1, N +2,..., M}. Takze pre
netrivialny pripad n + N — M < k < min(n, N) plati P(B) = (]]X) (%:ff)/(ﬂf)” Rozne
schémy nahodného vyberu z velkej populédcie objektov studuje takzvanda ,tedria nahodného
vyberu“.

Priklad 1.33 (Bernoulliho pokusy). Nech ©Q = {0,1}*, t.j. Q je mnozina vSetkych (neko-
necnych spocitatelnych) postupnosti ¢isel 0 a 1. Nech py, pa, ... je postupnost ¢isel v intervale
(0,1). Uvazujme o-algebru 8§ definovani v priklade 1.17. MoZno ukézat,'® Ze na 8 existuje prav-
depodobnost P, ktord spliia nasledovnti podmienku: Nech by, . . ., by, € {0, 1} st pevné binarne
¢isla a nech 1 < ky < -+ < k;,, st pevné prirodzené ¢isla. Nech A € § je mnozina vSetkych
tych postupnosti hodnét {0, 1}, ktoré maji na pozicii k; hodnotu b; pre vsetky j =1,...,m
a na ostatnych pozicidch akikolvek bindrnu hodnotu. Pre takéto A plati P(A) = riry... 1,
kde r; =1—py;, ak bj =0ar; = pg,, ak b; = 1, pre vsetky j = 1,..., m. Pravdepodobnostny
priestor (€2, 8, P) mozeme povazovat za model opakovaného hiadzania mincou, pricom ,hlava“
(formélne 0) padne v i-tom hode s pravdepodobnostou 1 — p;, ,znak® (formdlne 1) padne v
i-tom hode s pravdepodobnostou p; a vysledky hodov st navzajom ,nezavislé“. Mnoziny A
opisané vyssie zodpovedaju udalosti, ze v hodoch s poradovymi ¢islami k4, ..., k,, dostaneme
vysledky by, ...,b, (a na tom, ¢o dostaneme v hodoch s inymi poradovymi ¢islami, neza-
lezi). Specidlne, ak p; = p pre vietky 4, ide o model nekoneéného hadzania rovnakou mincou,
takzvané homogénne“ Bernoulliho pokusy. V tomto pripade P(A) = p*(1 — p)™~*, kde s
je pocet jednotiek v postupnosti by, ..., b,. Ak p; # p; pre nejaké indexy i, j, hovorime o
y,hehomogénnych“ Bernoulliho pokusoch.

Priklad 1.34 (Existencia rovnomernej pravdepodobnosti). Uvazujme kvader @ = [l1,u1] X
e X Iy U], I < wgyi = 1,...,m. Mozno ukdzat,'® ze na B,, (pozri definiciu 1.19) existuje

1TTto situdciu modeluje ,hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti“, s ktorym sa zozndmime v ¢asti
4.2.6.

18Dgkaz spadé do oblasti tedrie ndhodnyrch procesov a presahuje to, ¢o je rozumné uvadzat v tychto skrip-
tach. Zaujemca si moéze vyhladat pojem , Kolmogorovova veta o rozsireni“.

19Dokaz spadé do oblasti teérie miery a presahuje to, ¢o je rozumné uvadzat v tychto skriptich; zdujemca
si moze vyhladat pojem , Lebesgueova miera“.
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pravdepodobnost P,,, ktora spliia nasledovni podmienku: Pre kazdy kvader A = [ay, by] X
X [am, bm] € Q, a; < b,i=1,...,m, plati

iy (bi — ay)

PL(A) = T )

Pravdepodobnostny priestor (R™, B,,, P,,) je model rovhomerného ndhodného vyberu bodu
(alebo m-rozmerného vektora) v kvadri Q. Specidlne, pre m = 1 ide o model rovnomerného
ndhodného vyberu redlneho ¢isla na tsecke [l1,u1] a pre m = 2 o model rovnomerného nadhod-
ného vyberu bodu (alebo dvojrozmerného vektora) na obdlzniku [Iy, u1] X [l2, us]. Dokonca ak
by @ bola akakolvek m-rozmerna borelovska mnozina, existuje na B,, pravdepodobnost P,
ze pre kazdé A € B,, plati

p(a) = AANQ)

Q)

kde A(B) ozna¢uje m-rozmerny objem (celkovii dlzku pre m = 1 alebo plochu pre m = 2)
mnoziny B. Pre jednoduché mnoziny B zodpovedd A(B) nasim intuitivnym predstavam a
znalostiam zo zakladnych kurzov matematiky. Presna definicia hodnoty A(B), ktord zahina
vsetky borelovské mnoziny B, je velmi zlozita.

Priklad 1.35 (Existencia gaussovskej miery na R). Nech 8 = B, u € R a 0 > 0. MoZno uké-
zat,?" Ze na o-algebre (R, 8) existuje pravdepodobnost P, ktord spliia nasledovnii podmienku:

(z—p)?

b~k
P([a,b]):/ S, 1 (1.1)

oV 2

pre kazdé —oo < a < b < oo. Pozri obrazok 1.3. Pravdepodobnost P je takzvana ,gaussovska*
pravdepodobnost. Viac sa s niou zozndmime v Casti 5.2.4 o ,normalnom* (resp. gaussovskom)
rozdeleni pravdepodobnosti. Okrem mnohych inych modelov, norméalne rozdelenie pravdepo-
dobnosti (pre = 100 a o = 15) priblizne zodpoveda vysledku 1Q testu ndhodne vybratého
¢loveka.?! Ako vidime na tomto priklade, pravdepodobnostné modely st niekedy len vysled-
kom zjednodusujucich avah, empirickych pozorovani a standardizacii; ich platnost nie je do-
konald. Aj nedokonalé pravdepodobnostné modely vSsak mo6zu poskytovat uzitocné podklady
pre rozhodovanie.

Priklad 1.36. Stanovme pravdepodobnostni mieru pre priklad 1.25 a vypocitajme pravde-
podobnosti udalosti A a B. Kedze body K, L volime ,rovnomerne a nezavisle“, je prirodzené,
ze uhly ¢ a 1 by sa mali spravat tak, ze bod (¢, ¢) bude vygenerovany ,rovnomerne na-
hodne“ v stvorci @ = [0, 27) x [0,27). Na zaklade prikladu 1.34 je preto P(A) pomer plochy
AMANQ) = MA) k ploche A(Q). Z obrazku 1.2 teda vidime, ze P(A) = 3/4. Podobne
P(B) = A(BNQ)/ANQ) = A\(B)/AQ) = 1/4. Ulohy takéhoto typu a pristup vypocétu pravde-
podobnosti pomocou geometrickych ivah, rovnomerného rozdelenia a vypoctu velkosti ploch,
nazyvame ,,geometricka pravdepodobnost ‘.

20Dokaz je jednoduchy, pokial uverime tvrdeniu z predoslého prikladu. Strucne: staci overit, ze P moZzeme
definovat ako P(B) = P®(®~1(B)), kde P je rovnomerna pravdepodobnost na intervale [0, 1], ktorej exis-
tenciu predpokladdme, a ®~! je inverznd funkcia k takzvanej ,distribu¢nej funkcii“ normalneho rozdelenia
N(u,0?).

21Jednoduché vypoéty tykajice sa IQ demonstrujeme v priklade 5.48.

16


Rado
Sticky Note
Aj tento priklad sme na prednaske preskocili, avsak vela sa budeme zaoberat s pribuznym pojmom gaussovskej (takzvanej "normalnej") nahodnej  premennej. Tento priklad sluzi skor na ilustraciu, ze existuju aj "nie-rovnomerne" pravdepodobnosti  

Rado
Sticky Note
Tento aj nasledujuci priklad sme tiez na prednaske preskocili, avsak viacere priklady na geometricku pravdepodobnost budete mat na cviceniach. Betre tieto priklady ako riesene priklady, ktore doplnaju cvicenia
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0.1
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Obr. 1.3: Tlustrac¢ny obrazok k prikladu 1.35. Na vSetkych borelovskych podmnozindch mno-
ziny R vieme definovat zobrazenie P tak, Ze spliia axiémy z definicie 1.27 a jeho hodnoty
na Specidlnych borelovskych mnozinach — intervaloch — st uréené rovnostou (1.1). Krivka na
obrazku zodpoveda funkcii x — e*x2/2/\/ﬁ, ¢o je podintegrélna funkcia v (1.1) pre p =0 a
o = 1. Velkost plochy vyznacenej sivou farbou je rovna hodnote P([a, b]).

Priklad 1.37 (Bertrandov paradox). Nech B je jednotkovy kruh v rovine. Nahodne zvo-
lime tetivu 7 kruhu B. Ak4 je pravdepodobnost, ze dizka tejto tetivy bude vicsia ako /37
(V&imnime si, Ze /3 je dlzka strany rovnostranného trojuholnika vpisaného do B.)

Riesenie: Problémom tohto zadania je nejednoznacnost vety ,,Nahodne zvolime tetivu T'
kruhu B.“ Ukazeme si, ze r6zne matematicky poctivé spresnenia tejto vety vedd k réznym
vysledkom. Tento priklad sluzi predovsetkym na zdoéraznenie, Ze pri formulacii pravdepo-
dobnostnych problémov musime byt opatrni, najmé pre situdcie s nekoneé¢nym vyberovym
priestorom. Volne vyjadrené, nie je ,nadhodne® ako ,nahodne.

Spresnenie &slo 1: Na obdlzniku @ = [0,27) x [0,1) zvolime rovnomerne nahodne bod
a jeho suradnice si ozna¢ime («, L). Tetivu T skonstruujeme tak, aby bola kolmé na tsecku
spéjajicu body (0,0) a (cos(a),sin(a)), a aby vzdialenost stredu tetivy 7" od bodu (0, 0) bola
L. Udalost, 7e diZka tetivy T bude vicsia ako v/3 je rovna udalosti, ze L < 1 /2, ¢o je formélne
udalost A = [0,27) x [0,1/2). Zjavne P(A) = M(A)/\Q) = 1/2.22

Spresnenie ¢islo 2: Na trojuholniku @ = {(@,3) € R? : 0 < a < § < 27} zvolime
rovnomerne ndhodne bod so siradnicami («, [3). Tetivu T skonstruujeme tak, aby jej koncové
body boli (cos(a), sin(a)) a (cos(3),sin(3)). Udalost, ze dizka tetivy T bude vadsia ako v/3, je
pri tomto spresneni zadania formélne rovna udalosti A = {(a, 5) € Q : 27/3 < f—a < 47w/3}.
V tomto pripade P(A) = A(A)/A\(Q) = 1/3.

Spresnenie ¢islo 3: Na kruhu Q = {(z,y) € R? : /22 + 42 < 1} zvolime rovnomerne ni-
hodne bod, ktorého siradnice si oznacime (X,Y). Ak (X,Y) # (0,0), tak tetivu 7" skonstru-
ujeme tak, aby bol bod (X,Y") stredom T" a aby T bola kolmé na tisecku spéjajicu body (0, 0)
a (X,Y). Ak (X,Y) = (0,0), zvolime za T usecku spajajicu body (—1,0) a (1,0). Udalost,

22Vgimnime si, ze opisané zobrazenie z ) do mnoZiny tetiv nie je bijektivne, no napriek tomu je ndhodny
mechanizmus vyberu tetivy definovany jednoznac¢ne. To isté plati aj o ,Spresneni ¢islo 3.
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7e dlzka tetivy T bude vacsia ako v/3 je rovna udalosti, ze vzdialenost bodu (X,Y) od stredu
kruhu Q bude menej nez 1/2, ¢o je formalne udalost A = {(z,y) € Q : Va2 + 32 < 1/2}. V
tomto pripade P(A) = A(A)/\Q) = 1/4.

Pokuste sa vymysliet este jeden ,nahodny*“ spdsob konstrukcie tetivy 7" a k nemu pri-

slichajice formalne spresnenie. Aka je pre tento sposob pravdepodobnost, ze dizka tetivy T'
bude vicsia ako /37

1.3 Vlastnosti pravdepodobnosti

Axiémy pravdepodobnostného priestoru (€2, 8, P) z definicii 1.1 a 1.27 st zvolené unikatne
vhodnym spésobom: implikuji konzistentny a bohaty systém vlastnosti, na ktorych sa da
vybudovat aplikovatelnd tedria.?® Niektoré z tychto vlastnosti si preberieme v tejto casti.

Veta 1.38 (Rozdielovost a monoténnost). Nech A, B st udalosti pravdepodobnostného pries-
toru (2,8, P), pricom A C B. Potom P(B\ A) = P(B) — P(A) a P(A) < P(B).

Dokaz. Kedze udalosti A a B\ A st disjunktné, mame P(A)+ P(B\ A) = P(AU(B\ 4)) =
P(B) (pouzili sme aditivitu pravdepodobnosti), ¢ize P(B \ A) = P(B) — P(A). Nerovnost
P(A) < P(B) plynie z predchadzajicej rovnosti a vlastnosti P(B '\ A) > 0. O

Veta 1.39 (Pravdepodobnost doplnku). Nech (2, 8, P) je pravdepodobnostny priestor a nech
A je udalost. Potom
P(Q\A)=1-P(A).

Doékaz. Veta je Specidlny pripad predchadzajicej vety pre B = (). O]
Poznamka 1.40 (Sanca udalosti). Nech A je udalost, P(A) # 1. Potom &islo*

P4 P(A)
o= pava) " 1= pa)

by sme mohli nazvat ,Sanca“ udalosti A. Napriklad Sanca, ze na minci padne znak, je ,jedna
k jednej“, ¢ize 1. Podobne, Sanca, ze na kocke padne Sestka, je ,jedna k piatim“, ¢ize 0.2.
Lahko sa presved¢ime, Ze nielen z P(A) vieme odvodit o(A), ale aj naopak, z o(A) priamo
dostaneme P(A) = o(A)/(1+0(A)). Moderna tedria pravdepodobnosti vyuziva pojem ,Sanca
udalosti“ len ojedinele a my ho dalej nebudeme pouzivat.

Veta 1.41 (Pravdepodobnost zjednotenia dvoch udalosti). Nech A, B si udalosti pravdepo-
dobnostného priestoru (2,8, P). Potom

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Dékaz. Zrejme udalosti A a B\ A st disjunktné a ich zjednotenie je AU B, takze P(AU B) =
P(A) + P(B\A). Sucasne si AN B a B\A disjunktné, pricom ich zjednotenie je udalost B,
takze mame P(B\A) = P(B)— P(ANB). Spojenim tychto dvoch rovnosti dostdvame rovnost
70 znenia vety. [

23Gystém axiém pravdepodobnosti na o-algebre vyvinul fenomenalny rusky matematik A. N. Kolmogorov
na zaciatku 30. rokov 20. storocia. Ten isty matematik sa zasluzil aj o rozvoj informatiky; fascinujtca je
napriklad takzvand ,kolmogorovska“ zlozitost, ktora sa studuje v teoretickej informatike.

24Symbol o pochddza z anglického slova ,,odds*.
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Veta 1.42 (Princip inkluzie-exklizie (zapojenia-vypojenia)). Nech Ay, Ay, ..., A, st udalosti
pravdepodobnostného priestoru (€2, 8, P). Potom

n . k—
P (UL A) = Z(—l) ! Z P(A,N...NA;,).
k=1 1<41<12<... <1, <n
Dokaz. Pre n = 2 je tvrdenie tejto vety také isté ako vo vete 1.41. Pre vSeobecné n je
mozné pouzit matematicki indukciu. Odlisnou metédou dokazeme princip inkliazie-exklizie
pre vSeobecné n v priklade 4.74. [

Priklad 1.43. Za okrihlym stolom je rozostavenych n > 3 stoli¢iek. Ndhodne za tento stol
rozsadime troch Iudi. Aka je pravdepodobnost p,, ze niektori dvaja ludia budu sediet vedla
seba?

Riesenie: Zrejme p3 = 1; dalej budeme predpokladat, ze n > 4. Oznac¢me Tudi ako 1,2,3 a
definujme udalost A (B, C') ako udalost, Ze budu vedla seba sediet ¢lovek 1 a 2 (2 a 3, resp.
1 a 3). Zaujima nas P(A U B U (). Podla principu zapojenia-vypojenia mame:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)— P(ANB)—P(BNC)—P(ANC)+ P(ANBNC).

Zrejme vsak

2
=7 2 PIAUNB) = P(BNC) = PIANC) = (50—

Pre n > 4 udalost AN B N C nemoze nastat, preto P(AN BN C) = 0. Takze

2 _3. 2 ~ 6(n—3)
n—1 n—1Dn-2 m-1)(n-2)

P(AUBUC)=3-

Specidlne, py = ps = 1 a ps = 9/10.

Priklad mozno riesit aj tak, ze si definujme m udalosti By, Bs, ..., B,,, Zze budt obsadené
susedné stolicky 1,2; 2,3; ... ; resp. m, 1. Hladand pravdepodobnost je P(U;B;), ¢o sa d& opat
vypocitat pomocou principu zapojenia-vypojenia.

Poznamka 1.44. V predchadzajicom priklade sme formdalne nedefinovali model na drovni
komponentov 2, § a P, hoci by to bolo mozné. (Vedeli by ste to?) To vSak ani nebolo
potrebné, pretoze sme pouzivali ivahy platné pri akejkolvek zmysluplnej formalizacii. Takto
budeme riesit priklady casto.

Priklad 1.45. Postupnost ¢isel (1,2,...,n) dokonale ndhodne premiesame. (Cize kazd4 spo-
medzi n! permutécii mé rovnaku pravdepodobnost.) Néjdime pravdepodobnost p,, Ze aspon
jedno z ¢isel 1,2,...,n bude po premiesani na svojom povodnom mieste. Uréme lim,, oo pp-

Riesenie: Nech n je pevné. Nech A je udalost, Ze aspon jedno z ¢isel 1,2,...,n bude po
premiesani na svojom povodnom mieste. Potom zrejme A = U ; A;, kde A; oznacuje udalost,
Ze Cislo ¢ zostane na svojom povodnom mieste. Kedze moznosti vyberu roznych indexov 1 <
i <idg < ...<1ip<mije (;5 a pre kazdy takyto vyber je P(A;, N...NA;) = (”;!k)!, tak
podla vety 1.42 dostavame

e = e ()P R

k=1
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Zrejme tiez

. & (=R > (—=1)F 1
Jiﬂc}opn—l;T—l—;)T—l—e :

y . , k . P
¢o plynie zo znameho vzorca e” = 3777, 77 pre vsetky realne cisla w.

Poznamka 1.46. Nasledovné lemy sa pouzivaju pri dokazovani niektorych limitnych prav-
depodobnostnych tvrdeni. Najprominentnejsia aplikacia uvedenych ,polospojitosti® je pri do-
kaze limitnych vlastnosti ,distribucnej funkcie“, s ktorou sa zoznamime v casti 3.2.

Lema 1.47 (Spojitost pravdepodobnosti zdola). Nech (A4;)2; je nekone¢na postupnost uda-
losti pravdepodobnostného priestoru (€2, 8, P), neklesajica v zmysle A; C Ay C A3 C ---
Potom
1—00

Dékaz. Polozme Ay = 0 a B; = A;\A;_; pre kazdé i € N. Vsimneme si, ze U2, A; =
U, B;, dalej ze udalosti B; st disjunktné a P(B;) = P(A;) — P(A;—1). Taktiez lahko ove-
rime, ze >, (P(A4;) — P(A;—1)) = P(A,). Postupne dostavame P (U°,A;) = P (U2, B;) =

2L P(B;) =limy, 0o >0 P(B;) = lim, 00 2oy (P(A;) — P(Ai—1)) = limy, 00 P(A,). O

Lema 1.48 (Spojitost pravdepodobnosti zhora). Nech (A4;):2; je nekoneénd postupnost uda-
losti pravdepodobnostného priestoru (2,8, P), nerastica v zmysle A1 O Ay O Az D ---.

Potom

1—00
Dokaz. Lemu je mozné dokazat podobne ako predchadzajicu lemu alebo aplikdciou predcha-
dzajicej lemy na neklesajicu postupnost udalosti (2\A4;)52;. O

Priklad 1.49. HadZeme vyvaZenou mincou (nekonecéne dlho; pozri 1.17, resp. ,homogénne*
Bernoulliho pokusy s p; = 1/2 pre vSetky ¢ v priklade 1.33). Aké je pravdepodobnost, ze
nam aspon v jednom hode padne znak? Aka je pravdepodobnost, Zze ndm vo vSetkych hodoch
padne znak?

Riesenie: Odpoved je intuitivne jasna, ukazme si vSak formalne presné riesenie. Nech C' je
udalost, Ze asponl v jednom hode padne znak. Zrejme C' = U2, C;, kde C; je udalost, ze aspon
v jednom z prvych ¢ hodov padne znak. Nech by bola formalizacia pravdepodobnostného
priestoru pre tento priklad akdkolvek, musime mat P(C;) = 1 — 27" Tiez si vSimnime, Ze
Cy CCy CC3C---. Podlalemy 1.47 o spojitosti pravdepodobnosti zdola dostavame P(C) =
P(U2,Cy) = lim; oo P(C;) = lim;_,0o (1 —27%) = 1. Analogicky mdzeme postupovat pre druhui
cast prikladu. Nech D je udalost, zZe vo vSetkych hodoch padne znak. Plati D = N2, D;, kde
D; je udalost, Ze v kazdom z prvych i hodov padne znak. Zrejme P(D;) = 27" a D; D
Dy D Dy DO ---. Podla spojitosti pravdepodobnosti zhora 1.48 mame P(D) = P(N2,D;) =

Veta 1.50 (Booleova nerovnost). Ak (A;);er je postupnost udalosti pravdepodobnostného
priestoru (£, 8, P), tak
P (Uier4;) <> P(A).

i€l
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Dokaz. Dokazme vetu pre pripad I = {1,...,n}. Polozme B, = A; a B, = A,\ U/-' A; pre
n > 2. Udalosti B,, si ocividne disjunktné. Sucasne pre kazdé n plati U} A; = U, B;, ale
aj P(B,) < P(A,), pretoze B, C A,. Dostdavame: P(U!_A;) = P(U",B;) = >, P(B;) <

* . P(4;). Pre pripad nekonecnej (spocitatelnej) mnoziny I je mozné vetu dokazat pomocou

verzie tejto vety pre konecéné I, s vyuzitim lemy 1.47. O]

Poznamka 1.51. Vlastnost pravdepodobnosti z vety 1.50 nazyvame ,subaditivita‘®, ak je I
kone¢na mnozina, resp. ,,o-subaditivita®, ak je I nekonecnd spocitatelna mnozina. Analogicka
vlastnost pre ,klasicki mieru“ mnozin v R™ (¢ize pre thrnni diZku, plochu, objem, m =
1,2,3) je velmi prirodzend: miera zjednotenia mnozin je nanajvys rovna suc¢tu mier tychto
mnozin.

Priklad 1.52. Presne 30 percent (nie nutne sivislych) dlzky jednotkovej kruznice v rovine je
zafarbenych na zeleno a zvysnych 70 percent je zafarbenych na modro. Formalne presnejsie:
mdme dand funkciu®® f: S — {Z, M}, pricom

P{z €[0,1): f(cos(2mz),sin(27rz)) = Z} = 0.3,
P{z €10,1) : f(cos(2mz),sin(27zx)) = M} = 0.7,

kde P je rovnomernd pravdepodobnost na intervale [0, 1] z prikladu 1.34. Dokazeme, ze do
tejto kruznice je mozné vpisat rovnostranng trojuholnik tak, aby vsSetky jeho vrcholy lezali
na modrej farbe.

Riesenie: Rovnomerne ndhodne zvolime bod X na jednotkovej kruznici S. Symbolom A
oznacme udalost, ze X padne do zelenej casti kruznice, symbolom B oznac¢me udalost, ze X
po otoceni o uhol 27/3 v smere hodinovych ruci¢iek padne do zelenej farby a symbolom C
ozna¢me udalost, ze X po otoceni o uhol 47/3 v smere hodinovych rucic¢iek padne do zelenej
farby. Zrejme P(A) = P(B) = P(C) = 0.3, teda z Booleovej nerovnosti mame P(AUBUC) <
P(A) + P(B) + P(C) = 0.9. Takze pravdepodobnost, Ze ani jeden z trojice vytvorenych
bodov nepadne do zelenej farby, je aspon 0.1. To znamend, Ze nutne musi ezistovat aspon
jedna prislusnym sposobom vytvorend trojica bodov (X, X pootocené o 27 /3 a X pootocené o
47 /3), ¢ize rovnostranny trojuholnik, ktorého vSetky tri vrcholy lezia na modrej ¢asti kruznice.

25Striktne vzaté, mali by sme este predpokladat vlastnosti ,meratelnosti“ zelenej a modrej éasti kruznice,
resp. funkcie f. V tomto priklade nam vSak ide o intuitivne presved¢ivii demonstraciu vyuzitia Booleovej
nerovnosti, na ¢o nepotrebujeme byt dokonale formélne presni.
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Kapitola 2

Podmienovanie a nezavislost udalosti

2.1 Podmienena pravdepodobnost

V tejto kapitole budeme riesit otazku, ako modifikovat pravdepodobnost udalosti A, resp.
cely pravdepodobnostny priestor (reprezentujici nas pravdepodobnostny model) po ziskani
informacie, ze nastala udalost B.

Definicia 2.1. Nech A a B st udalosti, pricom P(B) > 0. Potom hodnotu P(A|B) =
P(AN B)/P(B) budeme nazyvat pravdepodobnost udalosti A za podmienky B.

Poznamka 2.2. V stvislosti so zmenou P(A) na P(A|B) pri ziskani informadcie, ze nastala
udalost B, nazyvame niekedy P(A) ,apriérnou pravdepodobnostou“ udalosti A a P(A|B)
saposteriérnou pravdepodobnostou® udalosti A.

Definicia 2.3. Nech (92,8, P) je pravdepodobnostny priestor a nech B € 8§, P(B) > 0.
Definujme Pp : 8 — R nasledovne: Pg(A) = P(A|B) pre vsetky A € 8. Zobrazenie Pg nazy-
vame podmienena pravdepodobnostna miera' a pravdepodobnostny priestor (2,8, Pg)
nazyvame podmieneny pravdepodobnostny priestor.

Poznamka 2.4. Nahradenie (2,8, P) priestorom (2,8, Pg) predstavuje prirodzenti zmenu
modelu po ziskani (len) informécie obsiahnutej v tvrdeni ,nastane/nastala udalost B“. Ta-
kymto spdsobom si vsak ponechavame aj také elementarne vysledky, ktoré uz urcite nena-
stanii/nenastali. Model by sme ale mohli zmenit aj tak, ze elementarne vysledky mimo B z
modelu vylic¢ime. Formélne by sme ako novy pravdepodobnostny priestor pouzili (B, Sg, Pg),
kde 8 = {C € 8:C C B}* a Pg(A) = P(A|B) pre vietky A € 8p.

Priklad 2.5. Vyssie uvedené definicie ilustrujeme na priklade; pozri obrazok 2.1. Hadzeme
naraz dvomi hracimi kockami, pricom kocky povazujeme za nezavislé a vyvazené, takze kazda
pripustna dvojica vysledkov padd s pravdepodobnostou 1/36. Model (2,8, P) si mozeme for-
mélne stanovit nasledovne: Q = {(4,7) : 4,5 € {1,...,6}}, 8 = 2% a P(A) = | A|/36 pre vietky
A C Q. Ak oznac¢ime A udalost, ze mensie z padnutych cisel je 2 a B udalost, ze vicsie z pad-
nutych ¢isel je 5, potom P(A|B) = P(AN B)/P(B) = 2/9. Podmienent pravdepodobnostni

'Dokaz, ze Pg je skuto¢ne pravdepodobnostnéd miera, je jednoduchy; moZete si ho spravit ako cvidenie.
Niekedy pouzivame pre pévodni pravdepodobnost P zvrat ,apridérna pravdepodobnostnd miera“ a pre mieru
Pp zvrat ,aposteriérna pravdepodobnostnd miera“.

2Pozrite lemu 1.22.

22


Rado
Sticky Note
Toto sme tiez na prednaske ako formalnu definiciu preskocili, ale prislusne pojmy je uzitocne poznat, pretoze Vam mozu pomoct pochopit co sa deje v prikladoch, vid aj nasledujuca poznamka


Harman, Filova: Zaklady teoérie pravdepodobnosti, FMFI UK

L1 | (L2) | 03) ] (14) | (1,5) | (1,6)

(21) | (22) | 23) | (24) | 2,5) | (2,6) A

(3.1 | 32) | (33) | (3.4) | (35) | (3.6)

(41) | (42) | (43) | (44) | 45) | (46)

B 51) | (52) | (53) | (54) | (55) | (56)

61) | (62) | (63) | (64) | (&5) | (66)

Obr. 2.1: Tlustracia k prikladu 2.5. Modra mnozina zodpoveda udalosti A, zlta udalosti B a
zelend udalosti A N B.

mieru Pg dostaneme z povodnej pravdepodobnostnej miery P tak, ze mimo B ,skolabujeme*
P do nuly a na B ,zdvihneme®“ P  normalizaénym* faktorom 1/P(B).

Priklad 2.6. Mame dve nepriehladné vrecka, pricom v jednom vrecku st dve biele gulocky a v
druhom vrecku je jedna gul6cka biela a druha ¢ierna. Nahodne sme zvolili jedno vrecko (kazdé
s pravdepodobnostou 1/2) a z tohto vrecka sme ndhodne vybrali jednu gul6¢ku, o ktorej sme
sa presvedcili, ze je biela. Aké je pravdepodobnost, ze aj druha gulocka vo vybratom vrecku
je biela?

Riesenie: Takéto zadania chapeme nasledovne: Z hladiska pred vyberom vrecka a gul6cky,
aka je pravdepodobnost udalosti A = ,vyberieme vrecko s dvomi bielymi gul6¢kami® za
podmienky udalosti B = ,vybrata gulocka bude biela“? Alebo inad interpretacia zadania:
Predpokladajme, ze priestor (€2, 8, P) zodpoveda pravdepodobnostnému modelu danej situdcie
z hladiska pred zaciatkom celého experimentu. Dodatoc¢na informaécia, zZe nastala udalost B,
meni na$ pdévodny model na pravdepodobnostny priestor (£2,8, Pg) z definicie 2.3 (alebo na
priestor (B,8p, Pg) z poznamky 2.4). Aka je pravdepodobnost udalosti A (resp. udalosti
BN A) v tomto novom priestore?

Takze riesenie (nezdvisle od toho, ktoru interpretdciu ulohy prijmeme) je nasledovné:
Mame P(A|B) = P(ANB)/P(B). Zrejme viak P(ANB) = 1/2a P(B) = 1/2.1/24+1/2 = 3/4.
Preto P(A|B) = 2/3.

Definicia 2.7. Nech (2,8, P) je pravdepodobnostny priestor. Budeme hovorit, ze udalosti
Ay, ..., A, tvoria rozklad vyberového priestoru 2, ak si tieto udalosti disjunktné, kazda
z nich mé nenulovt pravdepodobnost a stcasne U} ; A; = Q.

Veta 2.8 (Veta o tplnej pravdepodobnosti). Nech Ay, ..., A, tvoria rozklad vyberového
priestoru z definicie 2.7. Nech B je akdkolvek udalost. Potom

n

P(B) =) P(B|A;)P(4A).

=1
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Obr. 2.2: Tlustra¢ny obrazok k prikladu 2.10.

Dékaz. P(B)=P(BN(A1U...UA,))=P(BNA)U...U(BNA,))=>",P(BNA)=
*, P(B|A;)P(A;). Vyuzili sme postupne fakt, ze Q = A; U ... U A,, zikladné vlast-

nosti mnozinovych operacii, disjunktnost mnozin Ay, ..., A, (a teda aj disjunktnost mnozin
BN A, ...,BNA,) spolu s aditivitou pravdepodobnosti a definiciu podmienenej pravdepo-
dobnosti. O]
Veta 2.9 (Bayesov vzorec). Nech udalosti Ay, A,, ..., A, tvoria rozklad vyberového priestoru.

Nech B je akdkolvek udalost nenulovej pravdepodobnosti a nech k € {1,...,n}. Potom

P(B|A)P(A)

P(Ag|B) = » L P(BIA)P(A)

Dékaz. Pre kazdé k € {1,...,n} mame P(B N A;) = P(B|Ak)P(Ag), preto P(Ag|B) =
P(BN Ay)/P(B) = P(B|Ak)P(Ax)/P(B). Pouzitim vzorca pre tplni pravdepodobnost z
vety 2.8 dostavame dokazovant rovnost. n

Priklad 2.10. Majme systém, ktory sa moze nachadzat v stavoch S, Al, A2, A3, B1, B2, B3,
pricom st mozné nasledovné prechody medzi stavmi: S — Al, S — A2, S — A3, Al — Bl1,
Al — B2, A2 — Bl1, A2 - B2, A2 — B3, A3 — B2, A3 — B3 (pozri obrazok 2.2). Ak
mé systém viacero moznosti prechodu, tak prejde do kazdého nového pripustného stavu s
rovnakou pravdepodobnostou. Vieme len to, ze na zaciatku sa systém nachadzal v stave S a
na konci sa nachadzal v stave B2. Uréme pravdepodobnost (v zmysle nasho subjektivneho
hodnotenia), Ze systém presiel stavom A2.

Riesenie: Pozrieme sa na situdciu z hladiska pred experimentom (t.j. z pohladu pozoro-
vatela, ktory vidi, ze systém je v pociatocnom stave S; tym si implicitne definujeme apriérny
pravdepodobnostny priestor (€2, 8, P)). Oznacme ako A; (As, As,...,Bs) udalost, Ze sa systém
vyskytne v stave A1 (A2, A3, ..., B3). Zaujima nas podmienend pravdepodobnost P(A3|Bs).
Podla Bayesovej vety je
P(Bs|Ay) P(As)
i1 P(Bo|A) P(A;)

Avsak P(Al) = P(AQ) = P(Ag) a P(B2|A2) = 1/3, P(BQ|A1) = P<B2|A3) = 1/2 Dosadenim

dostavame riesenie P(Ay|By) = 1/4. Takze po po ziskani informdcie, Ze systém skoncil v stave

P(As|By) =
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B2, klesne pre udalost A; nasa apriérna pravdepodobnost 1/3 na aposteriérnu pravdepodob-
nost 1/4.

Priklad 2.11. Na vstupe do laboratoria st 2 nezavisle pracujice biometrické autorizacné za-
riadenia (typ C1: snimanie prstu a typ C2: snimanie o¢nej diuhovky.) Typ C1 vykazuje 0.6 %
mylnych odmietnuti a 0.1 % mylnych prijati.* Typ C2 vykazuje 2 % mylnych odmietnuti a
0.01 % mylnych prijati. Systém nam ohldsi pokus o neautorizovany vstup, ak aspon jeden typ
autorizdcie ohlasi odmietnutie. (Systém ale neoznami, ktory typ testu zlyhal). Uréme pravde-
podobnost, ze ak sa o vstup pokisi neautorizovand osoba, tak systém zareaguje spravne (¢ize
ohlasi pokus o neautorizovany vstup). Z dlhodobych skusenosti vieme, ze v 99.9 percentach
pripadov sa o vstup poktsa osoba, ktorda ma autorizaciu na vstup a len v 0.1 percentach
pripadov ide o pokus o neautorizovany vstup. Aka je pravdepodobnost, Ze naozaj ide o neau-
torizovany vstup, ak vieme (len to), Ze systém ohldsil pokus o neautorizovany vstup?

Riesenie: 7 pohladu apriérneho modelu si ako N oznacme udalost, zZe d6jde k neautorizo-
vanému pokusu o vstup a ako H udalost, Ze systém ohldsi neautorizovany vstup. Oznacme si
tiez ako Hy a Hy udalosti, Ze zariadenie C1, resp. zariadenie C2 ohlasi pokus o neautorizovany
vstup. TieZ si uvedomme, Ze pravdepodobnosti 0.6 %, 0.1 %, 2 %, 0.01 %, 99.9 % a 0.1 % v
zadani st postupne P(H,|N¢), P(H¢|N), P(Hy|N¢), P(H§|N), P(N¢) a P(N).*

V prvej otazke nas zaujima P(H|N). Kedze H = H;UH, a zariadenia sa spravaji navzajom
nezavisle, mame P(H|N) = P(H, U Hy|N)=1— P(H{N H§|N) =1— P(H{|N)P(HS$|N) =
1-107%-100*=1-10"".

V druhej otézke potrebujeme vypocitat P(N|H). Podla Bayesovho vzorca mame

P(H|N)P(N)
(HIN)P(N) + P(H|N)P(N¢)
V tomto vzorci musime dopodcitat uz len P(H|N€), ¢o je podobné ako P(H|N). Méme
P(H|N¢) = P(H,U H5|N€¢) = P(H{|N°¢) + P(H3|N°) — P(H,|N¢)P(H3|N°) = 0.006 4 0.02 —
0.006 - 0.02 = 0.02588.
Celkovo teda méame

P(N|H) =

(1 —10"7)0.001
(1 —10-7)0.001 + 0.02588 - 0.999

Takyto systém by asi nebol prakticky; mali by sme prilis velké percento falosnych poplachov.

Uvedomme si, ze analogické vypocty aposteriérnej pravdepodobnosti je mozné vykonat
pre akékolvek nesekvencéné aj sekvencné testovanie, v ktorom je vysledok testu jedna z moz-
nosti ,,vysledok je negativny“ a ,vysledok je pozitivny“. Takto je mozné skonstruovat cely
,rozhodovaci strom“.

P(N|H) = ~ 0.037.

2.2 Nezavislost a zavislost udalosti

Pojem nezavislosti, resp. zavislosti nahodnych udalosti je jednym zo zakladnych konstruktov, o
ktoré sa opiera tedria a aplikacie pravdepodobnosti. Nezavislost udalosti A a B je vyjadrenim
toho, ze z pravdepodobnostného hladiska A | nenesie informéciu® o B (a B nenesie informéaciu

o A).

3Tieto dva typy omylov sa niekedy nazyvaju falo$ne negativny vysledok, resp. falosne pozitivny vysledok.
4Kvoli strucnosti oznacujeme v tomto priklade doplnkovii udalost symbolom c, ¢ize napriklad N¢ je ozna-
Cenie udalosti 2\ N.
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Obr. 2.3: Tlustrac¢ny obrazok k prikladu 2.15.

Definicia 2.12. Nech pre udalosti A a B plati P(AN B) = P(A)P(B). Potom hovorime, ze
udalosti A a B st nezavislé. Ak P(AN B) # P(A)P(B), tak hovorime, ze udalosti A a
B sa zavislé.

Poznamka 2.13. Vsimnime si, ze pre nezéavislé udalosti A a B (P(B) > 0) plati P(A|B) =
P(A), cize, volne vyjadrené, znalost toho, Ze nastala udalost B, neovplyvni nasu mieru oca-
kévania, ze nastane (alebo subjektivnu mieru ocakavania, Ze nastala) aj udalost A. Naopak,
ak P(A|B) = P(A) (a P(B) > 0), tak st udalosti A a B nezavislé. Inymi slovami: ak vieme,
ze znalost vysledku udalosti B nijak nemeni nase pravdepodobnostné o¢akavanie, ze nastane
A, potom st udalosti A a B nezavislé.

Definicia 2.14. Nech Ay, ..., A, st udalosti, pricom pre kazdi mnozinu indexov {i1, ..., ix} C
{1,...,n} plati

Potom hovorime, ze udalosti Ay,..., A, si zdruzene nezavislé. V opacnom pripade ho-
vorime, ze udalosti A4,..., A, st zdruzene zavislé.

Priklad 2.15. Majme priestor (Q,8,P), kde Q = {1,2,...,8}, § = 2%, P(A) = |A| /8 pre
kazdé A C €. (Tento model zodpovedd rovnomernému ndhodnému vyberu jedného z cisel
1,2,...,8, alebo modelu hadzania tromi vyvazenymi mincami, ak kazdi z 6smich réznych
kombindcii vysledkov na jednotlivych minciach ozna¢ime jednym z ¢isel 1,2,...,8.)

Definujme nasledovné udalosti: A = {1,2,3,4}, B = {1,2,5,6}, C = {1,3,5,7}, D =
{1,2,7,8} a E = {1,3,4,8} (pozri obrazok 2.3). Lahko sa presved¢ime, ze a) Udalosti A,
B, C st zdruzene nezavislé. b) Udalosti A, B, D st po dvojiciach nezavislé, ale zdruzene
nezavislé nie st, pretoze P(ANBN D) # P(A)P(B)P(D). c) Udalosti A, B, E nie su vsetky
po dvojiciach nezavislé, napriek tomu, ze P(AN BN E) = P(A)P(B)P(E).

Priklad 2.16 (Volne prevzaté z [6]). Napisali sme (klasicky, ,deterministicky“) algoritmus
na overovanie nasledovnej rovnosti dvoch polynémov:

d

H(aix—bi) =g+ .. .+ + . (2.1)
i=1
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Vstupom algoritmu st celé ¢isla aq, ..., aq,01,...,04,¢o,...,cqa vystupom je logickd hodnota
true/false podla toho, ¢i (2.1) plati (pre vsetky x € R) alebo nie. Tento algoritmus overt,
¢i plati

Q109 - Aqg—10q9 = Cq,

b1a2...ad_1ad+...+a1a2...ad_1bd = _Cd—17

ble cee bd—lbd = (—1)d00.

(Predpokladdame, zZe s celymi ¢islami vieme pocitat presne.) Vsimnime si, Ze priamociare
overenie tychto rovnosti, tak ako st vyjadrené vysSie, si vyzaduje aZ (d — 1)2¢ nasobeni.’ Pre
vacsie d, povedzme d = 1000, by bol tento pocet ndsobeni v rozumnom case nevykonatelny.

Efektivnejsi postup by bol ten, ze by sme vy¢islili hodnotu polynému R — Q v d + 1
roznych celych ¢islach, kde @ je polyném na lavej strane rovnosti (2.1) a R je polyném na
pravej strane rovnosti (2.1). Ak by boli niektoré vysledky tohto vy¢islenia nenulové, tak s
istotou R # Q. Sucasne plati, Ze ak by vietky tieto vysledky boli nulové, tak R — Q = 0,% a
teda R = Q). Prakticky si ale vieme vystacit s menej ako d + 1 vycisleniami polynému R — @),
ako ukazeme.

Uvazujme nasledovny ,zndhodneny“ algoritmus: rovnomerne ndhodne nezavisle vygene-
rujeme prirodzené ¢isla Xy, ..., Xj z mnoziny {1,2,..., N}. Formdlne, vsetky k-tice udalosti
[(Xy € M), [Xe € My],...,[Xk € My], kde My, My, ..., My C {1,...,N}, st zdruzene neza-
vislé a P([X; € M;]) = m;/N, kde m; je pocet prvkov mnoziny M;, i = 1,...,k.” Pokial bude
platit Q(X;) = R(X;) pre kazdd hodnotu Xj, ..., X, zndhodneny algoritmus vrati hodnotu
true, v opa¢nom pripade (t.j. ak Q(X;) # R(X;) pre ¢o i len jednu hodnotu Xj, ..., Xj)
znadhodneny algoritmus vrati hodnotu false. Aka je pravdepodobnost, Ze sa znahodneny
algoritmus ,,pomyli“?

Riesenie: Ak (2.1) plati, tak sa zndhodneny algoritmus s istotou nepomyli. V pripade,
ze rovnost (2.1) neplati, tak uz nie je tplne vylicené, Ze sa zndhodneny algoritmus pomyli,
teda ze vrati hodnotu true. Ohrani¢me tuto pravdepodobnost omylu zhora. Nech ) # R.
Znédhodneny algoritmus sa pomyli, ak bude platit Q(X;) — R(X;) = 0 pre vSetky i = 1,... k.
Mnozina M realnych korenov polynému R — () ma maximélne d prvkov, pretoze R — @) je
nenulovy polyném stupna nanajvys d. Algoritmus sa teda pomyli, len ak sti¢asne nastanu
udalosti [X; € M|, [Xy € M|, ..., [X) € M]. Kedze tieto udalosti st zdruzene nezévislé a
kazda z nich ma pravdepodobnost mensiu alebo rovnt hodnote d/N, dostavame

k k
PN € M) = [T P € M) < (j@) |

Ak zvolime, povedzme, N = 10d a k = 10 evaluacii polynému R — (@), tak pravdepodobnost
mylného vysledku zndhodneného algoritmu je nulova alebo prakticky zanedbatelna.

°D4 sa napisat aj (menej priamociary) deterministicky algoritmus s mensim poétom nasobeni, ktory overf
tieto rovnosti.

6Vsimnime si, Ze R — @ je polyném, ktorého stupen je maximéalne d, a teda ak je nulovy v d + 1 réznych
¢islach, je nulovy na celom R.

"X1,Xo,..., X st takzvané ,nezavislé ndhodné premenné“, ¢o je pojem, s ktorymi sa viac obozndmime
v dalsich kapitoldch. V tomto priklade ale nepotrebujeme presne rozumiet pojmu ndhodna premennd; staci
len brat udalost [X; € M;] ako zapis udalosti ,i-te vygenerované éislo bude patrit do mnoziny M;“.
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Podobna situacia sa vyskytuje pomerne ¢asto. Problém vieme vyriesit pouzitim znahodne-
nych algoritmov nie sice iplne dokonale z teoretického hladiska, z praktického hladiska vsak
uplne dostatocne a omnoho rychlejsie ¢i jednoduchsie.

Lema 2.17 (Nezavislost doplnkov). Ak si udalosti A a B nezdvislé, tak st nezavislé aj
udalosti A a Q\ B, ako aj udalosti 2\ A a Q\ B. VSeobecne, nech Ay, ..., A, si zdruzene
nezavislé udalosti. Pre kazdé i = 1,...,n zvolme za A} bud A;, alebo Q\ A;. Potom aj udalosti
Al ..., Al st zdruzene nezavislé.

Doékaz. Urobme dokaz pre dvojicu udalosti; pre vseobecny pocet udalosti je dokaz analogicky.

Ak st udalosti A a B nezavislé, tak s vyuzitim zakladnych vlastnosti pravdepodobnosti
dostavame P(AN (2 \ B)) = P(A\ (AN B)) = P(A)— P(ANnB) = P(A) — P(A)P(B) =
P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(2\ B). Tym sme ukazali, Ze A a 0\ B st nezavislé. Nezavislost
udalosti 2\ A a Q\ B plynie opakovanym pouZitim uz dokézanej casti lemy. O

Predchadzajicu vetu vieme zovseobecnit do nasledujicej podoby; pri jej ¢itani je dobré si
uvedomit, ze kaZdi mnozinova operaciu vieme vyjadrif pomocou operacii doplnku, zjednote-
nia a prieniku.

Veta 2.18 (Nezavislost udalosti po skupinach). Majme zdruzene nezévislé udalosti A, ..., A,.
Nech ng = 0 <n; <ng < ... <my_1 <ng =mn. Prekazdé j = 1,...,k vytvorme B; z
An; 41, -+, Ay, akokolvek, pomocou operacif doplnku, zjednotenia alebo prieniku. Potom st
aj udalosti By, ..., By zdruzene nezavislé.

Doékaz. Nech st udalosti Ay, As, ..., A, zdruzene nezavislé, n > 3. Potom a) A1NAs, Az, ..., A,
st zdruzene nezavislé a b) A;UA,, As, ..., A, st zdruzene nezavislé. Tvrdenie a) plynie priamo
z definicie zdruzenej nezavislosti a tvrdenie b) ukazeme nasledovne: Ak st Ay, As, ..., A, zdru-
zene nezavislé, tak st podla lemy 2.17 aj Q\ Ay, Q\ As, A, ..., A, zdruzene nezavislé, takze
podla tvrdenia a) st aj (2\ A1) N (2\ Az), As, ..., A, zdruzene nezavislé, a teda opat podla
lemy 2.17 st aj Q\ (2\ A1) N (Q\ Ay)), As,..., A, zdruzene nezdvislé. Avsak prva z tychto
udalosti je prave A; U A,. Celé tvrdenie vety o nezavislosti po skupinach plynie opakovanym
pouzitim lemy 2.17 a tvrdeni a), b). O]

Poznamka 2.19. Intuitivne teda moézeme zdruzent nezavislost udalosti Aq,..., A, cha-
pat tak, ze informéacia o nastani alebo nenastani udalosti zalozenej na akejkolvek podmno-
zine A;,,..., A;, tychto udalosti neovplyvni pravdepodobnostné ocakévanie ohladom uda-
losti zalozenej na podmnozine inych udalosti A; ,..., A; (slovo ,inych® chdpeme v zmysle

J1
{ih'"aik}ﬂ{jlu'-'?jl} = Q))

Poznamka 2.20. Niekedy sa stretavame s takym pripadom zdruzene nezavislych udalosti
Aq, Ay, .. Ay, ktoré reprezentujt sériu nezavislych pokusov rovnakého charakteru, ¢ize vsetky
tieto udalosti maja rovnaki pravdepodobnost nastania. Vtedy nés casto zaujima, s akou prav-
depodobnostou sa realizuje prave (akychkolvek) k udalosti spomedzi Ay, As, ..., A,. Typic-
kym prikladom je n-nasobné hadzanie hracou kockou, pricom udalost A; znamena padnutie
sestky v i-tom hode, i = 1,...,n. V takom pripade by nas mohlo zaujimat, s akou pravde-
podobnostou padne Sestka prave v k hodoch, 0 < k£ < n. Touto situaciou sa formalnejsie
zaoberame v nasledovnej vete.

Ji
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Veta 2.21 (Binomickd formula). Nech A, Ay, ..., A, si zdruZene nezévislé udalosti, pri-
¢om kazdad méa pravdepodobnost p. Nech A je udalost, Ze nastane prave k spomedzi udalosti

Ay, As, ... Ay, kde k € {0,... n}, t..

A={weQ:|fie{l,...,n}:we A} =k}

Potom
n _
P = ()it - 22)
Dékaz. Pre kazda k-prvkovi mnozinu indexov {i,... i} C {1,...,n} oznac¢me ako B, ;,
udalost, ze nastant vsetky A; pre ¢ € {i1,...,4} a siCasne nenastane ziadna udalost A; pre

J & i, ... i}, b

B, .= [ ﬂ A;

7‘6{@1’77’76}

ﬂ[ N (Q\A4)

JE it nin}

Vsimnime si, ze zjednotenim (Z) udalosti B;, _;, je udalost A, tieto udalosti si navzajom
disjunktné a kazd4 z nich ma pravdepodobnost p*(1 — p)"~*. Preto

n .
P(A)=P (U{il,A..,ik}Bil,...,ik) = Y P(Biy.u)= <k>]9k(1 -p)"
{i1,enmvin}

[]

Priklad 2.22. Vykoname 10 nezavislych hodov kockou. S akou pravdepodobnosfou padne
Sestka 7-krat? S akou pravdepodobnostou padne Sestka viac ako 7-krat?

Riesenie: Ozna¢me symbolmi Aq, ..., Ajg udalosti, ze v prvom hode padne Sestka, ..., v
desiatom hode padne Sestka. Tieto udalosti sii zdruzene nezavislé a kazda z nich ma prav-
depodobnost 1/6. Pytame sa na pravdepodobnost udalosti, ze nastane prave 7 z udalosti
Ay, ..., Aj. Podla binomickej formuly (2.2) je tato pravdepodobnost

(7) () () =vowens

Analogicky dostaneme odpoved na druht otazku:

10\ /1\3 /5\2 10\ /1\% /5\! 10 11050N 5

@J(Q %)+<9>Q)<J‘+Q0<Q (Q ~ L9107
Priklad 2.23. Komunikac¢ny kanal sa sklada zo série uzlov, pricom vzdy i-ty uzol predava
jedno-bitovi informéaciu na vstup ¢+ 1-vému uzlu. Na kazdom uzle vSak s pravdepodobnostou
p dochadza k chybe, ktora sa prejavi tym, ze na vystupe tohto uzla bude opac¢ny bit ako na
jeho vstupe. Navyse, chyby na jednotlivych uzloch sa vyskytuji navzajom nezavisle. Napisme
vzorec udavajuci pravdepodobnost, Ze bit na vstupe prvého uzla bude rovnaky ako bit na

vystupe n-tého uzla.

Riesenie: Je zrejmé, Ze bit na vstupe prvého uzla bude rovnaky ako bit na vystupe n-tého
uzla prave vtedy, ak déjde k chybe prenosu na parnom pocte uzlov. Pre jednoduchost zapisu
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predpokladajme, Ze n je parne. Ak ozna¢ime A® udalost, ze dojde k chybe prave na k uzloch
(k=0,...,n), tak podla binomickej formuly je hladanéd pravdepodobnost

n\ . (1 —2p) 1
PAYUAP U, .uAM) = ¥ <2 .>p2](1 —p)"H = (2p) + 5
0<j<n/2 \*J

Vsimnite si, ako sa vysledna hodnota sprava v pripadoch p=0,p=1/2ap=1.

Priklad 2.24. Vo vrecku mame dve na pohlad nerozlisitelné mince; vieme vsak, Ze st obe
falosné. Dokonca vieme, ze na jednej z tychto minci padd znak s pravdepodobnostou 1/3
a hlava s pravdepodobnostou 2/3, a na druhej minci presne naopak, t.j. znak na nej pada s
pravdepodobnostou 2/3 a hlava s pravdepodobnostou 1/3. Ndhodne sme zvolili z tejto dvojice
jednu mincu a hodili sme 1nou Sestkrat, z ¢coho nam styrikrat padol znak a dvakrat hlava. S
akou pravdepodobnosfou nam padne znak pri siedmom hode zvolenou mincou?

Riesenie: Pozrieme sa na situdciu z hladiska pred zacatim celého experimentu a vypo-
¢itajme pravdepodobnost, ze ndm v siedmom hode nahodne zvolenou mincou padne znak
(udalost A) za podmienky, ze z prvych Siestich hodov touto mincou padne znak Styrikrét
(udalost B). Pre oba indexy ¢ = 1,2 definujme este udalost Cj, ktord znamend, Ze na hadza-
nie ndhodne vyberieme mincu ¢. Kedze udalosti C7, Cs tvoria rozklad vyberového priestoru
a pravdepodobnost kazdej z nich je 1/2, dostavame podla vety o uplnej pravdepodobnosti a
binomickej formuly nasledovné rovnosti:

2

r =i =5((3) (6) () () G) (3)):

ruanm =S ranmere- (00 () 1+ () @) ()'2)

=1
Po mechanickych tpravach zistujeme, ze
P(ANnB) 3

= — = 0.6.

PUAIB) = =55 = 5

Poznamka 2.25. Niekedy sa zaoberame sériou nezavislych pokusov rovnakého charakteru,
pricom kazdy pokus moze skonéit nie len bindrnym vysledkom typu ,;ispech/nedspech®, ale
viacerymi roznymi vysledkami, napriklad tromi — , biela/modré/¢ervena . Takejto situdcie sa
tyka nasledovné veta.

Veta 2.26 (Multinomicka formula). Uvazujme udalosti Al(j), 1=1,...,naj=1,...,m. Nech

pre kazdé i tvoria udalosti Agl), o ,Agm) rozklad vyberového priestoru, pricom P(Al(l)) =
Dy P(Agm)) = Pp. (Pravdepodobnosti pi, ..., p, nezavisia na i.) Dalej nech pre kazdy
vyber indexov ji, jo,...,Jn € {1,...,m} st udalosti Agjl), ..., AUn) zdruZzene nezavislé. Nech
ki,...,ky st ¢isla z mnoziny {0,...,n}, ktorych siucet je n. Nech Ay, ., je udalost, ze
spomedzi udalosti Aﬁﬂ ), ..., AY) nastane prave k;, a to pre kazdé j. Potom
n! k1, ko Ko

P(Agy,.. k) = mm Dy - Py - (2.3)

Dékaz. Dokaz nie je tazky, ale je technicky zdlhavy, takze ho nebudeme uvadzat. n
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Poznamka 2.27. Presna formulacia vety 2.26 je neprehladnd, jej myslienku si lahsie zapa-
métame napriklad nasledovne. Predpokladajme, 7e mame tabulku s n riadkami a m stipcami
a predpisané kladné pravdepodobnosti pq,...,pn, ktorych sicet je jedna. V prvom riadku
tabulky zvolime a zaskrtneme prave jedno policko, a to tak, ze prvé policko volime s pravde-
podobnostou py, druhé s pravdepodobnostou ps, ... ,m-te policko volime s pravdepodobnostou
pm-> Nezdvisle, avSak rovnakym sposobom, zvolime a zaskrtneme jedno policko v kaZdom
dalsom riadku. Vzorec (2.3) udéva pravdepodobnost, ze na konci bude v prvom stipei K
zaskrtnutych policok, v druhom stipei ke zaskrtnutych policok, ..., v m-tom stipci bude &y,
zaskrtnutych policok.

Priklad 2.28. V krabici mame 10 lopticiek, z ktorych je 5 bielych, 3 stt modré a 2 st ¢ervené. Z
krabice 7-krat vyberieme lopticku, pricom kazda vybrani lopticku vratime naspét do krabice
este pred vyberom dalsej lopticky (takyto systém voldme ,nahodny vyber s névratom®).
Vypocitajme pravdepodobnost, ze takto vyberieme spolu 3 biele lopticky, 2 modré lopticky a
2 Cervené lopticky (nezavisle od toho, v ktorom tahu).

Riesenie: Ak udalost Az(j), 1 =1,...,7, 5 = 1,2,3 zodpoveda tomu, ze v i-tom tahu
vyberieme lopticku j-tej farby (farba 1 je biela, farba 2 modré a farba 3 ¢ervend), tak mame
situaciu z predchadzajucej vety. Dostavame

7!

30 220 92 —
3!2!2!0.5 0.370.2% = 0.0945.

P(Az22) =

8 Ako konkrétne tito ndhodnid volbu s réznymi pravdepodobnostami realizujeme je uz ind otdzka. Existuju
napriklad metdody, ako urobit pocitacovy program, ktory nam bude ttto ndhodni volbu realizovat; pozri vetu
3.26.
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Kapitola 3

Vseobecné nahodné premenné

3.1 Vlastnosti nahodnych premennych

V mnohych situdcidch nas na elementarnych vysledkoch w ndhodného pokusu (pozorovania,
merania, simuldcie a podobne) zaujima jedna alebo viac ¢iselngch charakteristik. Napriklad
ak ndhodne generujeme graf, ¢ize elementarnym vysledkom w bude graf, moze nas zaujimat
pocet hran X (w), pocet komponentov suvislosti Y (w) a pocet izolovanych vrcholov Z(w) tohto
grafu. Alebo ak nahodne generujeme bod v rovine, ¢ize w je bod z R?, moéZe nas zaujimat
horizontalna suradnica X (w), vertikdlna stradnica Y (w) alebo napriklad vzdialenost Z(w)
tohto bodu od pociatku stiradnicovej stustavy.

Ciselné charakteristiky elementérnych vysledkov, ktoré spliiaja istt technickd podmienku,
volame v tedrii pravdepodobnosti nahodné premenné. Cize ndhodna premenné sa d4 intuitivne
stotoznit s budicim pozorovanim, ktorého konkrétnu hodnotu nie je mozné vopred vediet.

Definicia 3.1. Nech (9,8, P) je pravdepodobnostny priestor. Budeme hovorit, ze funkcia
X : Q — R je ndhodna premennd,’ ak spliia podmienku meratelnosti

{weQ: X(w) <z} €8 pre vietky z € R.

Poznamka 3.2. Vsimnime si, Ze podmienka meratelnosti nezavisi od P a ze v casto sa
vyskytujicom pripade 8§ = 2 je vzdy splnena.

Veta 3.3 (Vzory borelovskych mnozin st ndhodné udalosti). Nech (€2, 8, P) je pravdepodob-
nostny priestor. Potom funkcia X :  — R je ndhodna premennd vtedy a len vtedy, ak pre
kazdé B € B plati

{weQ: X(w) e B} eS.

Doékaz. Dokaz implikacie =: Nech X : 2 — R je ndhodna premenna. Pre akikolvek mnozinu
A C R ozna¢ime symbolom X ~*(A) vzor mnoziny A v zobrazeni X. Uvazujme systém H tych
podmnozin H C R, pre ktor¢ X '(H) € 8. Lahko overime, 7e H je o-algebra na R, ktoré
obsahuje vietky otvorené intervaly. (Uvedomime si, Ze pre kazdid mnoZzinu A C R plati X ~1(R\
A) = Q\ X7 1(A) a tiez pre akykolvek systém mnozin A; C R, ¢ € I plati X1 (U;erA4;) =
Uier X 1(A;).) KedZe B je najmensia o-algebra na R obsahujtica vSetky otvorené intervaly,
tak musi platit B C H, ¢im je dokaz priamej implikacie ukonceny. Implikacia < je zrejma,
pretoze kazdy interval typu (—oo, a) patri do systému B. O

1V slovendine sa ako synonymum pouZiva aj pojem ,nahodnd veli¢ina“.
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Poznamka 3.4. Pre B € B budeme udalost {w € Q : X(w) € B} zapisovat skritene [X € BJ.
Teda {w € Q: X(w) € (a,0)} = [X € (a,b)] = [a < X < b alebo {we Q: X(w) =a} =
[X = a] a podobne.

Poznamka 3.5. Intuitivne zdovodnenie podmienky meratelnosti v definicii 3.1 je nasle-
dovné. Pre akékolvek z € R vyZadujeme, aby sme vedeli priradit pravdepodobnost? vyroku
, Vysledkom pokusu bude nejaké také w, ktorého ¢iselnd charakteristika X je mensia ako
x . Vsimnime si, ze podla vety 3.3 tato jednoduchd podmienka znamena, ze vieme priradit
pravdepodobnost aj vSetkym, potencidlne velmi komplikovanym vyrokom typu ,,Vysledkom
pokusu bude nejaké také w, ktorého ¢iselnd charakteristika X patri do borelovskej mnoziny
B«.

Poznadmka 3.6. Néhodnd premennd X na pravdepodobnostnom priestore (2,8, P) defi-
nuje ,indukovani“ pravdepodobnostnii mieru Py na o-algebre B borelovskych mnozin, a
to nasledovne: Px(B) = P[X € B]. Pravdepodobnost Px sa niekedy formdlne stotoz-
nuje s ,,pravdepodobnostnym rozdelenim“ nahodnej premennej X. Pod pojmom pravdepo-
dobnostné rozdelenie nahodnej premennej sa vsak niekedy mysli aj ,distribuc¢na funkcia“,
,pravdepodobnostna funkcia rozdelenia“ alebo ,hustota®, ¢o st pojmy, s ktorymi sa zozna-
mime neskor.

Priklad 3.7 (Priklady ndhodnych premennych).

1. Nech 8 je o-algebra na mnozine Q # () a nech A C Q. Definujme zobrazenie I : Q@ — R
nasledovne: I(w) = 1 pre vsetky w € A a I(w) = 0 pre vSetky w € Q/A. (Pozri tiez
definiciu 4.73.) Potom [ je ndhodna premennd na tomto priestore vtedy a len vtedy,
ked A € 8.

2. Hodime naraz dvomi mincami. Ako pravdepodobnostny priestor zvolime (€2, 2%, P), kde
= {HH,HZ,ZH,Z7} a P(A) = |A|/4 pre kazdé A C Q. Poc¢et X minci, na ktorych
padne znak, je ndhodna premennd; pozri obrazok 3.1. (Kedze kazda podmnozina mno-
ziny €2 je v nasom modeli udalostou, podmienka meratelnosti funkcie X je automaticky
splnend.)

3. Generujeme tri ndhodné ¢isla z mnoziny {0,...,9}. Stucet X vsSetkych troch vygene-
rovanych ¢isel, najvacsie vygenerované cislo Y aj pocet Z vygenerovanych nil si na-
hodné premenné. Formalne, ak by sme uvazovali pravdepodobnostny model (2,8, P),
kde Q = {(i1,4a,13) : i1,72,13 € {0,...,9}} a 8§ = 2%, tak spomenuté ndhodné premenné
by boli funkcie na € definované X (iy,is,i3) = iy +io + i3, Y (i1, 12, 13) = max(iq, 2, 13) a
Z(i1,19,13) = [{k € {1,2,3} : ix = 0}|. (Podobne ako v predoslom priklade, kedze kazda
podmnozina mnoziny €2 je v nasom modeli udalostou, podmienka meratelnosti funkcii
X,Y, Z je automaticky splnend.)

4. Pozorujeme nekonecni postupnost nahodne generovanych nil a jednotiek. Pouzime for-
malny model reprezentovany o-algebrou udalosti z prikladu 1.17, resp. pravdepodob-
nostnym priestorom (€2, 8, P) z prikladu 1.33. Nahodnou premennou na tomto priestore
moze byt napriklad prva hodnota X vo vygenerovanej postupnosti, sucet ¥ hodnot

2Ak uvazujeme pravdepodobnostny model (2,8, P), tak to, Ze vieme priradit pravdepodobnost nejakej
mnozine A C Q, je ekvivalentné tomu, ze A je udalost, teda ze A € S.
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HH HZ ZH Zz

Obr. 3.1: Hlustra¢ny obrazok k prikladu 3.7

prvych 10 prvkov postupnosti, pocet Z pozorovanych hodnot kym prvykrat zazname-
name jednotku a tak dalej. Formalne, pre elementarny vysledok — nekoneéni binarnu
postupnost, ktord si oznacime w = (b;)5°, — definujeme spomenuté nahodné premenné
nasledovne: X (w) = by, Y(w) = 212, b a Z(w) = min{i € N : b; = 1}.? Pre vetky tri
spomenuté funkcie je mozné dokazaft, ze spiﬁajli podmienku meratelnosti. Dokaz mera-
telnosti X je jednoduchy, dokaz meratelnosti zvysnych dvoch ndhodnych premennych
je uz zlozitejsi a v tychto skriptach je lepsie ho vynechat.

Poznamka 3.8. Neskdr budeme casto analyzovat sucasne viacero ndhodnych premennych,
podobne ako v ¢astiach 3 a 4 z prikladu 3.7. V takom pripade automaticky predpokladame, ze
vsetky tieto ndhodné premenné st definované na spolo¢nom pravdepodobnostnom priestore.

Definicia 3.9. Funkcia g : R" — R sa nazyva borelovska, ak pre kazdé B € B plati
g ' (B) € B,, ¢ize ak vzor kazdej (jednorozmernej) borelovskej mnoZiny je (n-rozmernd)
borelovska mnozina.

Nasledovné lemy maju predovsetkym teoreticky vyznam a ich ddkazy st technicky po-
merne zdlhavé, preto ich neuvedieme. Je ale dobré vedief, ze takéto lemy existuji, aby sa ani
opatrny student nebal ndhodné premenné transformovat a kombinovat.

Lema 3.10. Nech B;, By, ... € B, st navzajom disjunktné a také, ze U2, B, = R". Nech
g1, g2, - - . st spojité funkcie na R™. Potom funkcia g : R™ — R splnajica g(z) = g;(x) pre
vsetky x € B; je borelovska.

Lema 3.11. Nech X;,..., X, si ndhodné premenné a nech g je borelovska funkcia. Potom
je ndhodnou premennou aj zobrazenie g( Xy, ..., X,) : 2 — R definované g(X1,..., X,)(w) =
9(X1(w),..., X, (w)) pre vietky w € Q.

Poznamka 3.12. Dolezité je uvedomit si to, ze prakticky kazda ,slusnd“ funkcia z R™ do R
sa da napisat v tvare borelovskej funkcie g, a preto prakticky akakolvek funkcia jednej alebo
viacerych ndhodnych premennych je tiez ndhodnou premennou. Povedzme, ak je X ndhodna
premennd, tak aj X? je ndhodnd premenna (lebo transformacnd funkcia g(x) = 22 je spojitd),
ak X7, Xs st ndhodné premenné, tak aj X; + X5 je ndhodnd premennda (lebo transformacna

3Uveden4 definicia ndhodnej premennej Z mé drobny nedostatok: nem4, priradent hodnotu pre elementarny
vysledok wy zodpovedajici nekonecénej postupnosti nil. Pre tento vysledok mozeme definovat Z(wp) = 0.
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funkcia g(x1, z2) = 21 + x5 je spojitad na R?), ale aj napriklad X['XZH, kde [-] oznacuje horni
celt ¢ast, je ndhodnéd premennd (pretoze prislusné transformacnd funkcia g(xy,zs) = x{l‘m“
sa da napisat v tvare zo znenia lemy 3.10 ako funkcia po castiach spojita na spocitatelnom

systéme dvojrozmernych borelovskych mnozin).

Poznamka 3.13. Zmysluplny je aj pojem ndhodnej premennej s oborom hodnét inym nez R.*
Napriklad by takymto oborom hodnot mohla byt akdkolvek konecna mnozina, na ktorej nie je
definované Ziadne usporiadanie;® vtedy by islo o takzvani ,kategoricki® ndhodni premennt.®
Analogicky by sme vedeli definovat napriklad ndhodnd premennt, ktorej hodnoty st matice,
postupnosti, funkcie a podobne. V tychto skriptach sa budeme primarne zaoberat klasickymi
nahodnymi premennymi v zmysle definicie 3.1 a takzvanymi ,nahodnymi vektormi“, ¢o su
nahodné premenné, ale s oborom hodndét R™ pre vSseobecné m € N.

3.2 Distribu¢na a kvantilova funkcia

,Distribuc¢na funkcia® nahodnej premennej X je funkcia F' : R — R s jednoduchymi vlast-
nostami, ktord reprezentuje pravdepodobnosti typu P[X € B] pre vsetky borelovské mnoziny
B."  Kvantilova funkcia“ G : (0,1) — R a ,kvantily“ st doleZité napriklad pre pocitacové
simulovanie realizacii nahodnych premennych a pre testovanie statistickych hypotéz. Pre vela
nahodnych premennych s distribucné a kvantilova funkcia navzajom inverzné funkcie.

Definicia 3.14. Distribuc¢na funkcia nahodnej premennej X je funkcia F': R — R, ktora

je v bode € R definovand®
F(z) = P[X < z].

Priklad 3.15. HadZeme dvakrat mincou. Nech nahodnd premenna X je pocet znakov v
tychto dvoch hodoch. Potom distribuéna funkcia ndhodnej premennej X je (pozri panel (a)
na obrazku 3.2)

0 pre x < 0,
1/4 pre0<x <1,
3/4 prel<z<2
1 pre x > 2.

F(zx) =

Veta 3.16 (Zakladné vlastnosti distribucnej funkcie). Nech F' je distribuéné funkcia akejkol-
vek ndhodnej premennej X. Potom 1) 0 < F(z) < 1 pre vsetky = € R, 2) F je neklesajica a
spojita zlava, 3) lim, . F'(z) =1 a lim,, o F(x) = 0.

Dékaz. Vlastnost 0 < F(z) < 1 pre kazdé z € R je zrejma. Neklesajticost F' je tiez jedno-
duchd: ak z < y si dve redlne ¢isla, tak F(z) = P[X < z] < P[X < y] = F(y), pretoze
(X <z2] C[X <yl

4Pokial by sme mali na tomto obore hodnét definovant o-algebru.

5Prislusnou o-algebrou by bola potenéna mnozina.

6Niekedy oznacovant aj ako ,kvalitativna“ ndhodn premenn4.

"Hoci my si ukdzeme ako reprezentuje F' len pravdepodobnosti typu P[X € I], kde I je interval.

8Cast literattry definuje distribu¢nii funkciu predpisom F(x) = P[X < z], 2 € R. Vlastnosti takto
definovanej distribuc¢nej funkcie st odlisné, ale ide len o méalo podstatné technické odlisnosti.
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Dokézeme spojitost zlava. Nech a € R. Pre kazdé prirodzené ¢islo n plati [X < a—1/n] C
(X <a—1/(n+1)] anavyse U ,[X < a—1/n] = [X < al, takZe z neklesajiicosti distribu¢ne;
funkcie a lemy 1.47 o spojitosti pravdepodobnosti zdola: lim,_,,~ F(x) = lim,, o, F'(a—1/n) =
lim, yoo P[X <a—1/n] = P(Uy2,[X <a—1/n]) = P[X <a] = F(a).

Podobne odvodime: lim, o, F'(z) = lim,_, F(n) = lim,_,,, P[X < n] = P(U2,[X <
n]) = P(Q2) = 1. Rovnost lim,, ., F(x) = 0 m6zeme dokdzat analogicky. O

Veta 3.17 (Vyjadrenie pravdepodobnosti intervalov pomocou distribu¢nej funkcie). Nech F
je distribu¢néd funkcia ndhodnej premennej X. Nech a,b € R, pricom a < b. Potom Pla <
X <b] =F(b)—F(a), Pla< X] =1—-F(a), Pla< X <] = lirilJrF(x) — F(a), P[X =
T—r
al = 1im+F(x) — F(a), Pla < X < b] = F(b) — lim+F(x), Pla < X] =1- lim+F(m),
T—a —

T Tr—a

Pla<X <b) = lim F(z)— lim F(z), P[X <b = lim F(z).
z—bt z—at z—bt

Dékaz. Priamo z definicie mdme Pla < X < b = P[X < b — P[X < a] = F(b) — F(a).
Ukézeme este napriklad P[X = a] = lim,_,,+ F(z) — F(a); ostatné rovnosti je mozné dokazat
bud z tejto rovnosti, alebo analogicky. Plati P[X =a] = P(N%° ja—1/n < X <a+1/n]) =
lim, o Pla—1/n < X <a+1/n] =lim, o (F(a+1/n)—F(a—1/n)) = lim, .+ F(z)—F(a).
Druhé rovnost plynie zo spojitosti pravdepodobnosti zhora 1.48, posledna rovnost plynie z
toho, ze F' je spojita zlava. O]

Definicia 3.18. Nech F': R — [0, 1] je distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej X. Kvanti-
lova funkcia nahodnej premennej X alebo tiez kvantilova funkcia distribu¢nej funkcie F' je
funkcia G : (0,1) — R definovand

G(u) =sup{z € R: F(x) <u} pre vsetky u € (0,1). (3.1)

Poznamka 3.19. Vsimnime si, Ze kvantilova funkcia je dobre definované, pretoze mnozina na
pravej strane rovnosti (3.1) je vzdy neprazdna, kedze lim,, o, F'(z) = 0 a u je ostro kladné.
Lahko nahliadneme, ze kvantilova funkcia je neklesajtica. S trochou tusilia sa da ukazaf, ze
kvantilova funkcia je spojita sprava.

Poznamka 3.20. Nech F' je distribu¢nd funkcia a nech I = {z € R : 0 < F(x) < 1}.
Distribuc¢né funkcie pouzivané v aplikacidch maja ¢asto tu vlastnost, ze st spojité na celom R
a striktne rastice na I. V takom pripade je kvantilova funkcia G spojitd a rastiica na celom
intervale (0,1), a je zaroven inverzna funkcia k funkcii, ktord je ziiZenim F' na interval I.

Definicia 3.21. Nech G : (0,1) — R je kvantilova funkcia ndhodnej premennej X. Hodnotu
G(u) pre u € (0,1) nazyvame 100u-percentnym kvantilom rozdelenia ndhodnej premennej
X. Hodnotu G(1/2), ¢ize 50-percentny kvantil, nazyvame median nahodnej premennej X,
ktory budeme znacit m(X).

Poznamka 3.22. V typickom pripade spomenutom v poznamke 3.20 zjavne plati tvrdenie:
P[X <m(X)] = P[X >m(X)] =1/2 (a navySe P[X = m(X)] = 0). Medidn je teda miera
ystredu rozdelenia“ nahodnej premennej X, taka, ze ,polovica pravdepodobnosti je nalavo a
polovica je napravo“ od medidnu.
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Obr. 3.2: Typické distribu¢né funkcie ndhodnych premennych. Panel (a) zobrazuje distribuéni
funkciu nahodnej premennej z prikladu 3.15, ktora zodpoveda takzvanému ,,binomickému roz-
deleniu s parametrami n = 2 a p = 1/2%; pozri Cast 4.2.3. Ostatné panely taktiez zodpovedaji
nadhodnym premennym s rozdeleniami zédkladnych typov, ktoré si vysvetlime v neskorsich ka-
pitolach. Poznamenajme este, ze distribucné funkcie na paneloch (a), (b) sice nie st spojité,
ale st spojité zlava, ¢o obrazok nezachytava.
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Poznamka 3.23. Velmi uzitocnym nastrojom je pocitacové simulovanie realnych dejov. Pri
simulovani mame typicky k dispozicii procediru, ktord dokaze generovat realizaciu nahodnej
premennej U s ,rovnomernym rozdelenim na intervale (0,1)“, ¢o zapisujeme U ~ R(0,1).
Toto rozdelenie bliZSie opisujeme v ¢asti 5.2.1.° Nasledovna veta sa vyuZiva na prevod medzi
nahodnou premennou U a takou nahodnou premennou, ktora ma iné rozdelenie ako rovno-
merné na intervale (0, 1)."°

Veta 3.24 (Veta o inverznej transformécii). Nech F' je distribu¢na funkcia akejkolvek nahod-
nej premennej a nech G je kvantilova funkcia funkcie F'. Nech U ~ R(0,1). Potom ndhodna
premennd G(U) mé distribuént funkciu F.

Dokaz. Vetu je mozné velmi jednoducho ukézat pre pripad, ze I je funkcia, ktora je rastica
a spojitd na celom R, co je instruktivne cviCenie pre ¢itatela. Uvedieme vsak ddkaz vety o
inverznej transformacii v jej plnej vseobecnosti.

Najprv ukazeme, ze pre kazdé z € R a pre kazdé u € (0,1) plati G(u) < z & u < F(z2),
alebo ekvivalentne, ze pre kazdé z € R a pre kazdé u € (0, 1) plati F(z) <u < G(u) > 2.

Ozna¢éme M, = {z€R: F(z) <u}. Ak F(z) < u, potom z € M,, a teda G(u) =
sup M,, > z. Tym sme ukézali implikaciu ,=“. Opacna implikacia plynie nasledovne: Nech
G(u) = sup M, > z. Z definicie supréma dostéavame, Ze pre kazdé n € N existuje z, € M,,
t.j. 2z, spliajice F(z,) < u, pre ktoré z — 1/n < z,. Z neklesajicosti F mame F(z — 1/n) <
F(z,) < u a zo spojitosti zlava dostavame F'(z) < u. Tym sme ukézali aj opa¢ni implikaciu.

Teraz uz moézeme vyjadrit distribu¢ni funkciu ndhodnej premennej G(U), kde U ~ R(0, 1)
v bode z € R: Fgu)(2) = P[G(U) < 2] = P[U < F(2)] = F(2). O

Poznamka 3.25. Ak chceme pouzif vetu 3.24 na generovanie realizacii nahodnej premennej s
distribu¢nou funkciou F', potrebujeme pocitat hodnoty prislusnej kvantilovej funkcie GG. Tento
vypocet moze, ale nemusi byt numericky obtiazny. Typické situacie, ked je tento vypocet
relativne jednoduchy, st, ked F zodpoveds ,diskrétnemu“ rozdeleniu pravdepodobnosti'!,
exponencidlnemu rozdeleniu (veta 5.34) alebo Paretovmu rozdeleniu (veta 5.41).'2

Priklad 3.26 (Generovanie realizacii diskrétnej ndhodnej premennej). Nech py, pa, ..., pp, st
kladné cisla také, ze >3 p; = 1 a nech 71 < z9 < ... < 7. Uvazujme distribu¢nt funkciu
F(x)=0prex <z a F(x) = Y., <o pi Pre x > 1.7 Kvantilova funkcia takejto distribuénej

funkcie je G(y) =21, ak 0 <y <pra G(y) =ap, ak X g <y <SF piprek=2,... m.

Realizécie prislusnej ndhodnej premennej preto mozeme generovat ako G(U), kde U ~ R(0,1).

Konkrétnejsie, interval (0, 1) rozbijeme na intervaly Iy = (0,p1), Is = [p1,p1 + p2), I3 =
[p1 + p2,p1 + D2+ 03)y -y L = [1 — P, 1). Ak realizdcia u € (0,1) ndhodnej premennej
U ~ R(0,1) padne do intervalu [, tak z; moézeme povazovat za realizaciu ndhodnej premennej
s distribu¢nou funkciou F. Efektivita generovania pomocou tohto principu velmi zavisi od
toho, ako rychlo dokédzeme identifikovat interval, do ktorého padne cislo w.

9Pri prvom &itani mézeme na tomto mieste chipat pojem rovnomerného rozdelenia skoér intuitivne. K
zostatku tejto Casti je dobré sa vratit po vyjasneni si pojmu rovnomernej spojitej ndhodnej premenne;j.

10poéitacové generovanie realizacii ndhodnych premennych je zaujimavy, avsak netrividlny proces, ktorému
sa v tychto skriptdch nebudeme podrobnejsie venovat.

HPogzri nasledujici priklad; podrobnejsie o diskrétnych nadhodnjch premennych v dalsej kapitole.

12y pripade exponencidlneho a Paretovho rozdelenia mé totiz kvantilova funkcia G velmi jednoduchy ana-
lyticky predpis.

I3F je distribu¢né funkcia takzvanej ,diskrétnej ndhodnej premennej, ktord nadobtda hodnoty 1, ..., Zm
s pravdepodobnostami py,...,pm,“.
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Kapitola 4

Diskrétne nahodné premenné

4.1 Vlastnosti diskrétnych nahodnych premennych

,Diskrétnu®“ nahodnti premenni pouzivame ako model neurcitosti pre taky vysledok pozoro-
vania, merania ¢i experimentu, o ktorom vopred vieme, ze bude patrit do nejakej spocitatelne;j
podmnoziny redlnych éisel.! Diskrétna ndhodné premennd moze reprezentovat napriklad vy-
sledok hodu kockou, pocet priatelov ndhodne zvoleného ¢lena socialnej siete, pocet iteracii
znadhodneného algoritmu a podobne. Zakladnymi ¢iselnymi charakteristikami diskrétnej né-
hodnej premennej st ,strednd hodnota“ a ,rozptyl“, ktoré zodpovedaju, volne vyjadrené,
scentru®, resp. ,Sirke“ rozdelenia pravdepodobnosti prislugnej ndhodnej premenne;j.?

Definicia 4.1. Ndhodni premennt X na pravdepodobnostnom priestore (€2, 8, P) nazyvame
diskrétna ndhodna premenna, ak jej obor hodnét X () je spocitatelnd mnozina. Funkciu,
ktord priraduje pravdepodobnost P[X = z] ¢islam = € X (Q2), budeme nazyvat pravdepo-
dobnostna funkcia diskrétnej nahodnej premennej X.

Poznamka 4.2. Hovorime, ze diskrétna ndhodna premenna X ,nadobuda“ spocitatelne vela
hodnét a ze X nadobtuda ¢islo z s pravdepodobnostou® P[X = z].

Priklad 4.3. Hodime dvoma (vyvazenymi klasickymi hracimi) kockami. Nech ndhodnd pre-
menna X znamena sucet bodov na tychto kockach. Lahko sa presvedc¢ime, ze X nadobuda
hodnoty 2,3,...,12 (obor hodnét ndhodnej premennej X je X () = {2,3,...,12}, ¢ize ide
o diskrétnu ndhodnt premennt). Jednotlivé hodnoty nadobtida X s nasledovnymi pravde-
podobnostami: P[X = z] = (x —1)/36 pre z = 2,...,7 a P[X = z] = (13 — x)/36 pre
r=2_8,...,12.

Lema 4.4. Ak X je diskrétna ndhodnd premennd a B je akdkolvek borelovskd mnozina,® tak

PIXeBl= Y PX=1
te BNX(Q)

INajcastejsie je touto mnoZinou nejaka podmnozina nezépornych celych ¢&isel.

2§ ¢fselnymi charakteristikami, ktoré nazyvame kvantily, sme sa uz stretli v éasti 3.2. Poznamenajme, Ze
nahodnym premennym mozeme priradit nielen ¢iselné hodnoty, ale aj viacero typov charakterizaénych funkcii.
Tieto funkcie st pre tedriu pravdepodobnostnych rozdeleni velmi uzitocné néastroje, ale v tomto zakladnom
texte sa im nevenujeme.

3Typicky je B = (a,b), kde —o00 < a < b < cc.
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Dékaz. Staci si najprv uvedomit, ze {[X € t] : t € BN X(Q)} je spocitatelny systém dis-
junktnych udalosti, ktorych zjednotenie je udalost [X € B] a nasledne vyuzit aditivitu alebo
o-aditivitu pravdepodobnosti. O

Priklad 4.5. Presvedéme sa pomocou predchadzajicej lemy, ze ak je X diskrétna ndhodna
premennad, tak pre jej distribu¢ni funkciu F' plati

F(z)= Y P[X =t] pre vietky z € R.
t<z, te X ()

Slovne, F'(x) je si¢tom atomickych pravdepodobnosti typu P[X = t] pre tie ¢isla ¢, ktoré X
nadobiida a ktoré st mensie nez x. Z toho je zrejmé, ze distribucna funkcia je schodovita, so
»skokmi“ v bodoch, ktoré X nadobida. Formélne F'(z) = P[X < x| =Y, , 1ex@) PIX =1,
pretoze X nadobuda spocitatelne vela hodnot. Viaceré priklady distribuénych funkcii diskrét-
nych nahodnych premennych st na obrazkoch v casti 4.2.

Definicia 4.6. Nech X je diskrétna nahodnd premenna’ a nech rad 3 cy ) 2P[X = 2]
absolutne konverguje. Potom hovorime, ze ndhodna premenna X ma konec¢ni strednti hodnotu
a Cislo
E(X)= ) zP[X =1]
X (Q)

nazyvame stredné hodnota ndhodnej premennej X. Ak rad 3°,¢ v o) 2P[X = z] nekonver-
guje alebo nekonverguje absolitne, hovorime, Ze ndhodna premenna X nemé konec¢nu stredni
hodnotu.

Poznamka 4.7. Pod absolttnou konvergenciou radu Y, cx 7(z), kde X je spocitatelnd mno-
zina, myslime to, Ze 3, |r(z;)| < oo, pricom 1, s, . .. je (akékolvek) ocislovanie prvkov mno-
ziny X. KaZdy koneény rad odividne konverguje absolitne,” ale nekoneény rad absoliitne
konvergovat nemusi. Pripomenme, ze absolitna konvergencia okrem iného zarucuje, ze hod-
nota Y ,cx () je konecnd a rovnaka nezavisle od toho, v akom poradi s¢itujeme ¢leny tohto
radu.

Poznamka 4.8. Fyzikdlne sa d& na stredni hodnotu pozerat ako na ,tazisko rozdelenia“
diskrétnej ndhodnej premennej: Majme ndhodni premenni X s konecnou strednou hodno-
tou a nech X(Q) = {21, x9,...}. Uvazujme systém hmotnych bodov s hmotnostami P[X =
x1], P[X = x5, ... leziacich na orientovanej priamke 7 vo vzdialenostiach 1, 2o, . . . od pevne
zvoleného bodu O v smere orientécie tejto priamky. Potom fazisko tohto systému bodov bude
lezat na ?, presne vo vzdialenosti £(X) od bodu O v smere orientacie priamky 7

Priklad 4.9. Strednd hodnota ndhodnej premennej z prikladu 4.3 je

1 ) 6 ) 1
EX)=2—+--- 46—+ 7T—+8—---+12— =T1.
(X) 36 + * 36 + 36 + 36 * 36
Ak umiestnime body s hmotnostami %, o %7 %, %, . % do intervalu [0, 00) tak, aby ich

suradnice boli 2, 3, ..., 12, potom tazisko tejto sustavy bodov bude mat suradnicu 7, v stilade
s poznamkou 4.8.

4Strednt hodnotu je mozné definovat aj pre vieobecnii ndhodnii premennt, vyzaduje si to ale hlbsie tech-
nické zaklady. V tychto skriptdch definujeme strednii hodnotu osobitne pre diskrétne ndhodné premenné,
pre takzvané ,spojité“ ndhodné premenné, a nedefinujeme vébec pre ndhodné premenné, ktoré nie st ani
diskrétne, ani spojité. Analogicky postupujeme v pripade rozptylu ndhodnych premennych.

5Cize kazd4 ndhodna premennd, ktora nadobtda len kone¢ne vela hodnét, mé koneénu strednt hodnotu.
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Poznamka 4.10. Vsimnime si, ze ak X7, ..., X, st diskrétne nahodné premenné a g : R" —
R je akakolvek funkcia, tak g(Xi,...,X,) je tiez diskrétna ndhodné premennd, pretoze jej
obor hodndét musi byt spocitatelny.

Veta 4.11 (Strednd hodnota funkcie diskrétnej ndhodnej premennej). Nech X je diskrétna
nadhodna premennd a nech g : R — R je funkcia. Potom stredna hodnota diskrétnej nahodnej
premennej® g(X) je konetnd, ak rad 3 ,cx () 9(z)P[X = z] absolitne konverguje. V takom

pripade plati:
> g(x)P[X =
zeX(Q)

Dokaz. Oznacme Y = g(X). Potom P[Y = y| = 3, )=, P[X = 7], kde suma prebiecha cez
tie z € X (), pre ktoré g(x) = y. Takze’

E(g(X)) = = Y yPlY = > vy Z PIX

yeY (Q) yeY (Q) zg(z)=y
= > > yPX=z|= > > g(x)P[X =2
yeY (Q) z:9(x )—y yeY (Q) z:9(2)=y
= > g = x].
z€X(Q)

]

Veta 4.12 (Linearita strednej hodnoty diskrétnej ndhodnej premennej). Nech X a Y st
diskrétne ndhodné premenné, ktoré maju konecnu stredni hodnotu. Nech a, b st redlne ¢isla.
Potom aj diskrétna ndhodna premenna® aX + bY ma kone¢ni stredni hodnotu a plati

E(aX +bY) = aE(X) +bE(Y).
Specidlne, E(aX) =aE(X) a E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Dékaz. 7 definicie strednej hodnoty a aditivity (pripadne o-aditivity) pravdepodobnosti do-
stdvame:”

E(aX +0Y) = > 2zPlaX + DY = 2]

= Z Z (ax + by)P[X = z,Y =y

= a SL’Z X=zY=yl+b > vy > PX=2zY=y
TEX(Q) yeY(Q yeyY(Q) zeX(Q)
= Z tPX =x]+b > yPlY =y|=aE(X)+bE(Y).
() yeY (Q)

6Pozri poznamku 4.10.

"Samotnt existenciu kone¢nej E(Y), ¢ize absoltitnu konvergenciu radu > yev () ¥P[Y =y, vieme doka-
zat z predokladu vety 4.11 o absolitnej konvergencii radu } ¢ v () 9(2)P[X = z]. Tento dokaz existencie
nechavame na citatela.

8Pozri poznamku 4.10.

9Podobne ako v dokaze vety 4.11, ani tu nebudeme podrobne dokazovat samotni existenciu koneénej
E(aX +bY), ¢ize absolitnu konvergenciu radu 3, (,xpyy(o) 2P[aX + 0Y = z]. Této existencia plynie z
predpokladu existencie kone¢nych strednych hodnét ndhodnych premennych X a Y. Podrobnosti nechdvame
na usilovného citatela.

41



Harman, Filova: Zaklady tedrie pravdepodobnosti, FMFI UK

(V pripade, ze by predchadzajice rovnosti sim boli nejasné, je instruktivne si ich platnost
premysliet pre Specidlny pripad, napriklad taky, ze X(Q) =Y () ={0,1}, a=b=1.) O

Priklad 4.13. Nahodna premenna X z prikladu 4.3 sa da napisat ako stcet nahodnych
premennych X; a X, ktoré zodpovedaji vysledkom na prvej, resp. na druhej kocke. Zrejme
E(X)) = BE(X,) = 154 - -+6¢ = 3.5, takze podla vety 4.12 plati E(X) = E(X;)+E(X,) = 7.
To je podstatne kratsi vypocet ako v priklade 4.9. Este uzitocnejsie moze byt vyuzitie vety
4.12, ked scitavané nahodné premenné nie si nezavislé; pozri cast 4.3.

Poznamka 4.14. Z vety 4.12 plynie, ze pre diskrétne ndhodné premenné X, ..., X,,, ktoré

maju konec¢nu strednti hodnotu a pre akékolvek redlne konstanty aq, ..., a, plati, ze diskrétna
nadhodné premenna'® 37, a; X; m4 kone¢ni stredni hodnotu a E(3X1, a;X;) = Y0, a, E(X;).

Specidlne, E(X7, X;) = X1, B(X)).

Definicia 4.15. Nech X je diskrétna ndhodnd premenné a nech ndhodnd premenns X2 m4
koneéni stredntt hodnotu. Potom hovorime, Ze ndhodnd premenns X m4 koneény rozptyl'! a
¢islo

D(X) = E((X — E(X))?)
nazyvame rozptyl ndhodnej premennej X. Ak ndhodnd premennd X? nem4 koneént strednii
hodnotu, tak hovorime, ze X mé nekonecény rozptyl.

Poznamka 4.16. Predchadzajica definicia implicitne vyuziva nasledovné tvrdenie, ktoré
nebudeme dokazovat: ak ma X? koneént stredni hodnotu, tak samotnd ndhodné premenna
X mé tiez konecnu stredntt hodnotu a ndhodna premennd (X — E(X))? m4 taktiez konecni
strednii hodnotu.'?

Poznadmka 4.17. Z definicie 4.15 okamzite plynie, ze D(X) > 0 pre akuikolvek diskrétnu
nahodnt premenni X, pretoZe samotna ndhodnd premennd (X — E(X))? je nezaporna.

Poznamka 4.18. Podobne ako stredna hodnota nahodnej premennej, aj rozptyl sa dé intu-
itivne pochopit pomocou fyzikalnej predstavy. Ak uvazujeme systém hmotnych bodov ako v
poznamke 4.8, tak rozptyl nahodnej premennej X je imerny kinetickej energii takéhoto sys-
tému, ak by sa tocil okolo taziska (ktoré mé polohu urcent strednou hodnotou) konstantnou
uhlovou rychlostou.

Priklad 4.19. Vypocitajme rozptyl nahodnej premennej X z prikladu 4.3. Stredna hod-
nota ndhodnej premennej X je 7, ako vieme z prikladov 4.9 a 4.13. Nahodna premenna
(X — E(X))? teda nadobtida hodnoty (2 —7)%, (3 —7)%,...,(12 — 7)? s pravdepodobnostami
2 S 2k takze D(X) = E(X—E(X))) =2-72%+...+(6-722 +(7—
VT BT %+ - +(12-775="2.

Veta 4.20 (Zékladné vlastnosti rozptylu diskrétnej ndhodnej premennej). Nech X je dis-
krétna ndhodnd premennd, ktord ma konecény rozptyl. Potom D(X) = E(X?) — E(X)?. Nech
a, b su redlne ¢isla. Potom aj diskrétna ndhodné premenna a X + b ma konecény rozptyl a plati
D(aX +b) = a’D(X).

10Pozri pozndmku 4.10.

HCasto sa v slovenskom jazyku pouziva na pomenovanie rozptylu aj pojem ,disperzia®, niekedy aj
,variancia‘“.

12Vsimnime si eSte to, ze ak X nadobtida koneéne vela hodnét, tak aj X2 nadobiida koneéne vela hodnét,
¢ize existuje koneéna E(X?), takze existuje aj koneény rozptyl D(X).
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Doékaz. 7 definicie rozptylu a linearity strednej hodnoty mame: D(X) = E((X — E(X))?) =
E(X?-2E(X)X +(E(X))?) = E(X?) -2E(X)E(X)+ (E(X))? = E(X?) — (E(X))? Dokaz
druhej casti vety je podobne jednoduché cvicenie. O

Poznémka 4.21. Nech X je diskrétna ndhodnd premennd a nech (x;);c; st vSetky hodnoty,
ktoré X nadobuda s nenulovou pravdepodobnostou. Ak ma X konec¢nt strednt hodnotu, tak z
vety 4.11 a predchadzajicej vety plynie, ze rozptyl X mozeme vypocitat podla ktoréhokolvek
z nasledujicich dvoch vzorcov

L D(X) = Yies(@i — E(X))2P[X = 7y,
2. D(X) = Eier 7 PIX = x;] — (E(X))?,
ak sa prislusné sumy konecné.

Priklad 4.22. Vypocet rozptylu v priklade 4.19 vyuziva prvy vzorec z poznamky 4.21. Vy-
pOQéelzt)podIQ’a dgl;hého uvedenc¢ho vzorca je D(X) = (225 4+ ... + 6% + P2 + 8= + -+ +
12°2) — 77 = =2,

36 6

Definicia 4.23. Ak m4 diskrétna ndhodnd premennd X koneény rozptyl D(X), tak ¢islo
o(X) = /D(X) nazyvame smerodajna odchylka ndhodnej premennej X.

Poznamka 4.24. Vsimnime si, ze pokym rozptyl reaguje na linedrne transformacie kvadra-
tickou zmenou, smerodajna odchylka len linedrnou zmenou (formalne o(aX +b) = ac(X) pre
a,b € R, a > 0). Inymi slovami, smerodajni odchylku mézeme ,vyjadrit v rovnakych jed-
notkach“ ako samotni premenni X. Smerodajnd odchylka je preto v niektorych situaciach
interpretacne prirodzenejsia charakteristika ,Sirky rozdelenia“ nahodnej premennej X.

Poznamka 4.25. Strednd hodnota a rozptyl ndhodnych premennych st Specialne pripady ¢i-
selnych charakteristik nazyvanych ,momenty “. Presnejsie, pre k € N definujeme ,,pociatocny “
moment k-teho rddu ako E(X*) a, v pripade Ze existuje u = E(X), ,centrdlny” moment k-
teho radu ako E((X — p)*). Strednd hodnota nahodnej premennej je teda jej pociatocny
moment prvého radu a rozptyl je jej centralny moment druhého radu. Da sa ukézaft, ze exis-
tencia a konec¢nost momentu k-teho rdadu implikuje existenciu a konec¢nost momentov nizsich
radov. Momenty vyssich rddov ako druhého sa v pravdepodobnosti pouzivaji napriklad na
definiciu pojmov ,Sikmosti“ a ,Spicatosti“ ndhodnej premennej alebo tym spésobom, zZe ich
existencia a konecnost zarucuje platnost niektorych pokrocilejsich teoretickych tvrdeni. V
tomto texte sa nebudeme zaoberat momentami radov vyssich ako 2.

Definicia 4.26. Nech X je diskrétna ndhodnd premennd a nech 3, yv(q) P[X = z]log,(P[X =
r]) konverguje.'® Potom hovorime, %e ndhodnd premennid X mé kone¢nii entropiu H(X) a
¢islo

H(X)=- Y P[X =ua]log,(P[X = z) (4.1)

zeX(Q)

nazyvame entropia nahodnej premennej X. Entropiu meriame v bitoch.

13Symbolom log, ozna¢ujeme binarny logaritmus a pre p = 0 kladieme plog,(p) = 0. Viimnime si tiez, Ze
vsetky scitance uvedeného radu su nekladné, takze konvergencia tohto radu je ekvivalentna jeho absoltitnej
konvergencii. Ak tento rad nekonverguje (¢ize ,konverguje do —oo“), hovorime, Ze X mé nekone¢ni entropiu.
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Poznamka 4.27. Vsimnime si, Ze entropia nezavisi od toho, aké hodnoty X nadobuda,
len od toho, aké si pravdepodobnosti nadobudnutia jednotlivych hodnot. To znamend, Ze
entropiu by sme mohli rovnako definovat aj pre ,nahodni premennt“, ktord nenadobuda
redlne Cisla, ale hodnoty z nejakej konecnej (alebo spocitatelne nekonecnej) ,abecedy*; pozri
tiez poznamku 3.13.

Priklad 4.28 (Rozsireny priklad 1.1.2 z [4]). V dostihovych pretekoch bude sitazit 8 koni.
111 1 1 1 1 1

Pravdepodobnosti vyhry jednotlivych koni su 3, 1, 5, 765 615 610 610 61- a) Najdime entropiu na-
hodnej premennej X, ktord reprezentuje ¢islo vitazného kona (kazdy komn méa iné ¢islo). b)
Cisla konf sme sa rozhodli zakédovat nasledovnymi postupnostami: 0, 10, 110, 1110, 111100,
111101, 111110 a 111111, v uvedenom poradi podla najvyssej pravdepodobnosti vyhry. N&j-
dime strednti hodnotu ndhodnej premennej Y, ktord reprezentuje pocet bitov (Cize diiku)
kédu vitazného kona.

Riesenie: a) H(X) = —3logy(5) — 110gy(7) — §1085(3) — 15108, (75) — 457 logy(gg) = 2
bity. b) E(Y) = 15 + 25 + 35 + 445 + 615 = 2.

Veta 4.29 (Zékladnd vlastnost entropie). Nech X je diskrétna ndhodna premennd, ktora
nadobida n roznych hodnét. Potom ma X konecni entropiu a plati 0 < H(X) < log,(n).
Ak X nadobida len jedini hodnotu, tak H(X) = 0. Ak X nadobtda kazdd z n hodnét s
rovnakou pravdepodobnostou, tak H(X) = logy(n).

Dékaz. Nerovnost 0 < H(X) plynie priamo z definicie entropie a toho, ze —plog,(p) > 0 pre
vSetky p € [0, 1]. Stru¢ne ukdzme, ze H(X) < log,(n).

V matematickej analyze sa dokazuje takzvani ,Jensenova“ nerovnost,'* ktord sa da v
re¢i diskrétnych ndhodnych premennych formulovat nasledovne: Nech je g redlna funkcia,
konkdvna na nejakom intervale [a, b]. Nech diskrétna ndhodna premenna Z nadobuda hodnoty
v intervale [a, b]. Potom E(g(Z)) < g(FE(Z)).

Nech X(Q2) = {zy,...,2,}. Ozna¢me p; = P[X = ;] pre vsetky ¢ = 1,...,n. Uva-

zujme nahodni premenni Z, ktord nadobida hodnoty —- L5 pravdepodobnostami

np1? """ npp
Pis .., Pp.t? Mame

1

np;

HICX) = logy(n) = 3 plog, (1) = Bllon,(2) < owy(E(2)) = ogs(1) = 0.

Prva rovnost plynie z definicie entropie a zo zakladnych vlastnosti logaritmu, druha rovnost je
dosledkom vety 4.11, nerovnost nam zarucuje Jensen (pretoze log, je konkdvna funkcia na ne-
jakom kone¢nom intervale obsahujicom obor hodn6t ndhodnej premennej Z) a predposlednd
rovnost plynie z toho, ze E(Z) = 1.

Zostavajuce casti vety plynu priamo z definicie entropie. O]

Poznamka 4.30. Entropia diskrétnej ndhodnej premennej X vyjadruje ,,neurcitost® budicej
realizacie premennej X. Tuto predstavu podporuju zakladné vlastnosti z vety 4.29. Skutocne;
neurcitost by mala byt nezaporna charakteristika a nulovii hodnotu by mala nadobudat pre

14 Jensenovu nerovnost tu nebudeme dokazovat; jej dokaz je bezne dostupny, principidlne jednoduchy, no
technicky, pozri napriklad cast 2.6 v [4]. Ide ale o velmi zaujimavé a uzito¢né tvrdenie pre pokrocilejsiu tedriu
pravdepodobnosti.

1 1

BMleky tu predpokladame, ze ApT T g sa rozne ¢isla; modifikovat dokaz pre pripad, Ze niektoré z

tychto hodnot st rovnaké, je jednoduché, ale formélne zdihavejsie.
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kazdu degenerovani ndhodnt premennt, ¢ize tak, ktorej vysledok je vopred isty. Intuitivne je
tiez zrejmé, ze najvacsiu neurcitost spomedzi nahodnych premennych nadobidajtcich n roz-
nych hodnét by mala mat taka ndhodna premennd, ktora nadobida kazda z tychto hodnot
s rovnakou pravdepodobnostou.'® Entropia je klic¢ovou charakteristikou v takzvanej teérii
informéacie” a v pribuznej ,teérii kédovania“. Pomocou vysledkov z tychto oblasti je napri-
klad mozné ukazat, ze vlastnost H(X) = E(Y') v priklade 4.28 znamend, ze pouzity kod je
najuspornejsi mozny rozumny kéd. Uvedeny kod je tiez najefektivnejsi z pohladu opakova-
ného generovania realizacie nahodnej premennej X pomocou nezavislych hodov vyvazenou
mincou.'” Pomocou entropie je taktieZ mozné definovat prirodzeni ¢selnti mieru informdcie,
ktori nesie jedna ndhodna premennad o druhej ndhodnej premennej; to uz vSak presahuje
ramec tychto skript.

4.2 Typy diskrétnych nahodnych premennych

4.2.1 Diskrétne rovnomerné rozdelenie

Definicia 4.31. Nech a,b st celé ¢isla, a < b. Oznacme M = {a,a + 1,...,b}. Hovorime,
ze diskrétna ndhodna premennd X ma diskrétne rovnomerné rozdelenie na mnozine M,
ak P[X = x] = % pre vsetky x € M, kde n = b — a + 1 je pocet prvkov mnoziny M. Tuto
skutocnost znac¢ime X ~ R(M).

Veta 4.32 (Zékladné ¢iselné charakteristiky diskrétneho rovnomerného rozdelenia'®). Nech
a n2—

X ~ R{a,a+1,....,0},' a < b,n =>b—a+ 1. Potom E(X) = %b, D(X) = 121 a

H(X) = logy(n).

Dékaz. Dokaz je jednoduché cvicenie,?” resp. plynie z vety 4.29. O
Priklad 4.33. Nahodné premenna X ~ R{0, 1} zodpovedd vysledku hodu vyvdzenou min-
cou alebo rovnomernému ndhodnému vyberu bitu. Ndhodnd premennd X ~ R{1,2,...,6}
zodpoveda vysledku hodu vyvazenou hracou kockou. Nahodna premennd X ~ R{0,1,...,9}

zodpoveda rovnomernému ndhodnému vyberu dekadickej cifry (pozri obrazok 4.1).

Poznamka 4.34. Ndhodna premennd X ~ R{a} (¢ize a = b v definicii 4.31) mé ,singuldrne“
rozdelenie v bode a. Hoci ide formalne o nahodnt premennt, jej budtca realizacia je vopred
istd. (S takouto nahodnou premennou sme sa uz stretli vo vete 4.29.)

Poznamka 4.35. Diskrétne rovnomerné rozdelenie by sme mohli prirodzenym sposobom
definovat aj na vseobecnej kone¢nej mnozine M. Takéto vseobecnejsie diskrétne rozdelenia st
Specidlnym pripadom ,empirického* rozdelenia déat (pozri Cast 4.2.7).

16Takéto ndhodné premenné podrobnejsie studujeme v Sasti 4.2.1.

1"Hadzeme mincou dovtedy, kym postupnost vysledkov na minci nebude zodpovedat niektorému z danych
osmych kédov.

18Presnejsi zvrat by bol ,é&iselné charakteristiky ndhodnej premennej s diskrétnym rovnomernym rozde-
lenim*“. Uvedomme si vSak, ze naozaj ide v podstate o charakteristiky rozdelenia ako takého, pretoze dve
nahodné premenné s rovnakym rozdelenim — pozri pozndmku 3.6 — maji rovnaki strednd hodnotu, rozptyl
aj entropiu.

YNamiesto formélne presného zdpisu R({...}) budeme pouzivat struc¢nejsi R{...}.

20Pripomeiime, 7e 1o i = n(n — 1)(2n — 1)/6.
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Obr. 4.1: Pravdepodobnosti P[X = z] a distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej s rovnomer-
nym rozdelenim na mnozine {0, 1,...,9}.

4.2.2 Alternativne rozdelenie

Definicia 4.36. Hovorime, ze diskrétna ndhodnd premenna X ma alternativne rozdelenie
s parametrom p € (0,1), ak P[X = 0] =1 —p a P[X = 1] = p. Tuto skutocnost znacime
X ~ Alt(p).**

Priklad 4.37. Hadzeme falosnou mincou, na ktorej pada znak s pravdepodobnostou p # %
Potom nahodna premenna

1 ak padne znak,
0 ak padne hlava

ma alternativne rozdelenie X ~ Alt(p).

Veta 4.38 (Zékladné ¢iselné charakteristiky alternativneho rozdelenia). Nech X ~ Alt(p).
Potom E(X) = p, D(X) = p(1 —p), H(X) = —plog,(p) — (1 — p)log,(1 — p).

Dokaz. Dokaz je jednoduché cvicenie. O]

4.2.3 Binomické rozdelenie

Definicia 4.39. Hovorime, ze diskrétna nahodna premenna X ma binomické rozdelenie s
parametrami p € (0,1) a n € N, ak pre kazdé k = 0,1,...,n plati

HX:Mz(@ﬁO—M”“

Tuato skutocnost znac¢ime X ~ Bin(n,p).

21 Alternativne rozdelenie sa niekedy nazyva aj ,Bernoulliho“ rozdelenie alebo ,nula-jednotkové“ rozdelenie.
Vsimnime si, Ze rozdelenie Alt(1) je rovnaké ako rozdelenie R{0,1} z casti 4.2.1.
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Obr. 4.2: Pravdepodobnosti P[X = z] a distribu¢né funkcia ndhodnej premennej s rozdelenim
Bin(7,0.4).

Poznamka 4.40. Z binomickej formuly mame >, (Z)pk(l p)"F=p+(1-p)" =1,

takze X ~ Bin(n,p) nadobtiida s nenulovou pravdepodobnostou len hodnoty {0,1,...,n}.

Poznamka 4.41. Uvazujme sériu n nezavislych pokusov, z ktorych kazdy moéze skoncit bud
uspechom (s pravdepodobnostou p € (0,1)), alebo neispechom (s pravdepodobnostou ¢ =
1 — p). Ndhodnd premennd X ~ Bin(n,p) potom zodpoveda celkovému poctu uspesnych
pokusov.??

Priklad 4.42. HadZeme mincou z prikladu 4.37, no nie raz, ale n-krat. Definujme ndhodnu
premennu X ako pocet znakov, ktory padne v tychto m hodoch. Potom X mé& binomické
rozdelenie X ~ Bin(n,p).

Veta 4.43 (Zékladné ¢iselné charakteristiky binomického rozdelenia). Nech X ~ Bin(n,p).
Potom E(X) =npa D(X) = np(1 — p).3
Dékaz. Nech X ~ Bin(n,p), g =1 — p. Plati

E(X)ijk@) En:/f ,k,pq

k=1

k=1 gk (n—1)! i (n—1)—i _
EENTL *”pZ (n—1) -yl ? -

n—l)'

npz

22§ binomickym rozdelenim sme sa implicitne stretli uz vo vete 2.21 a v nadvézujtcich prikladoch.

23Entropiu ndhodnej premennej s binomickym rozdelenim nie je mozné vyjadrit ovela jednoduchsim zapi-
som, ako je ten, ktory je priamociarym prepisom definicie entropie. Podobné konstatovanie plati pre entropiu
nahodnej premennej s Poissonovym a hypergeometrickym rozdelenim z dalSich Casti tejto kapitoly, preto
prislusné vzorceky nebudeme uvadzat.
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n—1

n—1\ , o_1- e

an( i >qu(” D= = np(p+ q)" ! = np.
1=0

Poslednd rovnost plynie z binomického rozvoja stc¢tu (p+q)" . Podobne odvodime?* E(X (X —
1)) = Shoy k(k = 1) (7)p*q" ™ = n(n — 1)p?, a preto D(X) = E(X?) — (E(X))? = BE(X(X -
1)) + E(X) — (B(X))? = n(n — 1)p* + np — n*p* = np(1 — p). O

Poznamka 4.44. Vsimnime si, ze X ~ Alt(p) vtedy a len vtedy, ked X ~ Bin(1,p).

Poznamka 4.45. Z interpretdcie v poznamke 4.41 plynie, Ze stic¢et ,,nezavislych“?® ndhodnych
premennych X; ~ Alt(p), i = 1,...,n, ma rozdelenie Bin(n,p). Tato tvaha (spolu s vetou
4.38 a poznamkou 4.14) ndm poskytuje alternativny dokaz, ze E(X) = np pre X ~ Bin(n,p).

Priklad 4.46. Pre potreby ,genetického algoritmu® modelujeme ,,chromozém dizky n¢ po-
stupnostou n binarnych hodnét 0 alebo 1. Nech x je chromozém pozostavajuici z k jednotiek a
n — k nil. Chromozém y vytvorime z chromozému x ndhodnou ,mutaciou”, t.j. tak, ze kazdy
bit preklopime na opac¢ny s pravdepodobnostou p. Najdime strednii hodnotu poctu jednotiek,
ktoré bude obsahovat chromozém y.

Riesenie: 7 interpretacie binomického rozdelenia je zrejmé, ze pocet Ny_,; nulovych bitov
chromozému z, ktoré sa zmenia na jednotku, ma rozdelenie Bin(n — k,p) a pocet Nj_,;
jednotkovych bitov chromozému x, ktoré sa nezmenia, mé rozdelenie Bin(k,1 — p). Vidime,
ze pre pocet N jednotkovych bitov chromozému y plati N = Ny_,; + N1, a teda na zaklade
linearity strednej hodnoty a vety 4.43 dostavame:

B(N) = BE(No_1) + E(N11) = (n— k)p+ k(1 — p).

Priklad 4.47. Hrame hru, v ktorej sa tahaji 4 ¢isla zo 40. Vyhrame, ak uhddneme vsetky
styri ¢isla. Uréme pravdepodobnost, ze ak sa hry zucastnime 500 krat, vyhrame raz alebo
dvakrat.

Riesenie: Pravdepodobnost vyhry v jednej hre je p = 1/(440) ~ 1.1 x107°. Potom nahodn4
premennd X, ktord oznacuje pocet vyhier v 500 hrach, ma rozdelenie Bin(500,p) a

500 500
HX:H+HX:ﬂ:<1%ﬂ—mm+<2>ﬁu—mM%OmM6

V takomto pripade, ¢ize ked je n ,velké“ a p ,velmi malé“, moze byt vyhodnejSie aproxi-
movat binomické rozdelenie nasledovnym sposobom.

Veta 4.48 (Poissonova limitné veta). Majme postupnost ndhodnych premennych X,,,, X,,, 11, . ..
pricom X,, ~ Bin(n,\/n), kde 0 < A < n;. Potom pre kazdé k € {0,1,2,...} plati

k
lim P[X, = k] = e

k n—k
n—00 n—oo \ k n n

24Technicky pouzijeme vetu 4.11 s g(z) = z(z — 1).
253 pojmom nezévislosti ndhodnych premennych sa viac zozndmime v kapitole 6.

(4.2)

Dokaz.
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Tento priklad sme na prednaske nerobili, ale moze byt zaujimavy. Jednak samotna oblast, z ktorej je voleny - stochasticke optimalizacne metody a metaheuristiky - je zaujimava tym, ze principialnym sposobom vyuziva nahodnost. Po druhe z technickeho hladiska je zaujimave, ako nam linearita strednej hodnoty zjednodusila vypocet. Mozete sa pokusit riesit tento problem aj klasicky, cize ze najdete pravdepodobnosti P[N=n] a nasledne vyratate E(N) podla definicie a uvidite, o kolko je to narocnejsia cesta
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A -1 n—k+1 A\ " A"
i (1) (). )
k! n—oo \m n n n n

Avsak zrejme plati
—k
—1 — 1
i (2) (") (A (122)
n—oo \ n n n

lim (1 — A) — e,
n—oo n

Z predchadzajucich rovnosti dostdvame pozadované tvrdenie. O

Poznamka 4.49. Akej velkej chyby sa dopustime, ak na zdklade vztahu (4.2) nahradime
hodnotu P[X,, = k] ¢islom e *\¥/k! pre konecné n? D4 sa ukazat (pozri napriklad [8], strana
64), Ze

i ML 2
S |\PIX, =k — e*Aﬁ <— min(2, \).
k=0 :

Priklad 4.50. Predpokladajme, Ze pri prenose binarnych dat cez urcity komunikacény kanal
dochédza k preklopeniu bitu na opaény s pravdepodobnostou p = 10~¢. Udalosti preklopenia
bitu na opacny sa vyskytuju navzajom nezavisle a k inym typom chyby prenosu dat nedocha-
dza. Odhadnime pravdepodobnost, Ze pri prenose 10° bitov dojde k viac ako dvom chybdm
prenosu.

Riesenie: Pocet X preklopeni bitov na opaény mé rozdelenie Bin(n,p), kde n = 10°
a p = 1075, Podla Poissonovej limitnej vety plati P[X € {0,1,2}] = 7% ,e *N\*/k!, kde
A = np = 1, numericky P[X € {0,1,2}] =~ 0.9196986. Hladana pravdepodobnost je teda
P[X >2]=1- P[X €{0,1,2}] =~ 0.0803014. Podla poznamky 4.49 je chyba, ktorej sme sa
dopustili ,,Poissonovou aproximéaciou®, radovo maximalne na trovni 107°.

4.2.4 Poissonovo rozdelenie

Definicia 4.51. Hovorime, ze diskrétna ndhodna premenna X mé Poissonovo rozdelenie
s parametrom A > 0, ak pre kazdé kK = 0,1, 2, ... plati

/\k
_ =
PIX =k = e 7

Tuato skuto¢nost znacime X ~ Po(\).

Poznamka 4.52. VSimnime si, Ze 352, e *(A\¥/k!) = 1, ¢o plynie z uz spominaného sldvneho
vztahu 302, A\¥/k! = e*. Takze X ~ Po()\) nadobida s nenulovou pravdepodobnostou len
celé nezaporné cisla.

Veta 4.53 (Zakladné ciselné charakteristiky Poissonovho rozdelenia). Nech X ~ Po()).
Potom E(X)=Xa D(X) = A.
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Obr. 4.3: Pravdepodobnosti P[X = z] a distribu¢né funkcia ndhodnej premennej s rozdelenim
Po(2.8).

Dokaz.
S he N eyt ATy
E(X) =3 ke ey Aol o
= k! = (k—1)!
Podobne méme
00 )\k 00 )\k—Q
EX(X-1) =Y kk—1e = =N =\ = N
P k! = (k—2)!

Preto D(X) = E(X2) — (E(X))? = B(X(X = 1)) + B(X) — (B(X))2 = X2+ A= X =\ O

Poznamka 4.54. Poissonovo rozdelenie sa pouziva napriklad na modelovanie poc¢tu rozpadov
atomov radioaktivnej latky za urcity cas, volani na telefénnu tstredinu, impulzov prichadza-
jucich na neurénovi bunku pocas urcitého ¢asového tiseku a podobne. Poissonovo rozdelenie
je tiez limitnym rozdelenim®“ niektorych postupnosti nahodnych premennych; iny priklad
aproximacie, nez predstavuje veta 4.48, je uvedeny v nasledujicom priklade.

Priklad 4.55. Nech n € N a nech X, znamena pocet prvkov, ktoré zostani na svojom
pdvodnom mieste po dokonalej ndhodnej permutacii postupnosti (1,...,n). Dokdzeme, Ze
limitné rozdelenie ndhodnych premennych X,, je Po(1), t.j. Ze lim,, . P[X, = k] = e /k!
pre kazdé nezaporné celé ¢islo k.

Riesenie: Najprv si uvedomme, Ze p, = P[X,, > 0] sme uz ur¢ili v priklade 1.45. Polozme
q¢n = P[X, =0] =1 —p,, t.j. ¢, je pravdepodobnost, ze po ndhodnej permutécii n ¢isel ne-
zostane ani jedno z nich na svojom pévodnom mieste. Dodefinujme tiez qo = 1. Pre vSeobecné
k > 1 mame

P[X,=kl=P ( U Bk> )

1<i1 <...<i<n
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kde Bil,...

iné Cislo nezostane na svojom povodnom mieste. Je zrejmé, ze takychto udalosti je (’,;”), ze su
navzajom disjunktné a pravdepodobnost kazdej takejto udalosti je

i, znamena udalost, Ze Cisla 7y, ..., i; zostani na svojom povodnom mieste a ziadne

Qn—k

PBai) = ik 1)

Spojenim tychto vysledkov dostavame

n Gn—k Gn—k
Pl =k = <k>n(n—1)...(n—k‘+1) T

Pouzitim riesenia prikladu 1.45 mame

. 1~ po_
lim P[X, =k = lim &8 = Jim —— 207k — =1 /g1

n—0oo n—0oo ! n—oo k!

4.2.5 Geometrické rozdelenie

Definicia 4.56. Hovorime, zZe diskrétna nahodna premennad X ma geometrické rozdelenie
s parametrom p € (0,1), ak pre kazdé k = 0,1,2,... plati

PIX = k] =p(1-p)"
Tiato skutocnost znac¢ime X ~ Geo(p).

Poznamka 4.57. Viimnime si, Ze >32,p(1 — p)* = 1, ¢o plynie zo znameho vztahu pre
stcet ¢lenov nekonecnej geometrickej postupnosti. Takze X ~ Geo(p) nadobtuda s nenulovou
pravdepodobnostou len celé nezaporné cisla.

Poznamka 4.58. Uvazujme (nekonec¢ne dlhi) sériu nezavislych pokusov, pricom kazdy jed-
notlivy pokus kondi ,ispechom® s pravdepodobnostou p a neispechom s pravdepodobnostou
¢ = 1 — p. Ndhodnd premennd X s rozdelenim Geo(p) potom zodpovedd poctu netspesnych
pokusov predchédzajicich prvy tspesny pokus.

Priklad 4.59. HadZeme faloSnou mincou, na ktorej pada znak s pravdepodobnostou p. Touto
mincou budeme hadzat az dovtedy, kym nam prvykrat nepadne znak. Potom ndhodné pre-
mennd, ktord znamend pocet padnuti hlavy (alebo pocet vSetkych hodov minus 1) mé geomet-
rické rozdelenie s parametrom p.

Veta 4.60 (Zakladné ¢iselné charakteristiky geometrického rozdelenia). Nech X ~ Geo(p).
Potom E(X) = (1 —p)/p, D(X) = (1 - p)/p* a H(X) = — 1 (plogy(p) + (1 — p) logy(1 — p)).

Dokaz. Pre kazdé q € (0,1) plati f(q) = S5, ¢" = (1 — ¢)~L. Derivovanim funkcie f dosté-
vame jednak f'(q) = 332, k¢* !, ako aj f'(q) = (1 — q)~2 Preto 352, kq"! = (1 — ¢q)72
Takze

E(X)= i_o: kp(1 —p)* = p(1—p) i_oj E(1=p)* ' =p(l—pp2=(1-p)/p.

o1
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Sticky Note
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Obr. 4.4: Pravdepodobnosti P[X = z] a distribu¢né funkcia ndhodnej premennej s rozdelenim

Geo(0.5).

Dvojnasobnym derivovanim funkcie f dostaneme vzorec pre sticet nekonec¢ného radu, pomocou
ktorého odvodime rozptyl velmi podobne, ako sme vypocitali strednti hodnotu. Ukazme este,
ako je mozné vypocitat entropiu. Ozna¢me ¢ =1 — p.

H(X) == pd*log,(pg") = —log,y(p) d_ pg" —logy(q) D  kpg"® = —log,(p) — log,(q) E(X),
k=0 k=0 k=0

pretoZe 322, p¢* = 1, kedZe je to stcet vietkych pravdepodobnosti typu P[X = k|. Vysledny
vztah pre entropiu dostaneme pouzitim uz odvodeného vztahu pre E(X). [

Priklad 4.61. Kédom PIN moze byt akdkolvek postupnost styroch cifier od 0000 po 9999.
Predpokladajme, ze systém akceptuje kod PIN, ak spravne zadame aspon 3 zo styroch cifier
(na zodpovedajicich miestach). Budeme nédhodne volit kédy PIN, az kym néas kéd nebude
akceptovany. (Volbu vykondvame tak, ze kazdu cifru volime s pravdepodobnostou 1/10 bez
ohladu na to, ¢o sme volili predtym.) Aka je strednd hodnota poc¢tu pokusov?

Riesenie: Pravdepodobnost, ze zo Styroch ndhodne zadanych cifier uhddneme aspon tri,
je podla binomickej formuly

p= (g) (0.1)* (0.9)" + G) (0.1)* (0.9)° = 0.0037.

Pocet ,nedspesnych pokusov® X, t.j. odmietnutych kodov PIN, mé rozdelenie Geo(p). Preto
stredna hodnota po¢tu N = X +1 zadani kodu PIN, so zapocitanim aj posledného, ispesného,
je podla vety 4.60:

- |
E(N)=E(X)+1= pp = =10000/37 270,
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Priklad 4.62. Predpokladajme, ze velkost N vstupu algoritmu mé rozdelenie Geo(p) + 1 a
¢as T vypoctu algoritmu zavisi od velkosti vstupu podla vztahu T = aN? + SN + v, kde
p€(0,1), a, 3,7 > 0 st zndme konstanty. Uréme stredntt hodnotu ¢asu vypoctu 7.
Riesenie: Z linearity strednej hodnoty, vety 4.60 a vety 4.20 dostdvame E(T) = aFE(N?)+
BE(N)+7,kde E(N) =1/pa E(N?) = D(N)+(E(N))? = (1-p)/p*+(1/p)* = (2—p)/p*.

4.2.6 Hypergeometrické rozdelenie

Definicia 4.63. Hovorime, ze diskrétna nahodna premenna X ma hypergeometrické roz-
delenie s parametrami M, N,n € N, splnajucimi N < M an < M, ak

N\ (M—-N
k n—k
TS .
pre kazdé k = max(0,n+N—M), ..., min(n, N). Tato skuto¢nost znac¢ime X ~ Hyp(M, N,n).

Poznamka 4.64. D4 sa ukazaf, Ze stcet ¢lenov na pravej strane (4.3) pre celé ¢isla k roz-
sahu od max(0,n + N — M) do min(n, N) je 1, ¢o plynie z takzvanej ,Vandermondeovej*
identity. Preto X ~ Hyp(M, N,n) nadobtida s nenulovou pravdepodobnostou len celé ¢isla
od max(0,n + N — M) do min(n, N).

Poznamka 4.65. S hypergeometrickym rozdelenim sme sa uz stretli v prikladoch 1.12, 1.32
a 4.47, hoci sme este nepouzivali tento pojem. Predpokladajme, ze mame krabicu s M loptic-
kami, z ktorych je N ¢iernych. Z krabice (stcasne alebo, ekvivalentne, bez vratenia) vyberieme
n lopticiek. Ak X znamena pocet Ciernych lopticiek v tomto vybere, tak X ma rozdele-
nie Hyp(M, N,n). Hypergeometrické rozdelenie sa pouziva napriklad pri pravdepodobnostne;
analyze lotérii, v statistickej kontrole kvality, ale napriklad aj pri subselekcii datového siboru,
ako ukazeme v nasledujicom priklade.

Priklad 4.66. Datovy subor obsahuje 90 objektov typu A a 10 objektov typu B. Z tohto
stiboru vyberieme rovnomerne nahodne 20 objektov ako malt reprezentativnu vzorku. Vypo-
¢itajme pravdepodobnost, Ze tento sibor bude obsahovat aspon 2 objekty typu B.

Riesenie: Pocet objektov typu B, ktoré sa budi nachadzat v selektovanej podmnozine dat,
mé hypergeometrické rozdelenie Hyp(100, 10,20). Pravdepodobnost, Ze vo vzorke sa buda
nachédzat aspon 2 objekty typu B, je teda

10 (10)( 90 )
k) \20—k
> S ~ 0.637.
k=2 ( 20 )
Numericky jednoduchsie je najprv vypocitat hodnotu doplnkovej udalosti, ¢ize udalosti, Ze
vzorka bude obsahovat maximélne jeden objekt typu B:

10\ ( 90
Elj () ae) ~ 0.363
= (12000)
z ¢oho tiez dostaneme pozadovany vysledok.
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Obr. 4.5: Pravdepodobnosti P[X = z] a distribu¢né funkcia ndhodnej premennej s rozdelenim
Hyp(100, 80, 5).

Veta 4.67 (Zakladné ciselné charakteristiky hypergeometrického rozdelenia). Nech X ~
Hyp(M,N,n). Potom E(X) =n2 a D(X) = nd; (1 - %) Mon

M—-1

Dékaz. Vztah pre E(X) dokazeme v priklade 4.75. Odvodenie vztahu pre D(X) nechavame
ako cviCenie pre velmi usilovného Studenta (je mozné pouzit viacero pristupov, napriklad aj
pristup vyuzivajici linearitu strednej hodnoty; pozri techniky v casti 4.3). O]

Poznamka 4.68. Zaujimavy postreh je ten, ze ak si vo vete 4.67 oznacime p = N/M, co
je pri klasickej interpretacii pravdepodobnost vyberu ciernej lopticky v prvom vybere, tak
E(X) = np, rovnako ako pre binomické rozdelenie. Rozptyl je D(X) = np(1 — p)c, kde ¢ je
¢islo blizke jednotke v pripade velkého M, ¢o je opéaf podobné vztahu pre rozptyl binomického
rozdelenia. V skutocnosti je binomické rozdelenie istym limitnym pripadom hypergeometric-
kého rozdelenia, ¢im sa ale nebudeme podrobnejsie zaoberaf.

4.2.7 Empirické rozdelenie

Definicia 4.69. Nech z4,...,z, € R.?® Hovorime, Ze ndhodné premennd X méi empirické
rozdelenie urcené datami x4, ..., x,, ak je to diskrétna ndhodna premenna a

pre vsetky ¢isla x, ktoré sa vyskytuji v postupnosti z1, ..., z,, pricom N(z) oznacuje pocet
vyskytov ¢isla x v postupnosti x1, . . ., z,,. Ttito skutoénost budeme znacit X ~ Emp(xq, ..., z,).

26Cisla @1, ..., 2, tu nemusia byt vietky rozne. Viimnime si, Ze ak tieto &isla st rozne a {ry,...,2,} =
{a,a+1,...,b} pre nejaké celé ¢isla a < b, tak préave definované rozdelenie je rovnomerné rozdelenie z Casti
4.2.1.

o4
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Veta 4.70 (Zakladné c¢iselné charakteristiky empirického rozdelenia). Predpokladajme, ze
X ~ Emp(xyq,...,x,). Potom

N(%’)'

E(X) = iix D(X) = -

> (o~ B, HOX) = =1 3l

S|

Dékaz. Dokaz vztahu pre E(X) a D(X) plynie priamo z definicii. Vztah pre entropiu sa da
ukéazat napriklad nasledovne. Nech M oznacuje mnozinu vsetkych tych ¢isel, ktoré sa aspon
raz vyskytuju v postupnosti z1, ..., z,. Potom z definicie entropie a empirického rozdelenia

1O = = 3 o, M - g 57 10, MO - Lo, M)

n zeEM i:xi=x n

1 pre kazdé x € M. O

Druhd rovnost plynie z faktu, ze N(z) =Y

VT =T
Poznamka 4.71. Predpokladajme, ze mame déata x4, ..., x,, ktoré modelujeme ako realizacie
nahodnych premennych X, ..., X, so spoloénym, no nezndmym rozdelenim.?” Potom rozde-
lenie Emp(zy,...,x,) mdzeme chapat ako ,empiricky odhad“ tohto spolo¢ného rozdelenia.
Ukazuje sa, 7ze ak X ~ Emp(xy,...,x,), potom distribuéna funkcia ndhodnej premennej X,
E(X), D(X) a H(X) st za urcitych predpokladov ,,dobré“ odhady zodpovedajicich charakte-
ristik daného spolo¢ného neznameho rozdelenia. Tieto ¢iselné charakteristiky dat sa nazyvaju
sempirickd distribuc¢nd funkcia®, ,,vyberovy priemer®, ,vyberovy rozptyl“?® a ,empirickd en-
tropia“. Okrem mnohych inych otazok tykajucich sa spracovania dat sa otdzkami odhadu
charakteristik rozdelenia, ktoré generuje data, zaobera ,matematicka statistika“.

Poznamka 4.72. Okrem uvedenych diskrétnych rozdeleni (presnejsie parametrickych tried
diskrétnych rozdeleni) existuje mnozstvo inych, kazdé so specifickou interpretaciou, apliké-
ciami, vlastnostami a vztahmi k inym rozdeleniam. Mdzete si napriklad vyhladat rozdelenie
,hegativne binomické®, ,negativne hypergeometrické, ,Zipfovo*, pripadne Vas moze zaujat
pribuzny ,Benfordov zakon“.

4.3 Vyuzitie linearity strednej hodnoty

Definicia 4.73. Nech (2,8, P) je pravdepodobnostny priestor a nech A € 8. Ndhodnu pre-
mennt® 7 : Q — R definovant I(w) = 1 pre vSetky w € A a I(w) = 0 pre vietky w € Q/A
nazyvame indikator udalosti A.%

Priklad 4.74. Dokazme princip zapojenia-vypojenia 1.42. Nech Ay, As, ..., A, st udalosti na
pravdepodobnostnom priestore (2,8, P). Pre kazdé i = 1,...,n nech je Y; indikdtor udalosti
A;. Potom

PULA) =1 P ?mzon:l—P[ﬁ(l—m:l] :1—E(ﬁ<l—m>,

i=1 =1

2Ide o jeden z najéastejsich modelov pre pozorované data.

ZNiekedy sa L+ 3% | (z; — E(X))? nazyva aj ,vychyleny* vyberovy rozptyl a za ,nevychyleny* vyberovy
rozptyl sa povazuje —= 3" | (2; — E(X ))2. Tato terminolégia sa vyjasni v zékladnom kurze matematickej
Statistiky. Pre velké n st uvedené charakteristiky podobné.

29Dékaz, ze uvedené zobrazenie je ndhodné premennd, je priamodiary.

30Vgimnime si, ze ak je I indikdtor akejkolvek udalosti, tak I? = I, ¢ize napriklad E(I?) = E(I). Tento
jednoduchy postreh v dalSom texte vyuzivame bez upozornenia.
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kde sme vyuzili to, ze [[7_;(1 — Y;) m& alternativne rozdelenie a strednd hodnota takejto
nahodnej premennej je pravdepodobnost, ze nadobudne hodnotu 1. Ak roznasobime vyraz

(1 —=Y;), vyuzijeme linearitu strednej hodnoty a fakt, ze pre akékolvek 1 < i) < iy <
... <1 <nmay; Y, alternativne rozdelenie so strednou hodnotou P(A4;, N...NA4,;,),

ik
mame

E([0-%) = S0 Y B -

i=1 k=1 1<i1<ia<... <1 <n

i (=) 3 P(Ay,N...NA,;).

k=1 1<i1<12<...<1p <n

Priklad 4.75. Nech X ~ Hyp(M, N, n); pozri definiciu 4.63. Uréme E(X).

Riesenie: Ak sa chceme vyhnit vypoctu komplikovanych stiim, mdzeme urobit dokaz s
vyuzitim linearity strednej hodnoty, a to nasledovne: Uvazujme schému z poznamky 4.65.
Oznac¢me pre ¢ = 1,...,n ako U; indikator udalosti ,i-ta vybrata gulocka je ¢ierna“. Zo
symetrie plynie, ze U; ~ Alt(N/M), preto E(U;) = N/M. Kedze X = Y1, U;, tak mame:

E(X)=E (z; Ui> - Zﬁ;E(Ui) = n(N/M).

Takto by bolo mozné odvodit aj rozptyl; vipocet je viak zdlhavejsi.

Priklad 4.76. Nech n € N, n > 2 a nech X,, znamena pocet prvkov, ktoré zostani na

svojom povodnom mieste po dokonalej ndhodnej permutécii postupnosti (1,...,n), rovnako
ako v priklade 4.55. Uréme E(X,) a D(X,,).
Riesenie: Nech Uy, ..., U, st ndhodné premenné, pricom U; je indikator udalosti, ze ¢islo

1 zostane na svojom pévodnom mieste. To znamenad, ze U; je 1, ak ¢islo ¢ zostane na svojom
mieste a U; je 0, ak ¢islo 7 nezostane na svojom pévodnom mieste. Zrejme U; ~ Alt(1/n),
t.j. E(U;) = 1/n podla vety 4.38. Kedze X = Uy + --- + U, dostavame z tvrdenia 4.12
B(X) = 0, E(U;) = 1.

Podobne, pouzitim linearity strednej hodnoty mame

E(X?)=FE (an UiznjUj) = f: 'n E(UU;).

=1 i=1j5=1

Zrejme U;U; ~ Alt(p), kde p je pravdepodobnost, ze zaroven cislo ¢ aj ¢islo j zostane na
svojom mieste. Ak i = j, tak p = % aak i # j, tak p= %ﬁ Preto

1 1

B(X?) = ZE(UZUl) + ZZi;&jE(Uin> = ni +n(n—1)—

= 2.
nn—1

Z odvodenych rovnosti a vety 4.20 dostavame
D(X,) = E(X}) — (E(X,)?*=2-1=1.

Z prikladu 4.55 (a vety 4.53) vieme, Ze limitné rozdelenie ndhodnych premennych X,, mé
strednt hodnotu aj rozptyl 1. Prave sme sa vsak presvedcili, ze F(X,) = D(X,) = 1 pre
kazdé n > 2.
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Priklad 4.77. Nech o = (04, ..., 0,) je permutécia postupnosti (1,...,n). Indexi € {1,...,n}
nazveme ,rekordom® v permutécii o, ak bud i = 1, alebo ak ¢ > 1 a 0; > o, pre vSetky

j € {l,...,i — 1}. Nech X, oznacuje pocet rekordov v dokonalej nahodnej permutécii o
postupnosti (1,...,n).3! Najdime E(X,) a D(X,).

Riesenie: Pre vsetky ¢+ = 1,...,n oznacme ako U; indikator udalosti ,,v ndhodnej per-
mutécii ¢isel (1,...,n) bude i rekordom“. Zjavne X,, = Uy + -+ + U,,. Tiez je zrejmé, ze
pre kazdé i € {1,...,n} je udalost [i je rekord] ekvivalentna udalosti [o; = max(oy,...,0;)],
ktorej pravdepodobnost je 1/i, pretoze z dévodov symetrie ma kazda z i hodnot oy, ..., 0;
rovnakiu pravdepodobnost, Ze bude najvicsia v mnozine {oy,...,0;}. Na zdklade linearity

strednej hodnoty dostavame:

B(X,)= Y EU) =Y+

i=1 =1

Poznamenajme, Ze stcet prvych n ¢lenov harmonického radu je Y7, + ~ In(n) + v, kde
v = 0,577 je Eulerova-Mascheroniho konstanta. Vypocitajme rozptyl. Priamo z definicie neza-
vislosti si lahko kombinatoricky overime, ze pre vSetky 1 < i < j < n st udalosti [i je rekord] a
j je rekord] nezavislé. Takze E(U;U;) = P[U;U; = 1] = P[U; = 1,U; = 1] = P[U; = 1]P|U; =
1] = % Méame preto

S Y EWUU) =Y EU) + 2 BUU,) Z +2Z*

i=1j=1 i=1 i<j i<j b

7 ¢oho dostavame

D(X,) = B(X}) = (B(X)F = Y3 +zz_<j1> _

Pre velké n je Y0, & ~ T &ize D(X,) ~In(n) +v — <.
Priklad 4.78. Za okrihlym stolom je rozostavenych 17 stoli¢iek ocislovanych 0, ..., 16, na
ktoré sa posadilo 12 muzov a 5 zien. Ukazeme, zZe existuje sedmica susednych stoli¢iek, na
ktorych sedia aspon tri zZeny.

Riesenie: Najprv si definujeme (nendhodné) konstanty Ry a Vi pre k = 0,...,16, a to
nasledovne: Rj oznacuje pocet zien, ktoré sedia na stolickach s cislami k, k +1,...,k + 6
modulo 17. Nech V}, je indikator udalosti ,na stolicke s ¢islom k sedi Zena“.

Dalej ndhodne zvolme jednu stoli¢ku (kazdi s pravdepodobnostou 1/17). Nech K je &slo
tejto stolicky, t.j. K je ndhodnd premennd s rovnomernym rozdelenim na mnozine {0, ..., 16}.
Pre ndhodnti premennii Ry plati

RK:VK+VK+1+"'+VK+6,

kde indexy stéle berieme modulo 17. VSimnime si, ze F(Vk ;) = 5/17 pre vSetky i = 0,. .., 6,
lebo E(Vkyi) = P[Vkyi = 1], ¢o je pravdepodobnost, ze na stolicke K + i (modulo 17) je
zena. Mame:

E(RK) = E(VK) + E(VK+1) + -+ E(VK+6) =T7X (5/17) = 35/17 > 2.

31Kvoli jednoduchosti zna¢ime v tomto priklade aj pevni aj ndhodni permutéciu symbolom o.
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Aby mohlo platit E(Rg) > 2, musi byt splnené P[Ry > 2| > 0, t.j. ndhodnd premennd
Ry nadobtuda s nenulovou pravdepodobnostou jednu z hodnot 3,4, . ... Z toho ale plynie, ze
nutne musi existovat aspon jedna sedmica susednych stoli¢iek, na ktorych sedia aspon 3 zZeny.

Poznamka 4.79. Predchédzajici priklad (ale aj priklad 1.52) ukazuje, ze pravdepodob-
nostné metédy mozeme pouzit aj na rieSenie niektorych ¢isto deterministickych tuloh (napri-
klad geometrickych, kombinatorickych alebo grafovych). Stihrnne sa takéto techniky nazyvaja
spravdepodobnostnd metoda“; pozri napriklad [1].
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Kapitola 5

Spojité nahodné premenné

5.1 Vlastnosti spojitych nahodnych premennych

¢

,Ipojitou ndhodnou premennou reprezentujeme ciselny vysledok ,,spojitého nahodného deja“.
Presnejsie, model spojitou ndhodnou premennou pouzivame vtedy, ak je mnozina vsSetkych
potencialnych vysledkov nespocitatelnd, na rozdiel od diskrétnej ndhodnej premennej, pre
ktori je mnozina vsetkych potencidlnych vysledkov spoéitatelna.! Ide, povedzme, o mera-
nie hmotnosti c¢innej latky v tabletke nejakého lieku, pozorovanie vysky hladiny rieky v
zadanom Case, generovanie ,nahodného ¢isla“ v intervale (0,1) pre potreby stochastického
optimaliza¢ného algoritmu a tak dalej. V aplikacidch sa spojité ndhodné premenné pouzivaju
aj ako aproximacia pre také nahodné premenné, ktoré s vo svojej podstate diskrétne, avsak
potencialne nadobudaji velmi velky pocet hodnét. Prikladom by mohlo byt meranie hmot-
nosti, ktoré zaokrihlujeme na miligramy, meranie vysky, ktoré zaokrihlujeme na milimetre,
alebo pocitacové generovanie ndhodného ¢isla v intervale (0, 1), ktoré je v skutocnosti re-
prezentované vysokym, ale koneénym poc¢tom bitov. Specifickou funkciou, charakterizujicou
rozdelenie spojitej ndhodnej premennej je jej ,hustota®. Zéakladnymi ¢iselnymi charakteristi-
kami spojitej nahodnej premennej si strednd hodnota a rozptyl, podobne ako pre diskrétne
nahodné premenné.

Poznamka 5.1. Poznamenajme, ze tvrdenia tykajice sa spojitych nahodnych premennych
je mozné dokazat pomocou zakladnych vlastnosti integralu, analogicky, ako sa tvrdenia pre
diskrétne ndhodné premenné dokazuji pomocou vlastnosti sim. Dokazy pre spojité nahodné
premenné vsak zavisia na detailoch toho, ako mali studenti vybudovany integralny pocet, ¢o
nie je tuplne jednotné, takze ich v tejto casti vacsinou nebudeme uvadzaf.

Definicia 5.2. Nech X je ndhodnd premenna s distribu¢nou funkciou F' a nech existuje
integrovatelna funkcia f : R — [0, 00) takd, ze pre kazdé = € R plati

Flz) = /_ "t (5.1)

IExistuju v8ak aj také situdcie, v ktorych pozorovana ¢iselnd charakteristika potencidlne nadobtida ne-
spocitatelne vela hodnét, no zodpovedajica ndhodna premenna nie je spojitd a v zmysle nasej definicie 5.2
samozrejme ani diskrétna; takd ndhodna premenna je ,zmieSaného“ typu. Ndhodné premenné, ktoré nie su
ani spojité ani diskrétne, sa v aplikicidch vyuzivaja zriedka a dalej sa im nebudeme venovat.
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Potom hovorime, Ze X je spojitd? ndhodna premenna?® s hustotou f.

Priklad 5.3. V kruhovom okne s polomerom 1 meter sa rovnomerne nahodne vyskytne
castica. Zaujima nas nahodnd premenna X, ktora reprezentuje vzdialenost tejto castice od
stredu okna. Distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej X, definovand F(z) = P[X < z] pre
vietky z € R, je F(z) =0,ak 2 < 0, F(z) = 2%, ak z € [0,1] a F(z) = 1, ak z > 1. VSimnime
si, ze plati F(z) = [*__ f(t)dt pre kazdé z € R, kde f(t) = 0 pre t <0, f(t) = 2t pre t € [0,1]
a f(t) =0 pre t > 1. To znamend, Ze X je spojitd ndhodnd premennd a uvedena funkcia f je
jej hustota.*

Poznamka 5.4. Hustota spojitej ndhodnej premennej nie je urcena jednoznacne. Skutoc¢ne,
ak f je hustota spojitej ndhodnej premennej X a funkcia f° sa rovna funkcii f vsade s
vynimkou kone¢ného poctu bodov, tak aj f° je hustota nahodnej premennej X, pretoze ak
platia rovnosti (5.1) pre f, tak platia aj pre f°. D4 sa vsak ukazat, ze ak st f a f° dve hustoty
ndhodnej premennej X, ktoré st obe spojité na nejakom intervale (a,b), tak f(x) = f°(z) pre
vsetky x € (a,b).

Priklad 5.5. Pre spojiti nahodnti premennt X z prikladu 5.3 je okrem f hustotou aj funkcia
f° definovand f°(t) =0 pret <0, f°(t) =2t pret € [0,1) a f°(t) =0 pre t > 1.

Veta 5.6 (Vyjadrenie pravdepodobnosti intervalu pomocou hustoty). Nech X je spojitd né-
hodné premenna s hustotou f. Potom ffooo f()dt = 1. Navyse, pre akékolvek a,b € R, a < b:

Pla< X <b) = /b F(t)dt. (5.2)

a P[X=a]=05

Priklad 5.7. Pre ndhodnt premenni X z prikladu 5.3 plati napriklad P[1/3 < X < 2/3| =

| 12/33 2tdt = 1/3. Pochopitelne, ten isty vysledok vieme dostat aj priamo z distribu¢nej funkcie

nahodnej premennej X: P[1/3 < X < 2/3] = F(2/3) — F(1/3) =1/3.

Poznamka 5.8. Rovnost (5.2) je dolezitd pre interpretdciu pojmu hustoty spojitej nahodnej
premennej: Pravdepodobnost, Ze ndhodna premenna nadobudne hodnotu medzi ¢islami a, b
(a < b) je rovnd ploche pod grafom hustoty na intervale (a, b).® TaktieZ si v§Simnime nasledovné

2V literattire sa pod ,spojitou® ndhodnou premennou niekedy mysli kazd4 taka ndhodna premennd, ktoré
ma spojitu distribuéni funkciu F' a ndhodnd premennd spojitd v nasom (silnejSom) zmysle sa vold ,absolitne
spojita“. Napriklad ndhodnd premennad s takzvanym ,,Cantorovym“ rozdelenim nie je spojitda v zmysle definicie
z tychto skript, avSak je spojitd v zmysle uvedenej slabsej definicie. Tento jemny rozdiel v definicidch vsak nie
je aplikacne dolezity a dalej sa mu nebudeme venovat.

3Pojem ,,spojitej“ ndhodnej premennej je zauzivany, moéze vak byt métici. Totiz, ak je X spojitd ndhodna
premennd v zmysle definicie 5.2, tak X nemusi byt spojité zobrazenie z {2 do R v zmysle definicie spojitosti
z matematickej analyzy, aj v pripade, ak by sme mali na €2 definovani ,topolégiu® a malo by zmysel hovorit
o spojitosti X v analytickom zmysle. Presnejsie by sme mohli hovorit, Zze ndhodnd premenna X mé ,spojité
rozdelenie“, nie ze je X sama osebe spojita.

“Ide o takzvané ,beta rozdelenie s parametrami 2 a 1“.

5Cize pre spojitti ndhodni premennit X plati Pla < X < b = Pla < X < b = Pla < X <b] = Pla <
X < b]; vSetky tieto pravdepodobnosti si rovné integralu na pravej strane rovnosti (5.2). VSimnime si tiez,
Ze vlastnost ,P[X = a] = 0 pre vSetky a € R“ implikuje, Ze distribuénd funkcia kazdej spojitej ndhodnej
premennej je nutne spojité funkcia.

6Co je to isté ako plocha pod grafom hustoty na intervale [a,b), (a,b] alebo [a, b].

60



Harman, Filova: Zaklady tedrie pravdepodobnosti, FMFI UK

pozorovanie: Nech hustota f ndhodnej premennej X je spojita na kratkom intervale B =
l[a,a + ), a € R, 6 > 0. Nech x € B. Potom P[X € B| ~ f(z)d. Takze f(z) vyjadruje
relativnu ,koncentraciu® (resp. ,hustotu“) pravdepodobnosti v okoli bodu z.

Veta 5.9 (Vypocet hustoty z distribucnej funkcie). Nech distribu¢éna funkcia F' ndhodnej
premennej X je spojita na celom R a spojite diferencovatelna vsade, maximéalne s vynimkou
konec¢nej mnoziny bodov H. Potom X je spojitd nahodna premenna a akékolvek nezaporna
funkcia splfiajica f(z) = dF(z)/dz pre vietky z ¢ H je hustotou X.7

Priklad 5.10. Vsimnime si, ze pre premenni X z prikladu 5.3 plati f(z) = dF(x)/dx pre
vietky = # 1. Avsak aj hustota f° z prikladu 5.5 spliia f°(x) = dF(z)/dx pre vsetky x # 1.

Poznamka 5.11. Vieme, ze funkcia diskrétnej nahodnej premennej, alebo aj viacerych dis-
krétnych ndhodnych premennych, je opét diskrétna nadhodnd premennd (poznamka 4.10).
Avsak ak je X spojitd ndhodnéd premennd a g borelovska funkcia, tak ndhodna premenna
Y = g(X) moze byt ako spojitd, tak aj diskrétna (napr. ak g(z) = |z], t.j. dolna celd cast z),
ale aj taka ndhodné premennad, ktora nie je ani spojita, ani diskrétna. Podobna ,neprijemna“
vlastnost plati aj pre borelovski funkciu viacerych spojitych nahodnych premennych; napri-
klad ak su Xi, Xy spojité nahodné premenné, tak X; + X, uz nemusi byt spojitd ndhodna
premenné. Casto vsak transformdcia spojitej nahodnej premennej (alebo viacerych nahod-
nych premennych) je opaf spojitd ndhodnd premennd a dokonca vieme jednoducho odvodif
hustotu tejto transformovanej nahodnej premennej, ako ukazeme dalej.

Veta 5.12 (Linearna transformécia spojitej nahodnej premennej). Nech X je spojitd ndhodna
premenna s distribu¢nou funkciou Fy a hustotou fx. Nech a,b € R, a # 0. Potom ndhodna
premennd Y = aX + b je tiez spojita s distribuénou funkciou Fy(y) = Fx((y — b)/a) pre
vietky y € R, ak a > 0 a Fy(y) =1 — Fx((y — b)/a) pre vietky y € R, ak a < 0. Hustota
nahodnej premennej Y je dana predpisom

1 —b
fr(y) = fx <ya> pre kazdé y € R.

~
Dékaz. Nech a > 0 ay € R. Plati Fy(y) = PlaX +b<y]=P[X < (y—0b)/a] = Fx((y —
b)/a). Hustotu fy dostaneme derivovanim Fy (vSade tam, kde derivacia existuje). Podobne
odvodime vztah pre Fy a nésledne aj pre fy pre pripad a < 0. m

Poznamka 5.13. Vsimnime si nasledovny Specidlny pripad predchédzajicej vety: YV = aX,
kde a > 0, ¢o vedie len k ,roztiahnutiu a splosteniu® (ak a > 1) alebo ,stiahnutiu a zvySeniu“
(ak a < 1) hustoty. Z interpretacného hladiska je transformécia Y = aX ,zmenou mierky“
alebo ,,zmenou jednotiek“, v ktorych meriame vysledky nahodnej premennej X. Napriklad,
ak by sme merali vzdialenost X z prikladu 5.3 nie v metroch, ale v centimetroch, tak by sme
museli pouzit ndhodnt premenni Y = 100X. Ak je fx hustota ndhodnej premennej X, tak
hustota ndhodnej premennej Y by bola fy(y) = 0.01fx(0.01y) pre vSetky y € R.

Priklad 5.14 (Kvadratickd transformécia spojitej ndhodnej premennej). Nech X je spojita
ndhodnd premennd so spojitou® hustotou fx. UkdZeme, Ze ndhodné premenns Y = X? je tiez
spojita a najdeme jej hustotu fy.

"Existuju aj silnejsie verzie tejto vety; uvedend formuldcia vSak postacuje v skoro vietkych aplikicidch.
8Spojitost hustoty na celom R predpokladdme len kvéli jednoduchosti riesenia.
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Riesenie: Najprv pomocou distribuc¢nej funkcie F'x ndhodnej premennej X urcime dis-
tribu¢nt funkciu Fy nédhodnej premennej Y. Pre kazdé y > 0 plati: Fy(y) = P[Y < y| =
PX? <y]|=P—-/y<X <yl = Pl—y <X < /Y] = Fx(\/y) — Fx(—/y). Pre y < 0
zrejme plati: Fy(y) = P[Y <y] = P[X? <y| =0.

Kedze fx je spojita, je Fx spojite diferencovatelna, a teda z odvodeného vztahu medzi
Fx a Fy vidime, ze aj Fy je spojite diferencovatelna vsade, s pripadnou vynimkou bodu 0.
To znamena, Ze Y je spojitda nahodna premenna s hustotou fy, ktort ziskame derivovanim
Fy vsade tam, kde derivéicia existuje a inde (t.j. v bode 0) zvolime hustotu Tubovolne. Teda
fy(y) =0 pre y <0 a, kedze fx je deriviciou funkcie Fx, pre y > 0 dostavame

fr(v) (fx(VY) + [x(=vY)) -

1

2y
Presvedcte sa pomocou tohto vSeobecného vztahu, ze funkcia fy(y) = 1 pre y € [0,1] a
fy(y) = 0 pre y ¢ [0,1] je hustotou ndhodnej premennej Y = X? pre ndhodnti premenni X
z prikladu 5.3.°

Poznamka 5.15. Okrem linedrnej (veta 5.12) a kvadratickej (priklad 5.14) transformacie
nédhodnej premennej sa ¢asto vyskytuje aj exponencialna transformécia Y = e alebo logarit-
mickd transformdcia ¥ = In(X).'° Hustotu takto transformovanych ndhodnych premennych
vieme odvodit analogicky.

Definicia 5.16. Nech X je spojitd ndhodna premenna s hustotou f. Ak existuje konecny
integrél [ _|z|f(z)dz,"" hovorime, Ze ndhodna premennd X mé konecnt strednd hodnotu a
¢islo

(o.9]

E(X) :/ zf(x)dz

—00
nazyvame strednid hodnota nidhodnej premennej X. V opac¢nom pripade hovorime, Ze né-
hodna premenna X nemé konec¢nt stredntt hodnotu.

Poznamka 5.17. Strednd hodnota spojitej ndhodnej premennej ma podobnu fyzikalnu in-
terpretaciu ako v pripade diskrétnej ndhodnej premennej (pozndmka 4.8), ide vSak o tazisko
objektu, v ktorom je, volne povedané, hmotnost distribuovana spojito, v sulade s hustotou
danej ndhodnej premenne;j.

Veta 5.18 (Strednd hodnota funkcie spojitej ndhodnej premennej). Nech X je spojitd na-
hodné premenna s hustotou f a nech g : R — R je borelovska funkcia. Nech navyse existuje
koneény integrél [ |g(z)| f(x)dz. Potom ndhodnd premenné ¢(X) ma koneénu stredni hod-
notu a plati?

Bo(0) = [ gl @ps

—00

%Y m4 ,rovnomerné rozdelenie na intervale (0,1)%; viac o tomto rozdeleni budeme mat v éasti 5.2.1.

10T ogaritmickd transformaciu mézeme pochopitelne pouzit iba vtedy, ak X nadobtda vyluéne kladné hod-
noty. To sa ale stava ¢asto; principidlne kladnd ndhodné premennéd X moze reprezentovat napriklad ndhodny
cas, vysku finanéného plnenia, vzdialenost atd.

1'Vsimnite si, Ze uvedeny integréal je kone¢ny napriklad vtedy, ked je hustota f nenulové len na ohrani¢enom
intervale.

12Uvedend rovnost plati nezdvisle of toho, akého typu je ndhodné premennd g(X); pozri poznamku 5.11.
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Priklad 5.19. Vypocitame strednti hodnotu ndhodnej premennej X z prikladu 5.3. Na za-
klade definicie 5.16 a hustoty f uvedenej v priklade 5.3 mame E(X) = ffooo zf(x)dr =

fol 2z%dx = [223/3]} = 2/3. Vypocitajme tiez strednti hodnotu ndhodnej premennej X?. Po-
mocou vety 5.18 mame E(X?) = [* 2?f(z)dz = fol 223dx = [22% /4] = 1/2. Vimnime si,
ze rovnaky vysledok by sme dostali aj vtedy, ak by sme najprv odvodili hustotu fy nadhodnej
premennej Y = X2 (pozri posledni ¢ast prikladu 5.14) a potom pouzili definiciu 5.16 na fy.

Veta 5.20 (Linearita strednej hodnoty spojitej ndhodnej premennej). Nech X a Y st spojité
nahodné premenné, ktoré maju konec¢nu strednti hodnotu. Nech a, b st akékolvek realne cisla.
Potom aX + bY mé kone¢nti stredntt hodnotu a plati'®

E(aX +bY) =aE(X)+bE(Y).
Specidlne, F(aX) =aE(X)a E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Poznamka 5.21. Z vety 5.20 plynie, Ze pre n-ticu Xy, ..., X,, spojitych nahodnych premen-
nych, ktoré maja kone¢nu strednti hodnotu, a pre akékolvek redlne konstanty a, ..., a, plati,
7e ndhodnd premennd 37, a; X; mé konec¢nt strednii hodnotu E(X1, a;X;) = 0", a; E(X;). 1
Specidlne, E(X7, X;) = X, B(X)).

Priklad 5.22. Uvazujme obmenu prikladu 5.3, ktora spociva v tom, ze v jednotkovom kruhu
pozorujeme dve nezavislé, rovnomerne sa vyskytujice castice. Aké je strednd hodnota kvad-
ratu vzdialenosti medzi tymito casticami?

Riesenie: Priklad je mnozné riesit mnohymi sposobmi; uvedieme jeden, ktory zasadnym
sposobom vyuziva linearitu strednej hodnoty, hoci budeme potrebovat aj niektoré vysledky z
nasledujucej kapitoly.

Definujme si kartézsky suradnicovy systém tak, aby jeho pociatok bol v strede jednotko-
vého kruhu. Nech ndhodné premenné Uy, Us reprezentuju suradnice prvej ¢astice (pomenujme
ju U) a ndhodné premenné Vi, V5 nech reprezentujui stradnice druhej éastice (ti pomenujeme
V). Lahko nahliadneme, ze strednd hodnota kazdej z ndhodnych premennych Uy, Us, Vi, V5 je
0. Nech D je ndhodna premenna znamenajica vzdialenost castic U a V. Na zaklade Pytago-
rovej vety a vety 5.20, resp. poznamky 5.21 mame

E(D%) = E((U=Vi)*+ (U2 = Va)?) = B (U + U3) + (V + V5) = 200Va — 200 Vs ) =
= B(U} +U3) + E(V +V5) = 2E(U1V) — 2E(U2V%).

Lenze U? + U2 = X%, kde X je vzdialenost castice U od stredu kruhu a v priklade 5.19 sme
vypocitali, ze E(X?) = 1/2. Podobne V24V = X2 kde X, je vzdialenost Castice V od stredu
kruhu, takZze F(X2) = 1/2. Na druhej strane, ndhodné premenné U; a V; st ,nezdvislé*, !>
takze z vety 6.10 dostavame E(U,Vy) = E(U;)E(V1) = 0. Podobne E(UsV,) = 0. Dostali sme
teda

E(D*)=1/2+1/2-0-0=1.

13Uvedend rovnost plati nezavisle od toho, akého typu je ndhodna premenni aX + bY'; pozri poznidmku
5.11.

14Toto tvrdenie plati, nech by ndhodnd premennd Yo, a;X; bola akéhokolvek typu.

15Nezavislost ndhodnych premennych je kliovy pojem v tedrii pravdepodobnosti a podrobnejsie sa nim
zaoberame v kapitole 6.
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Definicia 5.23. Pre spojitii ndhodnt premennt X definujeme rozptyl D(X) a smerodajni
odchylku (X)) rovnako ako pre diskrétnu ndhodni premennt (definicia 4.15, resp. 4.23;
pozri tiez poznamky 4.17, 4.24 a 4.25).

Poznamka 5.24. Pre rozptyl spojitej ndhodnej premennej platia analogické poznamky, ako
poznamky 4.16 a 4.18 tykajice sa diskrétnej ndhodnej premennej. Tiez pren platia rovnaké
vztahy ako vo vete 4.20. Ak spojita nahodnd premenna X ma hustotu f a koneénud strednt
hodnotu, tak aj ndhodnd premenna (X — F(X))? je spojitd a plati

L. D(X) = [Z (v — BE(X))*f(z)dz,
2. D(X) = [~ a?f(x)dz — (E(X))?,

ak st prislusné integraly konecné.

Priklad 5.25. Vypocitajme este rozptyl ndhodnej premennej X z prikladu 5.3. Ak pozname
len hustotu, tak najjednoduchsie je obvykle vyuzit vztahy uvedené v poznamke vyssie. My
sme vsak uz v priklade 5.19 odvodili nielen E(X), ale aj E(X?), takZe moZeme pouzit vztah
D(X)=FE(X?) — (E(X))?=1/2—-4/9=1/18.

5.2 Typy spojitych ndhodnych premennych

5.2.1 Rovnomerné rozdelenie na intervale

Definicia 5.26. Hovorime, ze ndhodna premennd X mé (spojité) rovnomerné rozdelenie

na intervale (a, b), ak je X spojitd ndhodna premennd s hustotou
1
= — € (a,b
fle) = 2 pre € (a,b)
a f(x) =0 pre x ¢ (a,b). Tato skuto¢nost znacime X ~ R(a,b). Pre X ~ R(0, 1) sa niekedy
pouziva pojem nadhodné éislo.

Veta 5.27 (Zéakladné vlastnosti rovnomerného spojitého rozdelenia). Nech X ~ R(a,b).
Potom pre distribu¢nt funkciu F' ndhodnej premennej X plati

0 pre z < a,
F(e)=(x—a)/(b—a) prexe (a,b)
1 pre x > b.
Navyse, ak ¢,d € R, ¢ > 0, tak ¢X 4+ d ~ R(ca + d, cb + d). Specidlne, )b(:;‘ ~ R(0,1).
Dokaz. Dokaz je jednoduché cvicenie. [

Poznamka 5.28. Vsimnime si nasledovny Specialny pripad predchadzajucej vety: Ak U ~
R(0,1) a a < b st redlne ¢isla, tak (b —a)U + a ~ R(a,b).

Veta 5.29 (Zékladné ¢iselné charakteristiky rovnomerného spojitého rozdelenia). Nech X ~
R(a,b). Potom F(X) = (a+b)/2a D(X) = (b—a)?*/12.

Dokaz. Dokaz je jednoduché cvicenie. O

Poznamka 5.30. Rovnomerné rozdelenie sa pouziva napriklad na generovanie realizacii na-
hodnych premennych z inych typov rozdeleni pomocou vhodnych transformaécii; pozri vetu
3.24 a diskusiu za touto vetou.
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Obr. 5.1: Hustota f(z) a distribu¢nd funkcia F'(x) ndhodnej premennej s rozdelenim R(0, 1)
(plna ciara) a R(0.5,3) (prerusovand ¢iara).

5.2.2 Exponencialne rozdelenie

Definicia 5.31. Hovorime, ze nahodna premenna X méa exponencialne rozdelenie s pa-
rametrom A\ > 0, ak je X spojitda ndhodna premenna s hustotou

f(z) =Xe™ pre x >0

a f(x) =0 pre x < 0. Tato skutocnost znac¢ime X ~ Ezp(\).'¢

Veta 5.32 (Zékladné vlastnosti exponencidlneho rozdelenia). Nech X ~ Ezp()\). Potom pre
distribu¢ni funkciu F' ndhodnej premennej X plati

0 pre x < 0,
F(:C> - -z
1—e pre z > 0.
Navyse, ak ¢ > 0, tak ¢cX ~ Exp(A/c).
Dokaz. Dokaz je jednoduché cvicenie. O]

Veta 5.33 (Zakladné ¢iselné charakteristiky exponencidlneho rozdelenia). Nech X ~ Exp()\).
Potom E(X) =1/\a D(X) =1/)°

Dékaz. Najprv odvodime stredni hodnotu a rozptyl pre Xy ~ Exp(1). Pouzijic metédu per
partes dostavame

E(X)) = /_OO xf(x)de = /OOO xe dx = [—ze_ﬂgo + /000 e dr = 1.

16 Niekedy sa v literatire pouziva aj parametrizécia triedy hustot exponencialneho rozdelenia v tvare f(x) =
exp(—x/p)/pw pre > 0. V tejto parametrizdcii reprezentuje u stredni hodnotu, v parametrizicii, ktort
budeme pouzivat my, reprezentuje A prevrateni hodnotu k strednej hodnote, ktord sa pri exponencialnom
rozdeleni niekedy nazyva ,intenzita“.
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Obr. 5.2: Hustota f(z) a distribu¢nd funkcia F'(z) ndhodnej premennej s rozdelenim Exp(1)
(plna ciara) a Fxp(1/2) (prerusovand ¢iara).

E(Xf) :/ :Ezf(a?)dx :/0 22e dr = {—xze_ﬂzo +/O 2ze *dx = 2.

Takie D(X,) = B(X?) — (B(X1))? =2—1=1.
Ak X, ~ Exzp(\) pre A > 0, potom AX, ~ Exp(1), podla vety 5.32. Zo zdkladnych
vlastnosti strednej hodnoty a rozptylu, s pouzitim vztahov E(X;) = 1 a D(X;) = 1 dostdvame

E(Xy) = EOXy)/A=1/)a D(X)) = D(AX,)/\? = 1/)\%
O

Veta 5.34 (Generovanie exponencidlneho rozdelenia rovnomernym). Nech kladnd ndhodna
premennd U ma rozdelenie R(0,1) a nech A > 0. Potom — In(U)/\ ~ Exzp(\).

Dokaz. Dokaz plynie z vety o inverznej transformécii 3.24, z tvaru kvantilovej funkcie na-
hodnej premennej X ~ Exp()), ktory je G(u) = —5In(1 — u) pre u € (0,1) a z faktu, ze
U ~ R(0,1) préave vtedy, ked 1 — U ~ R(0,1). ]

Poznamka 5.35. Exponencidlne rozdelenie sa pouziva v ,tedrii spolahlivosti“ na modelo-
vanie doby bezporuchovej ¢innosti zariadeni, v ,tedrii hromadnej obsluhy* na modelovanie
doby medzi prichodmi zakaznikov do systému obsluhy, vo fyzike na modelovanie doby medzi
specifickymi udalostami tykajicimi sa detekcie castic a podobne.

Veta 5.36 (,Bezpamétovost® exponencidlneho rozdelenia). Nech X ~ Exp(A), kde A > 0.
Nech 0 <t < s. Potom P[X > s|X >t] = P[X > s —1].

Dokaz. Dokaz je jednoduché cvicenie. O]

Poznamka 5.37. Vlastnost exponencidlneho rozdelenia z vety 5.36 znamena, volne vyjad-
rené, toto: Ak doba X do nastania nejakého javu mé exponencialne rozdelenie a v nejakom
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Obr. 5.3: Hustota f(z) a distribu¢na funkcia F'(x) ndhodnej premennej s rozdelenim Par(1,1)
(plna ciara) a Par(4,2) (prerusovana Ciara).

okamihu ¢ dostaneme informéciu, ze o¢akavany jav este nenastal (¢ize dostaneme informa-
ciu, ze X > t), tak to, kolko este budeme cakat do nastania daného javu, mé stéle to isté
exponencidlne rozdelenie. Inymi slovami, sme tam, kde sme boli na zaciatku. Premyslite si,
ze analogicku vlastnost ma aj geometrické rozdelenie. Exponencidlne rozdelenie sa da chapat
ako ,spojita verzia“ geometrického rozdelenia.

5.2.3 Paretovo rozdelenie

Definicia 5.38. Hovorime, ze ndhodna premennad X ma Paretovo rozdelenie s paramet-
rami «, k > 0, ak je X spojitd ndhodnd premennd s hustotou

a+1
flz) =+ <k> pre x > k

T
a f(x) =0 pre x < k. Tato skuto¢nost znac¢ime X ~ Par(a, k).

Veta 5.39 (Distribuéné funkcia Paretovho rozdelenia). Nech X ~ Par(a, k). Potom pre
distribu¢nu funkciu F' ndhodnej premennej X plati

<
Plz) = 0 pre x < k,
1—(k/x)* prex> k.

Dokaz. Dokaz je jednoduché cvicenie. [

Veta 5.40 (Stredna hodnota Paretovho rozdelenia). Nech X ~ Par(a,k), pricom o > 1.
Potom E(X) = 2% (Pre a € (0, 1] nema nadhodna premennd s rozdelenim Par (e, k) koneénu
strednt hodnotu.)
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Dokaz. Dokaz je jednoduché cvicenie. O]

Veta 5.41 (Generovanie Paretovho rozdelenia rovnomernym). Nech ndhodnd premennd U
m4 rozdelenie R(0,1) a nech A > 0. Potom kU Y% ~ Par(a, k).

Dokaz. Dokaz plynie z vety o inverznej transformacii 3.24, z tvaru kvantilovej funkcie na-
hodnej premennej X ~ Par(a, k), ktory je G(u) = k(1 —u)~* pre u € (0,1) a z faktu, Ze
U~R0,1) < 1—U~R(O,1). O

Poznamka 5.42. Existuje viacero variantov Paretovho rozdelenia; tu sme sa stru¢ne zozna-
mili len s jednym z nich. Zaujimavé pozorovanie je, ze X ~ Par(a, k), tak In(X/k) ~ Exp(«),
¢o sa da priamo nahliadnuf z viet 5.41 a 5.34. To znamend, Ze Paretovo rozdelenie je e na
(posunuté) exponencialne rozdelenie.

Poznamka 5.43. Paretovo rozdelenie sa niekedy pouziva na modelovanie doby, za ktort
vykond CPU urcity proces, na modelovanie velkosti siborov na internetovych serveroch a
podobne.

5.2.4 Normalne rozdelenie

Definicia 5.44. Nech ;4 € R a ¢ > 0. Hovorime, Zze ndhodna premenna X ma normalne
rozdelenie!” s parametrami u a o2, ak je X spojitd ndhodné premennd s hustotou

1 _(@-p)?
e 202

) =
f@) = ——
pre vietky = € R. Tuto skutocnost znac¢ime X ~ N(u,0?). Ak X ~ N(0,1), tak hovorime, Ze
X ma standardizované normalne rozdelenie, nazyvané aj ,normalizované* normélne roz-
delenie. Distribuéni funkciu ndhodnej premennej X s rozdelenim N(0, 1) budeme oznacovat
symbolom ®.

Poznamka 5.45. Normélne rozdelenie ma tustredné postavenie v teoretickej aj aplikovanej
teorii pravdepodobnosti a matematickej statistike. Mnozstvo ndhodnych premennych pouzi-
vanych na modelovanie prirodzenych dejov ma priblizne normalne rozdelenie. Okrem toho ma
norméalne rozdelenie niektoré vynimocné teoretické vlastnosti, napriklad je casto limitnym
rozdelenim prirodzene definovanych postupnosti ndhodnych premennych.

Poznamka 5.46. Distribu¢nii funkciu normalneho rozdelenia s akymikolvek parametrami
vieme jednoducho vyjadrit pomocou ®, ako ukazuje nasledovna veta. Samotnd ® je Specidlna
funkcia, ktord je ,prijemna analyticky“ (je hladkd, rasttca, symetrickd v zmysle ®(—z) =
1 — ®(x)). Hodnoty ®(x) je mozné vypocitat s prakticky dostatoénou presnostou rychlymi
numerickymi algoritmami.

Veta 5.47 (Linedrna transformécia a Standardizdcia normdalneho rozdelenia). Nech X ~
N(p,0%) anech a,b € R, a # 0. Potom aX + b ~ N(ap + b, a’0?). Specidlne

X —p
g

~ N(0,1).

1"Normalne rozdelenie niekedy voldme gaussovské, na pocest Carla Friedricha Gaussa, ktory toto rozdelenie
spopularizoval.
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Obr. 5.4: Hustota f(x) a distribu¢nd funkcia F'(z) ndhodnej premennej s rozdelenim N (0, 1)
(plna ciara) a N(1,2) (prerusovana ¢iara).

Ak je F distribucna funkcia ndhodnej premennej X, tak

F(x)ztb(

Dokaz. Priamo z vety 5.12 dostdvame, ze hustota fy ndhodnej premennej Y = aX + b je v

kazdom y € R:
_ 1 (y —b—ap)’
fY(y) - /27'("@'0' €xXp ( 20,20'2 .

7Z definicie normélneho rozdelenia teda mame Y ~ N(au + b,a?c?). Druhi ¢ast tvrdenia
dostaneme volbou a = 1/0 a b= —pu/o a kedze (X — p)/o ~ N(0,1), tak

F(z) = PIX <a] = P((X —p)/o < (z —p)/o] = ®((x — p)/0).

xr —

M) pre kazdé x € R.

]

Priklad 5.48. Predpokladajme, Ze vysledok standardizovaného testu I1Q pre ¢loveka ndhodne
zvoleného z populdcie mé rozdelenie N (u,0?), kde = 100 a o = 15.'% Predpokladajme tiez,
ze mame k dispozicii program, ktory numericky pocita funkéné hodnoty funkcie ®. Uréme
pravdepodobnost, ze vysledok 1Q testu ¢loveka ndhodne vybratého z populacie bude nizsi ako
130.

Riesenie: Ak X ~ N(100,15%), tak podla vety 5.47 plati (X — 100)/15 ~ N(0, 1), preto

X —100 130 — 100
PIX <130 = P |~ <~ | = ®(2) = 0.97725.

18Tento predpoklad je naozaj splneny pre Standardne pouzivané IQ testy. Ide vSak len o priblizni platnost,
pretoze v skutoénosti je vysledok IQ testu celé ¢islo (takZe, striktne vzaté, vysledok IQ testu je diskrétna
ndhodnd premennd, ktori normalnym rozdelenim len aproximujeme). Navyse platnost tohto predpokladu pre
velmi nizke a velmi vysoké hodnoty IQ je z réznych dovodov problematickd. Taktiez, moze zdlezat na populécii,
z ktorej robime ndhodny vyber. Podobnu kriticki ivahu by sme mali vykonat aj v inych situdciach, a to napriek
tomu, Ze nakoniec model presngm norméalnym rozdelenim moéze byt tiplne dostatoény z praktického hladiska.
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Priklad 5.49. Z dlhodobych Statistik sme zistili, ze vyska (v cm) muzov a zien v istej krajine
m4 rozdelenie priblizne N(180,6%), resp. N(168,52). O cloveku z tejto krajiny vieme len to,
ze ma vysku mensiu ako 170 centimetrov. Odhadneme pravdepodobnost, Ze ide o zenu. (Nase
apriorne ocakdvanie, ¢ize predtym ako sme sa dozvedeli vysku, je, Ze na 50 % pojde o Zenu
a na 50 % pojde o muza.) Predpokladdme, ze mame k dispozicii numericki procediru na
vypocet distribucénej funkcie ® rozdelenia N(0,1).

Riesenie: Vyuzijeme Bayesov vzorec a zakladné vlastnosti normalneho rozdelenia pravde-
podobnosti. Oznac¢me si udalost, Ze ide o zenu ako Z a ze ide o muza ako M. Doplnujicu
informaciu, teda ze vyska daného c¢loveka je mensia ako 170 centimetrov, si ozna¢me B. Hla-
ddme P(Z|B). Kedze P(Z) = P(M) = 0.5, podla Bayesovho vzorca dostdvame

P(B|Z)P(Z) B P(B|Z)
(B|Z)P(Z)+ P(B|M)P(M)  P(B|Z)+ P(B|M)’

P(Z|B) =

Ak X ~ N(168,5%) je ndhodnad premennd vyjadrujica vysku Zeny a Y ~ N(180,62) je
nadhodna premenna vyjadrujica vysku muza, tak

P(B|Z) = P[X <170] = P[(X — 168)/5 < (170 — 168) /5] = ®((170 — 168)/5) ~ 0.6554,
P(B|M) = P[Y <170] = P[(Y —180)/6 < (170 — 180)/6] = ®((170 — 180)/6) ~ 0.0478.

Vyuzili sme, Ze ndhodné premenné (X — 168)/5 a (Y — 180)/6 majt rozdelenie N (0, 1); pozri
vetu 5.47. Dostavame teda P(Z|B) ~ 0.6554/(0.6554 + 0.0478) ~ 0.932.

Poznamka 5.50. Na zaklade rovnakych tvah aké sme pouzili v priklade 5.49 by sme vedeli
zostavit nasledovny algoritmus: Jeho vstupom je vyska c¢loveka a vystupom je ,zena“ alebo
,muz*, podla toho, ktora z tychto alternativ ma vyssiu aposteriornu pravdepodobnost. Tym
by sme dostali velmi jednoduchy priklad ,binarneho klasifikatora“. Na pravdepodobnostnych
a Statistickych metodach, Specialne na Bayesovom vzorci, je zalozenych viacero metod, ktoré
sa pouzivaji v oblasti ,strojového ucenia“.*
Poznamka 5.51. Pre hustotu f normélneho rozdelenia je mozné ukazat platnost ffooo f(x)dz =
1 pomocou integralu® .
/ e dx = /7.

—0o0
Pomocou tohto vysledku a zakladnych metod integrovania je mozné ukazat, ze pre akékolvek
parne m > 2 plati

/ 2"e " Pdr = V2 (m — 1)1,

o0

— 2 /
#°/2 neparna, preto

/ e 2dy = 0.

e}

Pre neparne m je funkcia z™e

Pomocou predchédzajicich vztahov uré¢ime stredni hodnotu a rozptyl normalneho rozdelenia.

19Vsimnite si viak, ze spomenuty algoritmus by este potreboval vopred odhadntit pravdepodobnostné rozde-
lenie vysSok zien a muzov, ktoré sme v priklade ,zistili z dlhodobych Statistik“. Moderné algoritmy strojového
ucenia vedia na odhady zlozitych pravdepodobnostnych charakteristik a Statistickych vztahov vyuzit velké
objemy dat.

20Tento integral by ste mohli poznat z pokro¢ilejsicho kurzu matematickej analyzy.
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Veta 5.52 (Zékladné ¢iselné charakteristiky normélneho rozdelenia). Nech X ~ N(u,o?).
Potom E(X) = p a D(X) = o2

Dékaz. Najprv uréime F(Xy1) a D(Xo1) pre ndhodni premenni X, ~ N(0,1). Podla vy-
sledkov uvedenych v pozndmke 5.51 mame

1 > 2
E(XO,l) = \/ﬁ/ xe © /Zd.f = 0,

1 o0
E(Xg,ﬂ = \/ﬁ/ 2224y = 1.

Preto D(XOJ) = E(Xg’l) — (E(X()J))Q =1.
Ak X ~ N(p,0?), tak (X — p)/o ~ N(0,1), podla vety 5.47. Preto

0=E(X —p)/o)=(EX)—n)/o,
1 = D((X - p)/o) = D(X)/o?.
Z tychto rovnosti dostavame pozadované vztahy pre E(X) a D(X). ]

Veta 5.53 (Integralna De Moivrova-Laplaceova veta). Nech p € (0,1) a nech X7, X, ... st
nahodné premenné, X,, ~ Bin(n,p) pre kazdé n € N. Nech = € R. Potom

X —
hmpninp

n—oo

<z| =d(z). (5.3)

np(1 —p)

Doékaz. Tato veta je dosledkom takzvanej ,centralnej limitnej“ vety 6.24 a skutocnosti, ze
ndhodna premennd s rozdelenim Bin(n,p) sa da vyjadrit ako stucet n nezavislych ndhodnych
premennych s rozdelenim Alt(p) (poznamka 4.45). O

Poznamka 5.54. Predchadzajica veta sa pouziva na aproximaciu pravdepodobnosti tyka-
jucich sa binomického rozdelenia v tom zmysle, Ze rozdelenie Bin(n,p) je mozné aproximovat
rozdelenim N (np,np(1 — p)). Podobne ako v pripade ,Poissonovej“ aproximécie, pozri po-
znamku 4.49, aj tu sa nuka otézka, ako velmi sa pomylime, ak pouzijeme limitné tvrdenie
(5.3) na aproximaciu pravdepodobnosti tykajtcich sa binomického rozdelenia pre konecné n.
Zlozitymi technikami sa dd ukézat (pozri napriklad [8], strana 63) nasledovné jednoduché
tvrdenie:

Xn_np

2 2
P <M'

— ®(x
@) np(l —p)

Téato nerovnost ukazuje, ze ,gaussovskd“ aproximéacia ndhodnej premennej s rozdelenim
Bin(n,p) je vhodnd v pripade, Ze n je ,,dostatocne velké* a p ,nie je blizko nuly ani jednotky “.

sup <z

z€R

np(1 —p)

Priklad 5.55. Uvazujme matematicky problém, ktory méa dva mozné vysledky — Vi a V5 —
pricom prave jeden z tychto vysledkov je ,spravny“. Skonstruovali sme znahodneny algorit-
mus, ktory spustime n-krat. Nech A; je udalost, ze v i-tom spusteni, i = 1,...,n, dostaneme
spravny vysledok. Nas algoritmus je sice extrémne rychly, avSak vracia pri kazdom spus-
teni spravny vysledok s pravdepodobnostou len mierne lepsou nez hod mincou, konkrétne

71


Rado
Sticky Note
Ani tento vzorec nemusite poznat na to, aby ste vyriesili priklady, ktore Vas cakaju na skuskach. Vsimnite si ale kvalitativne vlastnosti uvedenej hornej hranice, cize ako sa tahranica sprava vzhladom na n a vzhladom na p


Harman, Filova: Zaklady tedrie pravdepodobnosti, FMFI UK

P(A;) = 0.51. NavySe, udalosti Ay, ..., A,, Ze vrati spravny vysledok v jednotlivych spuste-
niach, si nezavislé. Rozhodli sme sa, Ze tento algoritmus spustime 9999-krat a ako findlny
vysledok vezmeme ten, ktory nam algoritmus vrati aspon 5000-krat. Odhadnime pravdepo-
dobnost, ze findlny vysledok bude spravny. Pomocou tvrdenia uvedeného v poznamke 5.54
vypocitajme maximalnu chybu nasho odhadu.

Riesenie: Kedze ide o nezavislé spustenia algoritmu s rovnakou pravdepodobnostou sprav-
neho vysledku, ndhodna premenna oznacujica pocet spravnych vysledkov méa binomické roz-
delenie Bin(n,p), kde n = 9999 a p = 0.51. Toto rozdelenie m6zeme aproximovat normalnym
rozdelenim N (np,np(1 — p)) = N(5099.49,2498.75) a pouzitim vety 5.53 dostdvame

- — —5099.4
P[X > 5000] = np 5000 7U7] L <5000 5099.49
1_

\/np(l —p) V/2498.75

) ~ 0.977.
np

Maximalna chyba néasho odhadu je

P+ (1—p)?
np(l —p)

=~ 0.01.

Priklad 5.56. (Ciasto¢ne motivované prikladom 3.9 z [2]) Prendsame binarny signél S, ktory
moze byt bud —1, alebo +1. Komunikac¢ny kanal tento signdl zasumi aditivnym normélnym
Sumom X so strednou hodnotou p = 0 a zndmym rozptylom o2. Predpokladdme, Ze Sum X
je nezavisly od signalu S. Prijima¢ usidi, Ze spravna hodnota signalu je +1 (resp. —1), ak
po prenose zaznamend hodnotu aspon 0 (resp. mensiu ako 0). Pomocou distribu¢nej funkcie
® rozdelenia N(0, 1) priblizne vyjadrime pravdepodobnost, Ze pri n nezavislych prenosoch
binérneho signélu dojde k chybe menej ako k- krét

.....

a sum je mensi ako —1. Takze pravdepodobnost chyby je pri jednotlivom prenose
P[Chyba] = P[X > 1|S = —1]P[S = —1] + P[X < —1|S = +1]P[S = +1].

Zvrat, ze povodny signdl nezavisi od pridaného Sumu znamend, ze udalosti [X > 1] a [S = —1]
st nezavislé, a taktiez udalosti [X < —1] a [S = +1] st nezdvislé. Preto P[X > 1|S = —1] =
P[X >1]a P[X < —1|S = +1] = P[X < —1]. Aviak

P[X >1] _1—PW<H_1—PP;M<l_q—1—¢0)—n

o o

HX<—U::P‘X_M<_L#1:¢(4)=%

o o o

kde sme symbolom p oznadili ¢islo 1 — ®(1/0). Vyuzili sme pritom vetu 5.47 a vlastnost
1 —®(x) = ¢(—x), ktora plati pre vSetky = € R. Dostédvame teda

P[Chyba] = pP[S = —1] + pP[S = +1] = p,

pretoze P[S = —1| + P[S = +1] = 1. Pri n nezavislych pokusoch o prenos bindrneho signalu
mé pocet chyb N, rozdelenie Bin(n,p), kde p=1—®(1/0), preto podla vety 5.53 dostavame

w(’f—p)
np(l —p)

N, —np k—np
\/np(l— \/np 1—p
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Poznamka 5.57. Okrem uvedenych tried rozdeleni spojitych ndhodnych premennych bolo
opisanych a pomenovanych mnozstvo inych, so zaujimavymi Specifickymi vlastnostami, vhod-
nych na modelovanie réznych typov dat. Spomenme napriklad rozdelenia ,beta“, ,gama“,
,Cauchyho, ,Laplaceovo®, ,Paretovo® a ,lognormalne“ rozdelenie. Specidlnu kategériu roz-
deleni tvoria také, ktoré sa vyuzivaju prevazne na konstrukciu intervalov spolahlivosti a tes-
tovanie Statistickych hypotéz, predovsetkym ,chi-kvadrat rozdelenie®, ,t-rozdelenie® a , F-
rozdelenie®.
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Kapitola 6

Nezavislost nahodnych premennych

6.1 Nezavislost a zavislost ndhodnych premennych

NajdolezitejSou charakteristikou vzajomného vzfahu viacerych nahodnych premennych je ich
nezavislost, resp. zavislost.

Definicia 6.1. Nahodné premenné Xi,..., X, sa nazyvaju zdruzene nezavislé, ak pre
akékolvek mnoziny By, ..., B, € B plati, ze udalosti (X, € Bi],[Xs € Bal,...,[X, € B,]
su zdruzene nezavislé. Nahodné premenné X, X, ... nekonecnej postupnosti sa nazyvaju
zdruzene nezavislé, ak si zdruzene nezavislé nahodné premenné Xi,...,X, pre kazdé n.
Ak Xi,...,X,, resp. Xy, X,,... nie st zdruzene nezavislé, hovorime, ze su tieto nahodné
premenné zdruZene zavislé.!

Poznamka 6.2. Zdruzend nezavislost udalosti [X; € By],[X2 € By, ..., [X, € B, z definicie
6.1 znamen4,” Ze pre kazdd mnozinu indexov {iy,...,ix} C {1,...,n} plati
k
P([X;, € By]N---N[X;, € B,]) = H (X, € By, (6.1)
Udalost na lavej strane v (6.1) Casto skratene zapisujeme P[X;, € B;,,..., X;, € B;,].

Poznamka 6.3. Volne a intuitivne vyjadrené, ndhodné premenné s zdruzene nezavislé, ak
ziskanie akychkolvek poznatkov o vysledkoch realizécie niektorych z tychto nahodnych pre-
mennych neovplyvni pravdepodobnostné o¢akavanie tykajice sa vysledkov ostatnych z tychto
nahodnych premennych. Ak st ndhodné premenné nezavislé, tak ,nenesi o sebe informaciu®.

Poznamka 6.4. V pravdepodobnostnych (a statistickych) modeloch obvykle predpokladdme
nezavislost nejakych nahodnych premennych, ¢i uz priamo pozorovanych alebo latentnych, a
to na zaklade znalosti modelovaného deja. Vlastnost nezavislosti ndhodnych premennych nam
casto umoznuje vypocitat charakteristiky, ktoré by bez nezavislosti bolo fazké alebo nemozné
vypocitaf.

17Zdruzene nezévislé a zdruZene zavislé ndhodné premenné niekedy nazjvame len ,nezavislé“, resp.
»zavislé*; my budeme tiez pouzivat toto skratené vyjadrenie. Treba vsak mat na paméti, Ze ndhodné premenné
moézu byt napriklad nezavislé po dvojiciach, (t.j. X; a X; st nezévislé ako dvojica ndhodnych premennych pre
akékolvek indexy i # 7, i,7 € {1,...,n}), ale pritom nebyt (zdruZene) nezavislé.

2Pozri definiciu 2.14.
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Priklad 6.5. Kazdy z troch Tudi (Adam, Eva a Daniel) hodi vyvéZenou kockou. Tito Iudia
st vSak daleko od seba a pri hodoch sa nijako neovplyvnuji. Nahodné premenné X , Xg, Xp,
ktoré reprezentuju vysledky ich hodov, mézeme preto v nasom pravdepodobnostnom modeli
povazovat za nezavislé.® Ak je pravdepodobnost, ze Adamov vysledok hodu bude mensi ako
Evin a sucasne Evin vysledok hodu bude mensi ako Danielov?

Riegenie: Pre diskrétne ndhodné premenné X 4, Xz, Xp potrebujeme vypocitat P[X, <
Xg < Xpl. Udalost [X4 < Xg < Xp] vieme napisat ako zjednotenie disjunktnych udalosti
(X4 < Xg < Xp,Xg = k] pre k = 2,3,4,5. Tiez si vSimnime, ze pre kazdé k = 2,3,4,5
mame

(Xa < Xp<Xp,Xp=k] = [Xa<kk<Xp,Xg=FK|
= [Xa € Bay,Xp € Bpy, Xp € Bgyl

pre Bay ={1,....,k—1}, Bpy = {k+1,...,6}, Bpy = {k}. Aditivita pravdepodobnosti,
zdruzend nezavislost ndhodnych premennych X4, Xz, Xp a elementarne metédy kombinato-
rickej pravdepodobnosti davaju:

5
P[XA <XE <XD] = ZP[XA € BA,kHXD c BD,ImXE € BE‘,k]
k=2

5
= Z P[XA c BA,]C]P[XD € BD7]€]P[XE € BE,k]
k=2

S k—1 6—k
k=2

Priklad 6.6. Mame dva identické pocitace, ktorych ¢innosti sa navzajom nijako neovplyv-
nuji. Na kazdom z tychto pocitacov naraz spustime vypocet rovnakého znahodneného al-
goritmu. Casy Ty, 75 od spustenia po ukonéenie v¥pocétu na prvom, resp. druhom pocitaci
mozeme teda povazovat za nezavislé ndhodné premenné, navyse s rovnakym pravdepodob-
nostnym rozdelenim. Predpokladajme, Ze distribu¢né funkcia kazdej z nahodnych premennych
TyaTyje F(t) =1, kde t € (0,1) a § je zndma kladnd konstanta. Nech Y je doba do ukon-
¢enie prvého z dvojice vypoctov (v zmysle ,toho, ktory skonéi skor®), ¢ize Y = min{T}, T»}.
Pre ndhodnti premenni Y uréme distribuént funkciu, hustotu a strednti hodnotu.
Riesenie: Pre distribuéni funkciu Fy ndhodnej premennej Y a pre akékolvek y € (0, 1]:

Fy(y) = Pmin{T\, T2} <y|=P(Th <y|U[Txa<y])=1—-P[Ty >y, To > y| =
1-PL > ylPT >yl =1-(1-F(y)?=1-(1-¢")

Klacovou je stvrtd rovnost, kde sme vyuZili nezdvislost ndhodnych premennych 7 a T5.*
Ocividne plati Fy(y) =0 pre y < 0 a Fy(y) = 1 pre y > 1. Vidime (pozri vetu 5.9), ze Y je
spojitd nahodné premennd a za jej hustotu mézeme vziat

ol = S o510

3Predpoklad nezavislosti by bol v tejto situdcii spravny aj vtedy, ak by kocky, ktoré tito Iudia pouzivaju,
boli falosné.
4Udalosti ,,B; a By“ tu boli intervaly [y, 00), ale to sme uz nerozpisovali.
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pre y € (0,1), inde fy(y) = 0. Stredntt hodnotu dostaneme pomocou hustoty integrovanim:

B(Y) = / ufy (y)dy = 26 / Y — Py = 265+ 1) — 26+ 1)),

Jeden z moznych zapisov je
262

(20+1)(0+1)

Napriklad ak je 6 = 1, ¢ize doba do ukoncenia jednotlivého vypoctu méa pre oba pripady
rozdelenie R(0,1), tak hustota ndhodnej premennej ¥ mé na intervale (0,1) tvar klesajicej
linedrnej funkcie a jej strednd hodnota je 1/3.°

E(Y) =

Veta 6.7 (Teoretické charakterizacie nezavislosti ndhodnych premennych). Nech Xi,..., X,
st ndhodné premenné. Potom st vSetky Styri nasledovné vyroky ekvivalentné. a) Xi,..., X,
st nezavislé, b) Nahodné premenné gy (X1, ..., Xz, ), -, ¢ (Xk, 141, -, Xpn) st nezavislé pre
akékolvek 1 < ky < -+ < k,_; < n a akékolvek borelovské funkcie gi,...,g,, ¢) Nech F
je nejaky systém podmnozin mnoziny R, taky, ze B = o(F). Potom P[X; € By,..., X, €
B,| = P[X, € By]...P[X, € B,] pre akykolvek vyber mnozin By,...,B, € ¥, d) P[X; <
1., Xy < xy) = P[Xy < 1] ...P[X, <uz,] pre vsetky z1,...,z, € R.

Dékaz. Niektoré ¢asti vety 6.7 je jednoduché dokazat (pozrite nasledujicu poznamku), avsak
iné si narocnejsie a ich dokazy presahuju ciele tychto skript. O

Poznamka 6.8. VSimnime si, Ze vo vete 6.7 je implikdcia a)=b)® analogickd tvrdeniu vety
2.18; volne vyjadrené, ak mame nezavislé nahodné premenné a vyrobime z ,disjunktnych
skupiniek“ tychto ndhodnych premennych nové ndhodné premenné, tak tieto nové ndhodné
premenné budt tiez nezavislé. Implikdcia a)=-c)7 je taktiez zaujimava: Hovori, Ze na to, aby
sme overili nezdvislost ndhodnych premennych, staci overit rovnosti P[X; € By,..., X, €
B, = P[X; € Bi]...P[X, € B,| pre mnoziny Bj,...,B, zo systému mnozin &, ktory
moze byt ovela chudobnejsi ako systém B borelovskych mnozin; staci, ak F generuje systém
B. Implikicia d)=-a)® je dolezitd pre charakterizdciu nezdvislosti ndhodnych premennych
pomocou ,zdruzenej* distribuc¢nej funkcie ndhodnych premennych Xi, ..., X,,, s ktorou sa
zozndmime v ¢asti 7.1.1. Implikdciu d)=-a) vyuzijeme aj pri dokaze nasledovnej vety.

Veta 6.9 (Charakterizdcia nezavislosti diskrétnych ndhodnych premennych). Diskrétne na-
hodné premenné Xi,..., X, st nezavislé vtedy a len vtedy, ked pre akékolvek redlne cisla
xy,...,T, plati

PXi=z1,..., X, = z,) :HP[X,;:ZEZ']. (6.2)

Dokaz. Implikacia ,,=“ je zrejma z definicie 6.1, pretoze jednoprvkové podmnoziny mno-
ziny R si borelovské. Dokazme opac¢nu implikaciu. Pre kazdé ¢ = 1,...,n nech z; € R

5V tomto priklade sme vypoéitali hustotu ndhodnej premennej, ktord je funkciou inych ndhodnych pre-
mennych, konkrétne ich minimom. To je v tedrii pravdepodobnosti casta tloha, ktorej sa budeme viac venovat
v Casti 7.2, kde vyuzijeme aparat nahodnych vektorov.

Implikdcia b)=ra) je trivialna.

"Implikicia c)=>a) je zrejma.

8Implikdcia a)=-d) je ocividna.
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a B; = (—00, ;). Ozna¢me C; = X;(2) N B; mnozinu tych ¢isel z oboru hodnot ndhod-
nej premennej X;, ktoré patria do B;. KedZze nahodné premenné Xy, ..., X, su podla pred-
pokladu diskrétne, tak mnoziny C; st spocitatelné. Vsimnime si, ze [X; € By,..., X, €
B, = Uz ec...anccn [ X1 = 21, ..., X,y = x,] je rozklad na disjunktné udalosti a [X; € B;| =
Urec, [ Xi = x;] je tiez rozklad na disjunktné udalosti pre vsetky i = 1, ..., n. Ak okrem tychto
rozkladov pouzijeme aditivitu (alebo o-aditivitu) pravdepodobnosti, predpoklad (6.2) a za-
kladné vlastnosti konec¢nych alebo nekone¢nych absolttne konvergentnych siim, dostavame:

PIX,€B., ..., X,€B,)] = P U XK=z . X,=1]| =
1€CT,...,.xn€Ch
Z PXi=a,..., X, =2, = Z PXi=uz...P[ X, =x,] =
21€CH,...,.zn€Ch z1€CH,...,.xn€Ch
z1€C1 n€Ch
x1€C1 n€Ch

Takze pre akékolvek xq,...,x, € R plati

P[X1<Z)’J1,...,Xn<l’n] = P[X1€B1,...,Xn€Bn]
= P[X, € By]...P[X, € B,] = P X1 <m]... P[X, <z,

Podla implikicie d)=-a) z vety 6.7 st teda ndhodné premenné X, ..., X, nezavislé. ]

Veta 6.10 (Strednd hodnota stc¢inu nezavislych ndhodnych premennych). Nech X; a X, st
nezavislé, obe diskrétne alebo obe spojité ndhodné premenné s konecénou strednou hodnotou.
Potom X; X5 je diskrétna, resp. spojitd nahodna premenna s konec¢nou strednou hodnotou a
plati

E(X1X3) = E(X1)E(Xs).

Dokaz. Dokaz urobime len pre diskrétne nahodné premenné X, X5. Pre jednoduchost ozna-
¢ime ako A; obor hodnét X;, t.j. A; = X;(Q2) pre i = 1,2. Ndhodnd premennad 7 = X; X,
je zrejme diskrétna, lebo jej obor hodndt Z(2) je spocitatelnd mnozina stcinov z = x;xs,
kde x; € Ay a x5 € Ay. Uvedomme si, ze pre kazdé z € Z(2) mame P[Z = z] = ¥ P[X; =
x1, Xo = T3], kde stcet berieme pre vSetky dvojice x1 € A; a x9 € Ag, pre ktoré plati x1zy = 2.
Navyse, z nezavislosti X; a Xy vieme, ze P[X; = 21, Xy = 23] = P[X; = 1|P[Xs = z9];
pozri vetu 6.9. Mame teda:”

E(Xng) = E(Z) = Z ZP[Z = Z] = Z Z .Tll'QP[Xl = .271,X2 = .2172] =

2€Z(R) T1€A1 T2€A2

Z Z ZEl.CL’QP[Xl = l‘l]P[XQ = IQ] = Z Ilp[Xl = ZL’l] Z ZL’QP[XQ = CL’Q] =

r1EA T2EAg T1EA xroEAs
E(X1)E(X2).
]

9Nebudeme dokazovat to, Ze existuje kone¢ns strednd hodnota ndhodnej premennej Z = X, X5, éize Ze rad
> .ez(0) #P|Z = z] absolitne konverguje; nechdvame to na citatela.
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Poznamka 6.11. Z predchadzajicej vety plynie, ze pre n-ticu Xq, ..., X,, nezavislych nahod-
nych premennych, ktoré maju konecnu strednit hodnotu a st vsetky diskrétne alebo vsetky
spojité plati, Ze diskrétna, resp. spojitd nahodna premenna [];' ; X; ma konecnu strednu
hodnotu E([TY; X;) = 17, E(X;). (Skutocne; napriklad pre n = 3 mame E(X;X2X3) =
E(X1X5)E(X3) = E(X1)E(X,)E(X3), ¢o plynie kombinéciou viet 6.71% a 6.10.) Tato vlast-
nost nezavislych nahodnych premennych ma znacény teoreticky vyznam, avsak je ju mozné
vyuzif aj na priame riesenie tloh.

Priklad 6.12. Komunikac¢ny kanal sa sklada zo série uzlov, pricom vzdy i-ty uzol predava
jedno-bitovi informéaciu na vstup ¢ + 1-vému uzlu. Na i-tom uzle dochédza s pravdepodob-
nostou p; k chybe, ktora sa prejavi tym, ze na vystupe tohto uzla bude opac¢ny bit ako na
jeho vstupe. Navyse, chyby na jednotlivych uzloch sa vyskytuju navzajom nezavisle. Napisme
vzorec udavajuci pravdepodobnost, Ze bit na vstupe prvého uzla bude rovnaky ako bit na
vystupe n-tého uzla. (Ide o zovseobecnenie prikladu 2.23.)

Riesenie:*! Prei = 1,...,n nech X; je ndhodnd premennd, ktord nadobudne hodnotu —1,
ak na uzle ¢ déjde k chybe a hodnotu 1, ak na uzle i nedojde k chybe, ¢ize P[X; = —1] = p;,
PX;,=1=1-p, a E(X;) = PX; =1 — P[X; = —1] = 1 — 2p,;. Vsimnime si, ze nasa
hladand pravdepodobnost je P[X = 1], kde X = [ ; Xj, pricom X je tiez ndhodné premennd
nadobudajica len hodnoty —1 a 1, takze F(X) = P[X = 1]— P[X = —1], z ¢oho (ak vezmeme
do tvahy aj rovnost P[X = 1] + P[X = —1] = 1) dostavame P[X = 1] = E(X)/2+1/2. S

vyuzitim nezavislosti nadhodnych premennych X, ..., X,, a vety 6.10 teda dostavame
L El, X)) 1 I, EX) 1 I, -—2p) 1
[1;[1 1 2 3 > 3 2 2

Poznamka 6.13. Vieme, zZe stredna hodnota stic¢tu nahodnych premennych je rovna siuctu
strednych hodnot tychto ndhodnych premennych (ak dané stredné hodnoty existuji a si
konecné). Pre rozptyl analogické tvrdenie vo vSeobecnosti neplati, plati vsak pre nezavislé
nahodné premenné, ako spresnuje nasledovna veta.

Veta 6.14 (Rozptyl suctu nezavislych ndhodnych premennych). Nech X; a X; st nezavislé,
obe diskrétne alebo obe spojité nahodné premenné s koneénym rozptylom. Potom X; + X5 je
diskrétna, resp. spojitd ndhodna premenna s koneénym rozptylom a plati

D(X1 + X2) = D(X1) + D(XQ).

Dokaz. Urobme dokaz pre diskrétne nahodné premenné. Kedze X; a X5 su nezavislé a maju
konecny rozptyl, tak existuju koneéné F(X?) a E(X3) (z definicie 4.15), ale aj konecna
E(X1X5) (z vety 6.10), takZe aj ndhodné premennd (X; + X3)? = X2 + 22X, Xy + X2 mé
kone¢nt stredni hodnotu (z poznamky 4.14), a teda mé tato ndhodna premennd aj konecny
rozptyl (opét z definicie 4.15). Z vety 4.20, linearity strednej hodnoty a vety 6.10 dostavame:

D(X1+X5) = E((X1+X)?) = B*(Xi + X») =
E(X7) +2E(X1X,) + E(X3) — E*(X,) — 2E(X1)E(X2) — E*(X,) =
[B(X?) — E*(X)] + [B(X2) — B*(X5)] + 2[E(X1X5) — E(X1)E(X,)] =
D(X1) + D(Xz).

10Vsimnite si, ze implikdcia a)=-b) vo vete 6.7 zarucuje, Ze ak si tri ndhodné premenné X1, X», X3 zdruZene
nezavislé, tak si dve ndhodné premenné X; X5 a X3 nezavislé.
HToto elegantné riesenie navrhol student FMFI UK Slavomir Takac.
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]

Poznamka 6.15. Veta 6.14 znamend, Ze pre n-ticu X1, ..., X, nezavislych ndhodnych pre-
mennych, ktoré maji konecny rozptyl a st vsetky diskrétne alebo vsetky spojité, ma dis-
krétna, resp. spojitd ndhodna premenna Y1 ;| X; konecny rozptyl D(>1, X;) = >, D(X;).
(Zddvodnenie je podobné ako v pozndmke 6.11 pre stcin strednych hodnét vSeobecného po-
¢tu nezavislych ndhodnych premennych.) Této vlastnost rozptylu je velmi dolezitd v celej
pravdepodobnosti a matematickej statistike. Jedno z pouziti vety 6.14 je napriklad v dokaze
Cebysevovej nerovnosti“, ktora vedie k fundamentélnemu tvrdeniu nazjvanému ,slaby zdkon

velkych cisel “.

6.2 Markovova, CebySevova a Cernovova nerovnost

Veta 6.16 (Markovova nerovnost). Nech Z je diskrétna alebo spojitd ndhodnd premennd s
konec¢nou strednou hodnotou, ktora nadobtda nezaporné hodnoty. Potom pre kazdé ¢ > 0
plati:

E(Z)

C

P[Z > ] <

Dékaz. Nech Z je diskrétna ndhodna premenna nadobudajica hodnoty (z;);e; a nech ¢ > 0.
Dalej nech J = {i € I : 2; > ¢}. Mame

E(Z)=Y_zP|Z =2|>> zP|Z=2]>c¢Y P|Z=z]=cP|Z>d.

el ieJ icJ

Analogicky, ak Z je spojitd ndhodna premennd s hustotou f, mame

mmzlwﬁ@wzlmﬁ@@zqummzdveq.

Z nerovnosti E(Z) > c¢P[Z > ¢| dostavame priamo tvrdenie vety. O

Veta 6.17 (Cebyéevova nerovnost). Nech X je diskrétna alebo spojitd ndhodna premenna s
koneénym rozptylom (t.j. aj s koneénou strednou hodnotou). Potom pre kazdé a > 0 plati:

D(X)

a?
Dékaz. Nech a > 0. Udalosti [|[X — E(X)| > a] a [(X — E(X))?* > @?] st totozné, takze
P[|X —E(X)| > a] = P[(X — E(X))? > a?|. Dokaz Cebysevovej nerovnosti je teda dosledkom

Markovovej nerovnosti 6.16, pokial v nej zvolime Z = (X — E(X))? a ¢ = a?, pricom si este
spomenieme, Ze E ((X — F(X))?) = D(X). O

PIIX - E(X)[ = a] <

Priklad 6.18. Uvazujme isty systém hromadnej obsluhy s ndhodnym, no stabilnym tokom
poziadaviek na spracovanie. Z dlhodobych zaznamov vieme, Ze v rozmedzi jednej hodiny je
strednd hodnota poc¢tu takychto poziadaviek rovna 100. a) Pouzime Markovovu nerovnost na
ohranic¢enie pravdepodobnosti, ze najblizsiu hodinu bude aspon 250 poziadaviek na spraco-
vanie. b) Predpokladajme navySe, Ze pocet poziadaviek za hodinu mé rozptyl 100. Pouzime
Cebysevovu nerovnost na odhad pravdepodobnosti, Ze najbliz§iu hodinu bude pocet poziada-
viek aspon 250. ¢) Este zosilnime predpoklady tak, Ze pocet poziadaviek v priebehu jednej
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hodiny mé Poissonovo rozdelenie so strednou hodnotu 100.!? Ak4 je v tomto pripade pravde-
podobnost, ze pocet poziadaviek za najblizsiu hodinu bude aspon 2507

Riesenie: Pocet poziadaviek pocas najblizsej hodiny budeme modelovat ako ndhodnu pre-
mennt X. a) Kedze X je nezdpornd ndhodnd premennd a predpokladdme E(X) = 100,
Markovova nerovnost poskytuje odhad: P[X > 250] < 100/250 = 0.4. b) Ak mame in-
formaciu o rozptyle (D(X) = 100), dostdvame z CebySevovej nerovnosti ovela lepsi od-
had: P[X > 250] = P[|X — 100] > 150] < 100/150% = 0.00444. ¢) Ak by sme navySe
predpokladali, ze X ma rozdelenie Po(100), vyslednd pravdepodobnost je este ovela nizsia:
P[X > 250] = 1 — 3729 e7100100% /!, ¢o je prakticky O.

Markovova a CebySevova nerovnost obvykle poskytujt velmi konzervativne odhady. Lepsi
odhad v niektorych situdciach poskytne nasledovna nerovnost.

Veta 6.19 (Cernovova nerovnost). Nech S je diskrétna alebo spojitd ndhodnd premenné.
Nech ¢,a € R a nech existuje koneén4 stredn hodnota nadhodnej premennej e*. Potom

E(etS)

eta

P[S>a] <

(6.3)

Doékaz. Nech t,a € R st lubovolné ¢isla. Uvedomme si, Ze udalosti P[S > a] a [e!® > 9] st
totozné, takze P[S > a] = Ple'® > e!%]. Dékaz dokonéime aplikovanim Markovovej nerovnosti
6.16 na diskrétnu alebo spojitti nezapornt nahodnt premennii Z = e*® ana c=e* > 0. O

Poznamka 6.20. Prava strana nerovnosti (6.3) je platna pre vseobecné t, pre ktoré je
E(e’S) < 0o, ¢o ndm déva priestor na najdenie ,vhodnej“ hodnoty ¢ pre nase konkrétne
potreby. Ak by existovala konetnd FE(e') pre vietky t € (a,b), tak formélne najsilnejsiu
Cernovovu hranicu by sme mohli napisat nasledovne:

E tS
PS> < inf 2
te(ab) el

Priklad 6.21. Majme ndhodné premenné X1, ..., X,,, ktoré st nezavislé, s rozdelenim P[X; =
1] = P[X; = —1] = 1/2. Pomocou Cernovovej nerovnosti najdime horni hranicu na pravde-
podobnost udalosti [Y1 | X; > a] pre zadané a > 0.

Riesenie: Oznacéme si S, = Y7, X;. Podla Cernovovej nerovnosti plati P[S, > a] <
E(et5") /et pre akékolvek t. LenZe pomocou vety 6.10, resp. pozndmky 6.11 méame

E(e'S") = B(eXiX) HEtY (ef + )" /2",

lebo E(e!*i) = (et + e7!)/2 pre kazdé i. Takze
P[S, > a] < (e' +e7)"/(2"e™)
pre akékolvek t. V literattire sa v tomto bode este typicky vyuZije nerovnost!® (ef +e7%)/2 <

2 , v .z v . .y .
et”/? a dosadi sa $pecidlne t = a/n, ¢o vedie na ohranicenie

2

P[S, >a] < e 2.

12V podobnych situdcidch poziadavky vznikaji ako realizdcie velkého poctu nezévislych udalosti malej
pravdepodobnosti. To méa za nasledok, ze Poissonov model na pocet poziadaviek moéze velmi dobre vystihovat
skutoc¢nost; porovnaj s vetou 4.48. Tiez si pripomenme, ze ndhodnd premennd s Poissonovym rozdelenim so
strednou hodnotou 100 méa aj rozptyl 100; pozri vetu 4.53.

13Uvedend nerovnost zjavne plati, ak je funkcia h(t) = t2/2 —In((e! +e~*)/2) nezdporna na celom R. AvSak
lahko sa presvedéime, ze h'(0) = 0 a h”(t) > 0 pre vSetky ¢, ¢o uz vyzadovani nezdpornost zarucuje.
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To demonstruje, Ze velké vychylky ,symetrickej ndhodnej prechadzky“!* si mélo pravdepo-

dobné. Existuje vela foriem Cernovovej nerovnosti pre rozne situacie, s ktorymi sa mozno
stretnete v budicnosti.

6.3 Zakon velkych cisel a centralna limitna veta

»Zakon velkych ¢isel hovori, ze ak budeme sledovat postupnost realizacii nezavislych na-
hodnych premennych s rovnakou strednou hodnotou p a spolo¢ne ohrani¢enymi rozptylmi,
tak aritmeticky priemer zaznamenanych realizacii sa bude priblizovat k p. Trochu presnejsie,
takzvany ,slaby“! zdkon velkych ¢isel hovori: k nule konverguje pravdepodobnost, Ze sa arit-
meticky priemer vypocitany po n realizaciach odchyli od p o viac ako akékolvek pevné ¢ > 0.
To ma zasadny vyznam, pretoze aritmeticky priemer nezavislych ndhodnych pozorovani sa
velmi ¢asto vyskytuje pri Statistickej analyze dat.

Na druhej strane ,,centralna limitnd veta“!% tvrdi, volne vyjadrené, Ze ak je n velké ¢&islo
a Xi,...,X, su nezavislé, rovnako rozdelené ndhodné premenné s koneé¢nym no nenulovym
rozptylom, tak S,, = X;+- -4 X,, ma priblizne normélne rozdelenie. Presnejsie vyjadrené, ak
budeme S, standardizovat linedrnou transforméciou na nulovi strednti hodnotu a jednotkovy
rozptyl, tak distribu¢nda funkcia S,, sa bude blizit k distribu¢nej funkcii rozdelenia N (0, 1).

Veta 6.22 (Slaby zdkon velkych ¢isel). Nech X, X5, ... st nezdvislé (diskrétne alebo spojité)
nadhodné premenné, pricom D(X,) < o? pre nejaké 02 < oo a kazdé n € N. Nech X,, =
%Z?:l X;. Potom pre akékolvek ¢ > 0 plati:

7’L11—>I130PHX — E(X,)|>¢ =0
Dékaz. 7 predpokladov tvrdenia, vety 4.20 (resp. ekvivalentu tejto vety pre spojité premenné)
a poznamky 6.15 k vete 6.14 dostavame

2

> 1 & 1 " 1 & o
D(X,)=D|(-) X;,|=—=D X — )< —
Dokaz mozeme ukonéit pouzitim CebySevovej nerovnosti (veta 6.17). [

Priklad 6.23. Formalizujme a kriticky zhodnotme nasledovné volné tvrdenia: a) Ak budeme
donekonecéna hadzat mincou, tak podiel vysledkov typu ,znak® sa bude blizit k 50 percen-
tam; b) Ak méme véhu, ktorej merania maji ur¢iti chybovost, tak pomocou priemeru z
dostatocného poctu vazeni vieme s Iubovolnou presnostou odhadniat hmotnost p vazeného
objektu.

4Pozri cast 6.4.

15V teérii pravdepodobnosti existuje aj pribuzné tvrdenie, ktoré sa nazyva ,silny“ zdkon velkych é&isel. Slaby
zékon velkych é&isel tvrdi, Ze postupnost ndhodnych premennych (X,,)5%, zo znenia vety 6.22 ,konverguje
podla pravdepodobnosti“. Naproti tomu silny zakon velkych cisel tvrdi, ze tato postupnost konverguje aj
v matematicky silnejSom zmysle, takzvane ,skoro isto“. Poznamenajme este, ze konvergencia postupnosti
nahodnych premennych Y,, z vety 6.24 sa nazyva konvergencia podla distribucnej funkcie. R6znymi typmi
konvergencie postupnosti ndhodnych premennych sa v tychto skriptdch nebudeme detailnejsie zaoberat.

16Existuje viacero pribuznych tvrdeni, ktoré sa nazjvaji ,centralna limitnd veta; my sa v tychto skriptach
budeme venovat len jednému z nich.
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Riesenie: Vyrok a) je mozné formalizovat nasledovne: Nech X, X5, ... st nezavislé na-
hodné premenné s rozdelenim Alt(0.5), pricom X; = 0 znamen4, Ze v i-tom hode padla hlava
a X; = 1 znamena, ze v i-tom hode padol znak. Potom pre aktkolvek odchylku ¢ > 0 plati
lim,, oo P[| X, — 0.5| > €] = 0. Predpokladali sme, 7e vysledky hodov sa navzadjom neovp-
lyviiuji (formalne: Xy, Xo, ... si nezavislé) a ze minca, ktorou haddzeme, nie je vychylend v
prospech niektorého z dvojice moznych vysledkov (formalne: E(X;) = 0.5 pre kazdé ). Pri
realnom hédzani mincou by tieto predpoklady mohli byt splnené s vysokou presnostou. Pozri
tiez obrazok 6.1.

Vyrok b) sa da formalizovat nasledovne: Nech X7, X5, ... st nezavislé ndhodné premenné so
strednou hodnotou p, pricom X; je vysledok i-teho vazenia. Rozptyl ndahodnych premennych
X; je ohrani¢eny nejakou kone¢nou hodnotou 2. Potom pre akikolvek odchylku € > 0 plati
lim,, 00 P[| X, — p| > €] = 0. Opét si véimnime, 7e tento vyrok predpoklada, ze vysledok
jedného merania neovplyvni vysledok druhého merania, ¢o pri niektorych vahach nemusi byt
splnené!” a Ze strednd hodnota kaZdého merania je presne y, ¢o je splnené len vtedy, ak védha
nevykazuje ,systematicka chybu®. Tiez mdze byt v redlnych situacidch poruseny predpoklad
nemennej hmotnosti objektu, ktory vazime. Pri redAlnom mnohonasobnom vazeni by priemer
vysledkov nemusel konvergovat ku skutocnej hmotnosti, ak by pouzita vaha mala spominané
nedostatky.

Veta 6.24 (Centralna limitnd veta). Nech X, X, ... st nezavislé ndhodné premenné s rov-
nakym rozdelenim (t.j. s rovnakou distribuénou funkciou), kone¢nou strednou hodnotou a
nenulovym, kone¢nym rozptylom. Nech S,, = > ; X; a nech
S — E(S,)

D(5n)

Y,

pre kazdé n € N. Nech Fy, je distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej Y,, a ® nech je distri-
buénd funkcia rozdelenia N (0, 1). Potom

dim Fy, (x) = ®(z) pre vietky = € R.
Dokaz. Dokaz centralnej limitnej vety presahuje ramec tychto skript; typicky sa centralna

limitna veta dokazuje pomocou takzvanych ,charakteristickych® funkcii, ktoré si vyzaduja
znalosti z komplexnej analyzy. O

Poznamka 6.25. Vsimnime si, Ze ak si vo vete 6.24 oznac¢ime symbolom u spolo¢nt stredni
hodnotu ndhodnych premennych X;, X, ... a symbolom o2 spolo¢ny (konecny a nenulovy)
rozptyl tychto nahodnych premennych, tak normalizovany sicet S, sa da vyjadrit nasledovne:

S —np X, —p
Y = — = .
SN vn
Volne vyjadrené, ak st splnené¢ predpoklady vety 6.24, tak pre velké n md S, = 371" X;

priblizne rozdelenie N (ng, no?) a priemer X,, = £ -7 | X; md priblizne rozdelenie N (11, 0% /n).

"Existuji véak aj verzie zdkona velkych é&isel, v ktorych ndhodné premenné nie st nezavislé a ich prie-
mer napriek tomu konverguje k spoloc¢nej strednej hodnote, takze urcita forma zavislosti medzi meraniami
X1, X5, ... nemusi zabranit tomu, ze X,, konverguje k .
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1.0

Podiel znakov
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Obr. 6.1: Podiel vysledkov typu ,znak®“ pri n nezavislych hodoch mincou. Kazda z 10 neza-
vislych simulacii je zobrazena bodkovanou ¢iarou. Plné vodorovné ¢iary naznacuju interval
+0.05 okolo hodnoty 0.5. Simulacie naznacuju, ze pravdepodobnost odchylky podielu znakov
od hodnoty 0.5 o viac ako £ = 0.05 sa blizi k nule. To je v stlade so zdkonom velkych ¢isel
6.22; pozri tiez cast a) prikladu 6.23. Konvergencia k hodnote 0.5 vsak nie je velmi rychla; na

.....

hodov, pretoze smerodajné odchylka priemeru X, klesi s odmocninou z n.
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Obr. 6.2: Histogram Standardizovaného suc¢tu n nezavislych ndhodnych premennych s rozde-
lenim R(0, 1) pre n = 1,2, 4. Ciara oznacuje hustotu rozdelenia N (0, 1).

Poznamka 6.26. Uvedené skutocnosti je mozné pouzit na pocitacové simulovanie realizacii
rozdelenia N (u,0?) so zadanymi parametrami pu a o®. Ak Uy,..., U, si nezavislé ndhodné
premenné s rozdelenim R(0,1) a S, = >, U;, potom ndhodné premennd

\/n/12

m4 priblizne poZadované rozdelenie N (u,0?). Na ilustrdciu si zobrazme histogram velkého
poctu realizdcii ndhodnych premennych Y, pre p = 0, 0> = 1 a n = 1,2,4; pozri obrazok
6.2. Vidime, zZe uz sicet Styroch nezavislych ndhodnych premennych s rovnomernym rozde-
lenim ma& rozdelenie velmi podobné normalnemu. Na simuldcie z norméalneho rozdelenia v
praxi obvykle plne postacuje n = 12. Realizacie z norméalneho rozdelenia a inych rozdeleni
je mozné efektivne generovat mnohymi sposobmi, ktorymi sa zaobera oblast ,stochastickych
simula¢nych metod .

Centralnu limitni vetu vieme pouzit na priblizny vypocet pravdepodobnosti v mnozstve
situacii. VyrieSme si pomocou tejto vety dve komplexnejsie tilohy.

Priklad 6.27. Majme pozorovania urcitého javu, ktoré je mozné reprezentovat nezavislymi
spojitymi nahodnymi premennymi Y7, ..., Y,,. Pozorované ¢isla, zaokrihlené na m desatinnych
miest, ukladame do premennych 71, ..., Z,. Odhadnime rozdelenie odchylky skuto¢ného prie-
meru hodnot Yy, ..., Y, od priemeru zaokrihlenych hodnét 7y,..., Z,.

Riesenie: Hladana diferencia % T Y — % * 1 Z; sa da vyjadrit ako > ; X, kde X; =
(Y;—=Z;)/n, i =1,...,n. Ak predpokladame, ze hodnoty Y} fluktuuji v rozsahu o mnoho radov
sirSom nez 10~™, tak odchylka Y; — Z; bude mat priblizne rozdelenie R(—10"/2,10~™/2). To
znamend, ze X; bude mat priblizne rozdelenie R(—10""/(2n),10~™/(2n)), ktoré ma strednt
hodnotu 0 a rozptyl 1072™/(12n?); pozri vetu 5.29. Podla centrdlnej limitnej vety je teda
rozdelenie ndhodnej premennej Y ; X; priblizne N(0,02), kde 02 = n - 1072"/(12n?) =

n

84


Rado
Sticky Note
Na prednaske sme precitali zadania Prikladov 6.27 a 6.28, aby sme videli to, ake typy uloh sa daju riesit pomocou CLV. Samotne riesenia si pozrite na du

rados
Sticky Note
Tu mame v skriptach chybu: nemali by tam byt tie zatvorky (alebo strednu hodnotu treba pripocitat az za zatvorkou)

rados
Highlight


Harman, Filova: Zaklady tedrie pravdepodobnosti, FMFI UK

1072™/(12n). Smerodajné odchylka tohto rozdelenia je o, = 107™/y/12n, takze vidime, ze
nepresnost klesa, a to s odmocninou z n.

Priklad 6.28. Z prieskumov vieme, ze hmotnost nahodne zvoleného pasaziera prepravova-
ného istou leteckou spolocnostou méa rozdelenie so strednou hodnotou pg = 78 kilogramov a
rozptylom o2 = 225 kilogramov na druhti. Letenku si kupilo n = 200 Iudi, ale z dlhodobych
zédznamov vieme, ze majitel letenky sa s pravdepodobnostou p = 0.05 na let nedostavi. Od-
hadnime pravdepodobnost, ze hmotnost vSetkych pasazierov spolu, ktori sa na let dostavia,
bude viac nez M = 15000 kilogramov.

Riesenie: Majitel letenky k., ktorého telesna hmotnost je Vi, prispeje k celkovej hmotnosti
prepravovanych pasazierov hodnotou Xj. Pritom X, = 0 s pravdepodobnostou p a X =
Vi. s pravdepodobnostou 1 — p, teda X}, = I;Vj, kde I, ~ Alt(1 — p). Hladané rozdelenie
suctu Y. ; X; je podla centralnej limitnej vety priblizne normalne, no na to, aby sme urcili
jeho parametre, potrebujeme vypocitat strednii hodnotu a rozptyl samotnych nahodnych
premennych Xy,..., X,.

Nech k je akykolvek index z {1,...,n}. Z vety 6.10 mame p = E(X}) = E(I)E(V}) =
(1—p)po. Z definicie rozptylu dostdvame o2 = D(X},) = E(X}?)—p* = E(I}V}?) —p?. Vyuzitim
rovnosti I = I}, a opat vety 6.10 mame E(I?V;?) = E(Iy)E(V?) = E(I,)(D(Vy) + E*(Vk)) =
(1—p)(o2 + pd), takze o* = (1 —p)(od + pd) — (1 — p)*pd. Celkovd hmotnost prepravovanych
pasazierov bude teda mat priblizne normalne rozdelenie so strednou hodnotou nu a rozptylom
no?. Pravdepodobnost, Ze toto ¢islo presiahne M, je

Y Xi—np - M —np M —npu
=P |= -0 ——— .
[ o\v/n ~ a\/n o\/n

Dosadenim hodnot zo zadania dostavame odhad tejto pravdepodobnosti ¢iselne 0.285.

Zamyslime sa ale este kriticky nad spolahlivostou tohto vysledku. Po prvé, vyuzili sme
vetu, ktorda ma len limitny charakter a nevieme s istotou tvrdit, ze n je uz ,dostatocne
velké“. Urobili sme ale aj iné zjednodusenia: Predpokladali sme nezavislost vSetkych nahod-
nych premennych Vi,... V., I, ...,[,, kde V} zodpovedaji hmotnostiam pasazierov a [ st
indikatormi udalosti, Ze sa majitelia leteniek dostavia na odlet. To ale v realite urcite nie je
celkom splnené. (Pokuste sa zddvodnit preco.)

PlZXZ->M

i=1

6.4 Nahodna prechadzka

Mnozstvo ndhodnych dejov nie je mozné modelovat ako pozorovania nezavislych ndhodnych
premennych. V tejto casti si uvedieme jednoduchy priklad takého deja.

Priklad 6.29 (Nédhodnd prechddzka). Uvazujme nasledovni situdciu. Nech X, Xo, ... je
postupnost nezavislych diskrétnych ndhodnych premennych s rozdelenim uréenym rovnostami
P[X, = 1] = pa P[X, = —1] = ¢q pre vietky n € N, kde p € (0,1)" je zndme a ¢ =
1 — p. Definujme postupnost ndhodnych premennych Sy, Si, So, . .. nasledovne: Sy nadobuida
hodnotu 0 s pravdepodobnosfou 1 a pre ostatné nahodné premenné plati

Sn = Sn—l —|—Xn, n Z 1.

18V tomto priklade zdmerne uvazujeme pripad p # 1/2, ¢iZe ,asymetrickt* ndhodni prechadzku. V pravde-
podobnostnom modelovani sa Gastejsie vyskytuje ,symetrickd“ ndhodnd prechddzka s p = 1/2, pozri priklad
6.21.
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Modelovanym dejom moze byt napriklad pozicia castice pohybujica sa vertikalnym smerom,
ktori sledujeme v ,diskrétnych casoch®“ 0,1,2,.... V ¢ase 0 je castica v bode 0; v kazdom
dalsom case ,preskoci“ s pravdepodobnostou p o jednotku nahor a s pravdepodobnostou ¢
o jednotku nadol. Ndhodné premenné Sy, S1, Ss, ... nie st nezdvislé.!® Ohladom postupnosti
S1,S,... sa mozeme snazif zodpovedat vela otazok. Ak je k zadané celé nezédporné c¢islo,
mozeme sa napriklad opytat: a) Ak4 je pravdepodobnost, ze v ¢ase n > 1 bude Castica vo vyske
k? b) Aké je pravdepodobnost, ze maximum vsSetkych ndhodnych premennych Sy, Sy, Ss, . ..
(¢ize maximalna vyska castice, ktord castica dosiahne za celi dobu svojho pohybu) bude &7

Riesenie: a) Najprv si uvedomme, Ze n a k musia mat rovnaku paritu a |k| < n, lebo v
opa¢nom pripade P[S, = k| = 0. Predpokladajme teda, ze k a n > |k| s obe parne; pripad
neparnych k, n sa riesi analogicky. Na to, aby nastala udalost [S, = k] sa musi spomedzi
nahodnych premennych Xi,..., X, realizovat o k viac vo forme +1 nez vo forme —1, ¢ize
n/2 + k/2 z tychto ndhodnych premennych sa musi realizovat ako +1 a n/2 — k/2 z nich
sa musi realizovat ako —1. Lenze samotné X; s nezavislé, takze mozeme pouzit binomicku
formulu (2.2) a dostavame

Rozdelenie nahodnej premennej S, teda nie je, striktne vzaté, binomické, ale je binomickému
velmi podobné (pozri definiciu 4.39). Presnejsie, S,, = 2Z,, — n, kde Z,, ~ Bin(n,p). To ndm
umoznuje vyuzit teoériu binomického rozdelenia a znalosti o linedrnych transforméciach na-
hodnych premennych na odvodenie mnohych zaujimavych charakteristik nahodnej premennej
Sp. V ramci cvicenia si mozete napriklad premyslief, akd je strednd hodnota S, a aky je
rozptyl S,.

b) Riesenie tejto Casti urobime mierne neporiadne, ale dostato¢ne presvedéivo. Castica
ma tendenciu pohybovat sa viac nadol ako nahor, takze sa da lahko uverit, ze s pravdepo-
dobnostou 1 v niektorom konec¢nom c¢ase nadobudne svoju najvyssiu poziciu, ktori uz nikdy
neprekond. Takze M = max,>q S, je dobre definovanid ndhodné premenni.?® Podla vety o
uplnej pravdepodobnosti

P[M > k] = P[M > k|S; = +1]P[S, = +1] + P[M > K|S, = —1]P[S; = ~1].  (6.4)

Uvedomme si, ze keby sme mali zarucené, ze S; = +1, tak by rozdelenie ndhodnej premennej
M bolo o jednotku posunuté nahor, ¢ize pre vSetky k& > 0 plati P[M > k|S, = +1] = P[M >
k — 1]. Ak by sme naopak mali zarucené, ze S; = —1, tak po krétkej tivahe sa presvedéime,
ze pre vsetky k > 1 madme P[M > k|S; = —1] = P[M > k + 1]. Takze rovnost (6.4) mozeme
pre vsetky k > 1 prepisat do tvaru

P[M > k] = PIM >k — 1]P[S; = +1] + P[M > k + 1]P[S; = —1].

19Nie st nezavislé z pohladu pravdepodobnostného modelu, ktory méame pred zaéiatkom pozorovania celého
deja. D4 sa ukazat, ze pokial by sme boli informovani o hodnote ndhodnej premennej S,,, tak by tato informacia
sposobila zmenu nasho pravdepodobnostného modelu na taky, v ktorom by boli nezavislé vsetky dvojice
nédhodnych premennych S,,_ a S, , kden_ <n <ny.

20Na mnozine pravdepodobnosti 0, ktora zodpoveda tomu, ze ¢astica uteéie do +o00, definujeme M Iubovolne.
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Ak si oznacime pp = P[M > k], tak dostavame rekurentné linedrne rovnice

Pk = DPPi—1+ qPrt+1,k > 1, Tesp.
1 D

Pn = —DPn-1— —Pn-2,M1 Z 2. (65)
q q

Podla tedrie linedrnych rekurentnych rovnic je vseobecné rieSenie systému (6.5) tvaru p, =
AN} + BAY, pre vsetky n > 0, kde Aj, Ay st korene ,charakteristického polynému* systému
(6.5) A\* — %)\+ £, cize Ay =1 a Ay = £. VSeobecné riesenie teda dostévame p, = A+ B(p/q)".
Aké je Aa B?V prvom rade py = P[M > 0] = 1, takze A = 1— B, ¢ize p, = 1— B+ B(p/q)".
Zaroven sme vsak uverili, ze M je dobre definovand nahodnd premennd, takze musi platit
lim,, oo P[M > n] = 0. Preto musime nutne mat B = 1. Dostali sme p, = (p/q)", teda

PIM=n]=PM>n]—PM>n+1] = pp — pps1 = <1—Z> (Z)n.

Takze (pozri definiciu 4.56) M ma presne geometrické rozdelenie s parametrom 1 —p/q. Tym
padom vieme o maximalnej vyske M, ktort celkovo nasa skakajica castica dosiahne, aj vela
inych poznatkov, napriklad stredni hodnotu a rozptyl.

Samozrejme ohladom nahodnej prechadzky je mozné polozif vela otédzok, ktoré st omnoho
zlozitejsie ako uvedené dve.

Poznamka 6.30. Nahodna prechadzka je elementarnym prikladom , markovovského retazca*.
Vo vSeobecnom markovovskom retazci hypoteticka castica preskakuje zo stavu ¢ do iného
stavu j s urcitou (Casto znamou) pravdepodobnostou p;;, pricom p;; > 0 st akékolvek, mu-
sia len spliiat > pij = 1 pre kazdy stav i. Markovovské retazce tvoria ddlezitt oblast tedrie
pravdepodobnosti, s aplikdciami napriklad v ,teérii kdodovania®, v ,systémoch hromadnej
obsluhy“ a v ,umelej inteligencii“. VSeobecnejsim modelom st takzvané casové rady®, v
ktorych je charakter zavislosti pozorovanych nahodnych premennych komplikovanejsi; ¢asové
rady sa vyuzivaju v ekonomickom modelovani, v medicinskych aplikaciach, v meteorologii a
podobne. Este zlozitejsie modely musime pouzit v pripadoch, v ktorych pozorujeme ¢iselné
hodnoty indexované nie prirodzenymi ¢islami, ale vSetkymi redlnymi ¢islami (v ur¢itom in-
tervale). Takymito sibormi ndhodnych premennych sa zaobera vSeobecnd ,tedria ndhodnych
procesov” s aplikdciami napriklad vo fyzike a vo financnej matematike. Spomenuté dolezité
stucasti pokrocilej tedrie pravdepodobnosti vsak presahuji ramec tychto skript; Studenti sa s
nimi mozu oboznamif na Specializovanych prednaskach.
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Kapitola 7

Nahodné vektory

7.1 Zaklady teérie nahodnych vektorov

Koncept ndhodného vektora ndm poméha analyzovat vztahy medzi ndhodnymi premennymi.
Umoznuje mam tiez narabat s viacerymi nahodnymi premennymi sucasne. Konecény pocet
zéavislych nahodnych premennych je typickou situaciou pri modelovani a spracovavani mno-
horozmernych dat. Napriklad skupina ,vysvetlujicich® premennych meranych na klasifiko-
vanych objektoch, v istych aplikaciach nazyvanych ,prediktory“, je ¢asto koneénd mnozina
komplikovane zavislych nahodnych premennych.

7.1.1 Vseobecné nahodné vektory

Definicia 7.1. Nech (2,8, P) je pravdepodobnostny priestor. Nech Xi,..., X, : Q@ — R st
nahodné premenné. Potom! X = (X1,..., X,,)? nazyvame m-rozmerny ndhodny vektor.?

Poznamka 7.2. Nahodny vektor X = (X1, ..., X,,)T sa d4 chépat aj ako zobrazenie z 2 do
R™, ktoré elementdrnemu vysledku w priraduje vektor X(w) = (X;(w),. .., X;n(w))?. Z tohto
pohladu je X(2) = {X(w) : w € Q} oborom hodnét ndhodného vektora X, ¢ize mnozinou
m-rozmernych vektorov, ktoré X ,nadobuda®. D4 sa ukazat, Zze v tomto zmysle je zobrazenie
X : © — R™ ndhodnym vektorom prave vtedy, ak si vSetky mnoziny {w € Q : X(w) € B},
kde B € B,,, udalostami z §; porovnaj s vetou 3.3.

Poznamka 7.3. Pre znacenie udalost{ uréenych ndhodnym vektorom X = (X1,..., X,,)? po-
uzivame podobni konvenciu ako v pripade nahodnych premennych. Napriklad, ak x4, ..., z,, €
R st fixné ¢isla a x = (z1,...,2,)7, tak vietky nasledovné vyrazy oznacuju ti isti udalost:
{we: X(w)=x}, [X=x|, N [X; =], [Xi =21,..., Xon = 2.

Priklad 7.4. HadZeme dvomi kockami. Nech X je ndhodna premenna reprezentujica mini-
mum padnutych ¢isel a X5 je ndhodna premennd reprezentujiica maximum padnutych cisel.
Potom (X7, X5)” je ndhodny vektor, ktory nadobuda vektory z mnoziny X(Q2) = {(iy,42)" :
1 < iy < iy < 6}. Pravdepodobnosti udalosti [X; = x1, Xo = x3], kde 1,29 € {1,...,6},

!Symbol T znamen4 transpoziciu riadkového vektora (X7i,...,X,,). V tomto texte, tak ako vo vicSine
ucebnic a odbornych c¢lankov v oblasti tedrie pravdepodobnosti a matematickej Statistiky, chapeme vektory
ako stipce.

2Formélne je teda klasickd ndhodnd premennd jednorozmerny ndhodny vektor.
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zobrazuje tabulka 7.1. Samotnd ndhodné premenna X; nadobtida hodnoty 1,...,6 s pravde-
podobnostami 11/36, 9/36, 7/36, 5/36, 3/36 a 1/36, ktoré mozeme ziskat ako stipcové stcty
pravdepodobnosti v tabulke 7.1. Podobne, ndhodna premenna X5 nadobtida hodnoty 1,...,6
s pravdepodobnostami 1/36, 3/36, 5/36, 7/36, 9/36 a 11/36, ktoré mozeme ziskat ako riad-
kové sucty pravdepodobnosti v tabulke 7.1. VSimnime si, ze ndhodné premenné X; a X, nie
st nezavislé, ¢o plynie napriklad z vety 6.9.

wmlam—] 1 2 3 4 5 6
2/36 2/36 2/36 2/36 2/36 1/
2/36 2/36 2/36 2/36 1/36 0
2/36 2/36 2/36 1/36 0 0
0
0
0

2/36 2/36 1/36 0 0
2/36 1/36 0 0 0
1/36 0 0 0 0

=N W OO

Tabulka 7.1: Pravdepodobnosti P[X; = z1, X3 = 5] z prikladu 7.4,

Poznamka 7.5. Nahodné vektory mézeme roznymi sposobmi transformovat, pricom vysle-
dok je opat nahodny vektor. Presnejsie, ak by sme mali m-rozmerny nahodny vektor X a
borelovské funkcie gy, ..., g, : R™ — R (pozri definiciu 3.9), tak Y = (¢:(X), ..., gx(X))?
je k-rozmerny nahodny vektor. Kedze vsSetky ,slusné“ funkcie si borelovské (pozri napri-
klad lemu 3.10), tak v zdsade akdkolvek ,slusna“ transformécia ndhodného vektora je opéaf
nahodny vektor.

Definicia 7.6. Distribuéna funkcia ndhodného vektora X = (Xi,...,X,,)" je funkcia
F:R™ — R, ktord je definovana

F(x) = P[X; <21,..., X;m < T,,) pre vietky x = (z1,...,z,)" € R™

Poznamka 7.7. Je mozné ukazat, ze distribu¢na funkcia m-rozmerného nadhodného vektora
X jednoznacne urcuje pravdepodobnost P[X € B] pre akiikolvek m-rozmernt borelovska
mnozinu B. V nasledujicej vete uvedieme dolezity Specialny pripad, v ktorom je B mnoho-
rozmerny kvader.

Veta 7.8 (Vyjadrenie pravdepodobnosti kvadrov pomocou distribucnej funkcie ndhodného
vektora). Nech F je distribuéné funkcia ndhodného vektora X = (X7, ..., X,,,)T a nech al” e
R, ol e RU {o0}, pricom a!” < oV pre kazdé i = 1,...,m. Potom

Plal” < Xy <aV o < X, <alV, .., a? < X, < aV] =

Y

> (—lyrhhe R, ). (7.1)

Dékaz. Pre jednoduchost oznacme A; = [0 < X; < a!V] a B(k (X < a( ] pre vietky
1 =1,...,m. VSimnime si, Ze pre akukolvek udalost C' (spe(nalne pre C' = ) a akékolvek ¢
plati

P(A4NC)=PBYNnC)-PBYNC): (7.2)
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0 11136 20/36

9/36 16/36

7/36 12136 15/36 16/36

X2
4
l

5/36 8/36 9/36

3/36 4/36

1/36

x1

Obr. 7.1: Distribuénd funkcia F'(xy,z2) ndhodného vektora z prikladu 7.4. Ako kazd4a distri-
buc¢né funkcia dvojrozmerného ndhodného vektora, F' je neklesajica a spojita zlava v oboch
premennych (spojitost zlava ilustracia nezachycuje). Plati F(z1,29) — 1, ak 1 — 00 a su-
Casne xo — oo. Taktiez F(z1,29) — 0, ak x; — —oo alebo 23 — —o0. Pre fixné z; je
lim,, o F(21,23) rovnd hodnote distribucnej funkcie ndhodnej premennej X; v bode z;.
Podobne, pre fixné x5 je lim,, o, F(21,x2) rovnd hodnote distribuénej funkcie ndhodnej pre-
mennej X, v bode xs. Pre diskrétny ndhodny vektor (pozri ¢ast 7.1.2), akym je nahodny vektor
z prikladu 7.4, je distribuéna funkcia ,schodovita“. Pre spojité nahodné vektory (pozri ¢ast
7.1.3) je vsak distribu¢na funkcia spojita.
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pozri vetu 1.38. Pomocou uvedeného znacenia je mozné rovnost (7.1) prepisat nasledovne:

PO A)= 3 (=pmheetep (e, ).
kl,...,kme{o,l}
Indukciou dokézeme silnejsie tvrdenie, a to ze pre kazdé r € {1,...,m} a kazdd udalost C,.:
r T’_kl_---_kr T (kz)
kl,...,kre{o,l}

Pre r = 1 tato rovnost plati, pretoze P (A; N C}) = P(Bil) NCy) — P(B§O) N Ch) je Specidlny
pripad rovnosti (7.2). Predpokladajme, ze m > 2. Ukazme nasledovny vyrok: ak (7.3) plati
pre akékolvek r € {1,...,m — 1} a pre aktkolvek udalost C,, tak (7.3) plati aj pre r + 1 a
akukolvek udalost C, .

PN ANC) = PN_ ANAGNCyy)=
Yoo (=lyrheethep ( §:1Bi(ki) NA1 N Cr+1> =

k1,...,kr€{0,1}

> (1) fmehp (By(«i)l My Bz'(ki) n Cr+1) -
k1,...,kr€{0,1}

>, (Fytheehp (BT(S-)I Niz1 Bz'(ki) N Or+1) =
k1,...,kr€{0,1}

Z (_1)(T+1)_k1_'"_kr+1 (m:Lle(kl) N Cr+1) .
k1,....kr+1€{0,1}

Prva rovnost je trividlna, v druhej sme vyuzili indukény predpoklad s C. = A, 1 NChyq, v
tretej sme opat vyuzili (7.2) si=r+1aC = mglei(’“i) N Cy41 & poslednd rovnost vznikla
len prepisom do kompaktnejsieho tvaru. O

Priklad 7.9. Vyjadrime pomocou distribu¢nej funkcie F' ndhodného vektora (X1, X3)T prav-
depodobnost toho, Ze (X1, X5)T padne do obdlZnika [ay,b;) X [az,by), kde a; < by, as < bs.
Riesenie: 1de o specidlny pripad vety 7.8:

P[a1 < Xl < bl,ag < X2 < bz] = F(bl,bg) — F(az,bl) = F((Il,bz) - F(al,ag).
Ak ste preskocili vSeobecny dokaz vety 7.8, pokuste sa dokazat aspon tento Specialny pripad.

Veta 7.10 (Zakladné vlastnosti distribu¢nej funkcie ndhodného vektora). Nech F' je distri-
bucné funkcia m-rozmerného ndhodného vektora X. Potom 1) 0 < F(x) < 1 pre vSetky x €
R™. 2) F je neklesajica a spojitd zlava v kazdej premennej, 3) lim,, .. oo F(21,. .., 2m) = 1,
4) limg, oo F(z1,...,2ym) =0prekazdé i =1,...,ma xy,..., i1, Tis1,...,Tm € R,

Dokaz. Tieto vlastnosti sa daji dokazat analogicky ako zakladné vlastnosti distribu¢nej fun-
kcie jednorozmernej ndhodnej premennej (veta 3.16). O

Poznamka 7.11. Distribu¢nd funkcia ndhodného vektora (X1, ..., X,,)T jednoznacne urcuje
distribu¢né funkcie nahodnych premennych Xy, ..., X,,, niekedy tiez nazyvané ,marginalne“
distribu¢né funkcie. Distribu¢né funkcie nahodnych premennych Xi,..., X,, vsak nemusia
jednoznacne urcovat distribu¢nu funkciu ndhodného vektora (X7, ..., X,,)7.
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Veta 7.12 (Marginalne distribu¢né funkcie). Nech Fx je distribu¢nd funkcia ndhodného
vektora X = (X1,..., X,n)  anech 1 <i; < --- < i, < m. Potom pre distribuéni funkciu Fy
nahodného vektora Y = (X;,,..., X;, )" plati

17

Fy(ziy, ... x;y) =lim Fx(xq,...,25),
kde limitu berieme pre z; — oo pre vSetky ¢ ¢ {i1,..., i}
Dokaz. Dokaz je jednoduché cvicenie. O]

Veta 7.13 (Distribu¢nd funkcia ndhodného vektora s nezavislymi zlozkami). Nech X; je
nahodnd premennad s distribu¢nou funkciou F; pre7 = 1,...,m. Nech F je distribu¢na funkcia
nahodného vektora (X7, ..., X,,)T. Potom plati: Ndhodné premenné X1, ..., X,, st zdruZene
nezavislé vtedy a len vtedy, ked

F(zy,...,xm) = Fi(z1) - Fp(xy)
pre vSetky x1,...,x, € R.
Dékaz. Veta vyplyva z ekvivalencie a)<-d) vo vete 6.7 a z definicie 7.6. O

Poznamka 7.14. Na modelovanie niektorych situacii, najmé v mnohorozmernej sStatistike,
je vhodné pouzivat celil postupnost nahodnych vektorov. Podobne ako nahodné premenné, aj
nahodné vektory mozu byt nezavislé alebo zavislé. Nezavislost ndhodnych vektorov definujeme
analogicky ako bola definovana nezavislost nahodnych premennych v definicii 6.1:

Definicia 7.15. Nahodné vektory X, ..., X,, rozmerov myq,...,m, sa nazyvaju zdruzene
nezavislé, ak pre akykolvek vyber mnozin B, € B,,,,...,B, € B,, plati, Ze udalosti
X, € B],[Xy € Byl,...,[X,, € By,] st zdruzene nezavislé. Ndhodné vektory Xi, X, ...

nekonecnej postupnosti sa nazyvaji zdruzene nezavislé, ak si zdruzene nezavislé nahodné
vektory Xi,...,X,, pre kazdé n. Ak nahodné vektory Xi,..., X, resp. Xy, Xgo,... nie su
zdruZene nezdvislé, hovorime, Ze st zdruZene zavislé.?

Poznamka 7.16. Nezavislost nahodnych vektorov sa da vyjadrit viacerymi ekvivalentnymi
sposobmi. Nechavame na citatela, aby sa pokusil pre ndhodné vektory formulovat tvrdenie
analogické tvrdeniu 6.7.

7.1.2 Diskrétne nahodné vektory

Definicia 7.17. Nahodny vektor X = (X,..., X,,)T nazyvame m-rozmerny diskrétny na-
hodny vektor, ak st vSetky ndhodné premenné X, ..., X,, diskrétne.
Poznamka 7.18. V silade s pozndmkou 7.2 mézeme ndhodny vektor X = (X7,..., X,,)” na

priestore (€2, 8, P) chépat ako zobrazenie z 2 do R™. Lahko si premyslime, ze takto chapany
ndhodny vektor je diskrétny vtedy a len vtedy, ak je spocitatelny jeho obor hodnot X(€2).

3Upozornime, 7ze nadhodné vektory X; = (X11,..., X1m,)T, Xo = (Xo1,..., Xom, )T modzu byt nezavislé,
aj ak si ndhodné premenné Xii,..., X1, zdruzene zavislé a sticasne si ndhodné premenné Xoi, ..., Xom,
zdruzene zavislé. Analogickd poznamka pochopitelne plati nielen pre dvojicu, ale aj pre n-ticu Xq,...,X,
nezéavislych ndhodnych vektorov. Casto napriklad X, ...,X,, tvoria pozorovania m zavislych &selnych cha-
rakteristik (napriklad tlaku a teploty, m; = m = 2) na n nezévislych objektoch (napriklad pacientoch).
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Poznamka 7.19. Analogicky ako pri (jednorozmernych) ndhodnych premennych, hovorime,
ze diskrétny nahodny vektor X ,nadobuda“ spocitatelne vela hodndt a ze diskrétny nahodny
vektor X nadobuda vektor x ,s pravdepodobnostou“ P[X = x]. Funkciu, ktora priraduje
pravdepodobnost P[X = x| vektorom x € X(f2), budeme nazyvat pravdepodobnostna
funkcia diskrétneho nahodného vektora X.

Definicia 7.20. Nech X = (Xi,..., X,,)7 je diskrétny ndhodny vektor a nech existuje ko-
necna stredna hodnota diskrétnej ndhodnej premennej X; pre kazdé ¢ = 1,...,m. Potom
hovorime, Ze ndhodny vektor X ma konecnu strednii hodnotu

E(X) = (B(X1),...,B(X,)".

Priklad 7.21. Ndhodny vektor X = (X, X5)? z prikladu 7.4 je diskrétny; ndjdime jeho
stredni hodnotu. V priklade 7.4 sme uviedli s akymi pravdepodobnostami nadobidaji na-
hodné premenné X; a X5 hodnoty 1,...,6. Tieto pravdepodobnosti a definicia 4.6 umoznuju
priamodiaro vypocitat, ze E(X;) = 91/36 ~ 2.528 a F(X,) = 161/36 ~ 4.472. Takze stredna
hodnota celého ndhodného vektora (X1, X5)7 je F(X) = (91,161)7/36 ~ (2.528,4.472)7.

Definicia 7.22 (Linedrna transformécia ndhodného vektora). Predpokladajme, 7ze X =

(X1,...,Xm)" je m-rozmerny ndhodny vektor a nech A je matica rozmeru kxm s prvkami a;;,
1=1,...,k, 7 =1,...,m. Potom nahodny vektor Y = AX nazyvame linearna transfor-
mécia ndhodného vektora X, ¢fm rozumieme k-rozmerny ndhodny vektor Y = (Y,...,Y;)?

so zlozkami
Y; :ai1X1+ai2X2+...+aime, 1= 1,...,]{}. (74)

Veta 7.23 (Linearita strednej hodnoty diskrétneho nahodného vektora). Nech X, ..., X, st
m-rozmerné diskrétne ndhodné vektory, z ktorych kazdy ma konecnu strednt hodnotu a nech
Ay, ..., A, st matice typu k x m. Potom k-rozmerny diskrétny! ndhodny vektor 7, A;X;
méa konecnu strednii hodnotu a tato stredna hodnota sa da vyjadrit v tvare

E (lz: AlX,> = ZZ:AZE(XZ).

Dokaz. Pomocou linearity strednej hodnoty diskrétnych ndhodnych premennych 4.12 a za-
kladnych definicii maticovej algebry je mozné priamociaro ukazat, ze i-ta zlozka vektora
E(X, AX)) je presne i-ta zlozka vektora ;' | A/ E(X;), pre vSetky i = 1,... k. ]

Poznamka 7.24. Najdolezitejsi sSpecialny pripad vety 7.23 je: ak m-rozmerny diskrétny na-
hodny vektor X ma konecnt strednit hodnotu a ak A je matica typu k£ x m, tak AX je
k-rozmerny diskrétny ndhodny vektor, ktory mé koneéni strednii hodnotu AFE(X).

Priklad 7.25. Hodime dvomi hracimi kockami. Najdime strednti hodnotu nahodného vek-
tora Y = (YI,YQ)T, kde Y; je absolitna hodnota rozdielu vysledkov hodov a Y5 je sucet
vysledkov hodov. Tento priklad by sme mohli riesit detailnym sposobom, analogicky, ako
sme riesili priklady 7.4 a 7.21. Vysledok prikladu 7.21 a veta 7.23 nam vsak poskytuju na-
sledovnt skratku. Nech X = (X7, X2)” je ndhodny vektor z prikladov 7.4 a 7.21. Zdklad-
nym pozorovanim je, ze Y = AX, kde A je 2 x 2 matica s ¢islami —1,1 na diagondle
a ¢islami 1,1 mimo diagonaly. Takze na zaklade vety 7.23 a vysledku prikladu 7.21 plati
E(Y) = AE(X) = (70/36,252/36)T ~ (1.944,7)T.

4Pozri pozndmku 4.10.
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Veta 7.26 (Strednd hodnota funkcie diskrétneho nahodného vektora). Nech m-rozmerny
diskrétny nédhodny vektor X nadobtda vektory (x;),.; s nenulovou pravdepodobnostou a
nech g : R™ — R je funkcia. Potom strednd hodnota diskrétnej® ndhodnej premennej g(X)
existuje a je konecnd, ak je rad Y ,c;g(x;)P[X = x;] absolitne konvergentny. V takomto
pripade plati:
E(g(X)) =) g(x:) P[X = x;].
iel
Dokaz. Analogicky ako dokaz vety 4.11. m

Priklad 7.27. Vypocitajme E(X;X5) pre ndhodny vektor z prikladu 7.4. Podla vety 7.26
plati E(X1Xs) = > 212 P[ X = 21, Xy = 23], kde sumujeme cez vSetky také dvojice xq, xo,
pre ktoré P[X; = x1, Xy = 25| > 0. Tdto sumu vieme vypoéitat priamo z tabulky 7.1 ako
1-1-(1/36)+1-2-(2/36) +2-2-(2/36) +...+6-6-(1/36) = 441/36 = 12.25.5 Stredn4
hodnota stc¢inu dvoch ndhodnych premennych sa vyuziva napriklad na vypocet kovariancie a
korelacie, s ktorymi sa zoznamime neskor.

Poznamka 7.28. Nezavislost diskrétnych nahodnych vektorov vieme overit podobnym spo-
sobom, aky ndm poskytuje veta 6.9.

7.1.3 Spojité nahodné vektory

Definicia 7.29. Nech X = (X1, ..., X,,)T je ndhodny vektor s distribu¢nou funkciou F. Nech
existuje integrovatelna funkcia f : R™ — [0, 00) takd, ze

xr1 Tm
F(:cl,...,xm):/ / f(t, ... tm)dty ... dt, pre vsetky 1,..., 2, € R.

Potom hovorime, ze X je spojity nahodny vektor a f je hustota ndhodného vektora X.

Veta 7.30 (Vyjadrenie pravdepodobnosti borelovskych mnozin pomocou hustoty spojitého
nahodného vektora). Nech X je m-rozmerny spojity ndhodny vektor s hustotou f. Nech
B C R™ je borelovskda mnozina. Potom

P[X €B] = //B Fltr )ty dt.

Poznamka 7.31. Podobne ako v kapitole 5, viaceré tvrdenia tejto ¢asti nebudeme dokazo-
vat, pretoze dokazy zavisia od detailov toho, ako mali studenti vybudovany pojem integralu.
Spojité nahodné vektory su zial podobne zatazené zlozitymi vynimkami ako jednorozmerné
spojité ndhodné premenné (pozri napriklad poznamky 5.4 a 5.11), ¢o tiez nebudeme v tychto
skriptach podrobnejsie rozoberat.

5Pozri poznamku 4.10.

6V tomto konkrétnom priklade vieme na vypoéet E(X;Xs) pouzit aj nasledovné pozorovanie: XX, =
7175, kde Zy,Z5 st priamo vysledky hodu na prvej, resp. druhej kocke. Nahodné premenné 7,75 st
v8ak nezavislé a ich stredné hodnoty su 3.5, takze pouzitim vety 6.10 dostavame E(X1Xs) = E(Z123) =
E(Z,)E(Zy) = 3.5% = 12.25.
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Obr. 7.2: Nahodny vektor z prikladu 7.32 s parametrom a = 2.1. a) trojrozmerny pohlad na
hustotu, b) droviiové mnoziny (,vrstevnice“) hustoty.

Priklad 7.32. Model vyuzivajici spojity nahodny vektor zodpoveda stic¢asnému pozorovaniu
¢i generovaniu viacerych spojitych ndhodnych premennych, niekedy zlozito previazanych a
zévislych.”

Uvazujme napriklad nasledovni situdciu. Od vyrobcu dostavame kazdy tyzden zéasielku
velkého mnozstva kusov istého vyrobku. Z kazdej zéasielky ndhodne vyberdme dva vyrobky,
pricom na oboch uskuto¢nujeme test doby zivotnosti. Vysledky si dvojice kladnych redlnych
¢isel, ktoré mdézeme modelovat ako realizacie (Xl(l), Xél) )7, (sz), 2(2))T, ... nezavislych spo-
jitych ndhodnych vektorov. Z dlhodobych pozorovani sme zistili,® Ze hustota kazdého z tychto
nahodnych vektorov je

fz1,29) = ala+ 1) () + 22 + 1)f(a+2)’

pre vsetky kladné z1, 29 a f(x1,22) = 0 pre ostatné xq, xs. Cislo a > 2 je znama konstanta.
Takyto model nam umoznuje vypocitat pravdepodobnost roznych udalosti tykajucich sa dvo-
jice dob zivotnosti vyrobkov, ktoré ndhodne vyberieme na testovanie z nasledujicej zasielky.
Napriklad pravdepodobnost, Ze pre oba testované vyrobky nameriame zivotnost véicsiu ako t,
je

PXi >t Xy >t = / / ala+ 1) (zy + 29 + 1)@ dgyda, = (2t + 1) 7%
t t

"Plati, ze ak je X = (X1,...,X,,)7 spojity nadhodny vektor, tak kazdd z ndhodnych premennych
X1,...,X,, je spojita, avsak opacne toto tvrdenie neplati: ak je kazda z nahodnych premennych Xi,..., X,
spojita, tak cely nahodny vektor X = (X7i,...,X,,)T este nemusi byt spojity. Napriklad ak X; ~ N(0,1),
tak pre ndhodny vektor X = (X7, X;)” neexistuje hustota v zmysle definicie 7.29, takze X nie je spojity.
Pochopitelne, takyto ndhodny vektor X nie je ani diskrétny.

8Specifikovanie vhodného modelu a vyjadrenie nasej neistoty o réznych aspektoch modelu je uz zélezitost
matematickej Statistiky.
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Poznamka 7.33. Ak je X spojity m-rozmerny ndhodny vektor s distribuc¢nou funkciou F',
tak za urcitych podmienok vieme z F' jednoducho vycitat, ze X je spojity nahodny vektor,
pricom prislusni hustotu dostaneme pomocou parcialnych derivacii funkcie F'. Napriklad ak
je distribu¢na funkcia F' spojite diferencovatelna na celom R™, tak X je spojity nahodny
vektor a pre jeho hustotu plati

_O"F(11,..., )

flz1, ..., xp) T .

pre vsetky x1,..., 2z, € R.

Veta 7.34 (Marginalne hustoty). Nech X = (X1,..., X,,)T je m-rozmerny spojity ndhodny
vektor s hustotou f. Potom je pre kazdé i = 1, ..., m ndhodna premennda X; spojita s hustotou
danou v bode z; € R predpisom

fz(xz) = / .. / f((l,’l, e 7.Tm)dl’1 e d]fi_ldlfi+1 e d(L’m

Priklad 7.35. Hustota jednotlivych ndhodnych premennych z prikladu 7.32 je
fl(xl) = / a(a + 1)(%1 + 29 + 1)7(a+2)d33’2 = a(xl -+ 1)7(a+1)
0

pre kladné x; a fi(z;) = 0 pre x; < 0. Analogicky fy(xs) = a(xs + 1)~ pre 25, > 0 a
fa(z2) = 0 pre x5 < 0. Vsimnime si, ze rozdelenie tychto ndhodnych premennych je posunuté
Paretovo rozdelenie 5.38 s parametrami k£ =1, a = a.

Veta 7.36 (Nezdvislost spojitych ndhodnych premennych). Uvazujme spojité ndhodné pre-
menné Xq,..., X, s hustotami fi,..., f,. Ak su Xi,..., X, nezavislé, tak funkcia f : R" —
[0, 00) definovana

fQey, oo wn) = fi(an) - fu(n) (7.5)

je hustotou ndhodného vektora X = (X1,..., X,,)T. Naopak, ak pre nejakt hustotu f ndhod-
ného vektora X a hustoty fi,..., f, ndhodnych premennych Xj, ..., X, plati (7.5), potom st
ndhodné premenné X1, ..., X, nezdvislé.”

Priklad 7.37. Nahodné premenné z prikladu 7.32 nie st nezavislé, pretoze stucin hustot z
prikladu 7.35 nie je hustotou celého nahodného vektora.

Definicia 7.38. Nech X = (X1,..., X,,)T je spojity ndhodny vektor a nech existuje konecna
strednd hodnota kazdej (spojitej) ndhodnej premennej X; pre vsetky ¢ = 1,...,m. Potom
hovorime, ze ndhodny vektor X ma konecni stredni hodnotu

EX) = (E(X1),...,E(Xn))".

Priklad 7.39. Odvodme strednt hodnotu ndhodného vektora X = (X7, X5)7 z prikladu 7.32.
Plati E(X) = (E(X1), B(X3))T, kde pre i = 1, 2:
E(X;) = /00 azi(z; + 1)~ dg; = b [(az; + 1)(x; + 1) 7 = L
i o i\t ) a(l — a) 7 7 0 a—1
9Vsimnite si, ze toto tvrdenie pre spojité nahodné premenné je analogické tvrdeniu 6.9 platnému pre
diskrétne ndhodné premenné.
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Veta 7.40 (Linearita strednej hodnoty spojitého ndhodného vektora). Nech Xi,..., X, st
m-rozmerné spojité nahodné vektory, z ktorych kazdy ma konecénd strednt hodnotu a nech
Ay, ..., A, si matice rozmeru k x m. Nech Y = >, 4/ X;. Potom k-rozmerny nahodny
vektor Y'° m4 koneénii stredntt hodnotu dant vztahom!!

E (i Ale> =Y AB(X),

Poznamka 7.41. Specidlny pripad vety 7.23 je: ak m-rozmerny spojity nahodny vektor X
mé konec¢nu strednid hodnotu a ak A je matica typu k x m, tak AX je k-rozmerny nahodny
vektor, ktory ma kone¢nu stredntt hodnotu AE(X).

Veta 7.42 (Strednd hodnota funkcie spojitého ndhodného vektora). Nech m-rozmerny spojity
nahodny vektor X ma hustotu f. Nech g : R™ — R je borelovska funkcia a nech existuje a je
kone¢ny integral

/ / lg(x1, .. x| f(z1, . 2)day . day,.

Potom ndhodnd premennd g(X) m4 koneéni strednti hodnotu a plati'?

E(g(X)):/Z.../Zg(xl,...,xm)f(ml,...,xm)dxl...dxm.

Priklad 7.43. Vypocitajme E(X,X5) pre ndhodny vektor (X, X5)T z prikladu 7.32. Podla
vety 7.42 plati

1

E(XX):/ / zizaa(a + 1)(z1 + 20 + 1) Ddeydey = ————
1X2 o J, T 1+ 22 192 = T (= 2)

7.2 Rozdelenie funkcie nahodnych premennych

V teoretickych odvodeniach aj v aplikaciach sa casto vyskytuje tloha vypocitat funkciu prav-
depodobnosti alebo hustotu borelovskej funkcie h(X;, X3) dvoch ndhodnych premennych X,
a Xs. Typicky su X; a X5 nezavislé nahodné premenné, obe diskrétne alebo obe spojité, a
funkcia h : R? — R je stcet, rozdiel, sicin, pripadne podiel.

Uvazujme najprv uvedenu tlohu v pripade, ze ndhodné premenné X, X, su diskrétne.
Potom je H = h(Xj, Xs) diskrétna ndhodnd premennd, ktora nadobtida hodnoty s € I,
kde I je konecnda alebo nekonecné spocitatelna mnozina. Ocividne pre kazdé s € I plati
P[H = s] = Y P[X; = x1,Xs = x5, kde suma prebicha cez vSetky také x; € X;(Q) a
Ty € X5(), pre ktoré h(zy,z2) = s. Tento stucet urcite existuje a patri do intervalu [0, 1],'*
avsak vyjadrit ho ako jednoduchu funkciu premennej s moze byt tazké.

10Tento nahodny vektor nemusi byt ani spojity, ani diskrétny.

"1 Toto tvrdenie plati, nech by bol ndhodny vektor Y akéhokolvek typu.

12Uvedend rovnost plati nezdvisle od toho, akého typu je ndhodnd premenns g(X).

BTento sticet navyse nezavisi od poradia sé¢itavania, ani ak mé prislusna suma nekonecne vela séitancov.
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Priklad 7.44. Budeme héadzat klasickou vyvazenou mincou. Najdime rozdelenie nahodnej
premennej H, ktorda znamend, kolkokrat hodime ,znak®, pokym zaznamename dvakrat vy-
sledok ,hlava“. Tento priklad je mozné vyriesit aj kombinatoricky, pouzime vsak postup vy-
svetleny vyssie. Nech X znamend pocet padnuti znaku, kym prvykrat zaznamename vysledok
hlava a X5 znamenda pocet padnuti znaku medzi zaznamenanim prvého a druhého vysledku
hlava. Zrejme H = X; + X5. Ndhodné premenné X; a X, st nezavislé, obe s rozdelenim
Geo(1/2). Nahodna premenna H nadobtda hodnoty s =0, 1,2,... a plati

P[HIS]: Z P[Xlzl’l,XQIIg]:ZP[Xlle,XQIS—ﬁl]:
z1,222>0,x1+T2=5 z1=0

: 1 1 s+1

ZOP[Xl = xl]P[XQ =5- xl] - ZO 9z1+1 9s—x1+1 - Qs+2 ’
r1= 1=

Nasli sme analyticky predpis pre rozdelenie nahodnej premennej H.'*

Ukézme si teraz zakladni stratégiu konstrukcie rozdelenia nédhodnej premennej H =
h(X1, X5) v pripade, Ze (X1, X2)T je spojity ndhodny vektor so zndmou hustotou f. Najprv
vypocitame distribu¢nt funkciu Fy ndhodnej premennej H, a to nasledovne:

FH(t) = P[h(Xl,X2> < t] = P[(Xl,XQ)T € Bt] = /B f(l‘l,l'g)dxldl'g, (76)

kde By = {(z1,72)" : h(x1,22) < t} je mnozina jednoznacne urcend funkciou h. MnoZiny B,
pre t = 1 a pre najcastejsie sa vyskytujuce funkcie h st znédzornené na obrazku 7.3. Pocho-
pitelne, vypocéitat integral na pravej strane rovnosti (7.6) pre vSeobecnii mnozinu B; mdze
byt fazké, dokonca aj v pripade nezavislosti X; a Xs, c¢ize ak ma hustota f Specialne jedno-
duchy tvar f(zy,79) = fi(x1) fo(z2)," kde fi a fo st zndme hustoty ndhodnych premennych
Xi, resp. X5, Ak sa ndm podari odvodit vztah pre Fy(t) v kazdom ¢, tak mozeme vypocet
hustoty ndhodnej premennej h(X7, X5) dokoncit derivovanim; presnejsie pozri vetu 5.9.

Priklad 7.45. Spustime dva vypocty znahodneného algoritmu; prvy bude trvat X; mintut
a druhy Xy minuat. Z teoretickej analyzy vieme, ze X; a Xy mdzeme povazovat za nezavislé
ndhodné premenné, obe s rozdelenim Exp(\), kde A > 0 je zndmy parameter. Vypoéitajme
hustotu ndhodnej premennej X; + X5. V pripade, ze vypocty spustame za sebou, tak X; 4+ X,
reprezentuje dobu od spustenia prvého vypoctu po ukoncenie druhého vypoctu.

Riesenie: Kedze X; a Xy st nezavislé, obe s rozdelenim Exp()), tak hustota nahodného
vektora (X1, X»)? je si¢inom hustot fi a fo, kde fi(z1) = Ae™**1 pre x; > 0 a fi(z;) = 0 pre
11 <0, resp. fo(mz) = Ae™*2 pre 2o > 0 a fo(wz) = 0 pre x5 < 0. Ked7e nds zaujima sicet
X1 + Xy, tak oblast B; je polrovina bodov (z1,22)T, ktoré spliiaji 1 + x5 < t, ilustrovand
pre t = 1 na obrézku 7.3, panel (a). Distribu¢né funkcia ndhodného vektora (X, X5)* v bode
t > 0 je preto

Fu(t) = //B (Ae™1) (Ae™*2) dapday
t ' xr1—t
= / e M1 (/ )\6_’\”de> dey =1 — e M = Me
0 0

4 Toto rozdelenie ma aj meno: ide o ,negativne binomické“ rozdelenie s parametrami 2 a 1/2.
15Pozrite vetu 7.36.
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(a) (b)

x2
0]

%2
0

x®1 x1

Obr. 7.3: Sivéd oblast znazornuje mnoZiny B; pre t = 1. (a) h(x1,x2) = x1 + X9, (b) h(x1, x9) =
1 — T, (¢) h(xy,x2) = x129, (d) h(z1,22) = 21/29 pre xo # 0 a h(zy,x2) = 0 inak.
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Derivovanim Fy dostavame hustotu ndhodnej premennej X; + X, v tvare fg(t) = A2te = pre
t>0a fy(t)=0pret<0.'"

Podobne by sme vedeli vypocitat napriklad hustotu ndhodnej premennej | X7 — X5|; ak by
sme oba vypocty spustili sucasne, tak tato ndhodna premenna reprezentuje, kolko budeme
musiet ¢akat od ukoncenia kratsieho vypoctu po ukoncenie dlhsieho vypoctu. Tiez je mozné
vypocitat napriklad hustotu ndhodnej premennej v/ X1 X5, ¢ize geometrického priemeru casov
vypoctov alebo aj hustotu ndhodnej premennej X /X5, ktora reprezentuje, kolkokrat dlhsie
bude trvat prvy vypocet v porovnani s druhym vypoctom.

7.3 Kovariancia a korelacia nahodnych premennych

,Kovariancia® a ,korelacia® si jednoduché ¢iselné miery zavislosti dvoch ndhodnych premen-
nych. V pravdepodobnosti a Statistike sa velmi ¢asto vyuzivaji, a to napriek tomu, ze vo
vseobecnosti nevedia plne charakterizovat zavislost nahodnych premennych.

Takzvana ,kovarianénd matica“ nahodného vektora a pribuzné ,korelacna matica® na-
hodného vektora st kltic¢ové pre mnohorozmernt statistiku a datova vedu. V tomto ivodnom
texte si uvedieme len definicie a zakladné vlastnosti; studenti sa vSak s kovarianénymi a ko-
relacnymi maticami stretnii na pokrocilejsich prednaskach.

Definicia 7.46. Nech X, X5 st ndhodné premenné s konecnym rozptylom, obe diskrétne
alebo obe spojité. Potom hovorime, ze X, X5 maji konecni kovarianciu a ¢islo

COU(Xl, XQ) = E(XlXQ) — E(Xl)E(XQ)
nazyvame kovariancia ndhodnych premennych Xy, Xs.

Poznamka 7.47. Ak X, X, st premenné s koneénym rozptylom, tak je mozné dokazat, ze
nahodnda premenna X;.Xs ma konecnu strednii hodnotu.

Veta 7.48 (Zakladné vlastnosti kovariancie). Nech X;, X5 st ndhodné premenné s konecnym
rozptylom.'” Potom 1) cov(X, X3) = cov(Xs, X1); 2) cov(aX; +b,cXy+d) = ac-cov(Xy, X5)
pre kazdé a,b,c,d € R; 3) cov(X; + X3, Xs) = cov(Xy, Xo) + cov(X3, X5);'® 4) cov(X;, X;) =
D(X;) pre i =1,2; 5) cov(X1,X2) = E (X1 — E(X1))(X2 — E(X2))); 6) cov(Xy, Xs) =0 ak
st X1, Xy nezavislé; 7) (cov(X1, X5))? < D(X1)D(X3).

Dokaz. Prvé styri rovnosti plyni priamo z definicii a z linearity strednej hodnoty. Tvrdenie
6) plynie priamo z definicie kovariancie a vety 6.10. Dokazat tvrdenie 7) je zlozZitejSie; urobme
dokaz len pre pripad, ze X; a X5 st obe diskrétne ndhodné premenné. Pripomenme si, ze
podla Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti plati pre akékolvek a;,b; € R, i =1,...,n:'*

n n

n 2
(Z aibz-> Y ey
=1

= =1 =1

16Hustota, ktort sme ziskali, zodpoved4 ,Erlangovmu® rozdeleniu s parametrami 2 a ), ktoré sa vyuziva
napriklad pri modelovani ,systémov hromadnej obsluhy“.

1"Veta, plati nezavisle na tom, akého typu st ndhodné premenné X, X,.

18V tejto casti tvrdenia predpokladéme, Ze aj X3 mé konecny rozptyl. D4 sa dokazat, ze ak X; a X3 maji
koneény rozptyl, tak aj X; + X3 mé koneény rozptyl.

19 Cauchyho-Schwarzovu nerovnost nebudeme dokazovat; predpokladdme, Ze studenti sa s fiou zozndmili v
zakladnejsich kurzoch matematiky:.
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Nech diskrétny ndhodny vektor X = (X1, X»)” mé obor hodnot(x;),.;, pricom zlozky vektora
x; oznacime (x;)1 a (X;)q. Pouzijtc ¢ast 3) znenia tejto vety, vetu 7.26 a Cauchyho-Schwarzovu

nerovnost s
a; = [(x)1 — E(X1)]/PIX = x],
b = [(x)2 — E(X2)]/PIX = xi],

dostavame
(co(X1, Xa))? = (ZI ()1 — B(X0)] [(x)2 — B(X2)] PIX = xﬂ) <
;((Xi)l — E(X1))*PIX = x Z;((Xz’b — E(X5))*P[X = x;] = D(X1)D(X>).

]

Poznamka 7.49. Rovnosti 1) az 3) vo vete 7.48 znamenaju, Ze kovariancia je symetrickd a
linedrna. Vlastnosti 2) a 3) implikuja, ze ak su Xi,..., X, a Yy,..., Y} akékolvek ndhodné
premenné s koneénym rozptylom a ag, aq,...,a,, € R, by,by,..., b € R, tak

m k m k
cov (Z a; X; + ao, Z b;Y; + bo) = Z Zajb,;cov(Xj, Y:). (7.7)
=1 i=1 j=1i=1

Upozornime este Specidlne na to, ze opacnéd implikdcia v ¢asti 6) neplati; existuji ndhodné
premenné, ktoré su zavislé, no maji nulovi kovarianciu.

Definicia 7.50. Nech X; a X, st ndhodné premenné s koneénym a nenulovym rozptylom.
Korelaény koeficient?® (alebo strucne koreldcia) ndhodnych premennych X, X5 je hodnota

_ cov( Xy, Xs)
VD(X1)y/D(X5)

Ak p(X1, X5) = 0, potom hovorime, ze X;, X, st nekorelované. Ak p(X;, X3) > 0 hovorime,
ze nahodné premenné X, X, si kladne korelované. Ak p(X;, X5) < 0 hovorime, Ze ndhodné
premenné X, X5 si zaporne korelované.

p(Xla X2)

Veta 7.51 (Zakladné vlastnosti korelac¢ného koeficientu). Nech X a X5 s ndhodné premenné
s konecnym a nenulovym rozptylom.?! Potom 1) p(X1, X5) = p(X2, X1); 2) p(aX; + b, c Xy +
d) = p(X1,Xs) pre kazdé a > 0,¢ > 0,b,d € R; 3) p(X1,X2) = 0, ak st Xy, Xy nezévislé; 4)
p(X1, Xo) € [-1,1].

Dokaz. Dokaz vsetkych casti tvrdenia plynie priamo z definicie korelacie a zakladnych vlast-
nosti kovariancie uvedenych vo vete 7.48. O]

Poznamka 7.52. Nech diskrétny ndhodny vektor X = (X, Xo)" ma obor hodndt (x;),.;-
Veta 7.26 ndm umoznuje vypocitat cov(Xy, X2) a p(X1, Xs) pomocou vztahov

20Uvedeny korela¢ny koeficient sa niekedy presnejsie nazyva ,Pearsonov*; existujd aj iné typy korelaénych
koeficientov.
21Veta, plati nezavisle na tom, akého typu st ndhodné premenné X, Xo.
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L B(X)) = Yies/(xih P[X = x], E(X}) =

2. B(Xs) = Yier(x:)2 P[X = x], B(X3) =

3. BE(X1X32) = Yier(xi)1(x:)2 P[X = xi],
kde (x;)1 a (x;)2 st zlozky vektora x;.
Priklad 7.53. Vypocitajme kovarianciu a korelaciu ndhodnych premennych X5, X, z prikladu

7.4.V prikladoch 7.21 a 7.27 sme vypoditali, ze E(X;) = §, E(XQ) =8l a B(X1X,) = 57

Kovariancia X; a X5 je potom cov(Xy, Xs) = % — %% = 362 Dalej dopoc1tame rozptyly
X1, Xo: D(X;) = ( S’i:l PIX; = jlj ) EQ(X) = 2356525 pre i = 1,2, a teda p(X;, Xp) = 2355525 ~
0.48.

Poznamka 7.54. Nech spojity ndhodny vektor X = (X1, X»)T m4 hustotu f. Potom podla

vety 7.42 moézeme cov(Xq, Xa) a p(X1, Xo) Vypoéitaﬁ pomocou vztahov
1. E(Xy) = [ [7 @ f(ar, xp)dadas, B = [T 7 adf(xy, x0)dadas,

2. F X2 f f ZL'Qf ZL‘hl'Q)dZL‘ldl'Q, f f l’zf xl,xg)dxlde,

3. E XlXQ f f l’ll'gf Il,l'g)dl’ld.rg
Priklad 7.55. Vypocitajme kovarianciu a korelaciu nahodnych premennych X5, X, z prikladu
7.32. Vieme uz, ze E(X;) = -5 (z prikladu 7.39) a E(XlXQ) = m (z prikladu 7.43).
Potom teda cov(X, Xo) = E(X1X3) — E(X1)E(X,y) = m Na to, aby sme vypocitali
korelacny koeficient, potrebujeme este rozptyly marginalnych rozdeleni, ktoré odvodime na-

priklad integrovanim uvedenym v poznamke 7.54: D(X;) = E(X?) — (E(X;))? = D
1

Dosadenim do definicie korelacného koeficientu dostavame p(X;, Xp) = =

Definicia 7.56. Nech X = (X1, ..., X,,)? je ndhodny vektor a nech kazda ndhodnd premennd
X, 1 =1,...,m, ma konecny rozptyl. Potom povieme, zZe ndhodny vektor X mé konecnu
kovarianénii maticu Cov(X), pricom i, j-ty prvok tejto matice definujeme

(Cov(X));; = cov(X;, X;).

Veta 7.57 (Kovarianéna matica linedrnej transformacie nahodného vektora). Nech X =
(X1,..., X,n)T je ndhodny vektor s kone¢nou kovarianénou maticou Cov(X), nech A je matica
typu k x m a nech b € RF. Potom Y = AX + b je k-rozmerny ndhodny vektor s kone¢nou
kovarian¢nou maticou a plati

Cov(Y) = ACov(X)A™.
Dékaz. AkY = (Y1,...,Y,)T = AX + b, potom pre kazdé j =1,..., k plati
Y =apXi+ -+ ajnXy + by,

kde aj, je prvok matice A v j-tom riadku a r-tom stlpci a b; je j-ta zlozka vektora b. Z
definicie kovariancie, rovnosti (7.7) a definicie kovarian¢nej matice dostavame pre kazdé i, j €

{1,...,k}:

(Cov(Y))i; = cov(anXi+ -+ aimXm +bi, ajn Xy + - + ajmXon + b))
= > apajscon(X,, X,) = (ACou(X)AT); ;

r,s=1
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Veta 7.58 (Zakladné vlastnosti kovarianénej matice). X = (X1,..., X,,)? nech je ndhodny
vektor s konecnou kovariancnou maticou Cov(X). Potom matica Cov(X) je symetrickd, po-
zitivne semidefinitnd, s rozptylmi ndhodnych premennych X, ..., X,, na diagonale.

Dékaz. Symetrickost Cov(X) a vztah (Cov(X));; = D(X;) plyni z definicie kovariancnej
matice a prvych dvoch vztahov vo vete 7.48. Pozitivnu semidefinitnost matice Cov(X) do-
kazeme takto: Nech a € R™ je lubovolny vektor. Z nezapornosti rozptylu nahodnej premen-
nej a’ X a z vety o kovarianénej matici linedrnej transformacie ndhodného vektora mame??
0 < D(a"X) = cov(a®X,a”X) = Cov(a’X) = a” Cov(X)a. Pouzili sme pri tom nezapornost
rozptylu (akejkolvek ndhodnej premennej), vlastnost 4 z vety 7.48 a vetu 7.57. Tym sme pre
maticu C'ov(X) dokdzali definiéni vlastnost pozitivnej semidefinitnosti. O

Definicia 7.59. (Korela¢na matica) Nech X = (Xi,...,X,,)” je ndhodny vektor a nech
kazda ndhodna premenna Xj,..., X,, ma konec¢ny a nenulovy rozptyl. Potom povieme, ze
ndhodny vektor X m4 kone¢ni korela¢nii maticu R(X), pricom i, j-ty prvok tejto matice
definujeme

(R(X))i; = p(X;, Xj).

Poznamka 7.60. Ako sa lahko presvedc¢ime, korelacna matica nahodného vektora X =
(X1,...,Xn)7T je kovarianénou maticou ndhodného vektora

T
o Xl Xm

\/D(Xl) \/D(Xm)
teda je to tiez symetrickd a pozitivne semidefinitnd matica. Uvedomme si, ze korelacia akej-

kolvek ndhodnej premennej (ktord ma konecny a nenulovy rozptyl) so sebou samou je rovna
1, takze korelaénd matica ma na diagonéle jednotky.

Priklad 7.61. Ndhodny vektor z prikladu 7.53 m4 kovarianénu a korela¢ni maticu

1 (2555 1225\ 1 22
362 \1225 2555 "V \L2» Ty )

Nahodny vektor z prikladu 7.55 mé kovarianéna a korelaénii maticu
1 a 1 res 1 1/a
@a—12a-2)\1 a) P \1/a 1)

7.4 Typy rozdeleni nahodnych vektorov

7.4.1 Multinomické rozdelenie
Definicia 7.62. Nech X = (X,..., X,,)? je ndhodny vektor. Nech n € N a nech p1, ..., pn
su kladné redlne cisla také, ze >0, p; = 1. Nech plati

n!
PXi=ky,.... X =kn] = k 'plflp?...pﬁ;"

kil...

22V tomto $pecidlnom pripade je a” X ndhodnd premennd a sticasne jednorozmerny ndhodny vektor, takze
cov(a”X,a”X) je jediny prvok 1 x 1 matice Cov(a”X).
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pre vSetky tie kq,..., &k, € {0,1,...,n}, ktoré spiﬁajﬁ 271 kj = n. Potom hovorime, Ze na-
hodny vektor X ma multinomické rozdelenie s parametrami n, py, . .., p,,. Tato skutoc¢nost
znacime X ~ Mult(n, p1,...,pm).

Poznamka 7.63. Predpokladajme, ze budeme realizovat n nezavislych pokusov, pricom vy-
sledkom kazdého z nich bude prave jeden z m typov vysledku. V kazdom pokuse sa realizuje
J-ty typ vysledku s pravdepodobnostou p;. Nech X; znamend pocet tych pokusov, ktoré skon-
¢ia j-tym typom vysledku. Potom X = (X1, ..., X,,)T ~ Mult(n, pi, ..., pm). Ndhodny vektor
s multinomickym rozdelenim je zjavne diskrétny. Multinomické rozdelenie sme uz nepriamo
pouzivali v suvislosti s multinomickou formulou 2.26.

Priklad 7.64. Nech Yi,... Y, st nezavislé ndhodné premenné s distribu¢nou funkciou F.
Nech m > 2 a a; < ... < a,,_1 nech su redlne cisla. Nech Xi,...,X,, znamenaju to,
kolko z hodnét Yi,...,Y, padne do intervalov (—oo,ay], (a1,as], ..., (@m_1,00). Potom
X = (X1,..., X" ~ Mult(n,py,...,pm), kde p1 = F(ay), po = F(az) — F(a1), ...,
Pm = 1 — F(ay—1). Uvedomme si, ze ndhodné premenné X7, ..., X,, reprezentuju ,vysku
dielikov® v ,histograme®, ktory skonstruujeme z dat Yi,...,Y,,.

Veta 7.65 (Vztah multinomického a binomického rozdelenia). Nech X = (X,..., X,,)T ~
Mult(n,p1,...,pm). Potom X; ~ Bin(n,p;) pre kazdé j =1,...,m.

Doékaz. Nech X = (X1,..., X,;,)T ~ Mult(n,pi, ..., pm). DokdZeme, Ze X; ~ Bin(n,p;). Pre
kazdé ky € {0,1,...,n} plati

n!
PXi=k]=> PXi=ki,....Xp = kn) = Zmplflpé’? Lphm

pricom vsSade v tomto dékaze sumujeme cez tie ko, ..., k, € {0,1,...,n}, ktoré spiﬁajﬁ
2212 k; = n — k1. Z multinomického rozvoja

. e n—ky)!

(1_p1) kl:(pz—i-—i-pm) k1:Z( 1) gzp]:nm
kol k!

dostavame

nlp)! (n— k)t k oy k —k
PX,=k]|= 2o = Y1 —py)"
X = b = o i 2= el et P = g PP
Tvrdenie X, ~ Bin(n,p;) mozeme dokazat analogicky pre kazdé j =1,...,m. O

Poznamka 7.66. Predchadzajtica veta znamena, ze multinomické rozdelenie mozeme pova-
zovat za ,viacrozmerné binomické rozdelenie“, hoci treba mat na paméti, ze zlozky multino-
mického rozdelenia st vzdy zdvislé binomické premenné, pozri vetu 7.68.

Poznamka 7.67. Uvazujme interpretaciu z poznamky 7.63. Vsimnime si, Ze ak oznacime
ako V;; ndhodnu premennt, ktord nadobuda 1, ak skoncil i-ty pokus vysledkom j a 0 inak,
potom pre kazdy vyber indexov ji, ja, ..., jn € {1,...,m} si ndhodné premenné Vy;,,...,V,,,
nezavislé. Navyse, pre kazdé j = 1,...,m plati X; = Vy; +--- + V,;. Toto pozorovanie ndm
umozni jednoducho ukézat nasledovnu vetu.
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Veta 7.68 (Strednd hodnota a kovarianénd matica multinomického rozdelenia). Nech X ~
Mult(n,py,...,pm). Potom pre strednti hodnotu vektora X plati E(X) = (npy,...,npnm)" a
pre kovarian¢ni maticu C'ov(X) plati

(Cov(X));; =npj(1 —p;)pre j=1,...,m,

(COU(X))j,k = —Np;pg pre jv ke {17 S 7m} 7j % k.

Dékaz. Vlastnost E(X;) = np; a (Cov(X)),;; = D(X;) = —np;j(1 —p;) pre j = 1,....m
plynie z viet 7.65 a 4.43. Dokazeme, ze (Cov(X)),r = —np;pi pre pevné j # k. Nech X, =
Vij + -+ Vy; pre kazdé j = 1,...,m ako v predchadzajticej pozndmke. Potom

(Cov(X));k = cov(X;, Xi) =cov(Vij+ -+ Vo, Vig + -+ -+ Vi) =

> cov(Vig, Vik) =Y cov(Vig, Vi) + > cov(Vig, Vig) = > cov(Viz, Vi),

i,l=1 il i=1 i=1
kde posledna rovnost plynie z toho, ze V;;, Vi, st nezavislé, ak ¢ # [, teda -, 4, cov(Vi;, Vig) = 0.
Avsak j # k, preto V;; Vi, = 0 pre kazdé i, takze

cov(Vij, Vi) = E(VijVik) — E(Vij) E(Vik,) = —p;pk-
O

Priklad 7.69. Lotérie sa tcastni n = 100 Tudi. Kazdy c¢lovek ziska prave jednu cenu; cenu v
prvom poradi ziska clovek s pravdepodobnostou 1/10, cenu v druhom poradi s pravdepodob-
nostou 2/10 a v tretom poradi s pravdepodobnostou 7/10. Nech X; je ndhodnd premennd,
ktora znamené pocet vyhier v i-tom poradi, ¢ = 1,2, 3. Ndjdeme vsetky vzajomné korelacie
nahodnych premennych X, Xo, X;.

Riesenie: Néhodny vektor X = (X1, X5, X3)” mé rozdelenie Mult(100, &, &, 1=). Podla
vety 7.68 mame D(X;) =9, D(X3) = 16, D(X3) = 21 a Cov(Xy, X)) = =2, Cov(Xy, X3) =
—7, Cov(Xa, X3) = —14. Odtial dostaneme korelaéné koeficienty p(X1, Xo) = —¢, p(X1, X3) =

7 _ 7 23
BENGIE P(XQ,X?,) = Tovar

7.4.2 Viacrozmerné normalne rozdelenie

Viacrozmerné normélne rozdelenie?* m4 tstredné postavenie v pravdepodobnostnom modelo-

vani a vo viacrozmernych statistickych metodach, ako napriklad ,regresna analyza“, ,analyza
rozptylu®, ,diskriminac¢néd analyza“ a ,analyza zhlukov®“. Dovodom st jeho velmi vyhodné
analytické vlastnosti a aj skutocnost, Ze vektorové pozorovania sa casto spravaju priblizne
tak, ako keby pochadzali z viacrozmerného norméalneho rozdelenia.

Definicia 7.70. Nech p € R™ a nech X je pozitivne definitnd matica typu m x m. Nech
X = (X1,...,Xn)7T je spojity ndhodny vektor s hustotou
1

1 T —1(5x _
) = o o (56— m"S 7 x = ).

23Uvedomme si, ze koreldcie zloziek multinomického rozdelenia st vzdy zéporné; pokiste sa intuitivne
zdovodnit preco.

2Niekedy sa mozeme stretniif s pojmom ,mnohorozmerné“ mnormalne/gaussovské rozdelenie alebo
yzdruzené“ normélne/gaussovské rozdelenie.
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Obr. 7.4: Dvojrozmerné normélne rozdelenie so strednou hodnotou p = (0,0)7 a kovarian¢nou
maticou s jednotkami na diagondle, a hodnotami 0.5 mimo diagonaly. (a) trojrozmerny pohlad
na hustotu; (b) Groviiové mnoziny ( ,vrstevnice“) hustoty.

Potom hovorime, ze X mé reguldrne?® m-rozmerné normaélne rozdelenie s paramet-
rami g a X. Tato skutoénost znacime X ~ Ny, (1, X2).

Veta 7.71 (Linearna transformécia ndhodného vektora s regularnym m-rozmernym normal-
nym rozdelenim). Nech X = (X1,..., X,,)T ~ N,.(i,2), kde p € R™ a ¥ nech je pozitivne
definitnd matica typu m x m. Nech b € R¥, kde & < m. Nech A je matica typu k x m a
hodnosti k. Potom ndhodny vektor AX 4+ b ma k-rozmerné regularne normalne rozdelenie
Ni(Ap+b, AL AT). Specidlne, ak k = 1, b= 0a A = (ay, ..., a,), kde a; # 0 pre aspon jeden
index 4, tak dostavame: 37" a; X; ~ N (3 alily, AXAT).2 Ak v predoslom volime a; = 1 pre
nejaky index ¢ a a; = 0 pre vSetky j # 4, tak dostavame: X; ~ N(u;, D(X;)).

Dokaz. Dokaz sme sa rozhodli do tychto skript nezaradit, pretoze vyuziva relativne zlozity
technicky apardt mnohorozmernej matematickej analyzy, pripadne komplexni analyzu (cha-
rakteristické funkcie). O

Poznamka 7.72. RozpiSme este slovne obsah (velmi silnej a dolezitej) vety 7.71: Linedrna
transformacia regularneho viacrozmerného normalneho rozdelenia je opat regularne viacroz-
merné norméalne rozdelenie.?” Nenulova linedrna kombinécia zloZiek reguldrneho viacrozmer-
ného normélneho rozdelenia je ndhodna premennd s (jednorozmernym) normalnym rozdele-
nim. Specidlne, kazda zlozka regularneho viacrozmerného norméalneho nahodného vektora ma
(jednorozmerné) normélne rozdelenie.

250krem pojmu ,reguldrne“ sa pouziva aj pojem ,nedegenerované®. Existuje aj definicia Sirsej triedy viac-
rozmernych normalnych rozdeleni, zahinajica aj takzvané ,degenerované“ normaélne rozdelenia, ktoré vsak
nie s spojité, ¢ize nemajui v nasom zmysle hustotu. Degenerovanymi normalnymi rozdeleniami sa v tychto
skriptach nezaoberame.

26Vgimnite si, ze v tomto pripade je AL AT kladné redlne ¢islo.

27Pokial transformacnd matica spliia urcitd podmienku nedegenerovanosti.
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Veta 7.73 (Zakladné ciselné charakteristiky regularneho m-rozmerného normalneho nahod-
ného vektora). Nech X = (X1,..., X)) ~ N (1, X)), kde u € R™ a ¥ je pozitivne definitnd
matica typu m x m. Potom E(X) = p a Cov(X) = X.

Dokaz. Najprv predpokladajme, ze ¥ je jednotkova matica a p je nulovy vektor. Z definicie
normalneho ndhodného vektora a vety 7.71 vidime, Ze pre hustotu f vektora X a hustoty f;
zloziek X; nahodného vektora X plati:

1 i 2 ULR| 2 i
Feon) = Gy P <‘+2+m> =z e (‘2> = I Al
=1 =1

Na zaklade vety 7.36 usudzujeme, ze X, ..., X,, s nezavislé, a preto cov(X;, X;) = 0 p
vSetky i # j. Kedze X; ~ N(0,1), tak E(X;) = 0 a cov(X;, X;) = D(X;) = 1. Preto E(X) =
a Cov(X) = I,,.

Teraz predpokladajme, ze p € R™ a ¥ je akdkolvek pozitivne definitnd matica typu
m x m. Nech £7Y2 je odmocnina z matice X!, t.j. takd pozitivne definitnd matica, Ze
N1/25-12 = 71 (Existencia takej matice sa Standardne ukazuje v teérii matic.) Podla
vety 7.71 mé& nidhodny vektor ¥ ~%/2(X — i) rozdelenie N,,((0,...,0)" I,,) a podla prvej
casti dokazu, podla vety o linearite strednej hodnoty a vety o kovariancnej matici linedrnej
transformacie plati:

0=E(E (X~ p)=S(EX) - p),
I, = Cov(27V(X — p)) = ©72Cou(X) 812,
z ktorych dostédvame tvrdenie vety. O

Veta 7.74 (Zdruzene normélny ndhodny vektor s nezavislymi zlozkami). Plati ekvivalen-

cia nasledovnych dvoch vyrokov: 1) Xi,..., X, s nezavislé ndhodné premenné, pricom
X; ~ N(pi,02); 2) Nahodny vektor X = (X,...,X,,)T mé rozdelenie N,,(u, ), kde u =
(p1, - )’ a ¥ je diagondlna matica s prvkami o?,. .., 02 na diagonale.

Dokaz. Veta sa da jednoducho ukazat pomocou viet 7.71 a 7.36. O

Priklad 7.75 (Dvojrozmerné normalne rozdelenie). Vezmime v definicii 7.70 m = 2, uvazu-
jeme teda reguldrne dvojrozmerné norméalne rozdelenie ndhodného vektora X = (X7, X5)T so
strednou hodnotou u = (p1, 12)7 a kovarianénou maticou

2
E . 0'1 012
- 2 )
021 0'2

kde 07 = D(X1), 05 = D(X2) a 015 = 091 = cov(Xy, X3). Oznacéme dalej p = 222 korelacny
koeficient ndhodnych premennych X; a X,. Hustota X ~ Ny(u,X) sa d4 potom napisaf
nasledovne

1 ($1;51)2 _ 2p(z:1 5113?2 p2) + (9920#2)
1 2

2ro109y/1 — p? PN 2(1 - p?)

f(l‘l,l'2> -

D4 sa jednoducho ukézat, %e troviiové mnoziny {(x1,z2)T : f(x1, 25) < r} st elipsy.?® Tvar
hustoty f a jej iroviiové mnoziny st ilustrované na obrazku 7.4. Ak > = I, potom st iroviiové

*Pre r € (0,y), kde y = f(p1, p2)-
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mnoziny hustoty f kruznice. Tato situdcia zodpoveda standardizovanému dvojrozmernému
rozdeleniu, v ktorom maji obe zlozky standardizované jednorozmerné rozdelenie a si nezavislé
(a teda aj nekorelované a p = 0).

Priklad 7.76. Dve agentiry na prieskum verejnej mienky vykonavaji prieskum volebnych
preferencii istého kandidata na prezidenta, kazda na nahodnej vzorke n volicov. Predpokla-
dajme, ze podiel vSetkych volicov, ktori preferuji tohto kandidata, je p. Pomocou aproxima-
cie binomického rozdelenia norméalnym odhadnite horna hranicu pravdepodobnosti, ze odhad
preferencii u oboch agentir sa bude odliSovat o menej ako 5 %.

Riesenie: Nech X je pocet hlasov za kandidata, ktoré nameria prva agentira a nech X,
je pocet hlasov za kandidata, ktoré nameria druha agentira. Zaujima nas P[|X;/n— Xs/n| >
0.05], ¢ize P[—0.05n < X; — X3 < 0.05n]. Najdime preto priblizné rozdelenie nahodnej
premennej X; — Xs. Predpokladajme, Ze obe agenttry realizuju vyber respondentov dokonale
nahodne na mnozine vsetkych potencidlnych voli¢ov, a to navzajom nezavisle. Potom nahodné
premenné X; a Xy maju rozdelenie Hyp(M,n,pM), kde M je pocet vSetkych potencidlnych
volicov. Ak je pocet volicov M mnohonédsobne vicsi ako pocet respondentov n, tak su X; a
X nezavislé ndhodné premenné s priblizne binomickym rozdelenim Bin(n,p). Ak je navyse
n dostatocne velké a p nie prili§ extremélne (povedzme n = 1000 a 0.1 < p < 0.9), tak
mozeme pouzit De Moivrovu-Laplaceovu vetu 5.53, ktord implikuje, ze X; a X5 budi ndhodné
premenné s rozdelenim priblizne N (np,np(1 — p)). Podla vety 7.74 plati, ze ndhodny vektor
X mé zdruZene normdlne rozdelenie so strednou hodnotou p = (np,np)’ a diagondlnou
kovarianénou maticou ¥ s diagondlnymi prvkami rovnymi hodnote np(1 —p). Nésledne, kedze
X1—Xo = (1, -1)X, tak X;— X5 md podla viet 7.71 a 7.73 jednorozmerné normalne rozdelenie
so strednou hodnotou (1, —1)u = 0 a rozptylom (1, —1)3(1, —1)T = 2np(1 — p). Pre hladant
pravdepodobnost teda dostavame

—0.05 X, - X 0.05
P[—0.05n < X; — X5 < 0.05n] = n 1= Xo n ] _

P
\/2np(1 —p) = \/an(l —p) ) \/an(l —p)

BNRTVAM
2p(1 —p)

Napriklad pre n = 1000 volicov a p = 0.5 je tato pravdepodobnost priblizne 0.975. Stochas-
tické simulacie, v ktorych nie je potrebné robif vyssie uvedené zjednodusenia, st v dobrej
zhode s tymto ¢iselnym odhadom. Pre p mensie alebo vacsie ako 1/2, pripadne pre n > 1000,
vyjde odhadovana pravdepodobnost este vyssia.

Poznamka 7.77. Existuje aj mnozstvo inych typov rozdeleni pravdepodobnosti diskrét-
nych ¢i spojitych nahodnych vektorov. Spomenme napriklad ,negativne multinomické“ alebo
,Dirichletovo rozdelenie®.
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