
向量范数和矩阵范数
—— Roger A. Horn, Charles R. Johnson《Matrix Analysis》
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演示者
演示文稿备注
本文目的：  系统地了解向量范数、矩阵范数，以及在我们推bound时可能用到的一些范数本身的性质。帮大家把已有的范数相关的知识完善并且结构化一下。
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向量范数
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演示者
演示文稿备注
掺杂英语是因为中文PDF实在太不清晰，没有找到清楚的。
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由内积诱导的范数
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由内积诱导的范数
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演示者
演示文稿备注
证明：定义一个巧妙的向量，根据可加性展开，再根据齐次性提出来，根据Hermite性做成平方

这是这本书第二版中的证明，比第一版要简洁很多。
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由内积诱导的范数
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内积诱导的范数一定满足平行四边形恒等式

内积诱导的范数

满足平行四边形恒等式的范数一定可由内积诱导

演示者
演示文稿备注
1. 如果通过内积定义范数，由Cauchy-Swartz很容易验证三角不等式
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常见的有限维向量范数

• 𝑙𝑙2范数
– Euclid内积诱导
– 酉不变

• 𝑙𝑙1范数
• 𝑙𝑙∞范数
• 𝑙𝑙𝑝𝑝范数

– Minkowski不等式
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常见的无限维向量范数
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• 无限维向量空间
– 区间 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 上所有连续的实值 (复值)函数
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构造新的向量范数

8

演示者
演示文稿备注
前两节讲的是基础的范数中常见的一些

两个范数加起来，明显还是范数，正定齐次三角不等式

LP范数全部满足单调性
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构造新的向量范数
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向量范数的种类
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由内积诱导的范数

常见的向量范数

构造新范数

Cauchy-Swartz不等式

平行四边形恒等式

𝑙𝑙2范数酉不变、由内积诱导

Minkowski不等式

范数的单调性

Hölder不等式

无限维的范数
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向量范数的分析性质

• 向量范数可以用来度量向量序列的收敛性

• 是否存在可能对一种范数收敛而对另一种范数不收敛？

11

演示者
演示文稿备注
看完了种类之后，来看一下向量范数的性质
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无限维情况
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演示者
演示文稿备注
也就是说，当我们的w是无限维的时候，比如kernel，不具体写一个范数，而是只写个范数，可能是不合理的。|| w_k – w_0 ||
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有限维情况
• 范数都是一致连续的
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演示者
演示文稿备注
任意范数都一致连续，使用欧几里得距离度量点的邻域。
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有限维情况
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准范数
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有限维向量范数的收敛性

有限维实或复向量空间的序列关于不同范数收敛到同一点

有限维向量空间所有范数都是等价的
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演示者
演示文稿备注
无限维的话，必须写统一的范数。而有限维就可以直接用二范数。
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有限维向量范数的收敛性

• （关于任一个基）依分量收敛等价于对任何向量范数收敛

• 收敛的充要条件：Cauchy序列

16

演示者
演示文稿备注
只要序列收敛于向量空间中的某个向量，该序列就是Cauchy序列
只要是Cauchy序列，就一定收敛于某个向量

在他们做数学的看来，更关注一个序列本身是否收敛而提前不知道收敛到哪里的话，这个用来判断序列的收敛性是很有用的。

这个也相当于实数域和复数域完备性的拓展，就是说如果是有限维，那么实向量空间、复向量空间关于范数的收敛也都是完备的。到了无穷维就是腾爷讲的希尔伯特和巴拿赫空间。
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向量范数的几何性质

• 向量范数的单位球
– 紧集
– 均衡集
– 凸集
– 以𝑂𝑂为内点

17

演示者
演示文稿备注
紧集在实数或者复数向量空间里就是有界闭集
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向量范数的单调性

• 向量范数是单调的当且仅当它是绝对的

18
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向量范数的性质

19

分析性质

几何性质

无限维

有限维

范数一致连续

准范数同阶

范数等价

单位球

单调性
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矩阵范数

• 𝑀𝑀𝑛𝑛本身是𝑛𝑛2维向量空间
• 𝑀𝑀𝑚𝑚,𝑛𝑛上定义的范数只满足前3条
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演示者
演示文稿备注
矩阵的范数，就是在不同的度量标准下比较矩阵的大小。首先最基础的，首先是向量空间，所以向量范数都可以用。但因为矩阵排成块状多了乘法操作，光靠这样不能刻画出矩阵的特性。

如果直接说矩阵范数，在不同的书里有两种叫法

一种是先广义的对普通矩阵定义一个范数，然后对满足4的方阵叫做次乘范数。

另一种是直接只在方阵上定义范数，对普通矩阵的只满足前三条的叫广义矩阵范数
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矩阵的向量范数——矩阵元范数
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演示者
演示文稿备注
首先看矩阵元范数，或者就是单纯的向量范数，就是把矩阵看成向量，直接用向量范数
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矩阵的向量范数——矩阵元范数
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酉不变
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矩阵的向量范数——矩阵元范数

• 不是所有的𝐿𝐿𝑝𝑝向量范数都是矩阵范数
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向量范数诱导的矩阵范数
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演示者
演示文稿备注
有些地方的另一种形式的定义
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𝑙𝑙1范数诱导的矩阵范数

• 极大列和矩阵范数

25

演示者
演示文稿备注
前面已经证明了通过这种方式诱导出来的全是矩阵范数，所以这个一定满足矩阵范数的定义
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𝑙𝑙∞范数诱导的矩阵范数

• 极大行和矩阵范数

26
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𝑙𝑙2范数诱导的矩阵范数

• 谱范数
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酉不变
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Schatten范数

• 将𝑙𝑙𝑝𝑝范数应用到矩阵的奇异值组成的向量上

• p=1, Nuclear norm: surrogate for minimizing the rank
• P=2, Frobenius norm

28
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演示文稿备注
不会证
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构造新的矩阵范数
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矩阵范数的种类
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向量范数

向量范数诱导

Schatten范数

Frobenius范数

谱范数

核范数

构造新范数

演示者
演示文稿备注
向量范数满足次乘性才是矩阵范数
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谱半径

31

演示者
演示文稿备注
矩阵的分析性质，收敛性，推bound，主要都是依靠谱半径的。下面讲一下关于谱半径用来推bound的常用的结论。
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矩阵范数的下确界

• 谱范数是所有矩阵范数的下确界

32

演示者
演示文稿备注
刚刚说的是下界
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收敛性

• 矩阵幂级数的收敛性
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向量范数等价
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收敛性

• 任意矩阵𝑘𝑘次幂级数的entry可以被谱半径bound

• 谱半径的极限定义

34



总结
• 向量范数

– 种类
– 分析性质
– 几何性质

• 矩阵范数
– 种类
– 谱半径及收敛性
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