Problemas de Geometria Proyectiva
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Espacio proyectivo. Subespaciosy proyectividades

. a) Demostrar que los hiperplanos de un espacio proyectivo son maximales, es

decir, no existe un subespacio proyectivo, salvo el total, que lo contenga
b) Sea H hiperplano y M subespacio de un espacio proyectivo E. Demostrar que
si M no esta contenido en H entonces M N H es un hiperplano de M

. Sea M un subconjunto no vacio de un espacio proyectivo E. Demostrar que M

es subespacio proyectivo de E si y solo si contiene a cada recta que pasa por dos
puntos cualesquiera de M

. Sea E un espacio proyectivo de dimension impar n=2m+1, y A,B,C tres subespa-

cios de E de dimension m, tales que AN B = ANC = BN C = () Finalmente
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sea L un hiperplano de Ay M = (L+ B)N(L+C'). Determinar las dimensiones
deM,AnNM,BNM,CNM

. Sea P,, espacio proyectivo de dimensioén n. Demostrar que si L;, Lo, ...L,. son

T T
subespacios, entonces dim (| L; > (> dimL;) —n(r — 1)
i=1 i=1
. Demostrar que el conjunto de puntos fijos de una proyectividad no es necesaria-
mente un subespacio proyectivo

. Probar que el reticulo de los subespacios proyectivos de un espacio proyectivo P
no cumple en general, las propiedades distributivas

. Probar que el reticulo de los subespacios proyectivos de un espacio proyectivo P
es modular, es decir que si L, M, N son subespacios proyectivos de Py L C M
entonces L+ (M NN)=(L+N)NM

Coordenadas homogeéeneas

. En P(R3) se consideran los puntos ag = (1 : 0 : 1) a;=(0:2:1) ay =
(0:0:1) ag3=(1:—1:0) Comprobar que R= {ag, aj, as; ag} es referencia
proyectiva y hallar una base asociada a R .Determinar en dicha referencia las
coordenadas homogéneas de los puntos (1: —2:1) y (1:—1:—1)

. Comprobar que R={ (1:0:0),(1:-1:0),(0:2:-1),(3: =3:1) }es
referencia proyectiva de P(R3) vy hallar una base asociada a R. Determinar en
dicha referencia las coordenadas homogéneas de un punto arbitrario (zq : 1 :
x5) de P(R?)

. Sea R= {ag, a1, as; a3} una referencia proyectiva de P(R3) Demostrar que R
"={ay, a3, a1; ap} también es referencia proyectiva de P(R?) y determinar las
ecuaciones del cambio de coordenadas entre ambas referencias

. En P(IR3) se consideran las referencias proyectivas R={ (2:0: —1), (1: —1:
0),(1:-1:1);(1:0:-1)}yR™={(1:1:1),(0:1:1),(1:0:1);
(2 :2:3) } Determinar las ecuaciones del cambio de coordenadas entre ambas
referencias. Dada la recta definida por la ecuacion xg 4+ 221 — x2 = O en la
referencia R obtener su ecuacion en la referncia R”

. En P(R*) se consideran los puntosa=(1:2:—-1:1) a’=(1:-1:2:-1) b
=(3:0:1:1) bp’=(—1:1:0:k) donde k es un elemento arbitrario de R
.Sean A =ata’ By, = b+b), Determinar k para que A N By, # () y determinar los
subespacios A + B,



6. En P(R®) sea M; el subespacio engendrado por los puntos (1 : 0: —1:0: 1)
(0:1:0:1:-1) (2:2:—2:1:2) yseaMj el subespacio definido por las
ecuaciones g — x1 + x4 = 0 2xg + x2 — x3 = 0 en la referencia proyectiva
candnica. Determinar los subespacios My N My y My + M,

7. En el plano proyectivo real, se da el sistema de referencia proyectivo R= {ag, a1,
ag; asz}. Determinar en el sistema de coordenadas homogéneas inducidas por R
las ecuaciones de la recta [(ag+a; )N (az+as)]+[(as+a;)N(ag+az)]

8 Seanav = (1:-1:0:2) =3:0:1:-1) y=(2:1:1-3)
§=1(1:2:1:—7) puntos de P(R*) Sea L = o + 3 + 7 + & Obtener las
ecuaciones de L y calcular dim L

9. En P(R®)sean Hy =29 — 21 — 23 — 24 =0 Hy =21 — 29 — 203+ 224 =0
Hg =29 — Ty — T3+ Ty = 0 Hallar d1m(H1 N HQ n Hg)

10.Sean R y S dos rectas del e.p. real tridimensional E, tales que R+S =E
a) demostrar que RN .S = ()

b) probar que para cada punto p ¢ R U S existe una unica recta proyectiva T,
quepasaporpycortaaRyS
c)Sea R = {1 = 0,20 + 22 —x3 = 0} S = {z3 = 0,20 — 22 = 0}
p=(—1:0:1:—2)Probar que se dan las condiciones anteriores y calcular T,
11.En P(R3) seana = (0 : 1 : 1) y r una recta que pasa por a, distinta de 71 — 2o =
0.Seanm, =rN((1:0:0)+(0:0:1)) n, =(a+(1:0:0)N(0:0:
1) 4+ b,) donde b, =rN((1:0:0)+ (0:1:0)). Demostrar que al variar r las
rectas m,. + n,. pasan todas por un mismo punto

12.En el espacio proyectivo P(R®) se dan los subespacios m1 = (zg : z1 : 22 :
x3:x4) = (—a+20,a— 0, —a+ kB, ma+ 5, —a+30)

T = xo+x1 —2x20=0
2= xo+x3—24=0

Obtener su suma y su interseccion, segun los valores reales de los parametros k
y m

13.Determinar la homografia de P(R?) que transforma los puntos (1 : 0 : 0), (1 :
-1:0),0:2:-1),(3: =3:1) enlospuntos (1 :0:1),(0:2:1),
(0:0:1),(1:—1:0) respectivamente

14.Una homografia de P(IR?) transforma las rectas de ecuaciones o = 0, 1 = 0,
x9 = 0 en las rectas de ecuaciones xg —x1+x2 =0, xg+2x2 =0, 20+21 =0
respectivamente, y deja fijo el punto de coordenadas (1 : 1 : 1). Determinar la
expresion analitica de dicha homografia

15.Sean ag, aj, ag, az cuatro puntos distintos de P(R?) Demostrar que existe una
homografia tinica de P(R?) que transforma los puntos ag, a;, a2, a3 en los puntos
ag, as, ag, a1 respectivamente



16.Sean ag, a;, az, az cuatro puntos distintos de P(IR?) tales que a3 ¢ap+ a;+ as
Demostrar que existe una homografia de P(R?) que transforma los puntos ag, a;,
as, ag en los puntos aj, as, ag, ag respectivamente. ;Es unica esa homografia?

17.En P(R?) se consideran las referencias proyectivas R = {ag, aj, as; a3} y R ’=
{ag, a3, a;; ag}. Determinar la expresion analitica de la homografia que trans-
forma Ren R con respecto a la referencia R. Determinar la expresion analitica
de la misma homografia, con respecto a la referencia R~ = {a3, a5, ap; a;}

18.Sean H y K dos hiperplanos de un espacio proyectivo E/dimE >2,p e E— H,
q € E— K. Demostrar que Vo € E f(x) = [(p+2)NH)+ ¢ NK esun
punto o el conjunto vacio, y que la correspondencia x — f(x) es proyectiva.
Determinar su centro segun las posiciones relativas de p,q,H,K. Determinar las
ecuaciones y el centro de f en los siguientes casos:
a)E=PR3) H={zo+z1+22=0} K={z14+22=0} p=(1:1:-3)
g=(0:-1:-2)

b) E, H, p como antes, K = {2xg + 1 + 22 =0} ¢=(1:0: —1)

19.Sean en P(R?) dos rectas A # By dos puntos m # n m,n ¢ AU B Se
consideran f : A — B f': B — A definidas por f(z) = (m + )N B
Ve e A, fly) = (n+y)NA Vy € B Demostrar que f’ o f es una homografia
sobre A. Obtener una expresion analitica de f/ o f respecto de {ag, a;, as} en
el caso particular A = 20 +x1 =0 B=xp—21 =0 m=(1:0:0)
n=(2:0:1) ap=(1:-1:1) a3 =(1:-1:0) az=(0:0:1)

20.Hallar la matriz respecto del sistema de referencia candnico, de la homografia
fiPR?) — PR?) /f((1:2)=(7:5) f(3:1)=(9:5) f((-2:

1)) = (8 : 5) determinando sus puntos fijos

21.Hallar los puntos fijos y las rectas invariantes de

0 -1 -1 1 0 1 0 -1 0
fi=p|l 1 2 1 | fo=pl0o 1 0] fs=pl0 0 -1
0 O 1 4 0 1 1 1 1

22 Hallar los puntos, rectas y planos invariantes por las homografias de P(R?)

Yo -1 1 -1 0 Zo Yo 2 0 0 0
no| 0 -1 3 0 1 no| -1 -4 3 -3
w | 7P o 0o 2 o0 o vp | TP -1 -3 2 -2
Y3 0 -3 3 2 T3 Y3 -1 3 -3 2

23.Siendo f la homografia de P(R?) definida por yo = —x1 + 2 y1 = axg — 72
Y2 = xo — 721 determinar el valor de a para que el punto (1 : 0 : 1) sea fijoy
obtener en tal caso todos los puntos fijos y rectas invariantes

24.Sea f la homografia de P(R*) tal que los puntos de la recta L = {zg = 0,
21 — 29 = 0} son fijos, el punto (1: 0: 0: 0) esfijoy f((0:1:—-1:0))=(1:
1:=1:0)y f((1:=1:0:0)=(0:0:1:0) Hallar las ecuaciones de f

Zo
Z1
T2
Zs3



25.8ea P(R?) Entre las rectas 7 = 0y x5 = 0 se define la homografia f de
ecuaciones pzg = yg — Y2, pz1 = 2yo; y entre x1 = 0y xg = 0 la homografia g
de ecuaciones pt; = yo, pto = yo —y2 SiL =x1 =0y f=(1:0:0) hallar
{lat+ f(@)N(B+g(a)) | e L}

26.Sea E un n-espacio proyectivo real; C y D dos subespacios con C N D = ()
dimC' + dimD = n — 1. Probar que la aplicacion f(x) = (x+C)ND esta bien
definida y es una proyectividad de centro C e imagen D. Se denomina proyeccion
cOnica.

27.En P(R?) se consideran el punto v = (1: —2: 1) ylarecta M = zo+x1—22 =
0. Determinar las ecuaciones de la proyeccion conica con centro «v sobre la recta
M

28.Determinar en P(R*) las ecuaciones de la proyeccién conica con centro (1: 0 :
1:0) e imagen xg + z1 + @2 + x3 = 0. Calcular también las ecuaciones de la
imagen inversa del punto (1 : 1: —1: —1) y del hiperplano xg + 21 =0

2 -1 1
29.Sea ? el endomorfismo de R3 de ecuaciones —2 3 —2 | Demostrar
-4 4 =3

que la aplicacion proyectiva de P(R?) en P(R?) definida por 7 €s una proyec-
cion conica y hallar su centro y su imagen

30.En P5(R) se dan las rectas C' = 1 + a2 + 203 = 1 — 229 + 23 = 0,
S = xg+ x2 = x1 — 2 + x3 = 0 Hallar las ecuaciones de la proyeccion conica
de centro C y base S

—
31.8i P = P(FE) es espacio proyectivo y L subespacio proyectivo de P, se llama
— —

espacio proyectivo cociente de P sobre La P(FE / L). Se denota P/L. Sea P =
P(R%), M = {xg—2x1+x3+24 =0;20+21 — 323 =0} , N =20 —22 =0
, L=MnNN,B,=(1:0:0:2:0,6,=01:0:0:0:-1),
By=(1:0:-2:0:0),8;=(1:0:—1:0:1). Probar que R= {3, + L,
B+ L, B85+ L, B3+ L} esreferencia de P/L y expresar M /L respecto a R

32.Seanlasrectas A=xg — 21+ 222 =0,B=2x0+ 21 —22=0,C =x¢ —
4z1+729 =0, D = 8xg+x1+22 = 0de P(R3). Calcular en P(R3?)/ANBNC
las coordenadas de D respecto a R= {A, B, C}

La extension proyectiva

1. Sea E = P(R3) y H recta de E con ecuacién > z; = 0
a) en el espacio afin X = E-H determinar las coordenadas cartesianas (y1,y2)
de un punto genérico (zy : x1 : x2) de E respecto del sistema de referencia
cartesiano {eg, eoa, egas} siendoeg = (1:1:1)a; = (1: —2:0)ag = (2
0:1)



b) calcular el punto mediodep = (2: —=1:1) ¢ = (0: —2: 1) graficamente y
en coordenadas homogéneas

. Comprobar que R= { (1,2,-1); (1,1,0), (2,1,3) , (0,0,1) } es una referencia carte-
siana de R? Hallar la referencia _proyectiva R asociada a Ry calcular las coorde-
nadas homogéneas respecto de R de un punto arbitrario de R?

. Enla recta proyectiva P; (R) se consideran una referencia proyectiva R= {a,b;c}
y el punto x de coordenadas homogéneas (2 : 1) respecto de R. En la recta afin X
= Pl( ) — {a} calcular las coordenadas de x respecto de la referencia cartesiana
{b; cb}

. En una recta proyectiva L se consideran la referencia R= {a,b;c} y el punto d de

coordenadas homogéneas (2 : —1) respecto de R .En larecta afin X = L\{a} se
considera la referencia cartesiana Rx = {d; dc} Determinar la referencia proyec-

tiva asociada a Ry, Ry x, la matriz del cambio de coordenadas entre Ry Ry x,yla

coordenada de b respecto de Rx

. En P(R3) sea H = 329 — 71 + 275 = 0.Hallar la ecuacién de la recta afin

a la que da lugar la recta proyectiva r = )\(1 2,-3) + u(2,1,5) tomando en

P(R3) — H la referencia cartesiana {eg, egas, 60&2} siendoeg = (0 : 1 : 1)

=(1:0:-1)ay=(0:3:1)

. En el plano afin X = P(R®) — H donde H = x + x1 + 2 = 0 se considera

la traslacion definida por el vector pg siendop = (1:1:0) ¢ = (0:1:1)

Determinar la ecuacion de su extension proyectiva

. De una proyectividad se sabe que sobre P(R3) — H genera una homotecia de

centro (1 : —2: 3) yrazdn -1. Siendo H = g — x2 = 0 calcularla

.EnE=PR3) sedaneyg = (1:1:0)e; = (1:1:1)a; = (0:1:1)

=(2:1:2)p=(1:0:0)

a) encontrar Hrectade E/en X = F — H se tenga que eo—e{ = epai + epas

b) determinar las coordenadas cartesianas del punto p respecto del sistema de

referencia cartesiano en X {eg, egaq, egas }

¢) ¢induce la siguiente proyectividad de E, un isomorfismo afin sobre X ? En

caso afirmativo, determinarlo

2 -1 4
pl 0 4 O
0 0 4

. En P,(R) sedanlospuntosa=(1:2:—-1),b=(0:2:1),c=(-1:0:1),x=
(2:0:1). De una recta H de dicho espacio se sabe

a) su interseccion con la recta determinada por los puntos {a, x} es el punto p =
(3:2:0)

. — 7 —
b) en X = P5(R) — H con su estructura afin asociada, es ax = ab + aac



Hallar la ecuacion de la recta H y el valor de o € R

10.Dada la siguiente proyectividad en P(IR?)

a) hallar el valor de a y la ecuacion de un hiperplano H tales que en P(R3) — H
la proyectividad genere una traslacion

b)ydadosa = (1 : 0 :0)b = (=1 :2: 3) hallar ¢ € P(R?), para que en
P(R?®) — H se tenga que la razon simple sea -1

11.Siendo E=P(R¥) pg = (2:0:1)pr = (1:-2:0)p2 = (1:0:1)
p=(2:—1:1) determinar la ecuacioén de H sabiendo que p es el baricentro de
{P07P17P2}

12.Demostrar que si dim X = 1 siendo X un espacio afin real, entonces D(X) =
GA(X), es decir el grupo afin solo consta de las dilataciones

13.Sea f : R* — R? la aplicacion afin tal que f(1,0) = (2,2,0), f(-1,1) = (0,-1,1),
f(1,2) = (-2,0,-2). Hallar la expresion analitica de la extension proyectiva f de f,
y el centro y la imagen de f

14.Un isomorfismo afin f : R? — R? transforma P = (-1,-3) en P’=(1,-2) y P’ en
P”= (3,-1), y tiene una recta de puntos fijos paralela a la recta determinada por
P,P’,P”. Ademas, la extension proyectiva de f transforma larecta S = xg + x1 +
29 = 0enlarecta S’ = xg + 21 + 425 = 0. Determinar las expresiones de f'y f
en las referencias canonicas

15.Sea X el plano afin P(R3) — S, donde S es la recta definida por la ecuacién
x1 — x9 = 0 en la referencia proyectiva canonica. En X se considera la ho-
motecia de centro (1 : 0 : 1), que transforma el punto (1 : —1 : 1) en el
(2 : —1 : 2).Determinar la razon de dicha homotecia y las ecuaciones de su
extension proyectiva

16.En el plano afin X = P(R3) — S, donde S es la recta definida por la ecuacién
o + x1 + 2 = 0 en la referencia proyectiva canonica, se considera la traslacion
que transforma el punto (1: 0: 1) en el punto (1 : 2 : 1).Obtener las ecuaciones
de la extension proyectiva de dicha traslacion

17.Sea f la homografia de P(R?) definida por las ecuaciones pyo = x1 + a2,
py1 = To + T2, py2 = T + x1.Demostrar que [ tiene una recta S de puntos

fijos, y que la restriccion de f al plano afin P(R?) — S es una homotecia. Hallar
el centro y la razon de dicha homotecia

18.En un plano proyectivo X se considera la figura siguiente:



Sea X el plano afin X — (B + )

a) demostrar que R = {A, B, F'; G} es la referencia proyectiva asociada a una
referencia E de X. Hallar las coordenadas cartesianas de Dy E en E

b) hallar las coordenadas baricéntricas de D en la referencia {A, E, G}, yde A
en la referencia {G, E, D}

) sean fla homografia de X que transforma A, B, F, Gen E,B,F,Dy g la
homografia que transforma A, B, C, D en E, F, B,G, respectivamente. Hallar las
expresiones analiticas de ambas homografias en la referencia R. Comprobar que
existen aplicaciones afines f,g:X——X cuyas extensiones proyectivas son f, g

d) se considera la homografia i de X tal que h(A) = E h(E) = C h(C) = F
TL(F ) = A. Demostrar que I es la extension proyectiva de un isomorfismo afin
h del plano X - (B + D) Escribir la matriz de h en la referencia {A, B, F; G}
y la de h en la referencia {A, E, F}. Demostrar que hoh es una homotecia, cuyo
centro es el punto de interseccion de las rectas A+C y E+F

19.Sea X un plano afin, Rreferencia cartesiana de X. Sealarecta L = x1 +x2—1 =
0, L su completado proyectivoy f : L — L la homografia que transforma (0,1)
en L., Lo en (1,0) y (1,0) en (0,1). Hallar la imagen por f de (1/2,1/2)

20.Sea P plano proyectivo real, R= {«ay, a1, ais; a} referencia proyectiva de P. Sean
af = (wtar)N(az+a), ah = (ap+a)N(ar+az), &= (ap+az2)N(ag +a).
Probar que R = {«ayg, a1, ab; o’} es también referencia de P. Si @ a1 7’2 a’
son vectores que definen a los puntos de Ry o’ = p(7a’o+a 1+ a'}) probar que
Rx = {?0; ?1,?’2}% referencia cartesiana de X = P-H siendo H = o + o
Determinar las coordenadas de o, afy € X respecto de Ry yde ae , v, afy € P
respecto de R. Sea h : P — P la homografia definida por h(ag) = «y ,
h(a1) = aq, h(ah) = of , h(a') = « hallar las ecuaciones de h respecto de R
y del isomorfismo afin & | xrespecto de Rx

21.Sea X espacio afin, f : X — X aplicacion afin de ecuaciones



Y1 -3 3 -1 1 I
v |=( 3|+ 2 2 -1 o
Y3 6 -4 2 -1 T3

Hallar los hiperplanos de X invariantes por f

5 La razdn doble

1. En P(R?)seanA=(1: —-1)B=(3: —1)C=(1:0) D=(2: 1) Hallar la razén
doble [A, B, C, D]. Dado k£ € R hallar el punto Dy, tal que [A, B, C, D] =k

2. En P(R%)seanA=(1:—-1:0),B=(0:1:-1),C=(1:1:—2). Hallar los
puntos C’ y D tales que [A, B, C,D]=-12y[A,B,C’,D]=-2/3

3. En un plano proyectivo se consideran los puntos A= (1:0:0),B=(1:1:1),
C=(0:1:1),D=(—2:1:1). Comprobar que dichos puntos estan alineados
y calcular [A, B, C, D]. Hallar el punto A’ tal que [A’, B, C, D] =-1

4. Sean A, B, C puntos distintos de una recta afin X. Demostrar que si D, es el
punto del infinito de X, es [A, B, C, D] =-1 (en X )siysolosiC= ALQB enla
recta X

5. En una recta afin X, se consideran cuatro puntos distintos A, B, C, D. Se supone
que las coordenadas de estos puntos, en una referencia cartesiana de origen Py,
son a, b, ¢, d, respectivamente. Demostrar que:
a)siPo=Aes[A,B,C,D]=-1siysolosi; = (1 +1)/2
b) si Po= (A+B)/2 es [A, B, C, D] =-1 si y so6lo si a? = c¢d

6. Sea P plano proyectivo real y R = {«ag, a1, as, a} referencia proyectiva de
P.Sean a3 = (g + @) N (a1 + a2) , ag = (g + 1) N (a2 + @) , a5 =
(1 + @) N (as + aq) , ag = (o + a2) N (ag + aq) Hallar [ag, aq, as, ag)

7. Determinar en la siguiente figura del plano proyectivo real, 1a razon doble [e;,e2,d,a]

d

=




8. En P(R?) sean A, B, C, D puntos alineados y A’, B’, C’, D’ puntos alineados
tales que [A, B, C, D] =[A’, B’, C’,D’]
a) probar que si AA’, BB’, CC’ son concurrentes entonces DD’ pasa también por
el punto de concurrencia

b) probar que si A = A’ entonces BB’, CC’, DD’ son concurrentes

9. Demostrar que la condicion necesaria y suficiente para que entre dos rectas proyec-
tivas haya una homografia que transforme a, b, ¢, d en a’, b’, ¢’, d’ es que [a, b,
c,d]=[a’,b’, ¢, d’]

—_—
10.La razén doble de un punto d de una recta proyectiva P( E') se define mediante

una homografia f : P(ﬁ) — P(X) (donde P(X) es la recta afin ampliada)

tal que a, b, c — 0, 00, 1. Calcular como varia la razén doble de d al cambiar
— ~

dicha homografia por otra g : P(F) — P(X) tal que 2’, b’, ¢’ — 0, 00, 1.
(Transformaciones de Moebius)

11.En Ps(R)seaa=(1:1:1:1),b=(-1:2:2:-1),c=(2: -1:-1:2)y
el hiperplano H = 2¢ + 21 — 22 =0
a) demostrar que a, b, ¢ estan situados sobre una recta proyectiva R; calcular el
punto h = H N Ry determinar [a, b, ¢, h]
b) determinar las ecuaciones de la transformacion proyectiva que deja fijos los
puntos de H U {c} y transforma aen b

12.En una recta proyectiva P(E) se consideran la referencia R= {A, B; C} y el punto
D de coordenadas homogéneas (2 : —1) respecto de R En la recta afin X = P(E)-
{A} se considera la referencia cartesiana E = {D; DC} Determinar la referencia
proyectiva F asociada a E, la matriz de Rrespecto de F y la coordenada de B en
la referencia E

Homografias de la recta

1. Una homografia h de P(R?) deja fijos los puntos A= (1: 0) y B=(1: —1)
Sabiendo que [A, B, C, h(C)] =2 para C = (1 : 1) obtener la expresion analitica
de h en la referencia proyectiva canénica

2. Determinar la expresion analitica de una homografia de P(R?) sabiendo que deja
fijo Gnicamente el punto (0 : 1) y que transforma el punto (1 : 2) enel (2 : 5)

3. Una homografia h de P(IR?) transforma los puntos distintos A y B en los puntos
B y A respectivamente. Demostrar que h es involutiva. Suponiendo que h deja
fijo un punto C, ;qué transformacion resulta al restringir h a la recta afin P(R?)—
{cy?

4. Sea h la homografia de P(R?) tal que h(A) = A, h(B) = C, h(C) = D siendo A
=(1:0,B=(0:1),C=(1:1),D=(2: 3) ;Qué transformacion afin
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f : X — X resulta al restringir h a la recta X = P(R?) — {A} ? Determinar
la matriz de f en la referencia cartesiana {B; CB} y la coordenada del punto f(D)
en la referencia cartesiana {C; BC}

5. Sean a, b, ¢, d cuatro puntos distintos de una recta proyectiva L. Probar que exis-
ten homografias f, g de L tales que f:(a,b,c,d)—(b,a,d,c) y g:(a,b,c,d)—(c,d,b,a).
Determinar las ecuaciones de f'y g respecto de la referencia R={a, b, ¢}

6. Sean a; 1= 1..4 cuatro puntos de una recta proyectiva real R tales que [a;,a2,a3,a4]
=2
a) demostrar que existe una nica transformacion proyectiva f de R que deja fijos
a1 y ag y transforma a; en aq y a4 en ag
b) demostrar que f es involucion hiperbélica y determinar sus ecuaciones respecto
del sistema de referencia proyectivo {aj, a3, a}
c)siendoa; =(1: —1)ag=(—2:1)ag=(1:—2)ay = (4 : —5) demostrar que
[a1,a2,a3,a4] = 2 y determinar las ecuaciones de f

7. En P(R3) con las coordenadas homogéneas candnicas, se consideran los puntos
a=(1:0:1)yb=(0:1:1).Silas ecuaciones de una homografia del plano
son

pPYo = 3Br9 + w1 — @2
py1. = 30 + x1 — 312
py2 = 4xo - 2m

a) hallar el conjunto de puntos fijos de f
b) probar que f induce una involucion en la recta a+b

8. De una homografia en P(R*) se sabe que fija H = x + 71 + 3 = 0 punto
a punto, y restringida a R = {9 + 321 — 22 = 0, 1 — 23 = 0} es una
transformacion hiperbdlica involutiva de puntos fijos (-2 :1:1: 1)y (1:0:
1:0)

a) hallar las ecuaciones de la homografia
b) en el espacio afin P(R*) — H determinar la aplicacion afin a la que da lugar
dicha homografia

9. De una homografia en P(R?) se sabe que transforma el punto (1 : 0 : 0) en el
conjugado armoénico de (0 : 3 : 2) respectode (1 :1: 1)y (2: —1:0). Por
otro lado, deja fijo el punto (1 : 0 : 1). Calcular las ecuaciones de la homografia
sabiendo que la imagen de (0 : 1 : —3) caeenlarectar = 3x9 — 221 + 22 =0
y restringida a la recta s = xg — x1 + x2 = 0 es una transformacion proyectiva
involutiva sin puntos fijos.

10.Sea f homografia de P(C?) que deja un sélo punto fijo. Demostrar que ex-
iste alguna referencia proyectiva de P(C?) respecto a la cual la matriz de f es

p ( 1 2 ) Demostrar que f no es involutiva
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7 Homografias del plano

1. Sea f la homografia de P(R3) que transforma (—1 : 1 : 0)en (1 : 0 : 0) ;
(1:0:0)en(5: —3:—4);(0:0:1)en el conjugado armoénicode (2 : 1 : —3)
conrespectoa (l : 0: —=1)y(0:1: —1);yelpunto (2 : —1: 1)enla
interseccion de la recta xp + 221 = 0 con la que pasa por los puntos (1:0: —1)
y (3 : —4: 0). Obtener la matriz de f con respecto a la referencia canonica, y los
puntos y rectas invariantes por f

2. Determinar los subespacios invariantes de la homografia de P(R?) definida por
las ecuaciones pyg = —2x1+4x2 , py1 = 9x9—6x1 , py2 = 62 Hallar la matriz
canénica y una base candnica de un endomorfismo asociado a la homografia

3. Determinar una homologia de P(R?) cuya base es la recta xg + x1 — 219 = 0
sabiendo que el vértice es el punto (1 : 1 : 0) y que transforma el punto (0 : 1 :
—1)enel(1:0:1)

4. Demostrar que la homografia de P(R?) definida por las ecuaciones pyo = 3¢ ,
py1 = 3x1 , py2 = —xg — 21 + T2 es una homologia. Hallar su vértice, base y
caracteristica. Idem para pyo = 1 + 22, py1 = To + T2, pY2 = To + 1

5. Determinar la homografia de P(R?) que deja invariantes los puntos (2 : 0 : —1)
,(0:=1:1),(0:0:—1) ytransformael punto (1:1: —1)enel (4: —6:5)

6. Una homologia de P(R?) de caracteristica -1/2, transforma la recta x¢ + x1 +
x9 = 0 en larecta xy — 21 = 0y deja invariante la recta 1 = 0. Determinar su
expresion analitica, sabiendo que la base es la recta 2z + z2 = 0

7. Determinar una homologia de P(IR?) sabiendo que el vértice esta contenido en
la base, y que transforma las rectas zg + 1 = 0y 9 — 1 = 0 en las rectas
zo + 2 = 0y g — x5 = 0 respectivamente

8. Dadas las homografias f;, del plano proyectivo real pyy = kxog + 1 + z2 ,
py1 = xo + a2, py2 = xo + 1 Hallar k para que f;, sea una homologia y
determinar su eje, su vértice y su razon

9. Demostrar que las Ginicas homografias involutivas de P(R?) son las homologias
de caracteristica -1 y la identidad

10.Probar que existe una tnica proyectividad f de P(IR?) tal que f((0 : 1 : 0))
0:1:1),f((0:0:1)=1:0:1)y{xe PR | flx) =2} =
{(1:0:0)} y hallar las ecuaciones de f

11.De una homografia h se sabe que tiene un tnico punto fijo P=(1: 2 : 0) y una
Unica recta invariante 1 = 2x9 — 3x3 = 0; y h |, es involutiva y manda A =
(1:0:0)enA’=(0:3:-1)
a) calcular la expresion analitica de h

b) decir qué tipo de homografia es h?
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¢) en el plano afin P? — r ;genera h un isomorfismo afin ? ;por qué? En caso
afirmativo, calcular su expresion analitica en la referencia cartesiana R= {P; P—z)4,
P}

d) calcular la razén simple de A, A’ y el punto (—2, 3) g

8 Homografias del espacio

1. En P(R*) se considera el plano M = x¢ + 21 — 225 = 0. Una homografia f de
M deja invariante el punto (2 : 0 : 1 : 0), transforma el punto (0 : 2 :1: 1) en
elpunto (0:2:1:—3)yésteen (8: —6: 1 :5) Sabiendo que f((1: —1:
0:1)) = (4:—4:0: 3) determinar la matriz de Jordan de un endomorfismo
asociado a f, y los subespacios invariantes por la homografia, expresandolos en
la referencia canénica de P(R?)

2. Determinar una homografia f de P(R*) sabiendo que sobre el plano zg + 1 —
2x9 = 0 coincide con la homografia del ejercicio precedente, y que deja fijos los
puntos de larecta 1 = x3 = 0. Obtener la matriz de Jordan de un endomorfismo
asociado a f, y explicar cuales son los subespacios de P(R*) que permanecen
invariantes

3. Sea fla homografia de P(R*) definida por las ecuaciones pyg = —2xo+21+3x3
» PY1 = —T1, pY2 = 3T0 + T2 — T3, pYs = T1 + X3
a) comprobar que el plano M = z; + 2x3 = 0 es invariante, y hallar la matriz de

la restriccion de fa M, en una referencia formada por los puntos (0: 0:1:0),
(0:2:0:—1) y sus sucesivas imagenes

b) determinar las rectas invariantes contenidas en el plano M
c) obtener la matriz de Jordan de un endomorfismo asociado a f'y explicar cudles
son los subespacios de P(R*) que permanecen invariantes

4. Sea fla colineacion de P(R*) de ecuaciones

Yo 2 1 0 0 i)
Y1 0 2 0 O T1
v | 7P 00 21 o
Y3 0 0 0 2 x3

estudiar si H = xg — o2 + o3 = 0 contiene rectas de P(R*) invariantes por f

5. Sea X espacio afin, f : X — X aplicacion afin de ecuaciones

Y1 -3 3 -1 1 I
v |l=( 3|+ 2 2 -1 o
Y3 6 -4 2 -1 T3
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Hallar los hiperplanos de X invariantes por f

6. En P(R*) sean lasrectas L = g = 21 = 0, M = 29 = 23 = 0, N =
T9 — 22 = x1 — x3 = 0 Demostrar que existe una tnica homografia f tal que
{a € P(RY) | f(a) =a} =Ly f(a) = (o + L) N N Va € M y obtener sus
ecuaciones

7. Sea la homografia de P(R*) de matriz

Obtener todas las variedades proyectivas invariantes por esta homografia

8. Sea P espacio proyectivo de dimension n > 2y ¢ homologia de P, distinta de la
identidad. Sea H un hiperplano de P distinto de la base de ¢ y no incidente con
el vértice de . Probar que ¢ |: H — @(H) es restriccion de una proyeccion
conica de P y hallar su centro y su imagen

9. Sea f una homografia de P2 que restringida al plano H : xo +x1 + 22 + 23 = 0
tiene por ecuaciones

AT = —2x0 — T1, AT} = T30, A\TH = —79

Ademés f deja fijo el punto (1 : 0 : 0 : 0) e induce una homografia involutiva
(distinta de la identidad) en el haz de planos de base larectar : x3 = zo+z1 +
zo + x3 = 0. Se pide:

(a) Los puntos fijos y las rectas invariantes de f en H

(b) Mostrar que el punto (0 : 1 : 0 : 1) se transforma en un punto del tipo
B+a:-2:0:-1)yquea=2

(c) Mostrar que (1:0:0:0) es el Gnico punto fijo de f fuera de H y encontrar
todas las rectas invariantes de f

9 Geometria proyectiva y afin

1. Cuatro puntos A, B, C, D y cuatro rectas a, b, ¢, d de un plano proyectivo real
son tales que los puntos bNc,cNa,anNb,andybN d estan respectivamente
sobre las rectas AD, BD, CD, BC, AC. Probar que el punto ¢ N d esta sobre AB

2. Probar que si 3 triangulos son homoldgicos 2 a 2 respecto de un mismo centro,
los 3 ejes de homologia concurren en un punto

14



3. Demostrar que el triangulo de vértices A’ = (a : a’ : @) ,B’=(b: V' : b"),C
=(c:c : ") es homoldgico con el de vértices A=(1:0:0)B=(0:1:0)C
=(0:0: 1) siy solo si se cumple la relacion a”’bc’ = a'b"c

4. Demostrar que si el triangulo ABC es homologico con el A’'B’C’ y con B’C’A’,
también lo es con el C’A’B’

5. Sea AABC un triangulo en un plano proyectivo real , R, R’ dos rectas que cor-
tan los lados AB, BC, AC del triangulo en c, ¢’, a, a’, b, b’ respectivamente.
Demostrar que [B,C,a,a’] [C,A,b,b’] [A,B,c.c’]=1

6. Si A, B, C son puntos de una recta r, A’, B’, C* otros de otra recta r’, tales
que AA’, BB’, CC’ sean rectas concurrentes, probar que los puntos AB’NA’B
BC’NB’C AC’NA’C estan alineados con el punto rNr’

7. Se da en un plano proyectivo, un tridangulo ABC y una recta r que corta en los
puntos P, Q, R a los lados BC, AC, AB respectivamente. Las rectas AP, BQ, CR
determinan un nuevo triangulo A’B’C’. Demostrar que las rectas AA’, BB’, CC’
son concurrentes

8. Se llama cuadrivértice al conjunto de 4 puntos de un plano, de los cuales no
haya 3 alineados. Los 4 puntos se llaman vértices, ellos determinan 6 rectas
llamadas lados. Los 3 puntos de interseccion de dos lados, que no sean vértices,
se llaman puntos diagonales. Demostrar que en el plano proyectivo real, los 3
puntos diagonales de un cuadrivértice, no estan alineados (Teorema de Fano)

9. Sea X un plano afin, A, B, Cy A’, B’, C’ dos triangulos de X
a) si se verifica que AB 1 A'B’, AC W A'C' , AA’ w BB’ , AA’ 1 CC’ probar
que BC W B'C’
b)siABuA'B',ACuA'C',AA  cortaa BB’ en O € X y O € CC’, probar
que BC W B'C'

10.Sea X plano afin, r,s dos rectas de X, A, B, A’, B’ puntos distintos de X, tales
que A,Ber, A’ B’€s Sean a, b, a’, b’ rectas de X talesque A € a,ans,B €b
,bus, Aled,dnr,B eb,burSiand ={P},bnt ={Q},
AB'N BA' = { R} entonces P, Q, R estan alineados

11.Sea X plano afin, r recta de X, A, B, C tres puntos distintos de r. Sean a, b, ¢, a’,
b’, ¢’ rectasde Xtalesque Aca,Cecd,and,Beb,Cecc,bnc,Acad
,Beb ,ad nt Sianb={D},cnd ={E},b N ={F} entonces D, E,
F estan alineados

12.Sea X plano afin, r,s dos rectas de X, A, B, C, A’, B’, C’ puntos de X tales que
A,B,Cer,A’,B’,C’es . Si AB’ 1 BA'y BC' 1 CB’ entonces AC' 1 CA’

13.En un plano afin, sean r, s dos rectas paralelas; sobre ellas se dan los puntos B,
B’er, C, C’es de tal forma que BC }f B’C’. Se dan ademas las rectas b, ¢ tales
que B €b,C €c,bl clr ylasrectasb’, ¢’ tales que B’ € v/, C' € ¢,
b || ¢} r. Demostrar que los puntos cnN ¢, bNY , BC N B'C’ estan
alineados
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14.En el plano afin, sean 1, m dos rectas no paralelas. Sean A,C y A’,B’ dos puntos
sobre 1 y m respectivamente, distintos de INm Sea E el punto donde AB’ corta a
la recta que pasa por A’ paralela a 1. Sea F el punto donde A’C corta a la recta
que pasa por A paralela a m. Demostrar que EF y B’C son paralelas

15.a) sean p, q, 1, s 4 rectas no 3 de ellas concurrentes, y sean A = pNq, B =pNr
,C=pns,D=qnNr,E=qNns,F=rNs,a=AF,b=CD,c=BFE
Demostrar que &« = (aNb)+ B, 5 = (bNec)+ F,v = (anc)+ C son
concurrentes
b) enunciar el teorema dual haciendo un dibujo que satisfaga las hipotesis

¢) enunciar y hacer un dibujo del teorema dual, en el plano afin, cuando PQ es la
linea del infinito, siendo P y Q los puntos duales de las rectas p y q

10 Dualidad

— —

1. Sea p € P(E) un punto del plano proyectivo. Se define f : P(E) —p —
— —

P(E*) que a cada punto x le asocia una forma lineal sobre E cuyo niicleo es
la recta vectorial que pasa por 7 y "z Demostrar que f es una proyectividad y
deducir sus ecuaciones

2. Dadas lasrectas A = zg — 21 + 220 = 0, B =220+ 21 —220 =0,C =
20 — 4w + Tre =0, D = 8x + o1 + 22 = 0 de P(R3) Calcular [A, B, C, D]

3. Dados los hiperplanos Hy, = —x1+322 =0, Hy =25 =0, H3 =5x1—22 =0
N H4 = 4£E1 - SLEQ =0de P(R4) Hallar [Hl, HQ, H37H4}

4. Calcular la razon doble de 4 rectas paralelas en el plano afin real

5. En el plano afin real, demostrar que la razén doble de 4 rectas concurrentes tiene
la expresion

sen(ad) sen(bc)
sen(ac) sen(bd)
donde sen(ac) es el seno del angulo que va de la recta a a la recta ¢ ;Cuando es
dicha expresion negativa? (Teorema de Moebius)
6. En P(R*) se consideran los planos H; = xo+x1—22 = 0, Hy = xo+20—23 =
0. Calcular las ecuaciones de los miembros H3s Hy del haz al que pertenecen H; y
H, talesque (1:0:0:0) € H3y (0:0:1:0) € Hy yhallar [Hy, Ho, H3, Hy]

7. Se define un cuadrilatero como el conjunto que verifica la propiedad dual del
cuadrivértice. Definir explicitamente un cuadrilatero y enunciar el dual del teo-
rema de Fano

8. Enunciar y poner un ejemplo grafico del teorema dual de los problemas 1, 2, 6,
7, de la seccidn anterior.
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9. Enunciar el teorema dual del teorema de Pappus

10.Sea en el plano afin ampliado, dos rectas I,m. Sean A, B, C, A’, B’, C’ seis
puntos sobre 1 y m respectivamente, distintos de Inm. Sea E=AB' N A’B ,F=
AC’" N A'C Se supone que E, F, INm estan alineados
a) demostrar que AA’, BB’, CC’ son concurrentes
b) enunciar el teorema dual, haciendo un dibujo del enunciado

¢) enunciar y hacer un dibujo del teorema, en el plano afin, cuando m es la linea
del infinito

11.Sea P espacio proyectivo de dimension n > 2y ¢ colineacion de P. Probar que
¢ es homologia si y solo si deja invariantes todos los hiperplanos que pasan por
un punto dado

12.Sea P espacio proyectivo de dimension n > 3y ¢ : P — P homografia tal
que {a € P | ¢(a) = a} = L es un subespacio de dimensién n — 2, y si § es
el haz de hiperplanos que contienen a L, VH € § H es invariante por ¢. Probar
que Yo € P el subespacio a + ¢(«) es invariante por ¢. Probar que ¢ esta
determinada conociendo L'y (M), siendo M una recta cualquiera de P disjunta
conL

13.En P3(R) se da la homografia f de ecuaciones

PYo = To +x1
PY1 —x9 —2r1 +I2
pPY2 = o

Se pide:
a) hallar sus puntos fijos y sus rectas invariantes
b) si Hy y Hy son dos rectas invariantes de f, y § el haz de rectas generado por
ellas, hallar las ecuaciones de la homografia ¢g: $H —  §  respecto
H f(H)
de la referencia dada por las dos rectas citadas y un punto unidad arbitrario
¢) hallar el cuarto armonico de la recta H = zg — x1 + 3x2 = 0 respecto de las
dos rectas invariantes anteriores
14.a) Hallar la recta H del plano proyectivo real, conjugada armoénica de F' = xo —
xo = O respecto de lasrectas K1 =2x9 — 21 =0y Ko =29 — 21 + 22 =0
b) calcular las ecuaciones de la extension proyectiva 7 de la traslacion 7 de
Py(R) — H que transforma el puntoa=(1:0:0)enb=(2:2:1)
¢) determinar las ecuaciones de la aplicacion afin obtenida al restringir 7 a Po(R)—
K respecto de la referencia cartesiana {a; %7 a—c>} siendoc=(1:1:0)
15.Determinar la expresion analitica de una correlaciéon de P(R3) sabiendo que
transforma los puntos (1 : 0 : 0), (1 : =2 :1),(0:2:1),(1:—-2:0)
en las rectas de ecuaciones xg — 1 = 0,29+ 22 = 0,29 — 21 + 292 =0,
xo = 0 respectivamente. Hallar el punto transformado de la recta zy = 0
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16.Una correlacion de P(R3) transforma las rectas xg —x1 = 0, 29+ 29 = 0
, %o — %1 + 22 =0enlospuntos (1 : 1:0),(1:—-1:-2),(0:1:2)
respectivamente. Sabiendo que el punto (1 : 0 : 0) se transforma en la recta
4x1 — 322 = 0 obtener la expresion analitica de dicha correlacion. Hallar el
punto que se transforma en la recta g — x1 =0

17 Determinar la expresion analitica de la colineacion que se obtiene componiendo
las correlaciones de los dos ejercicios anteriores

18.Demostrar que cualquier correlacion de P(R?) que transforme los vértices de
un triangulo AABC en las rectas determinadas por los lados opuestos, es una
polaridad

19.Sea {Pg, Py, Py; P3}una referencia proyectiva de P(R?). Demostrar que existe
una correlacion tnica, que transforma cada vértice del triangulo Py, P;, P en el
lado opuesto correspondiente, y transforma P35 en una recta prefijada no incidente
con los puntos Py, Py, Po. Comprobar que dicha correlacion esta definida por una
forma bilineal simétrica

20.Demostrar que existe una correlacion tnica de P(R?) definida por una forma
bilineal simétrica, que transforma cada uno de los vértices de un pentagono dado
en el lado opuesto correspondiente

21.Una correlacion involutiva de P(R*) asociada a una forma bilineal simétrica,
transforma los puntos (1 : 0: 0: 0) y (0: 1: 0 : 0) en los planos 4xg — 21 —
2z = 0y xg—x1 —2x3 = 0 respectivamente, y transforma la recta zg = 1 = 0
en la recta 2xg + 21 — xo = 2z + 421 + r3 = 0. Determinar la expresion
analitica de dicha correlacion

22.Una correlacion involutiva de P(R*) asociada a una forma bilineal simétrica
transforma en si mismas lasrectasr = x1 =20 =0, =21 = 290+ 223 =0
,t = a9 = 2x9 — 21 = 0y transforma el punto (0 : 1 : —1 : 0) en el plano
o+ x3=0
a) hallar los planos transformados de los puntos (1: 0:0:0)y (0:0:0: 1)
b) teniendo en cuenta como deben ser los planos transformados de los puntos
(1:2:0:0)det,y(0:0:2: —1) des, obtener la expresion analitica de la
correlacion

23.Una correlacién involutiva de P(R*) asociada a una forma bilineal simétrica
transforma en si mismas las rectas 1 = 9 —23 =0y x; = 29 +23 =0y
transforma los puntos (0 : 0 : 1 : 1)y (0: 0: 1 : —1) de esas rectas en planos
que contienen al punto (0 : 1 : 0 : 0). Sabiendo que el punto (0 : 1:1:0) se
transforma en el plano zo+x2 = 0 obtener la expresion analitica de la correlacion

24En P = P(R*) sea g la homografia de P en P* de ecuaciones

(') 0 —1 0 1 i)
w o | 1 0 -1 0 1
w | TP 0 1 0 —2 To
us 71 0 2 0 I3



hallar g(L) y A~'(g(L)) siendo L = {

25.En P(R*) se considera la correlacion ¢ y la colineacion v de ecuaciones respec-

xo+T1+2a9=0
S5xg + 219 —x3 =0

tivas

(27 2010 o Yo 1002
|w | _ o100 mo || w2, 0100
=l w |7l 1020 o =l w | 7?00 1 0

us 000 1 5 Ys 2 0 0 3

SeaN=x1+20o =0y M = 9 = x1 + 22 = 0. Definir en N una referencia
proyectiva y hallar las ecuaciones de ¢ | v respecto de dicha referencia. Hallar la
imagen de M mediante la correlacion (¢ o ¢) (M)

26.Sea ¢ la polaridad de P(R?) de ecuacion

Ug 1 0 1 To
Uy =p|l 0O -1 2 T
(%) 1 2 O o

hallar el polo de L = z; — x2 = 0 respecto de ¢ y el hiperplano polar de
(1:2:3) respecto de ¢
27.Dada la polaridad de P(IR?) de ecuaciones

U 1 —1 2 i)
U1 =p -1 4 -1 T
Us 2 -1 3 To

determinar la involucion subordinada en la recta L = 3x¢ + 227 — 29 =0
28.Sean ¢ y 1 las polaridades de P de ecuaciones pu = Ax , pu = Bax respectiva-
mente. Hallar {a € P | p(a) D ¢¥(p(a))}
29.En P(R*) sea ¢ colineacion tal que L = zg = o1 — w5 = 0 es invariante por .

Sea ¢,: PR*)/L — P(R*)/L deecuaciones fo) = ) 2.0
t -1 1
a+L (o) + L
respecto de la referencia R, = {(0: =1 :1:0)+L,(1:0:0:0)+ L,
(1:=1:0:0)+ L}.Hallar p,(M/L) siendo M =2x¢ +3z1 — 322 =0
30.Sea ¢ la homologia de P(R*) cuyo vértice es (0: 1:0: 0), subase g — 22 = 0
y que transforma (0: 0: 1:0)en (0: 1:1:0). Sea ) la correlacion de P(R*)
de ecuaciones

Ug 2 0 0 0 i)
U1 o -1 2 0 0 T
w | TP 0o 0 2 o o
us3 0 0 -1 2 T3

Estudiar si ¢ o ¢ 0 1)~ es una homologia y en caso afirmativo hallar su base y
su vértice
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11 Cuadricas proyectivas y aenes

1. En B3(R) C = 2% + 223 + 2% + 23 — 22071 + 27123 + 222703 = 0 es una
cuadrica proyectiva
a) calcular el plano polar del puntoa=(1:1:0:0)
b) calcular la variedad tangente a C desde a
¢) determinar el plano tangente en el puntob=(0:1:1: —1)
d) calcular el polo del plano xy + z1 + x3 =0

— — —

2. Sea E K—e.v. dim E =n ;Cual es la dimension del espacio vectorial Q( E')
? (Cuéantos puntos proyectivos determinan una cuadrica proyectiva ? ;Y una
cuadrica afin ?

3. Dados en el espacio proyectivo de dimension tres, una cuddrica no degenerada y
una recta. Comprobar que los hiperplanos polares de los puntos de la recta pasan
por otra recta fija. (Y si la cuadrica es degenerada ? ;Y en dimension dos ?

4. Dada la cuadrica de P3(R) definida por la ecuacién 22 + 2% + 23 + woxe —
129 + 2123 — x9w3 = 0, hallar el plno tangente en el punto (1:2: —1: —2).
Comprobar que la interseccion de la cuddrica con dicho plano es una coénica
degenerada. Determinar a para que la recta xg — x1 + aze = 2x9 + 23 = 0 sea
tangente a la cuadrica

5. Determinar las rectas de P2(R) que son tangentes a la conica de ecuacion 22 —

223 — 223 + 2x9x2 — w1709 = 0y pasan por el punto (2: 2 : —1)

6. Determinar el plano polar del punto P=(1: 0 : 1 : 0) de P3(R) con respecto
a la cuadrica de ecuacion 23 — 423 + 4xoxy — 22073 + 22273 = 0. Hallar la
ecuacion del cono formado por las rectas tangentes a la cuadrica que pasan por
el punto P

7. Respecto de la cuddrica proyectiva 22 + 823 — 8xor; + 82072 — 87172 = 0
la variedad tangente de un punto es 423 + 4xoxy + 4x0T2 + 22172 + 23 = 0.
Determinar los puntos de tangencia

8. Sean r y s dos rectas distintas de un plano proyectivo real, y P un punto que no
estanienr niens. ;Cudl es el lugar geométrico de los conjugados armonicos de
P con respecto a las intersecciones con ry s de las rectas que pasan por P ?

9. Determinar la recta polar de la recta S = {z¢ = 2x3,2x1 = z2 + 23} de P3(R)
con respecto a la cuadrica de ecuacion 42% + 23 — 2xox2 = 0.Hallar los planos
tangentes a la cuadrica que contienen a la recta S

10.Sea la conica C' = x3 + 23 + 23 + 6zx2 = 0 de P»(R). Estudiar si la recta
x9—x1—22 = 0 es tangente a C y en caso afirmativo hallar el punto de tangencia

11.La polaridad asociada a una cuédrica de P3(R) transforma el punto (0 : 1 : 0 :
0) en el plano #y — x5 = 0, y larecta g + 21 = 29 — 21 = 0 en la recta
o + x3 = w1 + 22 = 0 (Cual es el plano polar del punto (0 : 0 : 1 : 0) ?
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Sabiendo que las intersecciones de la cuadrica con los planos z; = 0y 2 = 0
son conicas degeneradas, determinar la ecuacion de la cuddrica y encontrar los
puntos de tangencia con los dos planos anteriores

12.En P»(R) se consideran la conica y la recta definidas por las ecuaciones 4z3 +
422 + 23 — 2919 — 47172 = 0y 277 — w2 = 0 respectivamente. Obtener la
expresion analitica de la homografia subordinada por la conica sobre la recta, en
la referencia de ésta formada por los puntos (1:0:0), (0:1:2),(1:1:2)

13.En P;(R) se consideran la cuadrica y la recta definidas por las ecuaciones 22 —
Txor1 + xox2 — 2x0x3 + 2x1T2 + 22923 = 0y 39 — 22 = 21 + 23 = 0
respectivamente. Obtener la expresion analitica de la homografia subordinada
por la cuadrica sobre la recta, en la referencia formada por el punto (1:0: 3 : 0)
y los puntos de interseccion de la recta con la cuédrica

14.En P3(R) se considera la polaridad

(') 1 0 2 0 o
- (751 01 0 0 I
P we [T 2010 s
us 0 0 0 3 T3

y la cuddrica C' = 2% + 23 — 23 — 2x¢w2 + 4273 = 0. Hallar ¢(C)

15.Sea C la cuddrica de P(R*) de ecuacion

1 0 2 3 2o
0 2 0 -2 z

(2o @@ 2 )|y o o 3 | =0
3 2 5 -1 3

Hallar la cuadrica dual de C

16.Sea P un plano proyectivo real y las conicas Cy = 22 + 2 \z172 = 0 con A € R
,A#0,1,C" = 23 + 22179 = 0 Determinar \ para que todas las rectas polares
a puntos de C), respecto de la polaridad definida por C” sean tangentes a C

17.En P(R?) hallar la cénica C que contiene a los puntos (1 : 0 : 0) (0 : 1 : 0)
(0:0:1)yademas las rectas 2x; — x2 = 0, 29 + x2 = 0 sean tangentes a C

18.En P(R3) seaelpunto B = (0 : 0 : 1), larecta L = x5 = 0y § el haz de
rectas de base 3. Sean f: §F — L , ¥ : L — L homografia de

M MnNL
. to 0 1 20 _ 2 r g
ecuaciones =p , I' = woug — uy = 0 cuadrica
t1 -2 1 21

de P(R®)*y g : L\{ap} — T\{A(L)} aplicacion tal que Voo € L con o #
ag = (1:0:0) se tiene que A~ (g()) 3 . Sea p = g o th o f |3\ (s, donde
My = (v o f)~ () Hallar unas ecuaciones para ¢

19.Sea f : P(R?) — P(R?)* homografia tal que
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(1:0:-1) —  2z90—3x2=0
(1:0:1) — 29 =0
(1:1:0) — zo+z1—22=0
(1:1:2) — 2p—ax1—322=0

Ao f:

Si L = x¢+ w2 = 0hallar f(L)y Ao f(L).SiC = 23 + 2z122 = 0 hallar las
ecuaciones de las tangentesaCen C' N L

20.Sea la cuadrica de P(R*) de ecuaciones

1 0 0 0 o
0 2 -1 0

C’E(xo 1 o ms) 0 -1 1 0 2 =0
o 0 0 -3 x3

y ¢c la polaridad asociada a C. Hallar los hiperplanos polares de los puntos
(0:0:0:1)y(1:1:0:1)respectode ¢ y estudiar si son tangentes a
C. Hallar los puntos de tangencia respectivos. Sea L = zo = 0 hallar su polo
respecto de - y estudiar si L es tangente a C. Hallar cuéles son los hiperplanos
tangentes a C que pasan por el punto (0:0:0: 1)

21.Sea C una cénica no degenerada del plano proyectivo real y A, B, C, D cuatro
puntos distintos de C. Si «, 3, v son los puntos diagonales correspondientes,
demostrar que el triangulo determinado por «, 3, -y es autopolar respecto a C (es
decir, la polar de cada vértice es el lado opuesto)

22 Clasificar proyectivamente y dar una referencia proyectiva que simplifique las
siguientes cuadricas:
a)x? — 23 + zor1 — 23 =0
b) Sx% — T1T9 + Tox1 — 4072 + 33(2) =0
c) 23:% — 21’% + :L’g + 62179 — 2x0x1 — 22022 = 0

23 Clasificar proyectivamente y dar una referencia proyectiva que simplifique las
siguientes cuadricas y conicas:
a)C) = 2:53 + 3x% — x% + 5:5% —2x0x1 + 22029 + 41129 — 20123 + 42023 = 0
b) 33:% —2x0x1 +2x0T2 +Dx9T3 — l’% +2x129 +3T123 — x% —3x2x3 — 2x§ =0
¢) C restringida al hiperplano H = —3x1 + 5z — xg — 222 =0

24.Una cuédrica C de P3(R) verifica:
a) el plano 23 = 0 corta a C en un tnico puntoa=(0:0:0: 1)
b) los planos polares de (=3 : 0: 0: 1) y (1 : 1 : 0 : 0) son respectivamente
20=0y2z29+21 —22=0
c)larectapolarder =xg =21 =0ess=x29p+3x3=22=0
d) la homografia inducida sobre la recta r transforma el punto (0: 0: 1: 1) enel
punto (0: 0:1:—1)
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Se pide:
a) la ecuacion de C
b) clasificar la cuadrica afin que se obtiene al cortar C con el complementario de
o = 0

25.En el plano proyectivo sea 372 + 2wz + 227 + 221209 — 3 = 0 una conica
proyectiva
a) dibujar la conica afin a la que da lugar, sabiendo que {xy = 0} es el hiperplano
de puntos del infinito
b) sea p un punto proyectivo que no pertenece a la conica proyectiva . Dado
q=(-1/3 : 1 : 1+ /3) que es un punto de la polar de p, se sabe que la
recta p+q corta a la conica proyectiva en los puntosa= (0 : 1 : 14 \/§) ,b=
(2: —3: —3 — 3V/3). Calcular dicho punto p

26.Una cuadrica con centro en R? esta definida por una ecuacion de la forma 2% —
23 + 2ax9w3 — 2bxr1 + 222 +4 = 0 a,b € R Ademds se sabe que su centro estd
contenido en larecta {x1 + zo — 3 =23 + 2 =0}
a) encontrar los posibles valores de a,b
b) demostrar que larecta r = o — x3 — 2 = 7 — 3 = 0 es una asintota

27.Calcular la ecuacion de la conica del plano afin que pasa por los puntos a = (-4,2)
b=(4,2) c=(4,-2) d =(-4,-2) e = (0,10) Clasificar la conica obtenida

28.En el plano afin real, sea la conica (a + b)z? + y? + 22y + 2ax + 2y = 0 con
a,beR
a) hacer una representacion grafica de los valores de a, b que correspondan a
conicas degeneradas y los que correpondan a parabolas
b) hallar a, b para los que la conica es un par de rectas paralelas
c) hallar la ecuacion de la parabola de la familia que es tangente a y = 0

29.En el plano afin R? se considera la conica de ecuacion z2 + 2xy — 4y — 3 = 0.

Comprobar que larecta S = y + 1 = 0 es tangente a la conica, y determinar otra
recta tangente paralela a S

30.Dada la cuadrica de R? definida por la ecuacion 322 — y? — 22 — 2zy — 4dyz +
4y 4+ 3 = 0, hallar la ecuacidon del cilindro formado por las rectas tangentes a la
cuadrica que son paralelas a la recta x — y = 2x + 2z = 0. Determinar el centro
de la conica de tangencia de la cuadrica y el cilindro

31.Dada la cuadrica de R3 definida por la ecuacion 422 — 4y? + 8xz — 4z +9 = 0,
determinar los planos tangentes a la cuadrica que son paralelos al plano z + 2y =
0

32.En el plano afin real se dan los seis puntos a = (0,-1) b= (0,0) c = (-1,0) d = (1,2)
p=@2-Dq=(LD)
a) hallar la conica proyectiva que pasa por a, b, ¢, d y tal que los puntos p, q son
conjugados respecto de ella

b) clasificar la conica obtenida, tanto en el caso proyectivo como en el afin

23



33.Calcular la ecuacion de una conica proyectiva sabiendo que en el complementario
de K = 21 — 2x9 = 0 se tiene una hipérbola de centro C' = (1 : 1: 0) que pasa
por P = (4:3:1)yunaasintotaes A; = z¢g — 21 + x2 = 0y la direccion de la
otra viene dada por A = (2 : 2 : 1). Dar las ecuaciones del cono tangente, desde
el punto C

34.En el plano proyectivo se sabe que una conica cumple
a)larectapolardep=(1:1:1)eszy =0
b) el punto @ = (1 : 0 : 0) es conjugado de @’ = (1 : 2 : 0) y el punto
b=(1:1:0)loesded =(5:1:0)
c) larecta 2xg + 1 — 2 = 0 es tangente a la conica
Hallar la ecuacion de dicha conica y clasificarla

35.De una homografia en P2 ]7, se sabe que extiende a una homografia afin f, en
cierto plano afin X = P2 — H; transforma las rectas r; = 7 — 29 = 0y
ro=x1+xe =0en7r] =29 =0y 1y, =x9+ x1 = 0 respectivamente; y la
imagen del punto A = (v/2 : 0 : v/2) es su conjugado arménico respecto de las
intersecciones 1 N 1oy 77 N 7%5. Se pide:
a) dar las ecuaciones de f

—_— —

b) dar las ecuaciones de f, en la referencia cartesiana de X R= {A; AC, AE}
siendo C el centro de la homoteciay E=(—8: 12 : —8)
¢) dar las ecuaciones de la restriccion de la homografia f~ alarecta AC, a =
f lac respecto de la referencia {C, (1 : 0 : 2),U} siendo U el punto unidad
correspondiente para que la referencia esté ajustada

d) dar la ecuacién de una cénica proyectiva sabiendo que en Xy es una hipérbola
de centro C, cuyas asintotas tienen como direcciones v'; = (—1,1) v’y =
(=2,1); y la polar del punto 71 N7y es 7]

e) considerando la homografia sobre la recta AC inducida inducida por la cénica:

Ac L AC siendo H, la polar de x, decir razonadamente por qué
T H,NAC
a#p

36.Enuna cénica afin no degenerada se fijan 4 puntos. Demostrar que desde cualquier
otro punto, la razon doble de las rectas que pasan por dicho punto y los 4 puntos
fijados, no varia (teorema de Chasles)

37.En el plano afin se fijan 4 puntos, no 3 de ellos alineados. Demostrar que para
todo nimero real existe una tinica conica afin tal que un punto cualquiera de
la cénica forma con los puntos fijos, cuatro rectas cuya razén doble es dicho
namero. Hallar la ecuacion de dicha conica

38.A partir del plano de Madrid, ;desde qué punto se han tomado las siguientes
fotografias ?

39.Hallar la ecuacion de una conica proyectiva tal que
a) es tangente a larecta 1 + 2 =0
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b) larecta g —x1 = 0 corta la conicaen los puntosa=(1:1:0)yb=(3:3:2)
¢)lospuntosp=(1:1:—1)yp’=(1:2:0) son conjugados respecto de la
misma
d) pasapor el punto (1:0: 1)

40.Clasificar afinmente en funcion del parametro real a, la conica afin 2% + ay? +
20y —2x +4y+3=0

41 .Clasificar las conicas afines obtenidas de las del problema 22 en el plano afin X
/ Xoo =xz9g=0yenelplanoafinY /Y, =2z — 21 + 322 =0

42 Para la conica afin y? — 2% +4x+-2y+3 = 0 dar la ecuacion de una homografia en
el plano proyectivo, tal que al transformar la conica, aparezca otra conica que sea
afinmente distinta de la dada. Dar tantas homografias como conicas afinmente
distintas haya

43 .En el plano afin se consideran las conicas

(a+B)(zf +23) +2(a - B)(z122+1) =0 o, fER

Clasificar dichas conicas en funcion de los parametros «, 3

44 En P,(R) estudiar si existe alguna conica tal que las rectas zg + 22 = 0, x1 +
To :O,xo+x1+\/§x2 :0,x0+\/§x1+2x2 :Oy\/gxot:v172x2 =0
sean tangentes a ella. En caso afirmativo, hallar su ecuacion y si X = P»(R) con
Xoo = xo = 0 hallar el centro de la conica.

45.En el plano afin se considera la conica xr“{ + 2x129 — 2:1:% + 2z —4xo+1=0
Hallar un paralelogramo circunscrito a la misma, cuyos lados tengan vectores
directores v = (1,0) w = (1,1)

46.En el plano afin, hallar la ecuacion general de las hipérbolas cuyas asintotas
tienen las direcciones de los vectores v = (1,1) y w = (1,—1) y que pasan
por los puntos p = (0,0) y ¢ = (2, 0). Hallar también el lugar geométrico de sus
centros

47 En el espacio afin tridimensional se da la cuadrica 3.%% + x% —4dxox3+8x2+3 =
0 Hallar el cilindro circunscrito a dicha cuddrica cuyas generatrices tienen la
direccion del vector v = (1,2,1)

48 Clasificar para los distintos valores de o € R las cuadricas afines x5 — 223 +
am§ —2x123 + 22923+ 221 +1=0

49.Dadas las cuadricas del espacio afin
23+ (a4 1)zs — 2025 +4(a— a2 +3=0

a) hallar el lugar geométrico de sus centros, para o € R

b) determinar el lugar geométrico, para « € R, del polo del plano z1 + x5 —
3x3+1=0
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50.Determinar una conica del plano afin sabiendo que es tangente a los ejes OX; y
OX3 en los puntos a = (1,0) y b = (0,1) respectivamente, y que pasa por el punto
c=(1,2)

51.Hallar las ecuaciones de las conicas que cumplen
a) pasan por p = (0,1) y en este punto son tangentes al eje OXo
b) pasan por q =(1,0) yr=(2,0)

c) son tangentes a larectaxz; —3 =0
Calcular también los puntos de contacto con esta ultima tangente

52.De una hipérbola se sabe:

a) pasa por el eje de coordenadas y la tangente en él es larecta z; — 29 =0
b) pasa por el punto p = (4,0)

c) tiene por asintota larectax; — 6 =0

Hallar la ecuacion de dicha hipérbola y la de la otra asintota

53.Hallar los puntos singulares de la cuadrica

4 -2 4 x —12
(xyz) -2 1 =2 Y —I—(xyz) —-12 | =0
4 -2 4 z 6

54.Dada la familia de cénicas {22 + 2 \zy — 2y%> + 2 \z — 1 =0 | A € R} hallar el
conjunto de los polos de la recta « + y = 0 respecto de las polaridades definidas
por todas las conicas de la familia

55.a) Dadas las conicas afines C; = 323 — 2?2 + 22129 — 2209 +1 =0, Cy =
ax? + 223+ 2x129 — 221 + 1 = 0 calcular los valores reales de « para que haya
un isomorfismo afin que transforme C; en Cs
b) decir razonadamente por qué el isomorfismo anterior no es unico
c¢) demostrar que todos los isomorfismos anteriores transforman el centro de C
en el centro de Cy
d) calcular explicitamente el isomorfismo afin que manda C'; en Cs sabiendo que

manda la asintota de C; = —2x7 + 622 = lenlarectaxy + o +1 =0 que es
asintota de C, y el punto (5/4,1/4) en (2,-1)

26



