
Doma�i zadaci iz Diferencijalne geometrije
let�i semestar xkolske 2011/2012. godine

Krive

Neka je α kriva data svojom polarnom parametrizacijom ρ(φ) = a sin3
φ

3
, a > 0, φ > 0.1.

a) Dokazati da je kriva α zatvorena kriva sa jednom taqkom samopreseca�a i skicirati je na najve�em
intervalu I na kome je definisana.

b) Ispitati regularnost krive α na I i izraqunati �enu du�inu.

Traktrisa je ravanska kriva koju opisuje jedan kraj du�i du�ine a koji kre�e iz taqke (a, 0), dok se2.

drugi kraj du�i kre�e ravnomerno du� y−ose.

a) Odrediti diferencijalnu jednaqinu koju zadovo	avaju koordinate (x, y(x)) taqaka traktrise i
rexiti je.

b) Dokazati da je (x(t), y(t)) = a
(
sin t, cos t + ln(tg t

2 )
)
, t ∈

(
0, π

2

)
, rexe�e dobijene diferencijalne

jednaqine, odnosno jedna parametrizacija traktrise.

v) Skicirati traktrisu za t ∈ (0, π). Xta geometrijski predstav	a parametar t?

Neka je α kriva data svojom parametrizacijom α(t) = (e−5t cos 5t,−e−5t sin 5t, e−5t), t ∈ I.3.

a) Dokazati da je kriva α reparametrizacija konusnog heliksa zadatog standardnom parametrizacijom.
Skicirati krivu za t ∈ [−2π, 2π].

b) Odrediti Freneov reper, krivinu i torziju krive α.

v) Odrediti uglove koje zaklapaju tangenta, normala i binormala u proizvo	noj taqki krive sa
z−osom.

a) Dokazati da slika sferne krive konstantne krivine pripada krugu.4.

b) Slika prirodno parametrizovane krive krivine κ le�i na sferi polupreqnika r. Dokazati nejed-

nakost κ > 1

r
.

Izraziti [T ′′, N ′′, B′′] u terminima krivine, torzije, brzine krive α i �ihovih izvoda ako je regularna5.

kriva nenula krivine parametrizovana:

a) prirodnim parametrom;

b) proizvo	nim parametrom.

Neka je α : I → R3 parametrizovana regularna kriva (ne obavezno du�inom luka) za koju va�i κ(t) ̸= 0,6.

τ(t) ̸= 0, t ∈ I. Kriva α se naziva Bertranova kriva ako postoji kriva α : I → R3 takva da su normalne
linije za krive α i α jednake za svako t ∈ I (kriva α naziva se Bertranov pratilac krive α).

a) Dokazati da kru�ni heliks ima beskonaqno mnogo Bertranovih pratilaca, koji su tako�e kru�ni
heliksi.

b) Dokazati da je kriva α Bertranova ako i samo ako postoje nenula konstante A i B za koje va�i
Aκ(t) +Bτ(t) = 1, t ∈ I.

Data je kriva α svojom parametrizacijom7.

α(t) = (a cos t, ac cos t− bd sin t, ad cos t+ bc sin t), c2 + d2 = 1, a, b ∈ R, t ∈ R.

Dokazati da je kriva α elipsa i na�i jednaqine ravni i elipsoida u qijem preseku le�i trag krive α.

Odrediti krivu (do na izometriju prostora E2) qije su prirodne jednaqine (a > 0, s > 0 prirodni8.

parametar)  κ(s) =
1√
2as

,

τ(s) = 0.



Povrxi

Neka je M skup taqaka u prvom oktantu Oxyz koordinatnog sistema qije koordinate zadovo	avaju1.

xyz = a3, a > 0. Dokazati da je M regularna povrx i da zapremina tetraedra koji se dobija u pre-
seku koordinatnih osa i tangentne ravni u proizvo	noj taqki povrxi M konstantna.

Neka je α : I → R3 regularna prirodno parametrizovana kriva nenula krivine, s prirodni parametar i2.

B vektor binormale krive α. Data je povrx f(s, v) = α(s)+ vB(s), (s, v) ∈ I × (−ε; ε), ε > 0. Dokazati da
je f regularna parametrizovana povrx na kojoj je kriva α geodezijska, odrediti vektor normale i prvu
i drugu fundamentalnu formu.

Neka je f : U → R3 regularno parametrizovana povrx, gde je U = (a, b) × (c, d), a metrika je ds2 =3.

λ(u, v)(du2 + dv2).

a) Dokazati da je parametrizacija konformna, tj. da se quvaju uglovi na povrxi iz karte.

b) Ako je povrx minimalna, dokazati da je tada f harmonijsko preslikava�e (fuu + fvv = 0) i da su
sve taqke povrxi hiperboliqke.

v) Dokazati da pod uslovima dela b) u okolini svake taqke postoje dva normalna asimptotska pravca
koje polove glavni pravci.

Dato je preslikava�e f sfere bez polova S = {(x, y, z) ∈ R2 | x2 + y2 + z2 = 1, z2 ̸= 1 na va	ak V =4.

{(x, y, z) ∈ R2 | x2 + y2 = 1, |z| < 1} tako da je za svako X ∈ S prava Xf(X) seqe Oz osu i normalna je na
�u (taqke X i f(X) su sa iste strane ose Oz).

a) Dokazati da je f difeomorfizam koji quva povrxine, ali ne i uglove.

b) Konstruisati metriku sa "beskonaqno hladnim polovima" na sferi (ta metrika ima singularitete
u polovima) projektova�em cilindra opisanog oko sfere iz centra na sferu. Koja je Gausova
krivina sfere u ovoj metrici?

v) Dokazati da su rotacije oko z−ose izometrije sfere u odnosu na tu metriku, kao i u odnosu na
standardnu metriku nasle�enu iz R3.

Neka je gor�a polovina konusa data jednaqinom z2 = a(x2 + y2), a > 0, z > 0.5.

a) Na�i jednaqine loksodroma na konusu koje zaklapaju ugao α sa meridijanima.

b) Opisati geodezijske na konusu i skicirati neke od �ih.

v) Dokazati da za a = 3 nijedna geodezijska nema samopreseca�a, dok za a > 3 postoje geodezijske sa
samopreseca�em.

Povrx r = r(u, v) naziva se Liuvilova povrx ako je E = G = f + g, F = 0, pri qemu je f funkcija samo6.

po u i g funkcija samo po v.

a) Ako je γ(s) = r(u(s), v(s)) prirodno parametrizovana geodezijska linija na ovoj povrxi, dokazati
da je f sin2 θ− g cos2 θ = const, pri qemu je θ ugao izme�u geodezijske linije i u−parametarske krive
v = const.

b) Dokazati da su geodezijske na Liuvilovoj povrxi zadate jednaqinama
du√

f(u) + c
= ± dv√

g(v)− c
,

c = const.

Pseudosfera je povrx dobijena rotacijom traktrise oko z−ose.7.

a) Parametrizovati pseudosferu i dokazati da je regularna povrx.

b) Odrediti prvu i drugu fundamentalnu formu pseudosfere.

v) Odrediti Gausovu i sred�u krivinu pseudosfere.

g) Odrediti geodezijsku i normalnu krivinu koordinatnih linija pseudosfere. Koje su me�u �ima
glavne i asimptotske?

d) Dokazati da je pseudosfera, nakon odgovaraju�e reparametrizacije, lokalno izometriqna poluravni
Lobaqevskog.



Napomena. Na ovaj naqin je u euklidski prostor smexten samo deo oricikla oiviqen dvema pravama
pramena koji taj oricikl generixu. Nacrtajte tu oblast u poluravanskom i Poenkareovom modelu. Ceo
prostor Lobaqevskog ne mo�e se smestiti u euklidski prostor R3. Obrnuto je mogu�e jer se na orisferi
odigrava euklidska geometrija.

Dat je paraboloid jednaqinom z = x2 + y2.8.

a) Parametrizovati paraboloid kao rotacionu povrx i dokazati da je regularna povrx.

b) Odrediti prvu i drugu fundamentalnu formu paraboloida u ovoj parametrizaciji.

v) Odrediti Gausovu i sred�u krivinu paraboloida.

g) Da li je paraboloid lokalno izometriqan sferi?

d) Odrediti geodezijske i glavne linije na paraboloidu.

a) Ako je u taqki p povrxiK(p) ̸= 0, dokazati da va�i |K(p)| = lim
A→0

A′

A
, gde je A povrxina okoline V ⊂9.

r(U) taqke p, a A′ povrxina slike g(r−1(V )) parametrizacije te okoline Gausovim preslikava�em
g. Objasniti ovakvu interpretaciju krivine na primeru jediniqne sfere.

b) Neka je α(s) prirodno parametrizovana kriva koja pripada tragu povrxi r = r(u, v). Dokazati da
va�i n′ = −II(T, T )T − II(T, S)S, gde su n = n(s), T i S redom normalno vektorsko po	e povrxi,
tangentno vektorsko po	e i po	e unutrax�ih normala du� krive α.

Dat je poluravanski model geometrije Lobaqevskog L2 = {(u, v) ∈ R2 | v > 0} sa metrikom ds2 = du2+dv2

v2 .10.

a) Dokazati da je preslikava�e τλ(u, v) = (λu, λv) izometrija u poluravanskom modelu L2.

b) Koje je preslikava�e hiperboliqke ravni u pita�u?

v) Na�i rastoja�e izme�u pravih a : u2 + v2 = 1 i τλ(a). Kakav je me�usobni polo�aj ovih pravih?

a) Dokazati da je skup Mebijusovih transformacija Sl2(R) = {z = aω+b
cω+d | a, b, c, d ∈ R, ad − bc = 1},11.

ω = u+ iv, grupa globalnih izometrija ravni L2.

b) Na�i podgrupu onih izometrija koje ostav	aju invarijantnim krug u2 + (v − cosh 3)2 = sinh2 3.

Neka su z1, z2 ∈ L2 razliqite taqke i ω1, ω2 preseqne taqke hiperboliqke prave odre�ene taqkama z1, z212.

i realne ose. Dokazati da je hiperboliqko rastoja�e ρ(z1, z2) dato formulom ρ(z1, z2) = log r, gde je r
dvorazmera taqaka z1, z2, ω1, ω2, uzimaju�i ih u odgovaraju�em redosledu.

Dat je Poenkareov model geometrije Lobaqevskog D2 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} sa metrikom ds2 =13.

4(dx2+dy2)
(1−x2−y2)2 .

a) Odrediti hiperboliqko rastoja�e ρ izme�u taqaka (0, 0) i (a, 0), 0 < a < 1.

b) Odrediti jednaqinu kruga sa centrom u taqki (a, 0), 0 < a < 1, polupreqnika r.

v) Za datu taqku P u ovom modelu i pravu L koja je ne sadr�i, objasniti kako se raquna minimalno
rastoja�e taqke P oda prave L.


