IV. kétet 1. szdm 1994.

Hallhat6-e a dob alakja?
KURUSA ARPAD

A cimben felvetett kérdés nem vicc, de még csak nem is azt jelenti,
hogy itt valamiféle, a dobok gyartasardl szold téma kovetkezik.

Ebben a cikkben a matematika egy, a ,napokban” elért csics-
teljesitményérol lesz sz6. Igyeksziink megvilagitani a kérdést, amit most
mintegy 80 év utan sikerult megoldani,-és tovabbi adalékokkal is szolgalunk.
A figyelmes olvasé réérezhet, milyen tekervényesen fejlédik a matematika,
mikozben az is kideril, hogy bizonyos problémék megoldéddsa nemhogy
csokkentené a mivelhets, kutatni vald teriletet, hanem éppen ellenkezéleg,
4j teriileteket nyit meg.

Nézzik tehat a problémat!

1. A hir esete. Tekintsink egy két fix pont kozé kifeszitett damil
huart. A kérdéstink az, hogy milyen hangot ad, ha megpenditjik. A kozép-
iskolai fizikabdl tudjuk, hogy a rezgés a hur szabad rezgéseibdl fog osszete-
védni. A szabad rezgések frekvencidit nevezik rezonanciafrekvencidnak, igy
nekiink mindenekel6tt ezeket a frekvencidkat kell kiszamitanunk.

Legyen a htr egyik végpontja a nulla, a masik pedig v. Ekkor a hir rez-
gését egy r(t,s) figgvénnyel modellezhetjiik, amely azt mondja meg, hogy
egy t id6pillanatban a hir s pontja, persze 0 < s < v, milyen ,, magassagban”
van a hur eredeti allapotahoz képest.

Vilagos, hogy g—z-(t,s) az s feletti pont fliggdleges gyorsulasat adja.
Ennek aranyosnak kell lennie a pontra haté erével, amit viszont a damil
rugalmassaga folytan a szomszédos pontok fejtenek ki. Ez az eré aranyos
a damilnak az adott pontban valé megnyuilasaval, ami aranyos a g—jg(t, s)
fuggvénnyel. Tehat, valamilyen ¢ # 0 konstansra, amit a damil anyaga és
feszitettsége hataroz meg,
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1. abra
t = 0 pillanat balra, ¢ > 0 pillanat jobbra.

Tételezziik fel, hogy a hir w frekvencidji hangot ad. Ez azt jelenti, hogy az
r(t, s) fliggvény sin(tw)g(s) alaky, amit visszairva elébbi egyenletiinkbe, a

2 c’§(s) +w?g(s) = 0

egyenlethez jutunk. Szorozzuk meg ezt az egyenletet a g(s) fiiggvénnyel.
Akkor a baloldalon felismerjiik egy-egy szorzat derivaltjat, és egy konnyt
integralassal kapjuk, hogy

(3) 2%(s) +wig(s) = o?

valamely megfelel6 o konstansra. Ha két szam négyzetosszege egy, akkor
az egyik egy megfelel6 sz0g koszinusza, a masik pedig ugyanannak a szog-
nek a szinusza, ezért létezik olyan vy fiiggvény, melyre wg(s) = asiny(s),
és cg(s) = acosy(s). Derivilva az elst, wg(s) = acosy(s)y(s) adddik,
amit osszevetve a g(s) fliggvényre kapott maésik kifejezésiinkkel, lathatjuk,
hogy 7(s) = %. Ebbdl y(s) = s% + 6, valamely 6 konstansra. Tehét
g(s) = Zsin(s% + 6). Ugyanakkor g(0) = 0, és g(v) = 0, hiszen a hiir két
vége rogzitve van, amiért “* = 2km, ahol a k egész szdmot jelol. Ezzel
megkaptuk az Osszes lehetséges harmonikus (igy nevezik a tisztdn szinuszos
alaki rezgéseket) rezgés frekvencidjit:

_ 2kerm

(4) wg = kel

v

A fizikdbdl tudjuk, hogy minden rezgés ilyen harmonikus rezgések szu-

c s

gést csak idedlis esetben hallhatunk. Tehat ha megpenditjiik a hirt, akkor a
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keletkezé hangban minden harmonikus rezgés szerepelni fog, persze kiilon-
b6z erdsséggel. Marmost az emberi fiilnek megvan az a felbecsiilhetetlentil
jé tulajdonsaga, hogy az Osszetett hangokbdl is ki tudja vélogatni a harmo-
nikus hangokat — emiatt tudjuk a nagyzenekarokban egyszerre élvezni a
violin csengését (magas harmonikusok) és az tistdob diiborgését (mély har-
monikusok) —, vagyis aki a hir hangjat hallja, az tulajdonképpen az osszes
rezonanmafrekvenaat megismeri. Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy
Jképesek vagyunk hallani a hir hosszdt”,

abban az értelemben, hogy az elébbiek szerint a rezgésbdl megtudjuk az wy
értékeket, amibdl a v = 5% formuléval meghatarozhatjuk a hir hosszat.
Kevésbé képletesen szdlva, ez azt jelenti, hogy barmely két kiilonbozé hir
kiillonbozé hangot ad.

2. A dob esete. Természetesen vetédik fel most mar a kérdés, hogy ha
a hir alakjat, ami a hossza, meg tudjuk hallani, akkor vajon a dobok alakjat
meg tudjuk-e itélni a hangjuk alapjdn? Ez az a kérdés, amit a cikk cimében
is olvashatunk, és elészor M. Kac cikkében jelent meg [2]. Egy dob alakjan
annak a keretnek a formajat értjiik, amire a membran ki van feszitve, és nem
tekintjiik a dob testét, ami pedig jelentSsen befolydsolhatja a hangot. A mi
,absztrakt dobunk” egy tartomény a sikban, melynek belseje a membran,
hatara pedig a keret.

Ha véalaszolni akarunk a cimben felvetett kérdésre, akkor, ahogy a hur
esetében, itt is ki kellene szamolnunk az Osszes rezonanciafrekvenciat, és
azokbdl valahogyan meg kellene hatdroznunk az alakot. A (2) egyenlethez
analég moédon, most a

) # (250 + 5w +atg(en) =0

egyenlet adddik, ahol a g fiiggvény a T' C R? tartomanyon, ez most a dob,
van értelmezve, és e tartomany 0T hatdran, ez a keret, nulla, mivel a ke-
ret rogzitve van. Innentdl kezdve azonban komoly gondok adédnak, annak
ellenére, hogy az egyenlet rettent8en hasonlit a hir esetére.

Az elsé probléma az, hogy ezt az egyenletet roppant nehéz explicit
médon megoldani. Igazabdl a megoldds csak nagyon specidlis 7' tartoma-
nyokra ismert, ezért aztan a kovetkezd lehetSség ami felvetédik, az az, hogy
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az egyenlet megoldasa nélkiil prébaljuk meghatérozni a lehetséges w értéke-
ket.

Csakhogy, mar az is igen érdekes probléma, hogy vajon van-e olyan
w, amire nincsen megoldasa az egyenletnek! A mult szdzad egyik legna-
gyobb kérdése volt ez, amit e szdzad elejére sikerilt megoldani azzal, hogy
bebizonyitottdk, ha a T tartomany korlatos és zart, akkor azon w értékek
halmaza, amelyre (5) megoldhatd, egy wy, sorozat, amely a végtelenbe tart,
ha k — oco. Erdemes itt ragondolni egy plllanatra. hogy ez az eredmeny,
vagyis hogy a testek rezonanciafrekvenciéi egy diszkrét sorozatot alkotnak,
valéjaban mindennapos tapasztalatunk.

Bar ez az eredmény nagyon kevésnek tiinik a mi kérdésiinkre vonatko-
zdan, azért taldn azt sejteti, hogy akkor ezek az értékek nem hatarozhatjak
meg a 1" tartomdnyt, mert ,,ranézésre” jéval tobb tartomany létezik, mint
ahanyféle sorozat egyaltalin lehetséges. Csakhogy ez valéjéban nem igy
van, mert a két halmaz szdmossdga megegyezik!

Tovabb erdsiti a pozitiv eredménybe vetett bizalmat, hogy az wy soro-
zat valéban meghatdrozza a dob egy-két f& jellemz6jét.

H. A. Lorentz egy 1910-ben Gdttingenben tartott eldaddsdban hivta fel
a figyelmet egy bizonyos fizikai problémdabdl adédé sejtésére, mely szerint
ha N(w) jeloli azon wy értékek szdmat, melyre wy < w, akkor

(6) lim ]—V—(i)— = E:'

w—00 w 27["

ahol |T'| jelli a T' tartomaény teriiletét. A probléma olyan nehéznek latszott,
hogy Hilbert azt jésolta, (6) nem lesz bebizonyitva az & életében. Elég na-
gyot tévedett, mert egyik tanitvanya, H. Weyl két évvel késébb bebizonyi-
totta az egyenl6séget, és raadasul éppen az integrélegyenleteknek Hilbert
altal alig néhany éve kifejlesztett elméletével.

A kovetkez6 eredmény jéval késSbb sziiletett. 1954-ben A. Pleijel bizo-
nyitotta be, hogy

E:o g€k
(7) W e = b
2rt 427t

ahol |0T'| jeldli a T' tartomany keriiletét. A bizonyitas maga igen bonyolult,
és bizonyos specialis fliggvények vizsgalatara épiil.
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Mindent osszevetve, ez azt jelenti, hogy az wy sorozat meghatarozza a
dob teriiletét és a keriiletét. De az izoperimetrikus egyenlétlenség szerint
|0T|2 > 47|T|, és egyenl8ség akkor és csakis akkor 4ll fenn, ha a 7" tartomény
egy korlap. Ez tehdt azt bizonyitja, hogy

,a kor alakd dob hangjdt nem lehet osszetéveszteni”
egyetlen més dob hangjaval sem.

Természetesen, a kor felismerhetdsége igen messze van attol, hogy bar-
mely két dobot meg tudjunk kiilonboztetni, mégis hihetébbé teszi a dolgot.
Azonban ez a remény nagyon csalékanak bizonyult.

3. Altaldnositott dobok. A nehéz problémak ellen gyakran alkal-
mazott ,fegyver” a matematikusok kezében a feladat altaldnositdsa. Most
is ez vezetett célbal

Az altalanositas kiindulé pontja az, hogy a fs—z operator a (2) egyen-
letben és a :—:2 - 33—;5 operator az (5) egyenletben éppen a Laplace-operator
egy, illetve ketté dimenzidban. A mostantél L-lel jelolt Laplace-operator
minden dimenziéban, minden gorbén, feliileten stb. jol ismert a matema-
tikusok elétt, mivel ez a legegyszeriibb mozgasinvarians differencidlopera-
tor. Ez a tulajdonsig lényegében definidlja is az L Laplaceoperatort min-
den Riemann-sokasigon, ami alatt az olvasé nyugodtan gondolhat egysze-
rlien valamilyen feliiletdarabra, habar 1étezik pontos matematikai definicio
is (lasd differencidlgeometria). Eppen tgy, ahogy a kétdimenzids tarto-
manyok esetén, melyek szintén Riemann-sokasidgok, altaldban is be lehet
bizonyitani, hogy korlétos, zart Riemann-sokasagok esetén azon w értékek,
melyre a

(8) Ly +w?g=0

egyenlet, ahol g egy, a sokasagon értelmezett fiiggvény, megoldhato, egy wg
sorozatot képeznek, és limy_, oo wx = 00. Ezen sorozatot a Laplace-operator
vagy egyszeriien a Riemann-sokasdg spekirumdnak szokas nevezni, mivel a
Laplace-operatort a sokasdg meghatarozza. Eddig ugyan nem emlitettiik, de
most mar muszaj felhivni a figyelmet arra, hogy minden olyan w érték, amire
(8) megoldhaté, annyiszor van felsorolva a spektrumban, ahany linedrisan
fiiggetlen megoldasa van a vele alkotott (8) egyenletnek.

Ebben az Osszefiiggésben a mi kérdésiink igy hangzik: Adott két kor-
ldtos, zdrt Riemann-sokasdg, melyek spekiruma megegyezik. Igaz-e, hogy a



24 Kurusa Arpdd

két sokasdg s megegyezik? Ha két sokasdg spektruma megegyezik, akkor
azt mondjuk, hogy azok izospekirdl sokasdgok. Annak pontos matematikai
értelme, hogy mikor egyezik meg két Riemann-sokasdg, meglehetésen bo-
nyolult (lasd differencidlgeometria), de az olvasé nyugodtan gondolhat itt
az egybevagosagokra.

Az elsé bizonyitékot arra, hogy esetleg létezik két kiilonboz6 dob, ame-
lyek ugyanazon a hangon szélnak, J. Milnor taldlta 1964-ben. Milnor két
olyan kulonbozé 16 dimenzids ,, altalanositott dobot” mutatott, melyeknek
ugyanaz a spektrumuk. Mivel azonban ezek az izospektral sokasagok szerke-
zetileg a toruszra hasonlitottak (valjaban magasabb dimenzidju téruszok),
nem latszott igazan meggyo6z6nek, az eredeti, kétdimenzidés dobok esetére.

Ugyanakkor Milnor példaja elinditott egy folyamatot, ami a végs6 meg-
oldashoz vezetett. Japan, francia és amerikai matematikusok szinte felvaltva
mutattak egyre kisebb dimenzidju izospektral sokasdgokat, igaz, hogy ezek
szerkezete tovabbra is a toruszéhoz volt hasonld. Végiil azonban P. Brooks
és P. Buser el8allt két izospektral gorbiilt feltiletdarabbal, amelyek mar kettd
dimenzidsak. Visszatérve képletes fogalmazasunkhoz, két olyan kiilonb6z6
,harangot” mutattak, amelyek ugyanazon a hangon szdltak.

Kozben mas iranyu kutatasok is folytak. 1980-ban T. Sunada azt vizs-
galta, hogyan lehet Osszehasonlitani kilonboz6 ,,dobok” hangjat. Konkrét,
jol kezelhet6 algebrai feltételeket is taldlt, amibél P. Bérard egy mddszert
csindlt arra, hogyan lehet a (8) egyenlet vagy esetiinkben a (4) egyenlet va-
lamely sokasdgon 1étez6 megoldasat egy masik sokasdgon megkonstrudlni.
A moddszer meglehetés bonyolult, de a lényege mégis valami olyasmi, hogy
a ,dobot” feldaraboljuk, majd a darabokat djra Osszeragasztjuk, de most
masképpen, és ha a vigasok mentén a g megoldas sima marad, akkor az az
4j ,,dobon” is megoldast ad, ugyanazzal a frekvenciaval.

Végil 1992-ben a probléma megoldddott [3], [4]. Szabd Zoltan magyar,
illetve Carolyn Gordon, David Webb és Scott Wolpert amerikai matemati-
kusok is taldltak két nem egybevagd, de teljesen ugyanazon a hangon sz6l6
dobot. Szabd Zoltan dltalanosabbnak tetszé megoldasaval szemben az utdb-
biaknak ez a kovetkez6képpen sikertilt. Gordon egy geometriai konferencian
a Brooks—Buser , harangokrdl” beszélt, és torténetesen Wolpert is ott volt,
aki észrevette, hogy ezek a ,harangok” olyan szimmetriaval rendelkeznek,
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2. ébra
Izospektrdl dobok.

amelyek esetleg lehetévé teszik a sikba ,lapitasukat”. A Gordon-Webb ha-
zaspar ennek hatdsira hosszi napokig igyekezett a papirbol kivagott ha-
rangokat a sikba hajtogatni, mig végiil ritalaltak a két izospektral dobra,
amelyet a 2. dbran lathatunk.

Az6ta tovabbi azonosan szdlé dobokat is taldltak. Erdemes azonban
megjegyezni, hogy ezen dobok spektruma nem ismeretes, csak azt tudjuk,
hogy azok megegyeznek.

Ugy tiinik tehat, hogy a geometria egy nagy probléméja megoldédott,
azonban ltni kell, hogy ettl csak szaporodott a megvélaszolandé kérdések
szdma. A ma ismert Osszes példa-par példaul pontosan hét darabbdl van
osszerakva, amint az abran is lathatjuk, és csak példa-parok vannak. Vajon
més szamu darabokbdl is lehet izospektral dobokat konstrudlni? Van harom
1zospektral dob? A dob milyen tulajdonsigait hatdrozza meg a spektrum?
Es persze tovabbi kérdések tomegét kell még a jovében megvalaszolni.



26 Kurusa Arpdd

IRODALOM

(1] B. Cipra, You can’t hear the shape of a drum, Science, 255(1992), 1642-1643.

[2] M. Kac, Can you hear the shape of a drum?, Amer. Math. Monthly,
73/11(1960), 1-23.

[3] C. Gordon, Isospectral closed Riemannian manifolds which are not locally
isometric, Journal of Differential Geometry 37 (1993) 639-649.

[4] C. Gordon, One cannot hear the shape of a durm, Bulletin (new Series) of
the AMS, 27 (1992), 134-138.

Kurusa Arpdd, JATE Bolyai Intézet, Szeged, Aradi vértanik tere 1.



