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Harald Lowe

Statik von Fachwerken

Statische Berechnungen auch kleinerer so genannter ,,Fachwerke* fiihren bereits auf gro3ere lineare Gleichungs-
systeme, die den Nutzen des GauBalgorithmus belegen konnen und doch bereits in der Schule zugénglich sind.
Dariiber hinaus kénnen die auftretenden Systeme einerseits mit etwas Uberlegung erheblich reduziert und so
dem ,,héndischen Rechnen zugénglich gemacht werden; andererseits sind die Ergebnisse durch frei zugéngliche
Software oder relativ preisgiinstige Experimente iiberpriifbar. Aus der Mechanik bendtigt man wenig: der Kraft-
begriff, das Hebelgesetz und NEWTONS actio = reactio reichen aus. Insgesamt erhilt man mit wenig Aufwand ein
Beispiel fiir die mathematische Modellbildung.

1. Modellierung von Fachwerken

Ein Fachwerk besteht aus geraden Stdben, die an den Enden durch reibungsfreie Gelenke, den Knoten, verbun-
den sind, sowie aus Gelenklagern. Das folgende Bild zeigt ein Beispiel eines ebenen Fachwerks:

2 kN
I m
7777
2m 2m 2m

Jeder der Kreise steht dabei fiir ein (Dreh-)Gelenk. Die beiden Lager (linker und rechter unterer Knoten) verste-
hen sich wie folgt:

Festes Gelenklager: Sowohl in x- als Bewegliches Gelenklager: In x-Richtung
r&v auch in y-Richtung nicht beweglich. P m—— frei beweglich, in y-Richtung fest.

Fiir rdumliche Fachwerke gibt es entsprechend mehr Arten von Gelenklagern, je nachdem, ob diese in keiner,
einer oder zwei Richtungen frei beweglich sind.

Weiterhin sind in obigem Bild sdmtliche angreifende Kréfte samt ihrer Richtung eingezeichnet: Eine nach unten
wirkende Kraft von 2 kN (Kilo-Newton) am mittleren oberen Knoten, eine weitere am oberen rechten Knoten,
die mit 1 kN nach links schiebt. Weitere dullere Kréfte als die notierten gibt es nicht.

Die Aufgabe des Ingenieurs besteht in der Berechnung der in den Stiben wirkenden Krifte. Zur Modellbildung
nehmen wir dabei folgende Vereinfachungen an:

1. Die Stibe sind masselos bzw. die durch die Masse der Stdbe hervorgerufenen Krifte konnen gegen die
duBeren Krifte vernachléssigt werden.

2. Die Knoten sind reibungsfreie Gelenke, d. h. die durch die Reibungskrifte hervorgerufenen ortlichen
Storungen haben keinen Einfluss auf das globale Trageverhalten des Fachwerks.

3. Die dufleren Kriéfte (,,Lasten®) greifen nur an den Knoten an, d. h. wir vernachlissigen andere Kréfte
oder ersetzen diese durch statisch gleichwertige Kréfte an benachbarten Knoten.

4. Die Lasten verursachen nur Lingskrifte in den Stiben; von Querkrdften und Biegemomenten sehen
wir ab.

Wie aber geht der Ingenieur zur Bestimmung der ,,Stabkrifte* vor? Dies ist erstaunlich einfach: Wenn man das
Fachwerk wie angegeben belastet, so wird dieses sich leicht verformen, wenn Stébe, Gelenke und Lager ausrei-
chend stabil ausgefiihrt sind. Wir ignorieren diese Verformung und nehmen an, dass das Bild ein sich im Gleich-
gewicht befindliches Fachwerk zeigt. Insbesondere soll sich kein Teil des Fachwerks mehr bewegen! Durch
Ausnutzen etlicher Gleichgewichtsbedingungen werden dann (hoffentlich) die durch die Lasten hervorgerufenen
Stab- und Lagerkrifte zugénglich.
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2. Das Freikorperbild

Wir stellen uns einen Menschen vor, der mit einer Kraft von 250 N an
einer Kette zieht, die durch eine Wand gefiihrt wird. Durch diese
Wand kann unser Mensch nicht sehen; er stellt lediglich fest, dass die
Kette sich um keinen Millimeter bewegt. Wie aber sieht es nun hinter
der Wand aus? Zieht ein heimtiickischer Gegeniiber ebenfalls mit
einer Kraft von 250 N an der Kette? Oder ist die Kette dort an einem
Pflock festgelegt und bewegt sich deshalb nicht?

Die beiden Moglichkeiten sind nicht zu unterscheiden — und eben dies
konstatiert das NEWTONsche Axiom ,,actio = reactio“: Wenn die Kette
mit einer Kraft von 250 N an einem Pflock zieht, so zieht der (hier als
unbeweglich gedachte) Pflock mit 250 N zuriick.

10004)0)

Bei einem Fachwerk ist die Angelegenheit &hnlich: Wenn das Fach-
werk mit einer bestimmten Kraft auf ein Lager driickt, dann driickt
das Lager mit einer gleich groflen Kraft in entgegengesetzter Richtung
zuriick. Es spielt wie oben keine Rolle, ob diese ,,Lagerreaktionskraft*
wirklich durch ein Lager hervorgerufen wird, oder als duflere Kraft auf das Fachwerk wirkt. Genau diesen Sach-
verhalt nutzt man aus:

Das Freikorperbild eines Fachwerks entsteht durch das Ersetzen der Lager durch die (leider noch unbe-
kannten) Lagerreaktionskrifte, die dann als duflere Krifte anzusehen sind. Das Ersetzen der Lager wird
auch als Freischneiden bezeichnet.

Fiir unser Beispiel-Fachwerk erhilt man das folgende Freikorperbild:

)Lz kN
1 kN

A B
Y y
Das linke, feste Lager wird durch die horizontale und die vertikale Komponente A, und A der Lagerreaktions-
kraft ersetzt. Beide Komponenten sind unbekannt und werden aus traditionellen Griinden mit der angegebenen
Richtung eingezeichnet. Sollte eine Richtung falsch sein, so wird die Rechnung einen negativen Wert fiir die

Kraft ergeben. Da das rechte Lager in x-Richtung frei beweglich ist, besitzt die zugehorige Lagerreaktionskraft B
nur eine vertikale Komponente.

3. Das Gleichungssystem eines Fachwerks

Im Allgemeinen sind die Stibe eines unbelasteten Fachwerks ebenfalls unbelastet. Durch die &dufleren Kréfte
verformt sich das Fachwerk (allerdings nach unserer Modellierung nur so wenig, dass die hervorgerufenen Ver-
schiebungen vernachléssigt werden kdnnen). Hierdurch werden die Stibe auf Zug oder auf Druck belastet.

O O Nochmals nach dem Prinzip ,,actio = reactio wird ein auf Zug belasteter Stab auf
seine beiden Knoten eine Reaktionskraft gleicher GroB3e in Richtung Stabmitte
ausiiben. Driickt man den Stab dagegen leicht zusammen, so wird er sich auszu-
dehnen versuchen und hierdurch auf seine Knoten ,.driicken”. Diese Reaktions-
O< >0 kréfte, die als Stabkréfte bezeichnet werden, greifen nun an beiden Knoten des
Druckstab Stabes an und sind in Richtung des Stabes, aber entgegengesetzt gerichtet.
Wir merken an, dass ein Druckstab stabiler als ein Zugstab ausgefiihrt sein muss: Einen diinnen Plastikstab kann
man zwar kaum auseinander reiflen, desto leichter aber kann man ihn knicken. Somit konnen wir durch die stati-
sche Berechnung eines Fachwerks nicht nur die unterschiedliche Belastung der einzelnen Stibe bestimmen,
sondern durch die wesentlich diinnere Ausfiithrung von Zugstében auch noch Material sparen.

Zugstab
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Insgesamt wirken folgende Krifte auf einen Knoten:

e Die eventuell an diesem Knoten angreifenden dufleren Krifte F, F; usw.

e Die Lagerreaktionskrifte Ay, Ay, B, usw., wenn der Knoten zu dem betreffenden Lager gehort.

e Die Stabkrifte S; der Stébe i, die in dem betrachteten Knoten enden.
Damit kénnen wir jeden Knoten freischneiden, indem wir die Stédbe durch die Stabkrifte ersetzen. Hierbei wer-
den traditionell die ja noch unbekannten Stabkrifte so gerichtet, als wire der Stab ein Zugstab. Fiir einen Druck-
stab erhélt man dann negative Stabkréfte. In unserem Beispiel sieht das so aus:

2 kN

VAV

Da sich die Knoten im Fachwerk nicht bewegen, miissen sich die jeweils angreifenden Krifte genau ausgleichen.
Dies kann man einfach mit jeweils einer Vektorgleichung beschreiben. Unter Beachtung der Malle (die waage-
rechten Stdbe sind 2 m lang und die Hohe des Fachwerks betrdgt 1 m) erhalten wir in Knoten A:

o5 a2 (h -0
Si-| |[+S;- =

V2/2) (Ay) 0
Die Gleichung fiir Knoten F lautet:

1 272 V272 0 0
SS : + S S S 0" + =
0 272 ~2/2) (=2kN) {0
Diese Vektorgleichungen lassen sich zu einem einzigen linearen Gleichungssystem zusammenfassen. Dazu tei-

len wir die an einem Knoten angreifenden Kréfte nochmals in eine horizontale und eine vertikale Komponente
auf und erhalten so zwei Gleichungen je Knoten. In Matrixschreibweise liest sich das so:

. .. LW . . . .10 S, 0
0 . . . . LW . . . .01 S, 0
-1 —w . . . . . .. .0 S, 0
0 w . S, 0
-1 -w W Ss 0
0 0 w W ) Se 0
-1 -w W S, 0 .

0 0 . woow s, [Tlo| ™ Y=g
I -w w S, 0
0 -w —-w ) Sio 0
-1 -w W S 0
0 0 . . -W —W A 2
w -1 . . . . . -W A 1
-w 0 . . . . . -W B, 0

Zur einfacheren Lesbarkeit wurden hierbei etliche Nullen durch ,, . “ ersetzt. Die ersten beiden Zeilen der Mat-

rix beschreiben die Gleichgewichtsbedingung im Knoten A, die nichsten beiden die in Knoten B usf. Nach Auf-
stellen des Gleichungssystems erhilt man die Losung durch Einsatz des GAUBalgorithmus:

Sl:l Sz:é S3:§ S4:_ﬂ Ssz_§ 86:_1 S7:_ﬂ
6 2 6 6 3 3 6
V2o T2 SN2 s2 0, T S
6 6 6 6 6 6
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Damit sind die Stébe 4, 5, 6, 7, 9 und 10 als Druckstibe enttarnt und miissen bei der vorgegebenen Belastung
stabiler als die anderen Stibe ausgelegt werden. Am stirksten ist dabei der 5. Stab mit 2,7 kN belastet.

Selbst ein recht einfaches Fachwerk fiihrt daher auf ein nicht ganz angenehmes Gleichungssystem, und selbst mit
Rechnerunterstiitzung fragt man sich, ob man dieses auch richtig eingetippt hat. Gliicklicherweise gibt es im
Internet etliche Tools zur graphischen Eingabe von Fachwerken, die das zugehorige Gleichungssystem selbst
aufstellen und in Windeseile l6sen. Zu Anfang kann ich ein Online-Tool empfehlen, das Sie finden unter

www.dankertdankert.de oder www.tm-aktuell.de

Aufgabe 1:
Bestimmen Sie die Lagerreaktions- und
Stab kréfte im skizzierten Kranausleger.

4. Statisch bestimmte und unbestimmte Fachwerke

Bisher konnten wir immer das Gleichungssystem eines Fachwerks eindeutig nach den Stab- und Lagerreaktions-
kriften auflésen, d. h. die ,,inneren Kréfte” ergaben sich allein aus den Gleichgewichtsbedingungen (der Statik).
Solche Fachwerke wollen wir statisch bestimmt nennen. Natiirlich stellt sich die Frage, ob es nicht allzu kiinst-
lich konstruierte Fachwerke gibt, die statisch unbestimmt sind. Aus der Theorie der Gleichungssysteme wissen
wir, dass es dann entweder iiberhaupt keine oder unendlich viele Losungen des zugehdrigen Gleichungssystems
geben muss.

Eine notwendige Bedingung fiir die eindeutige Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems ist die Gleichheit
der Anzahlen von Gleichungen und Verdnderlichen. Zéhlen wir daher diese fiir ebene Fachwerke durch: Je Kno-
ten gibt es zwei Gleichungen, ndmlich eine horizontale und eine vertikale Gleichgewichtsbedingung. Die Unbe-
kannten sind die Stabkréfte (von denen es so viele wie Stébe gibt) und die Lagerreaktionskrifte. Damit erhalten
wir als notwendige Bedingung fiir die statische Bestimmtheit eines ebenen Fachwerks

2 x (Anzahl der Knoten) = (Anzahl der Stibe) + (Anzahl der Lagerreaktionskrifte)

Aufgabe 2: Wie lautet die entsprechende Bedingung fiir ein rdumliches Fachwerk?

Beispiele fiir statisch unbestimmte Fachwerke, deren Gleichungssysteme un-

endlich viele Losungen besitzen, sind relativ rasch gefunden. So handelt es sich H
bei dem rechts gezeigten Fachwerk um einen eingespannten Stab — und solange

wir nicht wissen, ob der Stab auf Zug oder auf Druck eingespannt ist, kdnnen

wir die Stabkraft auch nicht ermitteln! Da das Fachwerk 2 Knoten (also vier Gleichungen) und einen Stab sowie
vier Lagerreaktionskréfte besitzt, ist tatsachlich unsere notwendige Bedingung verletzt.

Das Gleichungssystem des rechts zu sehenden Fach-
werks lautet F— =)

0) (F) (0 —
+ _ 7
A, 0 0
und ist damit fiir F # 0 unldsbar. Auch hier ist die notwendige Bedingung verletzt, da der Knoten zwei Gleichun-

gen liefert, denen jedoch nur eine Unbekannte (die Lagerreaktionskraft) gegeniibersteht. Der Grund fiir die
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Unlosbarkeit: Da das Lager zur Last F keine Gegen-
kraft aufbringen kann, befindet sich das Fachwerk 0O 0
unabhingig von der Gro3e der inneren Kréfte nicht im
Gleichgewicht. Derart instabile Fachwerke werden
auch als kinematisch unbestimmt bezeichnet. Als wei-
teres Beispiel mag der gezeigte instabile Rahmen die-
nen.

Aber es geht auch tiickischer! Betrachtet man einen

eingespannten Stab mit einem zusétzlichen Gelenk und /—é% &

der gezeigten Belastung, so ist mit 6 Gleichungen (3

Knoten) und 6 Unbekannten (4 Lagerreaktionskrifte

und 2 Stabkrifte) die notwendige Bedingung erfiillt.

Trotzdem ist das Fachwerk kinematisch unbestimmt,

da es in Knoten B keine zur Kraft F entgegengesetzte

Stab- oder Lagerreaktionskraft gibt; allerdings ist die

durch F hervorgerufene Verschiebung des Knotens B

nur eine ,,infinitesimale”. Die Unldsbarkeit wird be- 5

reits durch die Gleichung des Knotens B belegt: 1
-S,+8,=0 /_&)

0=F

w O<—m
[\ ]
@]

Im Folgenden werden wir nur statisch bestimmte
Fachwerke betrachten.

5. Vereinfachungen

In Abschnitt 3 haben wir gesehen, dass schon kleine Fachwerke auf recht wiiste Gleichungssysteme fiihren.
Gliicklicherweise kennt der Statiker etliche Kniffe, die den Rechenaufwand erheblich reduzieren.

Ein erster Schritt — nach dem Erstellen des Freikdrperbildes — ist das Erkennen von Nullstiben, das heifit von
Stében, deren Stabkraft Null ist. In der Konstruktion dienen Nullstébe der Versteifung von Fachwerken. Beach-

ten sollte man, dass die Eigenschaft ,Nullstab sein®
von den duBleren Kriften abhingt! Um dies einzusehen
vergleiche man das unbelastete Fachwerk (in dem
jeder Stab ein Nullstab ist) mit dem belasteten. —304

Im Fachwerk der 1. Aufgabe ist Stab 1 ein Nullstab:
Knoten A befindet sich im Gleichgewicht, und so muss 1
die Summe aller angreifenden vertikalen Kréfte Null
ergeben. Da S, die einzige derartige Kraft ist, erhalten

wir die Behauptung. .
2,9m

Fasst man Krifte als Vektoren auf, so lasst sich das eben genannte Argument zu drei Regeln systematisieren
(und man hat noch den Begriff der linearen Unabhéangigkeit wiederholt):

Regel 1: Vorgelegt sei ein Knoten mit genau zwei angeschlossenen
Stiben, die in unterschiedlichen Richtungen liegen. Ist der Knoten un-

belastet (d. h. wirkt weder eine duflere noch eine Lagerreaktionskraft 1 A
auf ihn), so sind beide Stdbe Nullstdbe. Solche Knoten bezeichnet der o

Statiker als ,,unbelastete Zweischldge®. Die Begriindung ist recht ein-

fach: Die beiden Richtungsvektorent, undt, der Stibe 1 und 2 sind \
linear unabhéngig; die Linearkombination S,-T,+S,-T, soll ver-

schwinden (Kréftegleichgewicht), was nur fiirS, =S, = 0 angeht.
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Regel 2: Vorgelegt sei ein Knoten A mit genau drei angeschlossenen
Stidben, von denen zwei die gleiche, der dritte dagegen eine andere |
Richtung haben. Ist der Knoten unbelastet, so ist der dritte Stab ein
Nullstab. Im Beispiel ist daher Stab 3 ein Nullstab. Zur Begriindung
beachten wir, dass fiir die Richtungsvektoren der beiden ersten Stdbe

— w0 >

T, = -, gilt. Fiir Knoten A ergeben sich aus (S, —S,) T, +S, - T, = 0 die

Beziehungen S, =S, und S, =0, dat, und T, linear unabhingig sind.

Regel 3: Vorgelegt sei ein Knoten mit genau zwei angeschlossenen
Stiben, die in unterschiedlichen Richtungen liegen. Ist der Knoten be- F
lastet und greift die (resultierende) Kraft in Richtung des einen Stabs

an, so ist der andere Stab ein Nullstab. Im gezeichneten Beispiel ist also

Stab 1 ein Nullstab, da F in Richtung von 2 angreift. Im oben beschrie- A
benen Beispiel eines Kranauslegers haben wir diese Regel zum Nach- |
weis verwendet, dass Stab 1 ein Nullstab ist. /

i "W A W WP N

-_—2

Aufgabe 3: Weisen Sie Regel 3 nach.

Nullstdbe kann man aus dem belasteten Fachwerk zur weiteren Rechnung entfernen (besser: mit 0 markieren,
denn aus der Konstruktion sollte man diese nicht entfernen) und anschliefend versuchen, durch erneutes An-
wenden der Regeln 1 bis 3 weitere Nullstébe ausfindig zu machen.

gl zﬁﬁﬁ Jﬁ
5 —

a: Fachwerk b: Freikorperbild c¢: Zwei Nullstdbe entfernt d: Abschluss

Zu dem gezeigten Fachwerk (Bildteil a) zeichnen wir zunichst das Freikorperbild (Bildteil b). Betrachten von
Knoten A zeigt, dass die mit 1 und 2 bezeichneten Stéibe Nullstdbe sind (Regel 1) und daher entfernt werden
konnen (Bildteil c¢). Erneut konnen wir Regel 1, diesmal auf Knoten B, anwenden: Auch die Stibe 3 und 4 sind
unbelastet. Nach deren Entfernung (Bildteil d) sehen wir durch Anwenden der dritten Regel, dass Stab 5 eben-
falls ein Nullstab ist.

Aufgabe 4: Ermitteln Sie in den folgenden Fachwerken die Nullstébe.

2F
lF
oY F
M M
F
mrr7 rrrm
rrrr

Als zweite Vereinfachung bietet sich an, die Lagerreaktionskréfte vorab zu bestimmen. Hierzu sehen wir — nach-
dem wir das Freikorperbild erstellt haben — das gesamte Fachwerk als starren Korper an. Da sich dieser Korper
im Gleichgewicht befindet, miissen die Summen der x- bzw. der y-Komponenten aller angreifenden Krifte ver-
schwinden. Denn wire etwa die Summe der x-Komponenten von 0 verschieden, so wiirde sich das Fachwerk
horizontal bewegen. Diese beiden Gleichungen reichen natiirlich nicht aus, die drei oder mehr Lagerreaktions-
kriifte zu berechnen, so dass wir noch eine weitere Uberlegung ins Spiel bringen miissen: Da sich das Fachwerk
nicht um einen seiner Knoten dreht, miissen sich die durch die angreifenden Kréfte hervorgerufenen Momente an
jedem seiner Knoten die Waage halten. Diese Momente werden (wie von den Hebelgesetzen eigentlich bekannt)
aus dem Produkt von Hebelarm mit der hierzu senkrechten Komponente der Kraft errechnet. Fiir den ebenen Fall
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spendiert man noch ein negatives Vorzeichen fiir eine rechtsdrehende und ein positives fiir ein linksdrehendes
Moment.

Im Bild greift die Kraft F am Punkt A an. Wir wollen
das von F im Punkt P hervorgerufene Moment be-
stimmen. Der Hebelarm ist dabei die Strecke AP, die
die Lange a besitzt. Die senkrecht zu AP stehende
Komponente von F bezeichnen wir mit F'und erhal-
ten als Moment

|
|
|
|
|
|
|
|
I

M=a-F'=a'"F,
da es sich um eine Linksdrehung handelt. Beachten Fachwerk
Sie, dass F lidngs seiner ,,Wirkungslinie* (also in
a' 1

Richtung des Kraftpfeils) verschoben werden darf,
ohne dass sich das Moment &ndert.

Aufgabe 5: Warum darf man fiir die Berechnung eines Moments die Kraft langs ihrer Wirklinie ver-
schieben?

Exemplarisch demonstrieren wir die Leistungsfahigkeit dieser Vereinfachungen anhand des in Aufgabe 1 bereits
behandelten Kranauslegers: Wir hatten oben bereits Stab 1 als Nullstab enttarnt. Die Bedingung fiir das horizon-
tale und vertikale Gleichgewicht des Auslegers insgesamt fiihrt nun auf die Gleichungen:

A +B =0
-B, ~1,0kN =0
Weiterhin bestimmen wir das Gesamtmoment aller L 115m
Krifte im Knoten B und erhalten ] N
A, x2,9m—1x11,5kNm = 0kNm. 60,00
Insgesamt ergibt sich 1 5
A, =23kN, B =-23kN, B, =-10kN. e i

Aus der Gleichgewichtsbedingung in Knoten A folgt %&?—2
S, =-2,3kN. Wir fiihren ein neues Koordinatensys- 2l

tem mit Ursprung C so ein, dass Stab 3 die x- und
Stab 5 die y-Achse ist. Dann erhalten wir als vektorielle Gleichgewichtsbedingung in diesem Knoten

(—cos(30°)j [83j (2,0) [33j (0]
S,-| . + = + = |,
sin(30°) S, -1,2) (S, 0

erkennen S, =-2,0kN, S, =1,2kNund lernen gleich noch zu schitzen, dass wir Koordinatensysteme recht frei

wihlen diirfen. Zur Bestimmung der letzten Grofle S, dient die horizontale Kréftebilanz in Knoten D:
0=-S,-S,-cos(30°) =-S, + 1, 7kN,

alsoS, =1,7kN. Man vergleiche die Miihen dieses Rechenwegs mit dem Aufwand, den wir bei Aufgabe 1 noch

haben betreiben miissen — offenbar lohnt sich Denken auch dann, wenn der Rechner viel Arbeit abnimmt.

Aufgabe 6: Ermitteln Sie die Lagerreaktionskréfte in den beiden folgenden Fachwerken.
iF F
6m
\LF
!

——4m————4m———4m-—= = 6m s 6m -
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6. Der RITTERschnitt

Die letzte Zutat fiir ein erfolgreiches Berechnen von Fachwerken ist das RITTERsche Schnittverfahren, das nach
dem Mechaniker und Astrophysiker GEORG DIETRICH AUGUST RITTER (1826—1908) benannt wurde. Sicherlich
interessiert es den Leser noch zu erfahren, dass Ritter auch Griindungsmitglied der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung war — kein Wunder, wurde doch zu damaligen Zeiten die Mechanik hiufig als Teil der Mathematik
gesehen.

Die Grundlage fiir das Schnittverfahren ist unmit-

telbar einleuchtend: Wenn man einen Stab durch F Stab-
die beiden entsprechenden Stabkriifte ersetzt kraft S
(Bild rechts), so befindet sich das Fachwerk nach \LF

wie vor in Ruhe. Der Vorteil? Nun, man hat den &

Stab durch zwei (gleich grofle, entgegengesetzt 7Ty
gerichtete) duflere Krifte ersetzt. Und wie wir in

Abschnitt 5. gesehen haben, sind &uBere Kréfte F

manchmal etwas einfacher zu berechnen. Auf3er- S
dem will man manchmal nicht alle Stabkrifte \l/F S
berechnen, so dass ein solches Verfahren durch- g
aus Arbeit sparen kann.

RITTERs Idee war nun, mit einem Schnitt durch

drei Stabe das Fachwerk in zwei Teile zu zerlegen. Nach dem Ersetzen der Stibe durch die jeweiligen Stabkrifte
sind dann beide Teile des Fachwerks in Ruhe und wir koénnen wieder per Gleichgewichts- und
Momentenbedingungen die Angelegenheit in den Griff bekommen. Damit die beiden Teile des Fachwerks nicht
entartet sind, miissen wir noch eine kleine Vorsichtsmafinahme ergreifen: Die drei ausgewéhlten Stdbe diirfen
nicht durch den gleichen Knoten gehen.

Dieses elegante Verfahren erproben wir gleich bei F
dem nebenstehenden Fachwerk. Im oberen Teil I I il\f

v
sind die notwendigen Daten angegeben, wobei wir T
diesmal die Punkte mit romischen Zahlen numme- a 5
riert haben. Im unteren Bild haben wir bereits er-  { g n\l/,, ] \n | o
kannt, dass Stibe 4, 5 (Regel 1 bei V), 8, 12 (Regel ° VI VI v
3 bei I bzw. VII) und 10 (Regel 2 bei III) Nullstdbe
sind und diese gestrichelt gezeichnet. Natiirlich ist
die horizontale Komponente der Lagerreaktions-
kraft I gleich 0; die beiden y-Komponenten erhalt
man durch die vertikale Gleichgewichtsbedingung
und die Momentengleichung in Knoten VII. Der
RITTERschnitt durch die Stidbe 3, 7 und 11 ist be-
reits ausgefiihrt: Das Fachwerk ist durch das Zer- F/3 Ritterschnitt 2F/3
schneiden der grauen Stibe in zwei Teile zerfallen.
Wir stellen zunéchst die Momentengleichungen fiir
den linken Teil in Knoten VIII und fiir den rechten Teil in Knoten IV auf und erhalten —a-S, —2a-F/3 =0 bzw.

S, =—2F/3sowie2a-2F/3—-a-S, =0, alsoS, =4F/3. Da das linke Fachwerkteil sich horizontal im Gleich-
gewicht befindet, erhalten wir nochS§, = —/5-F/3. Hieraus schlieBen wir S, =—F /3 (Gleichung Knoten I),

S, =S, = —2F/3 (Knoten IIT) und daher S, =+4/S; +S; =5-F/3 (Knoten II). Im rechten Teil erkennen wir

S, =S, =4F/3 (Knoten VII) und S, =—/(2F/3)’ +S; = 25-F/3 (Knoten VI). Damit haben wir alle Stab-
kréfte ohne grofle Miihe berechnet.
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Aufgabe 7: Ermitteln Sie die Krifte in dem folgenden Fachwerk.
F

4m 4m 4m | 4m

7. Schlussbemerkung

Bei unserer kleinen Exkursion in die Welt der Statik hat sich die lineare Algebra wieder einmal als ein Funda-
ment der Anwendung von Mathematik auf praxisrelevante Probleme erwiesen. Insbesondere Theorie und Lo6-
sungsverfahren auch grof3er linearer Gleichungssysteme, die einfache Vektorrechnung und der Begriff der linea-
ren Unabhingigkeit sind fiir einen Ingenieur oder Naturwissenschaftler nicht wegzudenkendes Grundlagenwis-
sen. Umso bedauerlicher ist das Verschwinden des GAUBalgorithmus vom Lehrplan der meisten Bundesldander
sowie zu fortschreitende Entfernung der Geometrie aus dem Schulunterricht. Diese Entscheidungen sollten gera-
de mit Blick auf die Studierféhigkeit in den MINT-Fachern iiberdacht werden.

Anhang: Losungen der Aufgaben

Losung Aufgabe 1: Zunichst fertigen wir ein Freikorperbild an. Die Lagerreaktionskrifte bezeichnen wir mit
A,, B, und B, . Anschliefend legen wir den Ursprung des Koordinatensystems in den Punkt A und erhalten:

0,0 0,0 2,9 11,5
A: B: C: D:
(o,oj (s,oj [o,oj ( 5,0] 1LOKN

Damit ergeben sich folgende Gleichungen in den Knoten:

1 0 1 0
A - +S,- +8S, - =
0 1 0 0
1 0 0 1 0,50 0
B, - +B, - +S, - +8, - +8S; - =
0 Y -1 -1 0 -0,87 0
0 0,87 -0,50 0
S, - +S,- +S; - =
-1 0,50 0,87 0
-0,87 -1 0
S; - +S, - =
-0,50 0 1
Die Einheitsvektoren der Richtungen der Stabkréfte erhdlt man sowohl aus den Koordinaten der Punkte A bis D

als auch durch Betrachtung von Winkeln: cos(30°) = sin(60°) = J3/2~0,87 und sin(30°) = cos(60°) = 0,5. In
Matrixschreibweise liest sich das Gleichungssystem so:
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0,00 100 . . . 1,00 S, 0,0
1,00 0,00 . . 0,00 S, | 0,0
0,00 . . 1,00 0,50 . 1,00 0,00||S, | |0,0
~1,00 . 0,00 -0,87 . 0,00 -100|[S, | [0,0
1,00 0,87 .  -0,50 1S, | 7]0,0

0,00 0,50 . 0,87 A | |00

~0,87 —1,00 B, | |0,0

~0,50 0,00 B, ] (1,0

Die Losung des Gleichungssystems (in kN):
2,3 kN

81:0,0 82:—2,3 S3:—2,0 S4:l,7 S5:
1,2

Ay=23 B,=-23 B,=-1,0

Damit erhalten wir das nebenstehende Bild. 2,3 kN

Druckstab

Losung Aufgabe 2: Bei einem rdumlichen Fachwerk liefert jeder Knoten drei Gleichgewichtsbedingungen. Die

gesuchte notwendige Bedingung lautet daher:

3 x (Anzahl der Knoten) = (Anzahl der Stidbe) + (Anzahl der Lagerreaktionskrifte)

Losung Aufgabe 3: Legen wir ein Koordinaten- F
system mit Richtung 2 als y-Achse fest, so lautet

- (0
die duflere KraftF =(Fj als duflere Kraft und die
- 0 1 2
StabkraftS, =S, [ J, wobei wir auf die Orientie- / |
N N N N

rung der Krifte keinerlei Riicksicht nehmen.

~ u
Nach Voraussetzung gilt fiir die zweite StabkraftS, =S, [ j mitu # 0. Die Gleichgewichtsbedingung
\

o) (s 2o (1)

zeigt das Verschwinden vonS, .

Losung Aufgabe 4: Die Nullstdbe sind jeweils grau gefarbt und mit ,,0“ bezeichnet, die verwendete Regel wur-

de an dem entsprechenden Knoten notiert. Beim letzten Fachwerk sind zwei Schritte notig.

2 x Regel 3
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Fiir das letzte Fachwerk muss man etwas mehr arbeiten: Nach Erstellen des Freikorperbildes wenden wir die
dritte Regel jeweils auf Knoten A und B sowie Regel 2 auf Knoten C an. Dies liefert drei Nullstdbe im ersten
Schritt.

Freikérperbild Schritt |

Anschlielend erkennen wir D als unbelasteten Zweischlag (der Nullstab zihlt ja nicht mit). Damit haben wir die
mit ,,Schritt 2 bezeichnete Situation erreicht. Anwenden der dritten Regel bei Knoten E zeigt, dass auch Stab a
ein Nullstab ist. Lasst man auch diesen weg, so bleibt in Knoten G nur ein unbelasteter Zweischlag tibrig, und
Regel 1 liefert nun das Endbild.

Schritt 2 Schritt 3

Losung Aufgabe 5: Verlingern wir F zu cF mit
geeignetem c, so entsteht das in der Skizze gezeigte
rechtwinklige Dreieck. Wir iiberlegen uns, dass
dann cF'die Hohe dieses Dreiecks ist. Den doppel-
ten Flacheninhalt des Dreiecks kann man nun auf
zwel Arten ausdriicken: a-(cF')=a'"(cF). Hieraus

erhidlt mana-F'=a"F; die Kraft F darf daher tat-
séchlich langs ihrer Wirklinie verschoben werden.

Losung Aufgabe 6: Wir erstellen zunéchst Frei-
korperbilder (vgl. Bild rechts). Im linken Fachwerk
ergeben die Gleichgewichtsbedingungen und die
Momentengleichung (Knoten C)

B =0
Ay+By =F
—Ay><4m+By><8rn:0 - 4m-==4m == 4m -

und damitist A, =2F/3,B, =0,B =F/3.

Im rechten Fachwerk gilt A =0sowie A +B, =3F. Um die Momentengleichung im Knoten A aufzustellen,

1/5

beachten wir, dass n =
[—2 /N5

J auf der Geraden AC senkrecht steht und dass der Abstand zwischen A und C

gerade 3J5m betragt. Damit lautet die gesuchte Gleichung

o=—{%FJ-aﬁm)—(%FJmﬁmnBy-12m:By 12m-F-18m.
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(Alternativ und wesentlich einfacher erhalten wir diese Gleichung, wenn wir zunichst die Krifte F,und F, lings
ihrer Wirklinie verschieben.) Hieraus folgt A =B =15-F. Einfacher wird es allerdings, wenn wir die Mo-
mentengleichung fiir Knoten C aufstellen, da sich hier die Momente von F und F, sowie die von A und B auf-

heben: Die jeweiligen zum Kraftarm senkrechten Komponenten sind betragsméBig gleich und entgegengesetzt
und die Lénge der Kraftarme ist in beiden Fillen die gleiche. Somit ergibt sich auch hier A, =B, .

Losung Aufgabe 7: Zunéchst zeichnen wir das Freikdrperbild und bezeichnen Knoten und Stibe:

Die folgenden Stdbe sind Nullstdbe

und bereits gestrichelt gezeichnet. VIII :
5und 6: Regel 1 bei Knoten VI J
14: Regel 2 bei Knoten 111 om F 8 7
9: Regel 3 bei Knoten X ’ IX viI
Einige Informationen erhalten wir als ~ 2m F 9 13 14 15 6 VI
Geschenk, indem wir die Gleichge- ’ X 11 12 16 17 e}
wichtsbedingungen an zwei Knoten 5 10 5
aufstellen. | , 5 1 R . v
SIO =—F : Knoten X | ﬁ [T] > K/ v
S, =S,;: Knoten III

4m 4m 4m 4m

I, =0: horizontales Gleichgewicht

Die Lagerreaktionskrifte werden wie immer aus den Gleichgewichtsbedingungen des Fachwerks berechnet:
Vertikales Gleichgewicht I, +V,=3-F
Momentengleichgewicht in Knoten II1 81, =8-F+4-F+8-V, =12-F+8-V,

Hieraus folgt unmittelbar V, =3F/4 und [, = 9F /4. Damit lautet die Gleichgewichtsbedingung in Knoten [

I 0 V272 1 0+S,,~2/2+8, 0
+S,| . [+S, - +8S, - = = |
I 1 V272 0) \9F/4-F+s,~2/2) \0
was S = —#-F und S, = %erigt. Fiir den Knoten V lautet die Gleichung

. [—01] "5 (_\/\/EE //22] ’ (3F0/ 4] ) [g]
32

bzw. S, =T~FundS4 =%~F.

Jetzt schldgt die Stunde des RITTERschnitts, den wir durch die Stébe 3, 15 und 7 durchfiihren. Die duBleren Krifte
am rechten Teil des Fachwerks sind

- 0 - -1 ~ -2 ~ -2
V= ,S,=a- (am Knoten IV) sowie S, =b- undS; =c- (am Knoten VII).
3F/4 0 1 3

Wir erhalten die Gleichgewichtsbedingungen (Momentengleichung in Knoten IV)
a+2b+2c=0, b+3c=-3F/4, 4-(2b)=4-(-3F/4)

Wir 16sen dieses Gleichungssystem auf und erhalten a=F, b=-3F/8, c=-1/8bzw.

~ -F) - 3F/4) - F/4
S, = , S, = , S5 = .
0 —3F/8 —3F/8

Berechnen der Langen dieser Vektoren liefert die gewiinschten Stabkréfte

35 J13
8

S,=S8,=F, §,=——=F, S :T-F.
Vollig analog erhalten wir mit Hilfe eines RITTERschnitts durch die Stébe 2, 13 und 8 die Krifte

35 V13

S8 :—T'F, S13 :TF
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Die beiden fehlenden KréfteS,, = —3F /8, S, = 3F /8 erhalten wir durch Betrachten der Knoten II und IV. Damit
konnen wir die Losung zeichnerisch darstellen:

_ . = .F
F 5 K n
13 13
-F
F 0 P 0 5 F 0
JEVCI 3F/8 . 5
4 -F
-F 0
0
S5F/4 O F O F O 3F/4
9F/4 3F/4
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