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摘 要 本文从物理大地测量研究基本原理入手, 论述了确定( 似) 大地水准面的重力/ 水准法、GPS/ 水准法及 GPS/
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0  引 言

大地水准面是物理大地测量研究的主要对象之

一, 也是地球物理用以分析和反演地球内部物质结

构的最重要手段之一. 它是代表地球形状的一个封

闭重力等位面, 具体定义为与全球平均海水面重合

的重力等位面. 然而随着 GPS 技术的出现和广泛应

用, 理论上解决了物理大地测量研究中地球形状的

确定问题, 人们似乎觉得已经没有必要研究代表地

球形状的( 似) 大地水准面. 但是, 在 GPS 出现之前,

关于地球形状的描述, 一直是以大地水准面或似大

地水准面来表达, 全球高程系统也都是以局部、区域

及全球大地水准面或似大地水准面作为基准面.

( 似) 大地水准面更重要的意义还在于为相关地球学

科( 如地球物理学、大地构造学、地球动力学、地震学

和海洋学等) 研究地球内部结构和动力学过程提供

基础信息. 而仅仅依靠 GPS 的纯几何功能, 对于具

有一定物理内涵的( 似) 大地水准面的以及外部重力

场结构分析, 尚显得无能为力. 因此, 从实际应用的

角度, 作为高程基准的( 似) 大地水准面的获取仍有

必要.

大地水准面和似大地水准面都是大地测量定义

的高程系统的基准面. 前者是测定正高的基准面, 后

者是测定正常高的基准面, 它们是以地球重力场的

位理论为基础, 通过解算相应的边值问题或用纯几

何方法来实现. 确定( 似) 大地水准面就是确定( 似)

大地水准面相对于参考椭球面的起伏. 目前主要有

重力水准法、GPS/ 水准法以及 GPS/ 重力方法. 本文

从物理大地测量研究基本原理出发, 对上述三种方

法的数学模型、应用条件及优劣进行比较论述. 旨在
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为实际应用提供方法选择上的依据.

1  物理大地测量研究基本原理

物理大地测量的理论体系主要以 Stokes 理论

和 Molodensky 理论为代表, 两者都是求解关于扰

动位Laplace 方程的自由边值问题.Stokes 理论是

以大地水准面为边界面, 而在 Molodensky 理论中,

是以似地球表面为边界面的. 概括起来说, 物理大地

测量理论可以由如下函数关系表述

  g = F( S, W) , ( 1)

求解算子 F 的逆算子 F - 1 , 获得形状因子 S

  S = F
- 1( g , w) . ( 2)

在公式( 1) 和公式( 2) 中, g 为重力或重力矢量,

S 为地球形状, W 为地球表面的重力位. 在公式( 2)

中, 由于逆算子 F - 1 的求解仍然依赖于坐标 S , 因

此, 我们称问题( 2) 为自由边值问题. 由于自由边值

问题的求解, 在数学上是一个较为困难的问题, 因

而, 物理大地测量研究是通过线性化方法和应用扰

动技术对问题进行迭代和逼近. 首先设定一个与地

球形状最为接近的椭球( 正常椭球) , 以其作为实际

地球的主体部分. 而实际地球与正常椭球的差异则

用扰动场量加以分析. 这样我们就把地球形状的确

定问题转化为地面至椭球面的距离问题( 大地高 h

的求解问题) .

关于大地高 h 的求解( 见图1) , 我们可以将其

分为两部分:

h = H1 + H2 ,

其中: 一部分是可以通过直接测量和相对容易

的计算而得到; 另一部分, 则是通过以地面观测值

( 重力场) 为边界条件, 建立相应的关于扰动场量的

微分方程或积分方程进行解算.

图1  大地高所对应的几何面

Fig .1  Surface corresponding to heights

在图1 中, S1 代表正常椭球, S3 代表实际地球表

面, 而 S2 则在不同的理论中代表不同的介面.

在Stokes 理论中, 可以通过重力水准测量获得

的部分, 称为正高 H , 对应图1 中为 H1 = H ; 而相应

的起始面为 S 2 , 被定义为大地水准面. 而另一部分,

即大地水准面至正常椭球 S1 之间的距离, 称为大地

水准面高 N , 即 H2 = N . 大地水准面高的确定需要

建立和求解以重力异常Δg 为边界条件的关于扰动

位 T 的 Laplace 方程. 所得到的计算公式为经典的

Stokes 积分公式[ 1 ,2]

  N =
R

4πγ∫σ
ΔgS( ψ) dσ, ( 3)

其中:γ为正常椭球产生的正常重力; R 为地球平均

半径;Δg 为大地水准面 上的重力异常, S( ψ) 为

Stokes 函数. 因此, 图1 中的大地高 h 等于

  h = H1 + H2 = H + N . ( 4)

在 Molodensky 理论中, 是通过设定 S2 上的正

常位与实际地球表面上的重力位相等, 由正常位差

( S2 上的正常位与正常椭球 S1 上的正常位之差) 与

距离的关系, 计算出 S2 至正常椭球面 S1 之间的距

离, 这一距离称之为正常高 H * . 此时, S2 称之为似

地球表面. 而 S2 至地面的距离被称为高程异常ζ. 在

图1 中,

H1 = ζ.

它是通过建立以地面重力异常为边值、关于地

面扰动 位的积分方程而求解得到. 最终解式为

Molodensky 级数解[ 1 ,2 ] . 常用的一阶近似表达式为

  ζ= R
4πγ∫σ

( Δg + G1) S( ψ) dσ, ( 5)

其中,Δg 为地面重力异常;G1 为地形改正项. 此时,

图1 中的大地高 h 等于

  H = H1 + H2 = H* + ζ. ( 6)

在这里, 大地水准面与似地球表面并非同一几

何面, 它们是两个不同理论体系中的概念.

2  确定( 似) 大地水准面的主要方法

确定大地水准面的方法一般有三种: 重力水准

法、GPS/ 水准法和 GPS/ 重力法.

2 .1 重力水准法确定( 似) 大地水准面

所谓重力水准法就是利用地面的重力测量数据

和水准数据作为基础数据, 按经典的Stokes 理论或

Molodensky 理论确定局部重力场和( 似) 大地水准

面. 用该方法确定的大地水准面称为重力( 似) 大地

水准面. 在 Stokes 理论中, 是以大地水准面为边界

面, 以其上的重力异常为边界条件通过解算扰动位

T 的 Laplace 方程得到( 具体见公式3) . 但在实际应
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用中, 我们只能得到地球表面上的重力数据, 因此必

须将其归算到大地水准面上, 这就涉及到了密度的

未知性问题, 并且在地形起伏较大的区域, 归算误差

也比较大. 为了避开密度的未知性问题和由此引起

的误差, Molodensky 在1945 年提出了 Molodensky

理论, 即通过建立以地面重力异常为边值条件、通过

求解第二类Fredhol m 积分方程得到地面扰动位的

解. 其最终的 Molodensky 级数解形式见( 5) 式. 从

式( 5) 可以看出 Molodensky 问题解和Stokes 问题

解在数学上有着密切的内在联系, Molodensky 级数

解的零阶项就是Stokes 积分, 只是其中的重力异常

为地面重力异常, 一阶项也是Stokes 积分形式. 但

其是个斜向导数问题, 求解过程相当复杂. Stokes

理论和 Molodensky 理论都是通过 Bruns 公式将扰

动位这一物理量转换成要求解的几何量. 但它们分

别确定的大地水准面高和高程异常是两个完全不同

的概念, 不可混为一谈. 关于这两个理论具体公式在

文中已有论及, 这里不再重复.

在应用重力水准法确定( 似) 大地水准面时, 理

论上要求全球连续分布的重力数据, 但实际情况并

非如此, 重力数据是离散的, 并且在很多地区分布不

均. 在实用计算中, 是通过对重力数据的插值拟合得

到格网化的重力数据, 然后通过 FFT 技术求得问题

的逼近解, 而远区的影响一般是用重力场模型顾及.

大家都知道, Stokes 核函数的收敛性很慢, 因为在

Stokes 函数的勒让德多项式展开式中, 随着 n 增

大, Pn( cosψ) 的系数却几乎不减小, 趋向于极限值

2 . 这也说明重力场模型的精度对解算结果有很大的

影响, 所以重力场模型的选择问题也是运用移去 -

恢复法中遇到一个值得注意的问题. 为了提高结果

精度, 在此, 建议用以下方法或手段加以改进:

( 1) 在重力数据的格网化处理时, 要选用适合

本地区的拟合插值方法以保证插值精度. 不适当的

拟合方法将导致数据的失真.

( 2) 运用各种重力场模型进行试算和结果分析

( 如与 GPS/ 水准法确定的( 似) 大地水准面进行比

较) , 选出适合于本地区最好的重力场模型.

( 3) 计算区域应有一定的面积, 布点均匀合理,

并且要进行适当的边缘拓展, 这样才能顾及边缘区

高频信息的影响而使精度得到进一步的提高.

( 4) 根据精度要求, 依据布点公式[ 8] .

  n =

3

A
2c

布

mΔg
布

—

4

, ( 7)

计算出测区格网所需测点数, 这样可以实现格网精

度的统一. 式中 n 为格网应测点数目; A 为方形格网

面积;c布
为格网所属地形类别的布格重力异常代表

误差系数, 是规范中规定的已知值; mΔg
布

— 为格网平

均布格重力异常的中误差, 可与下式[ 8] 计算得到,

即:

  mΔg
布

— = [ m
2

Δg
空

— - ( 0 .1116 mH
—) 2] . ( 8)

其中, mΔg
空

— 是格网平均空间重力异常的中误差, 是

事先知道的已知量; mH
— 是平均地形高程中误差, 也

是事先确定的精度指标.

重力水准法确定( 似) 大地水准面自19 世纪中

叶Stokes 理论诞生以来, 一直是确定地球形状的主

要方法之一. 其精度主要通过提高重力数据的精度

和分辨率加以改善. 但是由于其理论体系无法突破

自由边值问题的固有缺陷, 使得计算模型的改善难

有实质性的进展. 直到 GPS 技术出现后, 这种情况

才出现了改善.

2.2 GPS/水准法确定( 似) 大地水准面

从1978 年发射第一颗 GPS 试验卫星以来, 利

用该系统进行定位的研究、开发和实验工作, 发展异

常迅速. 其定位原理是以 GPS 卫星和用户接收机天

线之间的距离( 或距离差) 观测量为基础, 并根据已

知的卫星瞬时坐标, 来确定用户接收机天线所对应

的点位, 其定位方法的实质就是测量学中的空间后

方交会. 由于利用 GPS 技术可以确定地球上任何点

的三维坐标, 即我们可以求得任何点的大地高 h , 而

水准测 量可以得到该点的正高或正 常高, 这样

GPS/ 水准法应用而生. 所谓 GPS/ 水准法, 是一个纯

几何的方法, 不用建立微分方程, 没有求解数学模型

所带来的误差, 是直接利用 GPS 和水准测量资料,

按公式

  ζ= h - H * , 或

N = h - H ( 9)

计算高程异常ζ和大地水准面高 N 的方法. 根据所

测点的坐标和ζ或 N 值, 采用数学的拟合的计算方

法, 拟合出测区内的( 似) 大地水准面. 这种方法的原

理很简单, 下面就具体说明其详细过程.

在一个区域性的测区内, 我们可以根据地形的

情况, 选取一些分布合理、密度合理的 GPS 观测点,

并进行水准测量, 然后根据式( 7) 计算各点的高程异

常ζ或大地水准面高 N( 在这里, 有时不是一个高程

系统时, 就需要不同高程系统之间的转换) . 这样我

们就可以建立测区( 似) 大地水准高的数学模型, 一

般可表示为
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  ζ= f ( B, L) 或 N = f ( B , L) , ( 10)

其中 B 和 L 分别 表 示大 地 纬度 和 大地 经度.

f( B , L) 为与测区( 似) 大地水准面相拟合的数学面.

根据实际情况, 可以采用平面拟合、二次曲面拟合、

多面函数拟合等方法. 在高程异常已知点上,则可写出

  ζi = hi - H*
i 或 N i = hi - H *

i , ( 11)

我们可以根据上式和 f ( B , L) 具体拟合函数写

出误差方程组的一般形式

  V = Ax + L , ( 12)

在这里, A 为设计矩阵;x 系数阵; L 为已知高程异

常或大地水准面高的观测值向量.由此, 通过最小二

乘法求解系数阵

  x = - ( AT PA) - 1 ( AT PL) , ( 13)

其中, P 为已知点高程异常的权阵. 这样关于( 似) 大

地水准面的拟合函数就建立起来.

实践表明
[ 9 ,10 ] , 在地势平坦的区域, 利用 GPS/

水准测量可以精确( 厘米级) 求定局部区域的( 似) 大

地水准面高. 在测区小于100 km2 , 可以利用4 ～5

个 GPS/ 水准点进行平面拟合; 在测区大于100 km2

( 一般在100 km2
到200 km2) 时, 一般宜采用 GPS/

水准点6 ～10 个. 当然, 我们必须根据测区的实际情

况来具体确定怎么分区和该用哪种方法进行拟合.

在山区, 大地水准面的起伏一般比较大, 这就需要增

加 GPS/ 水准点点的数量、细化分区、选择最适宜的

拟合模型等手段来精化( 似) 大地水准面, 但这样做

的结果是增加了成本, 并且在山区进行水准测量时,

劳动强度大, 累积误差一般也很大. 在此, 建议采用

以下方法加以改善:

( 1) 综合利用测区其他方法确定的( 似) 大地水

准面资料, 尤其是在大山区和水准测量难以施测的

地方可以结合重力法进行( 似) 大地水准面的确定工

作, 从而改善模型的分辨率;

( 2) 考虑到( 似) 大地水准面与测区地形的密切

相关性, 在模型中可引入地形影响的改正项, 以提高

( 似) 大地水准面的精度[ 11 ] ;

( 3) 根据测区的实际情况, 适当的增加 GPS/ 水

准点的数量, 并改善其分布.

由以上的分析可以看出, GPS/ 水准法有原理简

单, 求解精度高等优点. GPS/ 水准法目前的困难在

于, 其数据与已有的重力数据相比, 分辨率还太低,

水准数据的获取需要大量的人力、物力和财力, 使得

区域性拟合工作受到限制. 但随着 GPS 快速定位技

术的迅速发展、精度不断的提高和数据的进一步积

累, GPS/ 水准法确定( 似) 大地水准面应该有着广阔

的应用前景.

2.3 GPS/重力法确定似大地水准面

由于运用 GPS 技术可以直接获得大地高, 结合

已有的重力数据, 人们可以直接求得扰动重力δg ,

因此位论中的第二边值问题( Neuma mn 边值问题)

被一些学者重视并提到了日程上来. 由此, 产生出求

解( 似) 大地水准面的 GPS 重力方法, GPS/ 重力方

法的定义可归纳为:

以地球的自然表面 S 为边界面, 以 S 面上所得

到的扰动重力 δg 为边界条件, 来解算 Laplace 方

程, 从而可以得到扰动位 T 的解. 具体的数学表达

式为

  5 T
5 n S

= - δg , ( 14)

  ΔT = 0 . ( 15)

以式( 12) 为边界条件对式( 13) 进行求解. 理论

上讲, 可以得出关于扰动位 T 的表达式, 但由于地

球表面的复杂性, 所以很难解算出问题的严密解. 因

此, 李斐[ 1 ,2] 等人借助物理大地测量关于扰动位的

单层位密度逼近方式求的 GPS/ 重力问题的一阶近

似下的扰动位的解为

  T = T0 + T1

= R
4π∫

σ

δg H( r ,ψ) dσ+ R
4π∫

σ

δg 1 H( r ,ψ) dσ,

( 16)

式中, R 为地球平均半径,ψ为方位角,δg1 为与 δg

有关的高阶项, 具体形式为

 δg 1 = R2

2π∫
σ

h - h p

l 3
0

δg - 1
8π∫

σ

δg H( r ,ψ) dσdσ,

( 17)

H( r ,ψ) 为 Hotine 核, 具体形式为

  H( r ,ψ) = 2 R
l

- ln l + R - rcosψ
r( 1 - cosψ)

, ( 18)

对应的级数表达式为

  H( r ,ψ) = ∑
∞

n = 0

2 n + 1
n + 1

R
n+ 1

r
n+ 1 P n( cosψ) , ( 19)

其中, P n 为n 阶 Lengendre 函数,r 为待求点向径,l

为积分面元与待求点之间的距离.

从以上解的形式可以知道, Hotine 函数在计算

公式中起着重要作用. 研究表明
[ 1 2] , Hotine 函数较

之Stokes 函数, 在边界精度相同的情况下, 前者更

为“稳健”, 抗差性优于后者. 这是一种确定( 似) 大地

水准面的新方法. 它充分利用了 GPS 的纯几何特性

和重力数据的物理属性, 从而拓展了物理大地测量
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研究的方法和途径. 从理论上讲, 它是固定边值问

题, 相对于自由边值问题是具有一定先进性的, 并且

较之传统的物理大地测量方法, 由于应用了高精度

的 GPS 数据, 理论上误差源小, 结果更可靠, 而求解

方法完全可以借鉴 Molodensky 中的理论和方法,

并且上文提出的对重力水准法的改进意见完全实用

于该方法. 与 GPS/ 水准法相比较, 不需要大量的费

时费力的水准测量. 但这种方法面临的现有问题是:

在原有大量重力数据的点位上测定 GPS 值尚不现

实, 尤其是针对全球性及难以恢复重力点位的区域

性似大地水准面及外部重力场进行的计算. 这也是

制约该方法发展的一个最主要的因素. 但随着 GPS

数据的进一步积累, 这一问题的应用范围及功能领

域将更加广阔.

5  各种方法适用性原则

依据各方法的性质和特点, 提出以下几种适用

性原则:

5 .1 数据类型原则

如果测区有较好的重力数据和 DT M, 可以用

重力水准法确定( 似) 大地水准面; 重力数据与 GPS

数据具有较好的匹配性, 建议采用 GPS/ 重力法; 测

区有较好的 GPS/ 水准数据, 可以直接利用 GPS/ 水

准法确定( 似) 大地水准面; 而以上三种数据都有, 建

议用三种方法的计算结果进行比较或综合利用三种

方法的优点而得出最优化解.

5 .2 精度要求原则

一般情况下, 运用 GPS/ 水准法确定的( 似) 大

地水准面的精度最高, 并且有计算简单等优点; 重力

水准法和和 GPS/ 重力法具有相类似的属性, 但后

者是固定边值问题, 相对于自由边值问题有计算结

果可靠, 误差源小等特点, 因此在理论上应优先采用

GPS/ 重力法.

5 .3 地形特征及成本核算原则

在山区或大山区, 由于水准测量有成本高和累

积误差比较大等缺点, 应结合其他方法进行( 似) 大

地水准面的确定工作; 而在平原区, 由于( 似) 大地水

准面的变化不大, 原则上讲, 三种方法都有可能达到

很好的效果. 在此建议用 GPS/ 水准法, 因为用很少

的 GPS/ 水准点就可以达到很高的精度, 而用其他

方法还是要测相对多的重力点, 从而增加了成本.

以上三条原则是相辅相成的. 在实际应用中, 要

根据测区情况, 如测区现有的数据和所要求达到的

精度等, 综合考虑各种因素, 优化设计, 从而确定出

测区适宜的方法或综合利用几种方法.

6  结 论

以上讨论了三种确定( 似) 大地水准面的方法,

并且在优劣方面进行了比较详细的叙述和分析研

究. 理论上讲, 重力水准法和 GPS/ 重力法的理论公

式都是全球面域的积分, 这就要求必须知道全球分

布的重力数据, 而现有的重力数据是离散的, 而且存

在分布不均匀、结构不良和数量不足等问题, 特别是

还有许多重力空白区. 因此对这种问题的处理就不

可避免的引入了较大的误差, 但随着重力场逼近理

论和数值计算方法的进一步发展和完善, 在这方面

的误差有望得到进一步的改善. 已有的研究成果表

明, 该方面的误差呈现出一定的系统性, 可以用

GPS/ 水准法所确定的高程异常或大地水准面高作

为高一级的控制进行拟合, 并且已经取的了良好的

效果
[ 13 ] . 但现有重力数据存在的问题仍然是影响计

算精度的一个最主要的原因, 是我们亟需解决的.

根据目前的状况, 应用重力水准法和 GPS/ 水

准法确定( 似) 大地水准面是普遍采用的, 并且已在

一些区域取得了令人满意的结果
[ 1 3] ; GPS/ 重力法

还处在研究和试算阶段, 但在理论上有很多优点.

GPS/ 水准法确定( 似) 大地水准面近乎完美, 可是有

作业强度大和成本高等缺点, 使其不能广泛应用, 尤

其是在( 似) 大地水准面变化较大的地方, 如果测点

分布不合理或拟合模型选择不当, 则会造成高频信

息的缺失. 但不可否认, 它是有很大的应用价值和发

展前景; 重力法和 GPS/ 重力在确定似大地水准面

时所面临的一个相类似的问题, 就是必须面对复杂

的地形表面积分所遇到的困难( 斜向导数问题) . 为

了解决这个问题, 作者正在进行进一步的研究.

( 似) 大地水准面的确定工作一直是物理大地测

量学界不断研究和探索的重大课题之一, 这也是实

现“数字地球”、“数字中国”和“数字城市”等战略工

程的基础步骤, 因此还需要不断的研究和探索精化

大地水准面的新方法和新理论, 从而满足实际应用

的需要.
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