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摘　要　早期的褶积微分算子都是基于正反傅立叶变换而实现的，其精度比四阶有限差分的精度稍高，本文将计算

数学中的Ｆｏｒｓｙｔｅ广义正交多项式微分算子与褶积算子相结合，构建了一个新的快速、高精度褶积微分算子，其计算

结果非常接近实验函数微分的精确值，精度与１６阶有限差分的精度相当，远优于错格伪谱法的精确度．另外，２．５维

数值模拟比二维模拟可以更真实地模拟三维介质的某个剖面的波场，并且２．５维地震波模拟的计算量比三维模拟的

计算量及计算耗时要大大减少．本文利用基于Ｆｏｒｓｙｔｅ广义正交多项式褶积微分算子法计算２．５维非均匀介质地震

波场，模拟结果表明，该算法的计算速度快，计算精度高，能够直观、高效地反映复杂介质中波场的传播规律，并且２．５

维波场数值模拟具有更高的计算效率，是一种非常值得深入研究并广泛应用的方法．
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０　引　言

２．５维（或者，二维半），简言之即“二维模型三

维源”．也就是说在二维模型介质中模拟三维地震数

据，也称为２．５维问题（Ｅｓｋｏｌａｅｔ．１９８１）．地震波

２．５维问题的研究也一直受到国外地球物理学者的

关注［１～９］，但是国内关于２．５维问题的研究文献并

不多见［１０～１２］．研究地震波２．５维问题具有很重大的

意义：首先，在大型计算机或并行集群机上进行三维

弹性波数值模拟，由于巨大的内存及ＣＰＵ 时间需
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求，费用十分昂贵，而且一个很小的模型，也会花费

很长的计算时间．尽管目前计算机的功能变得日益

强大，三维地震波问题的计算量不再是一个问题，然

而三维问题的计算在实际应用过程中仍然遇到很多

困难与不便，特别是其耗资大，耗时长，使地球物理

工作者不得不重视２．５维问题；其次，尽管纯二维的

正反演已有较多的成熟的研究成果，而且计算量不

是很大，但就物理本质而言，由于场源的三维性质，

纯二维的正反演不能有效地近似三维波场的相应剖

面；另外，我国地形及地理条件复杂，山区面积约占

国土三分之二．在山区开展地震勘探工作时，复杂的

地形条件是个重要的干扰因素．而且，在地形过于复

杂的地区进行面积性勘查工作（三维勘探），其应用

效果远不如剖面性工作来的务实和经济．因此，地震

波２．５维问题的研究同三维相比较，一方面计算量

大大减少了，普通性能的微机上就能顺利地实现它，

一方面又使方法的研究更为紧密地结合了我国的实

际国情；与纯二维的情形相比较，它又能更好地接近

野外实际地质条件．

迄今为止，地震波场正演模拟的数值算法有很

多，每一种方法都存在其自身的优越性与局限

性［１３～１４］．尽管褶积微分算子不是一个新的概念，但

早期的相关方法［１５～１８］都是基于傅氏变换的褶积微

分算子，其精度仅稍高于四阶有限差分的精度，本文

是以计算数学中的Ｆｏｒｓｙｔｅ广义正交多项式插值函

数［１９］为基础，构建一个新的褶积微分算子，其精度

与１６阶有限差分的精度相当，远优于错格伪谱法的

精确度．将该算子引入到弹性波一阶速度———应力

方程的空间微分运算中去，采用时间错格有限差分

算子替代普通的差分算子以匹配高精度的褶积微分

算子，从而构造一种全新的地震波场数值模拟方法．

该方法同时具有广义正交多项式方法的高精度和短

算子低阶有限差分算法的高速度．通过对算子长度

的调节及算子系数的优化，可同时兼顾波场解的全

局信息与局部信息．

１　基于广义正交多项式褶积微分算子法原理

本文利用错格有限差分褶积微分算子法来计算

非均匀介质中的地震波场，其主导思想是：利用基于

Ｆｏｒｓｙｔｅ广义正交多项式褶积微分算子的有效表示

计算波场对空间的偏导数，采用错格有限差分法计

算对时间的偏导数，其计算思路类似于伪谱法．

１．１　Ｆｏｒｓｙｔｅ广义正交多项式褶积微分算子

首先我们给出Ｆｏｒｓｙｔｅ多项式微分算子．Ｆｏｒ

ｓｙｔｅ多项式是一个广义正交多项式，其插值函数可

写为

φ（）狓 ＝犆０犘０（）狓 ＋∑
狀

犼＝１

犆犼犘犼（）狓 ， （１）

其中

犘０ ＝１，

犘１（）狓 ＝ 狓－α（ ）１ 犘０（）狓 ，

犘２（）狓 ＝ 狓－α（ ）２ 犘１（）狓 －β１犘０（）狓 ，

犘３（）狓 ＝ 狓－α（ ）３ 犘２（）狓 －β２犘１（）狓 ，

………

犘犼＋１（）狓 ＝ 狓－α犼＋（ ）１ 犘犼（）狓 －β犼犘犼－１（）狓 ，

α１ ＝
１

犿∑
犿

犻＝１

狓犻，　α犼＋１ ＝
∑
犿

犻＝１

狓犻犘
２
犼 狓（ ）犻

∑
犿

犻＝１

犘２犼 狓（ ）犻

，

β犼 ＝
∑
犿

犻＝１

狓犻犘犼 狓（ ）犻 犘犼－１ 狓（ ）犻

∑
犿

犻＝１

犘２犼－１ 狓（ ）犻

，

犆０ ＝
∑
犿

犻＝１

犳狓（ ）犻 犘０ 狓（ ）犻

∑
犿

犻＝１

犘２０ 狓（ ）犻

，

犆犼 ＝
∑
犿

犻＝１

犳狓（ ）犻 犘犼 狓（ ）犻

∑
犿

犻＝１

犘２犼 狓（ ）犻

犳（狓犻）为被插值函数犳（狓）在点狓犻处的值．（１）式中

的犘０（狓），……，犘犼＋１（狓）定义为Ｆｏｒｓｙｔｅ多项式系

统．

对（１）式中的ｘ求导，可得

φ （）′狓 ＝
ｄφ（）狓
ｄ狓

＝犆１＋∑
犖

犼＝２

犆犼犘′犼（）狓 ， （２）

其中

犘′犼（）狓 ＝
ｄ犘犼（）狓
ｄ狓

，

犘′１（）狓 ＝犘０（）狓 ，

犘′２（）狓 ＝犘１（）狓 ＋ 狓－α（ ）２ 犘′１（）狓 ，

犘′３（）狓 ＝犘２（）狓 ＋ 狓－α（ ）３ 犘′２（）狓

－β２犘′１（）狓 ，

………

犘′犼＋１（）狓 ＝犘犼（）狓 ＋ 狓－α犼＋（ ）１ 犘′犼（）狓

－β犼犘′犼－１（）狓 ．

Ｆｏｒｓｙｔｅ多项式微分算子可写为

ｄ

ｄ狓
＝犆１＋∑

犖

犼＝２

犆犼犘′犼（）狓 ， （３）

００１１
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其中

犆犼 ＝
∑
犿

犻＝１

犘犼 狓（ ）犻

∑
犿

犻＝１

犘２犼 狓（ ）犻

，

此处的犆犼不同于（２）式中的犆犼．

将上述微分算子（３）离散化可得

犱１（犻Δ狓）＝犆１＋∑
犖

犼＝２

犆犼犘′犼犻Δ（ ）狓 ． （４）

这里，犻为采样指标，Δ狓为沿着ｘ轴的采样间隔．就

实际应用而言，须将微分算子截成短算子．这势必引

起Ｇｉｂｂｓ现象．另外，多项式的引入还将引起Ｒｕｎｇｅ

现象．为了消除这些现象，必须采用窗函数以截断长

微分算子．本文采用的是下列Ｇａｕｓｓｉａｎ窗函数：

狑（狀）＝犮犲－
犪狀Δ狓

２

，狀 ＝０，１，２，···，犿狓 （５）

其中 犿狓 为单边截断长度的采样数，犮为常数，

犪（０．１≤犪≤０．７５）为衰减因子．将微分算子（４）用

式（５）截断并锯齿化后，可得如下实用的一阶褶积微

分算子：

犱^１（犻Δ狓）＝

（－１）
犻犱１（犻Δ狓）狑（犻）

　　　犻＝１，２，…，犿

－犱^１（犼Δ狓）

　　　犻＝－１，－２，…，－犿

　　　犼＝－犻

烅

烄

烆 ？

（６）

犱^１（０Δ狓）＝０．

类似地，二阶褶积微分算子可写为

犱^２（犻Δ狓）＝犱^１（犻Δ狓）^犱１（犻Δ狓）． （７）

通过对算子长度的调节及算子系数的优化，可

同时兼顾波场解的全局信息与局部信息，本文运用

算子长度为９点的一阶褶积微分算子求解弹性波场

的一阶速度－应力方程．当Δ狓＝１０时，９点褶积算

子的 最 优 权 系 数 为：－０．００２３４，０．００８７４，

－０．０２７４，０．０８５，０．０， －０．０８５，０．０２７４，

－０．００８７４，０．００２３４，可以看出，算子的系数是反对

称的（如图１）．

图１　一阶褶积微分算子

Ｆｉｇ．１　Ｏｎｅｏｒｄｅｒｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒ

１．２　Ｆｏｒｓｙｔｅ广义正交多项式褶积微分算子精度分析

以函数犳（狓）＝犲
－犪
２
狓
２

，且犪＝１／Δ狓作为检验函

数，检验本文所构造的Ｆｏｒｓｙｔｅ广义正交多项式褶

积微分算子的计算精度．

图２分别为犳（狓）／狓的精确值（ＥＤＧＤ）、基于

Ｆｏｒｓｙｔｅ褶积微分算子法（ＣＦＰＤ）、错格伪谱法（ＳＧＦ

ＰＭ）、１６ 阶 有 限 差 分 法 （ｓｉｘｔｅｅｎｏｒｄｅｒＦＤＭ）对

犳（狓）／狓的数值解．从图中可以看出，９点Ｆｏｒｓｙｔｅ褶

积微分算子法的解非常接近于解析解和１６阶有限差

分的解，并且比错格伪谱法的解要精确得多．因此，９点

Ｆｏｒｓｙｔｅ褶积微分算子法可以应用于模拟地震波场．

１．３　褶积微分算子法２．５维弹性波场离散化格式

对模型区间离散后，设狀，犾，犿，犽分别是沿着空

间狓轴、狔轴、狕轴、时间狋轴的采样点数，Δ狓、Δ狕、Δ狋

分别是沿狓轴、狕轴、狋轴的采样间隔，犿狓、犿狔、犿狕是

沿狓轴、狔轴、狕轴采样数的半算子长度，则震源以狔

轴对称时２．５维地震波一阶速度———应力方程，其

离散化的时间错格差分褶积微分算子法格式可写为

（体力为零）：

　珘狏狓 狀，犽狔，犿，犽＋（ ）１２ ＝珘狏狓 狀，犽狔，犿，犽－（ ）１２ ＋
Δ狋

ρ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕
Δ狓·∑

犻＝犿狓

犻＝－犿狓

犱^１（犻Δ狓）·珓σ狓狓（狀－犻，犽狔，犿，犽｛ ）

－犽狔珓σ狓狔（狀，犽狔，犿，犽）＋Δ狕·∑
犼＝犿狕

犼＝－犿狕

犱^１（犼Δ狕）·珓σ狓狕（狀，犽狔，犿－犼，犽 ｝） ，

　珘狏狔 狀，犽狔，犿，犽＋（ ）１２ ＝珘狏狔 狀，犽狔，犿，犽－（ ）１２ ＋
Δ狋

ρ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕
Δ狓·∑

犻＝犿狓

犻＝－犿狓

犱^１（犻Δ狓）·珓σ狓狔（狀－犻，犽狔，犿，犽｛ ）

－犽狔珓σ狔狔（狀，犽狔，犿，犽）＋Δ狕·∑
犼＝犿狕

犼＝－犿狕

犱^１（犼Δ狕）·珓σ狔狕（狀，犽狔，犿－犼，犽 ｝） ，
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　珘狏狕 狀，犽狔，犿，犽＋（ ）１２ ＝珘狏狕 狀，犽狔，犿，犽－（ ）１２ ＋
Δ狋

ρ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕
Δ狓·∑

犻＝犿狓

犻＝－犿狓

犱^１（犻Δ狓）·珓σ狓狓（狀－犻，犽狔，犿，犽｛ ）

－犽狔珓σ狔狕（狀，犽狔，犿，犽）＋Δ狕·∑
犼＝犿狕

犼＝－犿狕

犱^１（犼Δ狕）·珓σ狕狕（狀，犽狔，犿－犼，犽 ｝）

　珓σ狓狓（狀，犽狔，犿，犽＋１）＝珓σ狓狓（狀，犽狔，犿，犽）

＋Δ狋· λ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕 · Δ狓·∑
犻＝犿狓

犻＝－犿狓

犱^１（犻Δ狓）·珘狏狓 狀－犻，犽狔，犿，犽＋（ ）［｛ １

２

＋犽狔珘狏狔（狀，犽狔，犿，犽＋
１

２
）＋Δ狕·∑

犼＝犿狕

犼＝－犿狕

犱^１（犼Δ狕）·珘狏狕 狀，犽狔，犿－犼，犽＋（ ）］｝１

２

＋２μ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕 ·Δ狓·∑
犻＝犿狓

犻＝－犿狓

犱^１（犻Δ狓）·珘狏狓 狀－犻，犽狔，犿，犽＋（ ）１２ ，

　珓σ狔狔（狀，犽狔，犿，犽＋１）＝珓σ狔狔（狀，犽狔，犿，犽）

＋Δ狋· λ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕 · Δ狓·∑
犻＝犿狓

犻＝－犿狓

犱^１（犻Δ狓）·珘狏狓 狀－犻，犽狔，犿，犽＋（ ）［｛ １

２

＋犽狔珘狏狔 狀，犽狔，犿，犽＋（ ）１２ ＋Δ狕·∑
犼＝犿狕

犼＝－犿狕

犱^１（犼Δ狕）·珘狏狕 狀，犽狔，犿－犼，犽＋（ ）］｝１

２

＋２μ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕 ·犽狔珘狏狔 狀，犽狔，犿，犽＋（ ）１２ ，

　珓σ狕狕（狀，犽狔，犿，犽＋１）＝珓σ狕狕（狀，犽狔，犿，犽）

＋Δ狋· λ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕 · Δ狓·∑
犻＝犿狓

犻＝－犿狓

犱^１（犻Δ狓）·珘狏狓 狀－犻，犽狔，犿，犽＋（ ）［｛ １

２

＋犽狔珘狏狔 狀，犽狔，犿，犽＋（ ）１２ ＋Δ狕·∑
犼＝犿狕

犼＝－犿狕

犱^１（犼Δ狕）·珘狏狕（狀，犽狔，犿－犼，犽＋（ ）］｝１

２

＋２μ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕 ·Δ狕·∑
犼＝犿狕

犼＝－犿狕

犱^１（犼Δ狕）·珘狏狕 狀，犽狔，犿－犼，犽＋（ ）１２ ，

　珓σ狓狔（狀，犽狔，犿，犽＋１）＝珓σ狓狔（狀，犽狔，犿，犽）

＋Δ狋· μ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕 · Δ狓·∑
犻＝犿狓

犻＝－犿狓

犱^１（犻Δ狓）·珘狏狔 狀－犻，犽狔，犿，犽＋（ ）［｛ １

２

－犽狔珘狏狓 狀，犽狔，犿，犽＋（ ）］｝１

２
，

　珓σ狓狕（狀，犽狔，犿，犽＋１）＝珓σ狓狕（狀，犽狔，犿，犽）

＋Δ狋· μ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕 · Δ狕·∑
犼＝犿狕

犼＝－犿狕

犱^１（犼Δ狕）·珘狏狓 狀，犽狔，犿－犼，犽＋（ ）［｛ １

２

＋Δ狓·∑
犻＝犿狓

犻＝－犿狓

犱^１（犻Δ狓）·珘狏狕 狀－犻，犽狔，犿，犽＋（ ）］｝１

２
，

　珓σ狔狕（狀，犽狔，犿，犽＋１）＝珓σ狔狕（狀，犽狔，犿，犽）

＋Δ狋· μ狀Δ狓，犽狔，犿Δ（ ）狕 · Δ狕·∑
犼＝犿狕

犼＝－犿狕

犱^１（犼Δ狕）·珘狏狔 狀，犽狔，犿－犼，犽＋（ ）［｛ １

２

－犽狔珘狏狕 狀，犽狔，犿，犽＋（ ）］｝１

２
． （８）

式 中，ρ（狀Δ狓，犽狔，犿Δ狕）、λ（狀Δ狓，犽狔，犿Δ狕）、μ（狀Δ狓，

犽狔，犿Δ狕）分别为非均匀介质的密度及拉梅常数，

珘狏狓 ，珘狏狔 ，珘狏狕为分别为地震波场速度的狓，狔，狕分量的

傅氏变换，

犽狔 ＝狀Δ犽狔 狀＝－犖狔，…，－１，０，１，…，犖（ ）狔 ，

Δ犽狔 ＝
２π
犔狔
，

犔狔 表示狔方向上模型的长度．狀为狔方向上网格的

点数，其中对每一个犽狔 ，方程（８）可看作为二维地震

波动方程来求解．
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图２　精度对比数值实验

（ａ）高斯分布函数犪＝１／△狓，△狓＝１０；（ｂ）９点差分算子求导结果与解析解的比较

（ｃ）错格伪谱法求导结果与解析解的比较；（ｄ）１６阶有限差分求导结果与解析解的比较

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｃｃｕｒａｃｙｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｏｒｓ

（ａ）ＡＧａｕｓｓｉａｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｉｔｈ犪＝１／△狓ａｎｄ△狓＝１０；

（ｂ）ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｘａｃｔｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆｔｈｅＧａｕｓｓｉａｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆ．ｎｉｎｅｐｏｉｎｔＣＦＰＤ；

（ｃ）ｒｅｓｕｌｔｏｆＳＧＦＰＭ；（ｄ）ｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｓｉｘｔｅｅｎｔｈｏｒｄｅｒＦＤｍｅｔｈｏｄ

　　最后对珘狏狆 狓，犽狔，狕，（ ）狋 做反傅氏变换，从而得到

地震波场的各个速度分量．即

狏狆 狓，狔犱，狕，（ ）狋 ＝
１

犔狔 ∑

犖
狔
Δ犽
狔

犽
狔
＝－犖

狔
Δ犽
狔

珘狏狆 狓，犽狔，狕，（ ）狋犲犻犽狔狔犱

　　　　　　　（狆＝狓，狔，狕）． （９）

利用递推公式将速度转化成位移，即为最终求

得的２．５维地震波场的位移分量．

１．４　稳定性条件及边界条件

通过分析可知，式（８）所示的基于Ｆｏｒｓｙｔｅ广义

正交多项式褶积微分算子法的稳定性条件类似于伪

谱法的稳定性条件（Ｇａｚｄａｇ
［２０］，１９８１）

犞ｍａｘ·Δ狋·犽 ≤２， （１０）

其中犞ｍａｘ为介质速度最大值，Δ狋为时间步长

犽＝ ［^犱１（狀Δ狓）^犱１（狀Δ狓）］＋［^犱１（犿Δ狕）^犱１（犿Δ狕槡 ）］，

同理，用于伪谱法的Ｃｅｒｊａｎ吸收边界条件也同样适

用于基于Ｆｏｒｓｙｔｅ广义正交多项式褶积微分算子

法，Ｃｅｒｊａｎ
［２１］、Ｋｏｓｌｏｆｆ

［２２］（１９８５，１９８６）

犌＝犲
－α 犖－（ ）犻 ，　１≤犻≤犖 ． （１１）
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该边界吸收方法的主导思想就是给模型的有效

区域的边界上加粘滞层，使得波的能量在粘滞层内

最大程度地衰减，从而消除边界反射．式（１１）中，α

为衰减系数，Ｎ为粘滞层的网格点数．

２　计算实例

本文设计一个三维模型（如图３），其中震源位

于网格点坐标（１５０，１５０，３０），模型被一阶梯状界面

分为两层，模型参数值列于表１中．应用时间错格差

分褶积微分算子法模拟２．５维地震波场．计算空间

导数时使用９点Ｆｏｒｓｙｔｅ广义正交多项式褶积微分

算子，在输出文件中，只取模型数值计算的有效空间

犕
２
，犖犡－

犕
２
＋［ ］１ ， 犕

２
，犖犣－

犕
２
＋［ ］１ ，

其中犕 ＝９，犖犡，犖犣 为模型空间的网格点数；震

源函数形式为主频３０Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ子波，吸收边界

条件为式（１１）所示，其中α＝０．０１５，犖 ＝１０．在

ＣＰＵ为Ｐ４２．６ＧＨｚ，内存为５１２ＭＢ的个人电脑上

计算该２．５维模型，计算耗时仅需３４０．１２５″．从波场

快照图４可以看出，２．５维正演模拟在某一剖面上

的数值模拟不仅可以获得跟三维相近的地下信息

量，而且能够准确地近似三维波场．

图３　３００×３００×３００网格点三维模型

Ｆｉｇ．３　Ｓｋｅｔｃｈｏｆ３Ｄｍｏｄｅｌ

表１　模型介质参数

犜犪犫犾犲１　犕狅犱犲犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

层位ρ（ｇ／ｃｍ
３）犞ｐ（ｍ／ｓ） 网格间距（ｍ） Δ狋（ｍｓ） 子波主频（Ｈｚ）

Ｉ ２．６ ３２００

ＩＩ １．３ １８４７
１０ １ ３０

图４　３００×３００网格点模型；２．５维ＸＯＺ面６００ｍｓ时刻狓，狔，狕分量的波场快照

Ｆｉｇ．４　２．５ＤＷａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｏｆ狓，狔，狕ｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｔ６００ｍｓ
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３　结　论

数值实验表明，本文所构造的时间错格差分

Ｆｏｒｓｙｔｅ广义正交多项式褶积微分算子法能有效解

决复杂非均匀介质及各向异性介质的波场传播，该

方法是一种快速的、高精度的地震波场模拟方法，它

相对于有限差分法和伪谱法而言，其频散小，精度较

高，计算速度较快．可以预期，该方法的推出及后续

研究的成功开展，将为高精度地震波模拟、地震波偏

移、地震反演、地震波成像及地震波在复杂非均匀介

质中的传播等研究提供更为广泛的选择．

同时，２．５维模型计算结果表明：２．５维数值模

拟比二维数值模拟可以更真实地模拟三维介质的某

个剖面的波场传播，并且２．５维地震波模拟的计算

量比三维模拟的计算量及计算耗时大大减少．因而

２．５维波场数值模拟具有更高的计算效率，是一种

非常值得深入研究并广泛应用的方法．
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