Peatukk 1

Funktsioonid ja nendega
seotud moisted

1.1 Reaalarvud ja Arvtelg. Absoluutvaartuse
moiste. Reaalarvudest koosnevad hulgad.

Enne arvu moiste késitlemist toome sisse moned hulkadega seotud tahised.

Hulk (tavalises mottes) koosneb elementidest (e hulga liikmetest), kusjuures
elemendid ei kordu ja nende jarjestus ei ole kindlaks maaratud. Hulga tdhistami-
seks eraldame vaadeldavad elemendid komadega ja piiritleme hulga loogeliste
sulgudega. Naiteks {0,7,5} on elementidest 0, 7 ja 5 koosnev hulk. Hulk v6ib
olla antud ka keerulisemal kujul. Niiteks {z? | x = 1,2,3} on hulk, mille ele-
mendid on arvutatavad valemiga 2, kusjuures = voib omandada viirtusi 1, 2
ja 3. Viimase hulga v6ib muidugi panna kirja ka ekvivalentsel kujul {1, 4, 9}.

Peale tavaliste hulkade kasutame edaspidi ka jarjestatud hulki. Jdrjestatud
hulk koosneb samuti elementidest, kuid selles hulgas on iga kahe elemendi koh-
ta on voimalik Gelda, kumb neist on eelnev, kumb jargnev. Tavalise hulga ja
jarjestatud hulga eristamiseks lepime kokku, et viimase tahistamisel kasutame
loogeliste sulgude asemel iimarsulgi. Peale selle lubame jarjestatud hulga ele-
mentidel ka korduda. Néiteks (—1,1,—1,1,...) on jarjestatud hulk, milles —1-le
jargneb 1, sellele omakorda —1 jne.

Naturaalarvude hulk on N = {0,1,2,3,...} ja tédisarvude hulk on
z={...,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Taisarvude baasil defineerime ratsionaalarvud. Ratsionaalarvuks nimetatakse
kahe téisarvu p ja g jagatist p/q, kusjuures ¢ # 0. Ratsionaalarvude hulga téhis
on Q. Seega, lithidalt kirjutades Q = {g lp,q € Z,q # 0}. Iga ratsionaalarvu
saab esitada kas lopliku voi 1opmatu perioodilise kiimnendmurruna.

Lopmatuid mitteperioodilisi kiimnendmurde nimetatakse irratsionaalarvudeks.
Irratsionaalarvude hulga tahis on I. Uks ja sama arv ei saa olla samaaegselt nii
ratsionaal- kui ka irratsionaalarv. Seetottu ei oma ratsionaalarvude ja irratsio-
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naalaarvude hulgad tihisosa, st Q N1 = ().
Ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud kokku moodustavad reaalarvude hulga.
Reaalarvude hulga tahis on R. Seega R = QUL

Arvtelje moiste. Aruvteljeks nimetatakse sirget, millel on valitud nullpunkt,
pikkusiihik ja positiivne suund. Kasutades neid kolme parameetrit, saab arvtelje
punktidele seada vastavusse reaalarvud. Toepoolest, nullpunktist iihe iihiku
vorra positiivses suunas paikneb punkt, mis vastab arvule 1, poole iihiku vorra
negatiivses suunas paikneb punkt, mis vastab arvule —1/2 jne. Voib viita,
et igale arvtelje punktile vastab iiks ja ainult iiks reaalarv ja vastupidi: igale
reaalarvule vastab iiks ja ainult iiks arvtelje punkt. Oeldu pohjal saab reaalarvud
samastada sirge (arvelje) punktidega.

Olgu tasandil antud kaks arvtelge, mis on ristuvad oma nullpunktides. Need
moodustavad tasandil nn koordinaatteljestiku. Tasandi punkti ristkoordinaatideks
nimetatakse selle punkti ristprojektsioone koordinaatttelgedele. Igale tasandi
punktile vastab iiks ja ainult iiks ristkoordinaatidest moodustatud arvupaar ja
vastupidi: igale arvupaarile vastab iiks ja ainult iiks tasandi punkt. Matemaatikas
tahistatakse tavaliselt iihel ristuvatest koordinaattelgedest olevat olevat arvu
z-ga ja teisel koordinaatteljel oleval arvu y-ga. Sel juhul on tegemist xy-
teljestikuga ja me saame raakiga tasandil asuva punkti z- ja y-koordinaatidest.

Absoluutvaartuse moiste. Reaalarvu a absoluutvaartuseks nimetatakse jarg-
mist mittenegatiivset reaalarvu:

la| = a kui a>0
M= ¢ kui a<O.

Reaalarvu a absoluutvddrtust |a| voib tolgendada kui punkti a ja nullpunkti
vahelist kaugust arvteljel.
Uldisemalt: punktide a ja b vaheline kaugus arvteljel vordub arvuga |a — b|.

Absoluutvairtuse omadused:
L [—a| =la|

2. |ab| = |al[b]

3. |la+b] < a| + 0]

4. |a—b| > [la] = o[ |

Vahemikud, poolloigud ja loigud. Defineerime jérgmised reaalarvudest
koosnevad hulgad:

16plik vahemik (a,b) = {z | a < x < b},

16plikud poolldigud [a,b) = {z ] a < = < b},
(a,b) ={z]a <z < b},

loplik 16ik [a,b] = {z ]| a < z < b},

16pmatud vahemikud (a,00) = {z||a < z < oo},
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(—00,b) = {z| — o0 <z < b},
(—O0,00) =R,

16pmatud pooldigud [a,00) = {z] a < z < o},
(—00,b] = {z| —o0 <z <b}.

Vahemikke, poolloike ja loike nimetame edaspidi ka pidevateks hulkadeks.
Punktid neis hulkades paiknevad tiksteise korval lopmata tihedalt.

Tokestatud hulgad. Reaalarvudest koosnevat hulka A nimetatakse tokestatuks,
kui leidub 16plik vahemik (c, d) nii, et A C (c,d).

Tokestatud hulgad on nditeks koik 16plikud vahemikud (a,b), 16igud [a, b]
ja poolldigud [a,b), (a,b]. Tokestamata hulgad on aga niiteks 16pmatud va-
hemikud (—o0,a), (a,c0) ja l6pmatud poolldigud (—oo, a], [a, o).

1.2 Jaavad ja muutuvad suurused. Funktsiooni
moiste ja esitusviisid.

Jadvad ja muutuvad suurused. Suurust, mis voib omandada erinevaid
arvulisi vaartusi, nimetatakse muutuvaks suuruseks ehk muutujaks. Suurust,
mille arvuline vaartus ei muutu, nimetatakse jadvaks suuruseks. Néiteks iihtlase
liikumise korral on kiirus ja&v suurus ja labitud teepikkus muutuv suurus.
Samas mittelihtlase liikumise korral on ka kiirus muutuv suurus. Seega voib
konkreetne suurus olla iihes protsessis jadv kuid teises protsessis muutuv. On
olemas ka suurusi, mis igas olukorras on jadvad. Neid suurusi nimetatakse
absoluutseteks konstantideks.  Naiteks voib tuua ringjoone timbermoodu ja
labimoodu suhte 7, gaasi universaalkonstandi R = 8.314%, valguse kiiruse
c=3-10°%2 jne.

Muutumispiirkonna moiste. Muutuva suuruse koigi voimalike vaartuste
hulka nimetatakse selle suuruse muutumispiirkonnaks. Naiteks aine tempe-
ratuur Celsiuse kraadides voib teoreetiliselt omada koiki vaartusi, mis on su-
uremad voi vordsemad kui absoluutne miinimum —273.15°C'. Seega on temper-
atuuri muutumispiirkond lopmatu poolloik [—273.15; 00).

Funktsiooni moiste. Olgu antud 2 muutuvat suurust = ja y. Funktsiooniks
(ehk {iiheseks funktsiooniks) nimetatakse kujutist, mis seab suuruse z igale
vadrtusele tema muutumispiirkonnast vastavusse suuruse y iihe kindla véartuse.
Muutujat = nimetatakse seejuures soltumatuks muutujaks ehk argumendiks ja
muutujat y soltuvaks muutujaks.

Matemaatikas on levinud funktsiooni tahised f, g, u, v, ¢, jne.

Olgu antud funktsioon f, mille argumendiks on x ja soltuvaks muutujaks y.
Muutuja y vaartust, milleks funktsioon f kujutab argumendi x, nimetatakse
funktsiooni f vadartuseks kohal x ja tdhistatakse siimboliga f(x). Seega voime
kirjutada seose

y = f(=), (1.1)
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mis véljendab muutuja y "seotust” argumendiga x funktsiooni f kaudu. Seost
(1.1) nimetatakse funktsiooni vorrandiks.

Monikord kasutatakse funktsiooni ja soltuva muutuja tdhistamiseks iihte ja
sama siimbolit. Sellisel juhul omab vorrand (1.1) kuju y = y(x).

Argumendi  muutumispiirkonda nimetatakse funktsiooni f mdadramispiirkon-
naks. Maaramispiirkonna tahisena kasutame edaspidi stimbolit X. Hulka, mis
koosneb koigist vaartustest, mis funktsioon voib omandada, nimetatakse selle
funktsiooni vadrtuste hulgaks. Tahistame vaartuste hulka siimboliga Y. Seega

Y = {f(z)||z e X}

Mitmene funktsioon. Mitmeseks funktsiooniks nimetatakse kujutist, mis seab
suuruse x igale vaartusele tema muutumispiirkonnast vastavusse teatud hulga
suuruse y vaartusi, kusjuures leidub vahemalt iiks x vaartus, millele vastab mitu
y vaartust. Argumendi, sSltuva muutuja, maaramispiirkonna ja vadrtuste hulga
moisted on mitmese funktsiooni korral analoogilised vastavate moistetega iihese
funktsiooni korral.

NB! Kéesolevas konspektis tdhendab moiste ”funktsioon” ilma téiendita
“mitmene” alati ithest funktsiooni.

Funktsiooni esitusviisid. Graafik.

1. Esitusviis tabeli kujul. Funktsiooni argumendi voimalikud véaartused esi-
tatakse tabeli ithes reas (veerus) ja neil vastavad funktsiooni vadrtused
tabeli teises reas (veerus). On voimalik vaid siis, kui funktsiooni argu-
mendil on loplik arv vaartusi.

2. Analidtiline esitusviis. Funktsioon esitatakse valemi kujul. Kui vaja, lisa-
takse ka maaramispiirkonna kirjeldus.

Nditeks avaldis
y =%, x¢el0,1]

kirjeldab funktsiooni, mille maaramispiirkonnaks on 16ik [0, 1] ja iga x kor-
ral sellelt 16igult arvutatakse argumendile z vastavad funktsiooni vadrtused

f(x) vastavalt valemile f(x) = 2.

Analiitiliselt antud funktsiooni loomulikuks mdadramispiirkonnaks nimeta-
takse argumendi koigi nende vaartuste hulka mille korral funktsiooni avaldis
on taielikult maaratud.

Niiteks iilaltoodud funktsioon y = 22, z € [0, 1] ei ole antud oma loomu-
likus méaaramispiirkonnas. Selle funktsiooni loomulik mé&aramispiirkond
on X =R.

3. Graafiline esitusviis. Funktsioon esitatakse graafikuna tasandil ristkoordi-
naadistikus.

Olgu antud funktsioon f, mille argument on x, soltuv muutuja y ja méara-
mispiirkond X. Kanname tasandile ristuvad z- ja y-teljed. Vaatleme tasandil
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hulka G, mis koosneb punktidest P(z, f(z)), mille esimene koordinaat 2z omandab
koik vaartused méadramispiirkonnas X. Seda hulka nimetatakse funtsiooni f
graafikuks.

Tabeli kujul antud funktsiooni méaramispiirkond koosneb 16plikust arvust
argumendi vadrtustest ja tema graafik koosneb 16plikust arvust isoleeritud punk-
tidest. Kui funktsiooni médramispiirkonnaks on pidev hulk (so vahemik, 16ik
vOi poolloik), siis on tema graafikuks teatav joon (nagu nt Joonisel 1.1).

Funktsiooni graafiku punkti P(z, f(z)) teist koordinaati f(z) voib tolgen-
dada punkti P ”korgusena” z- telje suhtes. Kui f(x) > 0, siis on graafiku
"korgus” positiivne, st graafik paikneb tilalpool z-telge. Kui aga f(x) < 0, siis
on "korgus” negatiivne, st graafik jadb z-teljest allapoole (vt Joonis 1.1).

Y

y=f(x)

Joonis 1.1

Suvaline y-teljega paralleelne sirge saab (iihese!) funktsiooni graafikut 16igata
maksimaalselt thes punktis. Toepoolest: kui leiduks y-teljega paralleelne sirge,
mis loikaks graafikut mitmes punktis, siis oleks funktsiooni graafikul vaadel-
davas kohas mitu "korgust”, seega oleks ka funktsioonil ithe argumendi korral
mitu vidrtust. Uhesel funktsioonil ei saa aga mitut vaartust olla.

Juhul, kui vaadeldav funktsioon on mitmene, siis eksisteerib vihemalt iiks
y-teljega paralleleelne sirge, mis 16ikab funktsiooni graafikut mitmes punktis.

Niiteid. Praktikas esineb rohkesti fiitisikaliste jm suuruste soltuvust ajast
t, nt aine osakese vm ldbitud teepikkus S = S(t), kiirus v = wv(t). Ter-
modiinaamikas jalgitakse rohu P soltuvust temperatuurist T', seega on tegemist
funktsiooniga P = P(T). Vedeliku voolamisel mitteiihtlase 1abiméoduga torus
on vedeliku kiirus osades punktides suurem kui teistes punktides, seega soltub
kiirus v ruumikoordinaadist z, ja meil on tegemist funktsiooniga v = v(x).
Mitmesed funktsioonid esinevad sageli olukorras, kus protsessi erinevad faasid
on toodud samas teljestikus. Néiitena olgu toodud Carnot protsess (vt jooni-
seid aadressil https://en.wikipedia.org/wiki/Carnot_cycle , graafikutel on kaks
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rohu vadrtust etteantud ruumala korral). Naiteid mitmeste funktsioonide kohta
tuuakse allpool veel.

1.3 Funktsioonide liigid. Konstantne funktsioon.
Astme-, eksponent- ja trigonomeetrilised
funktsioonid.

Paaris- ja paaritud funktsioonid. Funktsiooni f nimetatakse paarisfunkt-
siooniks, kui iga x € X korral kehtib vordus f(—z) = f(x). Paarisfunktsiooni
graafik on siimmeetriline y-telje suhtes.

Funktsiooni f nimetatakse paarituks funktsiooniks, kui iga € X korral
kehtib vordus f(—xz) = —f(z). Paaritu funktsiooni graafik on siimmeetriline
koordinaatide alguspunkti suhtes.

Perioodilised funktsioonid. Funktsiooni f nimetatakse perioodiliseks, kui
leidub konstant C' > 0 nii, et iga x € X korral kehtib vordus f(z + C) = f(z).
Viikseimat sellist konstanti C' nimetatakse funktsiooni f perioodiks. Perioodilise
funktsiooni graafik kordub perioodi C' jarel.

Niiteks kehtivad vordused sin(z + C) = sinz, kusjuures konstant C' voib
omada vaartusi 2w, 47, 67 jne. Vaikseim C' vaartus on 2w. Jarelikult on
funktsioon y = sin z perioodiline, kusjuures periood on 27.

Kasvavad ja kahanevad funktsioonid. Olgu D funktsiooni f mé&aramispiir-
konna alamhulk. Valime hulgast D kaks suvalist arvu x; ja zo nii, et kehtib
vorratus

r1 < X2.

Kui funktsiooni f rakendamisel argumentidele 1 ja xo vOorratuse mark ei muutu,
st

fz1) < fla2),

siis on f kasvav hulgas D. Kui aga funktsiooni f rakendamisel argumentidele
1 ja xo vorratuse mark muutub vastupidiseks, st

f(z1) > fla2),

siis on f kahanev hulgas D. Kasvamispiirkonnas funktsiooni graafik touseb, ka-
hanemispiirkonnas aga langeb.



Konstantne funktsioon. Astme- ja eksponent- ja trigonomeetrilised
funktsioonid. Ké&esolevas alamparagrahvis alustame pohiliste elementaarfunkt-
sioonide loetlemist ja omaduste kirjeldamist.

Konstantne funktsioon y = C. Ilmselt selle funktsiooni korral
X=R ja Y={C}

Graafik on selline:

Joonis 1.2: konstantne funktsioon y = C

Astmefunktsioon on funktsioon jargmisel kujul
y =,

kus a on nullist erinev konstantne astendaja.
Niiteks funktsioonid y = z, y = 22, y = %, y = /7 on astmefunktsioonid.

Eksponentfunktsioon on funktsioon jargmisel kujul:
y=a",

kus astme alus a on konstantne ja rahuldab vorratust a > 0. Lisaks sellele
vorratusele eeldame veel, et a # 1, sest a = 1 korral saame konstantse funkt-
siooni y = 1% = 1.

Eksponentfunktsiooni maaramispiirkond ja vaartuste hulk on jargmised:

X=R ja Y =(0,00).

Graafik on juhtudel @ > 1 ja 0 < a < 1 kvalitatiivselt erinev (vt joonised 1.4
ja 1.5 tagapool). Nagu graafikutelt ndhtub, on funktsioon y = a* kasvav kogu
oma maaramispiirkonnas, kui a > 1 ja kahanev kogu oma méaramispiirkonnas,
kui 0 < a < 1.
Niiteid eksponentfunktsioonidest: y = e®, y = 10%, y = 2%, y = e~
1

mane on ekvivalentselt esitatav kujul y = (£)*).

z (vii-

Trigonomeetrilised funktsioonid

y=sinz, y =cosz, y =tanx ja y =cotzw
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radiaanides antud argumendiga x. Maaramispiirkonnad ja vaartuste hulgad on
jargmised:

y=sinz: X=R Y=[-11],
y=cosz: X=RY=[-1,1],

2%k + 1
y=tanz : X:R\{(i;)wﬂkez},}/:R,
y=cotz : X =R\ {kr|lke€Z}, Y =R.

Graafikud leiab lugeja joonistelt 1.8 - 1.11 tagapool. Funktsioonid y = sinz ja
y = cosx on perioodilised perioodiga 27 ning y = tanz ja y = cot x perioodiga
7. Funktsioonid y = sinx, y = tanx ja y = cotz on paaritud ning y = cosx
paaris.

oo oo

1.4 Poordfunktsiooni moiste. Logaritmfunktsioon.
Arkusfunktsioonid.

Uksiihese funktsiooni méiste. Olgu antud (ithene) funktsioon y = f(z).
Vastavalt funktsiooni definitsioonile on tegemist kujutisega, mis seab igale argu-
mendi z vaartusele oma maaramispiirkonnast vastavusse iihe kindla y véartuse.
Vaatleme niiid teatud kitsamat erijuhtu. Nimelt eeldame, et ka argument x
funktsiooni vaartuse f(z) kaudu iiheselt méaratud. See tdhendab, et iga y kor-
ral hulgast Y leidub ainult iiks x nii, et valitud y on selle z-i kujutiseks. Kui see
on nii, siis Geldakse, et funktsioon f on ukstihene. Uksiihese funktsiooni korral
on vorrand y = f(x) muutuja x suhtes ttheselt lahenduv.

Niiteks kuupfunktsioon y = 2> on iiksithene. Iga y korral leidub ainult iiks
x nii, et valitud y on selle 2-i kuup. Arv 8 on ainult iihe arvu (so 2) kuup, arv
—27 on ainult iihe arvu (so —3) kuup jne. Lahendades vorrandi y = 2% muutuja
x suhtes saame argumendi x esituse y kaudu: x = §y. Seevastu ruutfunktsioon
y = 22 ei ole iiksithene. Iga y > 0 korral leidub kaks z-i nii, et valitud 3 on
mdlema x-i ruut. Arv 4 nii —2 kui 2 ruut. Vorrandi y = 22 lahendamisel saame
kaks funktsiooni = /y ja @ = —,/y ehk iihe kahese funktsiooni x = £,/y.

Mitte-tiksiihese funktsiooni saab muuta iiksiiheseks maaramispiirkonna so-
biva kitsendamise teel.

Niiteks kui kitsendada funktsiooni y = x? loomulik miiramispiirkond
X = R poolldiguks [0,00), siis muutub see funktsioon iiksitheseks ja x aval-
dub valemiga z = /3.

Funktsiooni iiksiihesust saab kindlaks teha ka graafiku abil. Kui suvaline -
teljega paralleelne sirge labib funktsiooni graafikut maksimaalselt ihes punktis,
siis on see funktsioon iiksiihene.

Nii on see nditeks kuupfunktsiooni y = 2 graafikuga. Seevastu ruutfunk-
tsiooni y = 22 graafikut (parabooli) libib az-teljega paralleelne ja selle telje
peal asuv sirge kahes punktis. Nagu markisime, ei ole viimasel juhul tegemist
iiksithese funktsiooniga. Funktsiooni y = x? méiiramispiirkonna kitsendamine
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poolldiguks [0, 00) 16ikab &dra parabooli vasaku haru ja suvaline z-teljega par-
alleelne sirge labib jarelejaanud parempoolset haru maksimaalselt iithes punktis.

Uksiihese funktsiooni pé6rdfunktsioon. Uksiihese funktsiooni y = f(z)
poordfunktsiooniks nimetatakse kujutist, mis seab igale f(x)-le funktsiooni vaér-
tuste hulgast vastavusse x-i. Poordfunktsiooni avaldise saame, kui lahendame
vorrandi y = f(z) muutuja = suhtes. Poordfunktsioonis funktsiooni argument ja
soltuv muutuja vahetavad oma kohad. See tdhendab, et kui funktsiooni f argu-
mendiks on z ja soltuvaks muutujaks y, siis funktsiooni f poordfunktsiooni ar-
gumendiks on y ja soltuvaks muutujaks . Samuti vahetavad poérdfunktsioonis
kohad esialgse funktsiooni méadramispiirkond ja vaartuste hulk.

Niiteks funktsiooni y = 2? péordfunktsioon on x = &y, funktsiooni y = x2,
x € [?, 00), poordfunktsioon on z = /7, funktsiooni y = I pédrdfunktsioon on
T ==,

y

Olgu x = g(y) iksithese funktsiooni y = f(x) poordfunktsioon. Siis funkt-
sioonid f ja g kompenseerivad teineteist jirgmises mottes. Fikseerime mingi x
vAdrtuse ja arvutame f(x). Seejérel arvutame g[f(z)], st funktsioon g kohal
f(z). Tulemusena saame esialgse x vadrtuse tagasi. Samuti arvutades antud y
kaudu f[g(y)] saame y vaidrtuse tagasi. Need seosed saab kirjutada kujul

glf(@)] ==z, flgw)] =v. (1.2)

Kui g of funktsiooni f péordfunktsioon, siis f on funktsiooni g p66rdfunktsioon.
Niiiteks rakendades funktsioonile y = 23 tema poordfunktsiooni saame vordu-
se Va3 = z ja rakendades funktsioonile z = ¢y tema poordfunktsiooni saame

[&/Y]® =y.

Joonis 1.3



Funktsiooni y = f(z) ja tema poordfunktsiooni z = g(y) graafikud kattuvad
xy-teljestikus. See on nii sellepérast, et funktsioonid y = f(z) ja z = g(y)
méaaravad iithed ja samad arvupaarid (x,y), seega ka iihed ja samad tasandi
punktid P(z,y). Erinevus neis kahes funktsioonis seisneb ainult selles, et f
seab z-le vastavusse y-i, kuid g seab y-le vastavusse x-i.

Kui aga poordfunktsiooni z = g(y) avaldises muutujate = ja y kohad va-
hetada, st esitada ta kujul y = g(x), siis selle funktsiooni graafik peegeldub
iile sirge y = z. Seega on funktsioonide y = f(x) ja y = g(x) graafikud
siimmeetrilised sirge y = x suhtes (joonis 1.3).

Logaritmfunktsioon. Arkusfunktsioonid. Jatkame eelmises paragrahvis
alustatud pohiliste elementaarfunktsioonide loetelu monede oluliste p66rdfunkt-
sioonidega.

Logaritmfunktsioon.
Eksponentfunktsioon y = a® on iiksithene ning seega on ta pdordfunktsioon
ithene. Eksponentfunktsiooni y = a® péordfunktsioon on logaritmfunktsioon

x =log,y,

kus a on logaritmi alus. Vastavalt valemitele (1.2) kehtivad seosed
log,[a®] =z ja a'®%a¥ =y,

Kuna podrdfunktsiooni votmisel méaaramispiirkond ja vaartuste hulk vahetavad
oma kohad, siis lahtudes eksponentfunktsioonist (vt §1.3) ndeme, et funktsiooni
y = log,  madramispiikond ja vaartuste hulk on vastavalt

X =(0,00) ja Y =R

Graafik on juhtudel a > 1 ja 0 < a < 1 erinev (joonised 1.6 ja 1.7). Vorreldes
graafikuid joonistel 1.4 - 1.7 néeme, et y = log, x graafik on y = a* graafiku
peegeldus sirge y = x suhtes.

Arkusfunktsioonid.
Trigonomeetriliste funktsioonide poordfunktsioonid on nn. arkusfunktsioonid.
Peamine probleem trigonomeetriliste funktsioonide p6éramisel on see, et nad ei
ole terves oma maaramispiirkonnas iiksithesed. Toepoolest, vaadeldes trigono-
meetriliste funktsioonide graafikuid joonistel 1.8 - 1.11 ndeme, et z-teljega pa-
ralleelsed sirged voivad neid graafikuid loigata paljudes punktides.

Nagu eelnevalt nagime, on mitte-liksiihene funktsioon voimalik muuta tiks-
itheseks maaramispiirkonna sobiva kitsendamise teel. Vaatleme seda protseduuri
iga trigonomeetrilise funktsiooni korral eraldi.

Arkussiinus. Funktsioon y = sinx ei ole iiksiihene, sest iihele sinx vadrtusele
vastab lopmata palju x vaartusi. Néiteks x-telg loikab siinuse graafikut lopmata
arvus erinevates punktides (vt joonis 1.8). Funktsiooni y = sin z péoramisel kit-
sendatakse tema méadramispiirkond kokkuleppeliselt 16iguks [—7, 5], st jéetakse
vaatluse alt vélja kogu sinz osa, mille korral x ¢ [-F,F]. Vaadeldes 16igul
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[—%, 5] paiknevat siinuse graafiku osa nieme, et suvaline z-teljega paralleelne
sirge 16ikab seda maksimaalselt iihes punktis. Seega on funktsioon

iz, o €l-7, 7]
=sinz, r € |[—=, =
Y 22
iiksithene. Selle funktsiooni poordfunktsiooni nimetatakse arkussiinuseks ja
tahistatakse x = arcsiny. Kehtivad seosed

arcsin[sinz] =z ja sinfarcsiny] =y. (1.3)

Kuna poérdfunktsiooni votmisel maaramispiirkond ja vaéartuste hulk vahetavad
oma kohad, siis arkussiinuse méaaramispiirkond ja véaartuste hulk on

].

T T

X = [_171]7 Y = [_57 5

Graafik on kujutatud Joonisel 1.12. Tegemist on 16igul [-7, 7] paikneva siinuse
graafiku 16ike peegeldusega iile sirge y = x.

Arkuskosinus. Funktsiooni y = cos x, mis ei ole samuti iiksiihene kogu arvteljel,
pooramisel kitsendatakse tema méaaramispiirkond 16iguks [0, 7r]. Sellel 16igul on
ta tiksiihene (joonis 1.9). Funktsiooni

y=cosz, x € [0,7]

poordfunktsioon kannab nimetust arkuskosinus ja seda tahistatakse x = arccosy.
Kehtivad valemid

arccos[cosz] =2 ja cos[arccosy] = y.
Arkuskosinuse maaramispiirkond ja vaartuste hulk on
X =[-1,1], Y =[0,7].
Graafik on kujutatud Joonisel 1.13. Tegemist on 16igul [0, 7] paikneva kosinuse
graafiku 16ike peegeldusega iile sirge y = x.
Arkustangens. Funktsiooni y = tanz, mis ei ole samuti iiksiihene, péoramisel

voetakse aluseks tema kitsend vahemikku (-3, 5). Antud vahemikus asub tan-
gensi nn pohiharu. Funktsiooni

T
y=tanz, x€ (—5, 5)

poordfunktsioon kannab nimetust arkustangens ja seda tahistatakse z = arctany.
Kehtivad valemid

arctan[tanz] = = ja tanf[arctany] = y.

Arkustangensi madramispiirkond ja védrtuste hulk on
™

7T
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Graafik on kujutatud Joonisel 1.14. Tegemist on tangensi pohiharu peegel-
dusega iile sirge y = x.

Arkuskotangens. Funktsiooni y = cot x podramisel kitsendatakse ta vahemikku
(0,7), kus asub tema pohiharu. Funktsiooni

y=cotz, z € (0,m)

poordfunktsioon on arkuskotangens ja seda téhistatakse x = arccot y. Kehtivad
valemid
arccot[cotxz] =z ja cotlarccoty] = y.

Arkuskotangensi mééramispiirkond ja vadrtuste hulk on
X=R, Y=(0,n).

Graafik on kujutatud Joonisel 1.15. Tegemist on kotangensi pohiharu peegel-
dusega iile sirge y = x.

Poordfunktsioon funktsioonist, mis ei ole iiksiihene. Olgu vaadeldav funktsioon y =
f(x) oma mé&dramispiirkonnaga X ja vddrtuste hulgaga Y kiill ithene, kuid mitte {iksithene.
Funktsiooni f pdordfunktsiooniks nimetatakse kujutist, mis igale y € Y seab vastavusse koigi
selliste z € X hulga, mille korral kehtib vordus f(z) = y.

Uheso, kuid mitte iiksiihese funktsiooni poordfunktsioon on mitmene. Selliste funkt-
sioonide ndideteks on terves oma madramispiirkonnas antud trigonomeetriliste funktsioonide
poordfunktsioonid ehk ”suure algustdhega” arkusfunktsioonid. Tépsemalt: terves méadramis-
piirkonnas antud funktsioonide y = sinz, y = cosx, y = tanz ja y = cot x podrdfunktsioonid
on vastavalt * = Arcsiny, * = Arccosy, x = Arctany ja x = Arccot y.

Arvutame naiteks Arcsin0. Kuna koigi selliste z hulk, mille korral sin z vérdub nulliga,
on {km||k=0,£1,+£2,...}, siis saamegi Arcsin0 = {kn ||k =0,+1,£2,...}.
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Joonis 1.4: y=a” kui a>1

Joonis 1.5: y=a" kui 0<a<1
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Joonis 1.6: y = log,z kui a >1

Joonis 1.7: y = log,x kui 0<a<1
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Joonis 1.8: y =sinx

Joonis 1.9: y =coszx
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tanx

Joonis 1.10: y

cotzx

Joonis 1.11: y
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Joonis 1.12: y = arcsinx
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Joonis 1.13: y = arccoszx
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Joonis 1.14: y = arctanz

Joonis 1.15: y = arccotz
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1.5 Tehted funktsioonidega. Elementaarfunkt-
siooni moiste. Moned olulised elementaar-
funktsioonid.

Algebralised tehted funktsioonidega. Olgu antud kaks funktsiooni:
y = f(z) ja y = g(z). Funktsioonide f ja g summa on defineeritud kui kujutis,
mis seab muutujale z vastavusse muutuja y vaartuse valemiga y = f(z) + g(x).
Funktsioonide f ja g summa loomulik tdhis on f+g¢. Seega kehtib f ja g summa
puhul seos

y=(f+9)(x) = f(x)+g(z)

Analoogiliselt defineeritakse ka funktsioonide f ja g vahe y = (f — g)(z) =
f(@) = g(x), korrutis y = (fg)(z) = f(z)g(x) ja jagatis y = (£

Niiiteks funktsioonide f(x) = 22 ja g(x) = sinz korral (f+g¢

2 — 2an i (L _ a®

(f —9)(x) = 2% —sinz, (fg)(z) = 2 sinz ja (7)(z) = 557,
Liitfunktsiooni méiste. Olgu antud kaks funktsiooni: y = f(x) ja z = g(y).
Funktsioon f seab muutujale z vastavusse muutuja y ja funktsioon g seab muu-
tujale y vastavusse muutuja z. Asendades suuruse y funktsiooni g avaldises
f(x)-ga saame uue funktsiooni, mis seab muutujale z vastavusse muutuja z,
kusjuures = ja z vaheline seos on antud valemiga z = g[f(z)]. Tegemist on

komponentide f ja g baasil defineeritud liitfunktsiooniga. Téahistame seda funk-
tsiooni stimboliga g o f. Seega

z= (g0 f)(z) = g[f(2)]-

Niiiteks komponendid y = 22 ja z = sin y annavad liitfunktsiooni z = sin(2?),

komponendid y = tanx ja z = % annavad liitfunktsiooni z = ——, komponen-
did y =tanz, z = % ja u = /z annavad liitfunktsiooni u = 4/ ca}]z'

Elementaarfunktsiooni moiste. Pohiliste elementaarfunktsioonide hulka ar-
vatakse kokkuleppeliselt jargmised funktsioonid: y = C, y = z°%, y = a%,
y = sinz,y = cosz,y = tanz,y = cotz,y = log,x, y = arcsinz,
Yy = arccosz, y = arctanz ja y = arccot x.

Elementaarfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni, mis on saadud pohilistest
elementaarfunktsioonidest 16pliku arvu aritmeetiliste tehete (so liitmiste, lahuta-
miste, korrutamiste, jagamiste) ja liitfunktsioonide moodustamise teel.

Nditeid. Elementaarfunktsioon y = 5 + Ttanz — Cs:m on moodustatud
pohilistest elementaarfunktsioonidest y = 5, y = 7, y = tanz, y = €” ja
y = cosz lopliku arvu aritmeetiliste tehetega.

Elementaarfunktsioon y = arcsin (3%) on pohiliste elementaarfunktsioonide
y = 3% ja y = arcsinz liitfunktsioon.

Elementaarfunktsioon y = \/ 2arccosz | ﬁ — 4 on saadud pohilistest elemen-

taarfunktsioonidest y = 2%, y = arccosz, y = 3,y = tanz, y = 2%,y = 4 ja
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y = x'/2 16pliku arvu aritmeetiliste tehete ja liitfunktsioonide moodustamisega.

Mboned olulised elementaarfunktsioonid. Elementaarfunktsioonide hulka
kuuluvad poliinoomid ja ratsionaalfunktsioonid.
n- astme poliinoom on defineeritud avaldisega

P(z) = ao +a1x + agx® + ...+ ap_12" ' + apa™,

kus ag,a1,as,...,a,_1,a, on konstandid ja a,, # 0.

Niiteks konstantne funktsioon y = C, lineaarne funktsioon y = ax + b,
ruutfunktsioon y = ax? + bx + ¢, kuupfunktsioon y = ax® + bax? + cx + d on
poliinoomid.

Ratsionaalfunktsioon on kahe poliinoomi jagatis

R(x) ap+ a1+ asz? 4+ ...+ an_1z"t +ay,a”
T) = .
bo+bix +bax? + ... +byp_12m L +ba™

Margime, et ratsionaalfunktsiooni lugejas ja nimetajas esinevate poliinoomide
astmed n ja m voivad olla erinevad.

Nditeks y = %ﬁ“’, Y= % on ratsionaalfunktsioonid.

Poliinoomid ja ratsionaalfunktsioonid leiavad laialdast kasutamist mitmetel
teadusaladel ja inseneerias. Paljud fiiiisikalised jm seaduspérasused on antud
kas lineaarsel kujul (1. astme poliilnoom) vo6i keerukamatel juhtudel teise, kol-
manda jne astme poliinoomidena. Néiteks Bernoulli vorrand h = % + 12’—; on
geodeetilise korguse h ruutfunktsioon voolu kiiruse v suhtes, Hooﬁe’i seadus
o = Ce annab lineaarse seose pinge ¢ ja deformatsiooni vahel, mittelineaarsetes
pinge-deformatsiooni mudelites kasutatakse valdavalt ruutseost 0 = Che+ Coe?,
van der Waalsi vorrand (vt §1.6) sisaldab kuuppoliinoomi muutuja V,,, suhtes
jne.

Poliinoome ja ratsionaalfunktsioone rakendatakse ka funktsioonide ldhenda-
misel. Naiteks tabeli kujul antud funktsiooni graafik koosneb iiksikutest punk-
tidest tasandil. Graafiku jatkamisel pidevaks jooneks kasutatakse poliinoome.

Matemaatikas ja selle rakendustes kasutatakse palju nn huperboolseid trigono-
meetrilisi funktsioone. Nendeks on

—T

shz = % — hiiperboolne siinus,

chx = # — hiiperboolne kosinus,

the = :E—i = % — hiiperboolne tangens,
cthzx = :lﬁ—z = % — hiiperboolne kotangens.

Tegemist on taas elementaarfunktsioonidega. Méargime, et nende funktsioonide
tahistused voivad varieeruda: sh, ch, th ja cth asemel kasutatakse ka téhiseid
sinh, cosh, tanh ja coth. Graafikud on toodud joonistel 1.18 - 1.21.

20



Moiste hiiperboolne trigonomeetriline funktsioon tuleneb nende funktsioonidega seotud
geomeetriast. Nimelt kirjeldab tavalise siinuse ja kosinuse kaudu antud siisteem

T =acost
y=bsint, teR

ellipsit pootelgedega a ja b (Joonis 1.16), kuid hiiperboolse siinuse ja kosinuse kaudu antud

slisteemid
r = Rcht r=—Rcht
y=Rsht, teR y=Rsht, teR

hiiperbooli paremat ja vasakut haru (Joonis 1.17).

Mitteelementaarsetest funktsioonidest. Koik funktsioonid ei ole elemen-
taarfunktsioonid. Mitteelementaarsete funktsioonide hulka kuuluvad nn
korgemad transtsendentsed funktsioonid, mis on tuletatavad pohilistest elemen-
taarfunktsioonidest lopmatu arvu tehete abil.

Nditeks toendosus, et normaaljaotusega N(0, %) juhusliku suuruse vaartus
paikneb 16igus [—z, ] avaldub valemiga p([—z, z]) = erf(z), kus erf on Gaussi
vea funktsioon. Tegemist on korgema transtsendentse funktsiooniga.

Elementaarsed ei ole ka funktsioonid, mis on erinevatel maaramispiirkonna
osadel defineeritud erinevate valemitega. Naiteks

i) 22+1, kui z<0,
xr) =
r—1, kui >0

el ole elementaarfunktsioon.

1.6 Taiendavat materjali funktsioonide kohta.

Ilmutatud ja ilmutamata funktsioonid. Analiiitiliselt antud funktsioon
voib olla kas ilmutatud voi ilmutamata kujul. Funktsiooni y = f(z) ilmutatud
kujuks on vorrand, mille vasakul pool on y ja paremal pool avaldis, mis voib
sisaldada muutujat x, kuid mitte muutujat y. Niiteks y = 22 — 2.

Funktsiooni y = f(z) ilmutamata kujuks on vorrand, mis sisaldab x ja y

labisegi, st vorrand
F(z,y) =0, (1.4)

kus F' on mingi z ja y sisaldav avaldis. Néiiteks 22 — siny +y = 0.

Ilmutamata kujul antud funktsiooni ilmutamiseks tuleb lahendada vorrand
(1.4) muutuja y suhtes. Kui sellel vorrandil on mitu lahendit, siis defineerib ta
mitmese funktsiooni.

Ndaiteid. Vaatleme vorrandit

ydcosz —3 = 0. (1.5)

Lahendades selle vorrandi muutuja y suhtes saame avaldise y = { Cozx. Vii-

mane ongi vorrandiga (1.5) antud funktsiooni ilmutatud kuju.
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Vaatleme vorrandit
2 4y? =1, (1.6)

Kui me lahendame selle vorrandi y suhtes, saame kaks lahendit: y = —v/1 — 2
jay = v1—22. Seega maidrab vorrand (1.6) ilmutamata kujul kahese funkt-
siooni y = +v/1 — 2.
Van der Waalsi vorrand
a

V2

m

(P+ —5)(Vin —b) = RT (1.7)
kirjeldab ideaalse gaasi molaarruumala V,, ilmutamata kujul. Avades sulud ja
korrutades V,2-ga saame PV;3 — (Pb+ RT)V,2 +aV,, —ab = 0. Seega tuleb funk-
tsiooni ilmutamiseks lahendada kuupvorrand. Soltuvalt kordajate vaartusest on
vorrandil iiks voi kolm lahendit. Vorrand méaarab ilmutamata kujul kas iihese
voi kolmese funktsiooni.

Vektorid. Mitmemootmeline ruum. Mitmemuutuja funktsioon.
n reaalarvust koosnevat jarjestatud hulka

Z=(z1,22,...,2n)

nimetatakse n-mootmeliseks wvektoriks. Koigi m-mootmeliste vektorite hulka
nimetatakse n-mootmeliseks ruumiks ja tahistatakse R™.

Kahemd&otmeline vektor & = (z,y) on interpreeritav kui koordinaatide al-
guspunktist (0,0) punkti koordinaatidega (x,y) suunatud sirgloik. Samasugune
geomeetriline tolgendus on ka kolmemdootmelisel vektoril Z = (z, y, 2).

Olgu antud n + 1 muutuvat suurust zi1,...,z, ja u. Kujutist, mis seab
vektori & = (x1,...,x,) igale vadrtusele teatud hulgast X C R" vastavusse
muutuja u tihe kindla vaértuse nimetatakse (itheseks) n- muutuja funktsiooniks.
Muutujaid z1, . . . x, nimetatakse seejuures funktsiooni argumentideks, muutujat
u soltuvaks muutujaks ja hulka X funktsiooni mddramispiirkonnaks.

Olgu antud n- muutuja funktsioon f, mille argumentideks on x1,..., T,
ja soltuvaks muutujaks u. Muutuja v vaédrtust, milleks funktsioon f kujutab
argumentide vektori & = (x1,...,2,), nimetatakse funktsiooni f wvddrtuseks
kohal # ja tdhistatakse siimboliga f(z1,...,z,) voi f(Z). Seega voime kirjutada
seose

u = f(x1,...2,) ehk u= f(Z).

Seda seost nimetatakse funktsiooni f vorrandiks.

Nditeks gaasi difusiooni voi konvektsiooni korral on gaasi rohk P erinevates
ruumi punktides erinev. Seega soltub P ruumimuutujatest x, y ja z ehk on
kolmemuutuja funktsioon P = P(z,y, z).
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Joonis 1.16

Joonis 1.17
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Joonis 1.18: y = shz

Joonis 1.19: y = chx
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Joonis 1.20: y = thz

Joonis 1.21: y = cthx
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