3. Differencialszamitas

3.1. A differencialhatosag fogalma, geometriai jelentése, derivalasi
szabalyok

Tanulasi cél: megismerni a differencialhatosag fogalmat, begyakorolni az érint6 felirast és a
linearizalt hasznalatat. Megismerkedni a derivalasi szabalyokkal és begyakorolni
hasznalatukat a derivalt fiiggvény meghatarozasara.

Kovetelmények

On akkor sajatitotta el megfelelden a tananyagot, ha
e ismeri a differencia és differencialhdnyados fogalmat,
ismeri a derivalhatdsag fogalmat,
ismeri a derivalt fiiggvény fogalmat,
ismeri az elemi fliggvények derivaltjait
fel tudja irni adott pontbeli érint6 egyenletét,
fel tudja irni adott meredekségii érintd egyenletét,
fel tudja irni adott ponton atmend érintd egyenletét,
képes az érintd felhasznalasaval kozelitd értékek kiszamoléasara.

Kulcsfogalmak

differencia és differencidlhanyados
derivalhatosag

derivalt fliggvény

érinto, linearizalt

Elméleti osszefoglalo

Azt szoktdk mondani, hogy semmi sem allandoé csak a valtozas. Valoban, a minket koriilvevo
vilagban minden folyamatosan atalakul, minden sok minden massal kapcsolatban van, azoktol
fiigg. Ezeknek a viszonyoknak a felderitése a természettudomanyok f6 feladata. A kiilonféle
fliggések egyik matematikai modellje a fiiggvény fogalma. A valtozasok sok jellemzdje

koziil az egyik nagyon fontos a valtozas ,,sebessége”. A gyorsan valtozo folyamatok veszélyt
hordozhatnak magukban azaltal, hogy nem adnak id6t a reagalasra. A valtozasok gyorsasagat
a matematika a derivalt fogalmaval ragadja meg.

Az analizis fejléddése, amint az gyakran maskor is el6fordult, szorosan k6tddott problémak
megoldasahoz. A mi esetiinkben az egyik ilyen probléma az érinté meghatarozasa volt.
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A fenti abran egy f(x) fliggvény grafikonjat és annak a P(x,f(x)) pontban megrajzolt
,erint6jét” latjuk. Erezziik, hogy az f(x) fiiggvény megadasa és a P pont lerogzitése
meghatarozza az abran pirossal jelolt egyenest. Ennek az egyenesnek is y=mx+b az
egyenlete, csak az a kérdés, hogy az mmeredekség és a b konstans hogyan fligg az f(x)
figgvénytol és a P(x,f(x)) ponttdl.
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Ez az 4bra azt mutatja, hogy az érint6 a szeldk hatarhelyzetének tekintheté: a P és Q

pontokon atmend szeld egyre ,.kdzelebb” van az érintéhodz, ahogy a Q pont egyre kozelebb
keriil P-hez. Ezek motivaljak a kovetkezd definiciokat.

Legyen a,X € D; az f fliggvény értelmezési tartomanyanak két kiilonbozd elem, és tekintsiik
az f figgvény grafikonjan a P(a,f(a))és a Q(x,f(x)) pontokat.




Definicio: Az a € D, és X € D, helyekhez tartozo kiilonbségi hanyados vagy differencia
hanyados a

Af - f(x)-f(a)

AX  x-a
tort.

Tevékenység: Irjuk fel az f (x)=x" fiiggvény a=1 és x helyekhez tartozé kiilsnbségi
hanyadosat.

Definicio: Ha az a € D, helyen létezik és véges az a és x helyekhez tartozo kiilonbségi
hanyadosnak a

lim f(x)-f(a)

x> X-—a
hatarértéke, akkor az f fliggvény differencialhat6 az a € D, helyen. Ekkor a fenti hatarérték
értékét '(a) jeloli, és ezt az a € D, helyhez tartoz6 differencidlhanyadosnak hivjuk, igy
tehat

f'(@) =lim fe)-T(a) :
x>a  X-—a

Ha létezik f'(a), akkor a fenti hatarérték létezése miatt, és azért, mert f(a) is 1étezik, az a
hely csak bels6 pontja lehet a D; -nek.

Definicio: Azt az f' fiiggvényt, amelyik az f fliggvény értelmezési tartomanyanak azokban
az a pontjaiban van értelmezve, ahol az f fliggvény differencidlhatd, és minden ilyen helyen
az értéke az a -beli f'(a) differencialhanyados, az f fiiggvény derivalt fiiggvényének hivjuk.

A derivalt fliggvény értelmezési tartomany tehat részhalmaza az eredeti fliggvény értelmezési
tartomanyanak.

A differencialhdnyados segitségével az érintd problémaja mar megoldhato.

Definicio: Ha f differencialhato az a € D; helyen, akkor az f grafikonjahoz a P(a,f(a))
pontban htizhato6 érinté meredeksége f'(a), és az érintd egyenes egyenlete
y=f'(a)-(x—a)+f(a)=f'(a)-x+f(a)—a-f'(a).
m T
Ebbdl lathato, hogy f'(a) =0 esetén az érintd vizszintes, f'(a) > 0 esetén az érintd emelkedd
egyenes, vagyis az a hely kozelében a fliggvény novekszik, és f'(a) < 0 esetén pedig az érintd
stillyed6 egyenes, vagyis az a hely kozelében a fiiggvény csokken.

Tevékenység: Keressiink olyan elemi fliggvényt, amelynek minden érintdje stillyedd.

Az érint0 egyenes tekinthetd egy linearis g(x) =f'(a)(x —a) +f(a) fliggvény grafikonjanak.
Ezt a g fiiggvényt hivjuk az f fiiggvény a-beli linearizaltjanak. Elég egy pillantést vetni egy
fiiggvényt és annak egy érintdjét mutatd abrara, hogy vilagos legyen: a linearizalt jol kozeliti
az érintési pontban a fliggvényt. S6t, barmilyen bonyolult is az f fiiggvény, egy nagyon
egyszerl linearis fliggvény szolgaltatja ezt a jo kozelitést. Ez lehetdséget ad fliggvényértékek
kozelitd meghatarozasara.



Tétel: Ha az f fliggvény differencialhato a-ban, akkor folytonos is a-ban.

S6t, ennél tobb is igaz. Az a pontbeli differencialhatosag azt jelenti, hogy a fliggvény
grafikonja sima az a pont kdrnyékén, nincs szakaddasa és nincs téréspontja. Ha kozelrdl
nézziik a grafikont, akkor az egyenesnek tlinik. Az alabbi abrasor ezt szemlélteti egy a
pontban differencia}}hat('), ¢és egy az a pontban nem diﬁ{erenciélhaté fliggvény esetén:
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Az analizisben a {6 célunk, hogy egy fliggvényrdl a hozzarendelési utasitas ismeretében minél
tobb informacidt megismerjiink. Ki fog deriilni, hogy ebben a {6 segédeszkoz a derivalt
figgvény. Az f' derivalt fliggvény vizsgalataval az eredeti f fliggvény szdmos, minket
érdekld tulajdonsaga felderithetd. (Példaul a ndvekedés vagy fogyas, maximalis vagy
minimalis értékek, a grafikon gorbiilésének jellege, stb.)
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Tehat mindenek eldtt arra van sziikség, hogy minél tobb fliggvény derivalt fliggvényét
egyszeriien és gyorsan el6 tudjuk allitani.

Az analizisben olyan fliggvényekkel foglalkozunk, amelyek az elemi fliggvényekbdl épiilnek
fel a kiilonboz6 miiveletek segitségével. Ebbdl is lathato, hogy a késébbiekben az elemi
fiiggvények derivaltjainak alapvetd jelentdségiik lesz. A kovetkezd tablazatban megadjuk az
elemi fliggvények derivaltjait.
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Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Irjuk fel az f(x) = x* fiiggvénynek az a=1 és az x e R helyekhez tartozo
kiilonbségi hanyadosat.

Megoldas: Mivel az f fiiggvény értelmezési tartomanya R, l1étezik a fenti kiilonbségi
hanyados, és:
f(x)-f(@) x°-1 (x+1)(x-1)
X—a x-1 x-1
A kiilonbségi hanyadosnak altalaban kiszamoljuk a hatarértékét, igy azt célszertii a
legegyszeriibb forméban felirni.

X+1.

2. feladat: Szamoljuk ki az f(x) = Jx fiiggvény a =4 helyhez tartozo
differencidlhanyadosat.

Megoldas: Tudjuk, hogy D; =[0,0), aminek a 4 belsd pontja, és

i f00-F@ _ Vx4 (Vx-2)

=i
X—a X—a x>4 X —4 X—>

4(&+2)(&—2)
=lim ! :1
H‘(\/ﬁz) 4’

igy tehat f'(4) = % :

3. feladat: Hol veszi fel a nulla értéket az f(x) =x—x* fiiggvény derivaltja.

Megoldas: Eldszor elkészitjiik a derivalt fliggvényt. Legyen a € D, tetszdleges valds szam.
Mivel D, =R ez egyben belso pontja is D; -nek. Ekkor

/@) = lim ) =T @ _ i, 77 (a2
X—a

X—a X—a X—a
Xx—a)—(x?-a? _a)— _
L (xea)-( -2 (x-a)-(x+a)(x-a) _

X—a X—a X—a X—a

=lim(1-(x+a))=1-2a.

X—a
Mivel ez tetszdleges a szamra igaz, azt kaptuk, hogy f'(x) =1—2x, és a derivalt fliggvény is
az egész valods szdmok halmazéan van értelmezve.

f'(x)=0,ha x= %, tehat a derivalt fliggvény egyediil az %helyen veszi fel a nulla értéket.

4. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = !

=— fiiggvény derivalt fliggvényét.
X



Megoldas: A fliggvényiink értelmezési tartomanya D; =(—o0,0)(0,0), aminek minden
pontja belsd pont. Legyen a e D; tetszéleges, ekkor

11 a-x
f’(a)zlimM:Iimx a _lim—&X_ =
X—a X_a X—a X_a X—a X_a

Ebbél az kovetkezik, hogy f'(x) = —iz ,¢s Dy = (—oo,O)u(O,oo), ugyan az, minta D; .
X

5. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = JX derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most a D; =[0,0), aminek a 0 nem belsd pontja, itt tehat f biztosan nem
derivalhat6. Ha azonban 0 a € D; , azaz a pozitiv szam, akkor
|imM=|imM=|im Vx-va =
M M G R (Vo a)
B 11
oifx+4a 24a
Tehit f'(x)=——— és D, =(0,).

2x

Az el6z6 két feladatban szerepld fiiggvények elemi fiiggvények. Az elemi fiiggvények
derivaltjait tartalmaz6 tablazatban 1évd derivaltak koziil néhényat hasonloan lehetne levezetni.
A tobbséghez azonban tovabbi nevezetes hatarértekek tételek és egyéb tételek is sziikségesek
lennének.

f'(a)=

6. feladat: Irjuk fel az f(x) = x*fiiggvény grafikonjanak érint6jét az a =3 helyen.

Megoldas: Hatarozzuk meg a fliggvény értékét az a =3 helyen: f(a) =f(3) =9 . Az érintési
pont koordinatai tehat (3, 9) )
Meghatarozzuk f'(a) = f'(3) értékét: az a =3 belsé pontja a D, = R -nek, és

f'(a) =lim

A differencialhanyados értéke az a =3 helyen, azaz a keresett érinté meredeksége:
m=Ff'(3)=2-3=6
Helyettesitsiink ezutan az érintét megado y =f'(a)(x —a) +f(a) képletbe.
y=6(x-3)+9
A miiveletek elvégzése utan kapjuk, hogy az érintd egyenlete: y =6x—-9.

=lim =lim =lim(x+a)=2a.

Xx—>a X —a X—a X—a X—a

f(x)-f(a) x? —a’ (x+a)(x—a)
X—a

7. feladat: Irjuk fel az f(x) = x* —2x —2 fiiggvény a =2 -beli érintdjének egyenletét.



Megoldas: Helyettesitsiik a fiiggvénybe a megadott a =2 értéket:
f(a)=f(2)=2°-2-2-2=-2. Az érintd tehat a (2, —2) pontban érinti a fliggvény
grafikonjat.

A meredekség meghatarozasahoz sziikségiink van a derivalt fiiggvényre. (Valojaban most is
elég lenne f'(2) értéke, de azt kiszamolni nem sokkal egyszeriibb, mint meghatarozni a
derivalt fiiggvényt, és venni annak 2-ben a helyettesitési értékét.) Az a =2 belsd pontja a
D; = R-nek, és

_ x?-2x-2—(a*-2a-2
f(a) = lim ") =T@) iy ( )
X—a X—a X—a X—a
x*—a*)-(2x-2a —a)-2(x-
i ) (2x028) L (xra)(x-a)-2(x ) _tim((x+a)-2)=2a-2.
X—a X—a X—a X—a X—a

A derivalt fliggvény tehat f'(x) =2x-2.
Helyettesitsiink ebbe a =2 -t, igy megkapjuk a meredekséget:
m=f(2)=2.2-2=2
Részeredményeinket irjuk be az érintd y =f'(a)(x —a) +f(a) képletébe:
y=2(x-2)+(-2).
Végezziik el a miiveleteket, és igy megkapjuk az érint6 egyenletének alabbi alakjat:
y=2X-6.

8. feladat: Irjuk fel az f(x) = Jx fliggvény m =2 meredekségl érintdjének egyenletét.

Megoldas: Most az érint6t nem azzal hatarozzuk meg, hogy melyik pontban érinti a
grafikont, hanem azzal, hogy mennyi a meredeksége. Mivel az érint6 felirdsahoz sziikség van
az érintési pont két koordinatajara, eldszor ezeket kell meghatarozni.

Tudjuk, hogy a derivalt fliggvény f'(x) = % . Azt az a > 0szamot keressiik, amelyre a
X

meredekség, azaz f'(a) éppen 2. Ehhez megoldjuk az
1,
a

2\

egyenletet a -ra: a fenti képletb8l /a = % , amibdl a = % Tehat valojaban az a = %-beli

N 1 1 . ... (11
érintérdl van sz6. Mivel f (Ej =7 az érintési pont két koordinataja (— : —] . Az érintd

y =f'(a)(x —a) + f (a) képletébe helyettesitve
1 1
=2/ X—— |[+—,
Y ( 16} 4

1
=2X+—.
y 8

rendezve

9. feladat: Irjuk fel az f(x) = 1 fliggvénynek az y =4x -9 egyenesre merdleges érintdjének
X

egyenletét.



Megoldas: Ismét az a helyzet, hogy nem ismerjiik az érintési pont elsé koordinatajat. Azt
meg kell hataroznunk. Az érinté meredekségérdl van informacionk, hiszen, ha a keresett

érinté merdleges a megadott m™ =4 meredekségl egyenesre, akkor a meredeksége m = 7
Ehhez arra kell emlékezni, hogy a sikon két egyenes akkor meréleges egymasra, ha a

meredekségeik szorzata -1. Igy tehat azt az a # 0 szamot keressiik, amelyre f'(a) = —%.

Tudjuk, hogy f'(x) = —iz , igy az alabbi egyenletet kell megoldanunk:
X
1 1

2
a 4
amibdl a’ =4, azaz a =+2, két megoldast kaptunk, tehat két ilyen érinté is van.

Ha az érintési pont els6 koordinataja a =2, akkor az érintési pont masodik koordinataja

1 :
f(2) = 5 ¢s ennek az elsd érintének az egyenlete

1 1
= —— —2 -
y 4(x )+2

X
=—+1.
Y 4

Ha az érintési pont els6 koordinataja a =—2, akkor az érintési pont masodik koordinataja

f(-2) = 1 , s ennek a masodik érintének az egyenlete:
2
1

y:—z(x—02»+(—%j

=-Z_1.
=73
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A fenti abréan a fliggvénylinket és a két érintdjét lathatjuk.

10. feladat: irjuk fel az f(x) = x* fiiggvénynek azt az érint6jét, amelyik dtmegy a Q(-1,-3)
ponton.

Megoldas: Ismét az érintési pont meghatarozasaval kell kezdeniink. Tudjuk, hogy az érintd
egyenlete

y=Ff'@)x-a)+f(a)
szerkezetl, ha figyelembe vessziik f képletét is, akkor, mivel f'(x) = 2x,,
y=2a(x—a)+a’.
Azt aza szamot, vagy azokat az a szamokat keressiik, amelyekre ez az egyenes atmegy a Q
ponton. Elvégezve az X =—1, y = -3 helyettesitést és rendezve

—-3=2a(-1-a)+a’
—3=-2a-a’

a’+2a-3=0.
Megoldva a kapott masodfoku egyenlete a-ra két értéket kapunk: a =1 vagy a =-3.

Az a=1-beli érintd egyenlete az y = 2a(x —a) +a’ képletbdl
y=2(x-1)+1
y=2x-1.
Ugyanigy az a =—3-beli érintd egyenlete
y=-6(X—-(-3))+9=-6(x+3)+9
y =-6x-9.
A fiiggvénylinket és a két érintdjét mutatja az alabbi abra.
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11. feladat: Az f (X) =3¥x fiiggvény alkalmas linearizaltjat felhasznalva szamoljuk ki
kozelitben 3/8.12 értékét.

Megoldas: A linearizalt az érintési pont kdzelében kozelit jol. A 8 kozel van 8.12-hoz, ezért
az f(x) =3/x fiiggvény a=8-beli linearizaltjat fogjuk hasznalni 38.12 kozelité értékének
kiszamolasara.

Sziikségiink van az érintési pont masodik koordinatajara is: f(a) =f(8) = /8 =2, az érintési

azt kapjuk, hogy a

: rY
pont tehat (8,2). Mivel f'(x) =(3/x :{x?’j
(6:2) (%) 3 J_
t 1 . Igy az a =8-beli linearizalt
s3fg 127
X 4
X)=—(X-8)+2=—+—
903) 12( ) 12 3
Ennek a fiiggvénynek a 8.12 helyen vett értékével kozelithetd 3/8.12 . Azt kapjuk, hogy:
812 =~¢g (8 12) 81122 ;1 =2.01.

Ha ezek utdn szamologéppel is kiszamoljuk ¥/8.12 -t, akkor a 2.009950413 értéket kapjuk.
Lathato, hogy a linearizalt felhasznalasaval kapott kozelitésiink meglehetdsen pontos.

meredekség f'(a) =1'(8) =

12. feladat: Alkalmas linearizaltat felhasznalva szamoljuk ki kdzelitéensin (33°) értékét.



Megoldas: Az analizisben a trigonometrikus fliggvények argumentumat radianban kell

megadni. Ezért el6szor a 33" -ot atszdmoljuk radianra az X, = 180 X0k képletet hasznalva. De

mivel a 33" radianban megadott értékéhez kozeli a érték is kell, hogy fel tudjuk irni az ottani
linearizaltat, az atirast a kovetkezOképp csinaljuk:

33°=30°+3°——(30+3) n U576,
180 6 60 60

(a radian mértékegységet nem irjuk ki). Innen mar latjuk, hogy, mivel 6_710 Kicsi, az

f(x) =sinx fliggvény a = g -beli linearizaltjat hasznalhatjuk a kozelitéshez. Mivel

f (Ej =sin (Ej = 1 ¢és f'(x) =cosx, a meredekség f’ Tlocos| E|= ﬁ . Ezutan mar
6 6) 2 6 6 2

felirhatjuk a linearizalt képletét:

TN T

Q(X)=§(x—gj 1_\/_ L1 V3:m

Ezutan a keresett kozelitd érték:
sin[ 117 < o 1 _BiUn 1 B
6 6 2 6 2 12
Ha szamoldgéppel szamoljuk sin (33°) -ot, akkor a 0.544639035 értéket kapjuk. Lathato,

hogy a kozelitésiink most is elég pontos.

=0.5453449841.

13. feladat: Hol metszi az f(x) = x* —8x +19 fiiggvény a =5-beli érintéje az x tengelyt?

Megoldas: Eloszor felirjuk az érintd egyenletét. Mivel f(a) =f(5) =4, az érintési pont az
(5, 4) koordinataju pont. Sziikségilink van f'(5) értékére. Mivel f nem elemi fiiggvény még
nem ismerjiik a derivaltjat. Késobb a derivalt fliiggvény egy adott helyen vett értékét mindig
ugy fogjuk kiszamolni, hogy meghatirozzuk a derivalt fiiggvényt, és vessziik annak a szoban

forgd helyettesitési értékét. Ehhez azonban a derivalasi szabalyok ismeretére van sziikség, ami
a kovetkez6 fejezet témaja. Ezért most a definicidt hasznalva szamoljuk ki f'(5) értékét:

xa5 X -5
. X?-8x+19-4 .. x*-8x+15
=1lim =lim =
X—5 X—5 X—5 X —5
X—=3)(x-5
:Iimwzlim(x—3):2,
x—5 X—-5 x—5

igy az érint6 meredeksége m=f'(a)=f'(5)=2.
Ezek felhasznalaséval az érint6 egyenlete:
y=Ff'(@)(x-a)+f(a)=
=2(x—5)+4=2x-6.
Az y =2x-6 egyenes ott metszi az x tengelyt, ahol az y=0. A 2x—6 =0 egyenletbdl
X =3 . Tehat az f(x) =x*—8x+19 fiiggvény a =5-beli érintje az (3,0) koordinataju

pontban metszi az x tengelyt. Az alabbi dbréan a fliggvénylinket és az érintdjét lathatjuk.



14. feladat: Hol metszi az f(x) =+/x+3 fliggvény a =-2-beli érintéje az x és az y tengelyt?

Megoldas: Ugy, mint az el6z6 feladatban, az érinté egyenletének felirasaval kezdiink. Mivel
f(-2) =1, az érintési pont (—2,1). Ezen kiviil az érintd felirasahoz f'(-2) értékére van

szlikségiink, amit most is a definici6 alapjan hatarozunk meg. (f Osszetett fliggvény,
derivalasaval a kovetkezd fejezetben foglalkozunk.)

F1(-2) = lim T =TC2)
Xx>-2 X — (_2)

x>2  X+2 X2 (x+2)(\/m+l)

_ lim (x+2) i1 :%.

(e 2) (VB 3e1) (Vs )

Az érinté meredeksége tehat m=f'(a) =f'(-2) = % Ezeket felhasznalva az érint6 egyenlete

y=Ff(@)(x-a)+f(a)=

:%(x—(—Z))+1:§+ 2.




Az y =0 egyenletbdl, azaz az §+ 2 =0 egyenletbdl x =—4, vagyis az érintd az x tengelyt a
(—4, 0) koordinataji pontban metszi. Az y tengellyel valdé metszéspontot megkapjuk, ha az
érintd y = g + 2 képletében az x helyére nullat irunk, igy y =2 adddik, tehat az érintd az y

tengelyt a (0, 2) koordinataji pontban metszi. A fliggvénylinket és az érint6jét mutatja az
alabbi abra.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Miaz f(x)= 3 fliggvény X, = 2-beli érintdjének egyenlete?
X

3
=——X+3
y 2
3
=—X+3
y 4
3
=——X+3 (X
y4()
g 3,3
4 4

2. kérdés: Miaz f(x)=e"+x fiiggvény X, = 0-beli érint8jének egyenlete?

y=2x+1(X)
y=X+2
y=2x-1

y=ex+1



. 1 e
3. kérdés: Miaz f(x)=— fliiggvény m=—2 meredekségii érintdjénck egyenlete?
X

y=—X+2
y=—X+2
y=-2x+3 (X)
y=-2x+4

4. kérdés: Hatirozzuk meg az f (x)= =3 fliggvény X, = 4-beli linearizaltjat, és ezt

N

felhasznalva adjuk meg L kozelito értékét.

5

A linearizalt y = —% X+ % , s ebbdl = ~0.46875 .

N3

A linearizalty = —% X+ f—g , s ebbol = ~ 0.4375.

J5

A linearizalt y = _t X+ 25 , S ebbdl L ~ 0.46875 .
16 32

N3

A linearizalt y = —% X +% , S ebbdl L ~0.4375. (X)

5

5. kérdés: Hatarozzuk meg az f (x)=Inx fiiggvény x, =e-beli linearizaltjat, és ezt

felhasznalva adjuk meg In3 kozelitd értékét 4 tizedesre kerekitve.

A linearizalt y = = + 1 . s ebbsl In3~1.0518.
2e 2
A linearizalt y = >, s ebbél In3~1.1036. (X)
e
. ., 2X "
A linearizdlty = — -1, s ebbdl In3~1.2073.
e

A linearizalt y = 41 +% , s ebbdl In3~1.0259.
e

Elméleti 6sszefoglalo

Amikor meghatarozzuk egy fiiggvény derivalt fliggvényét gy is gondolhatunk erre a
folyamatra, mint egy uj fiiggvénymiiveletre, amelyik az eredeti f(x) fliggvénybdl elkésziti az
f'(x) derivalt fiiggvényt. Es sokszor hasznos igy, fiiggvénymiiveletként gondolni a derivalasra.
Persze ekkor rogton adodik a kérdés, hogy ennek az 0j fiiggvénymiiveletnek mi a kapcsolata a
korabban megismert fliggvénymiiveletekkel. Ezeket a kapcsolatokat megfogalmazo tételeket
hivjuk derivalasi szabalyoknak. Ebben a leckében megismerkediink a derivalasi szabalyokkal,
¢€s begyakoroljuk a derivalt fiiggvény ezeken alapuld meghatarozasat. Ez sokkal gyorsabb ¢és
egyszerlibb, mint a definici6 alkalmazasa, és nagyon fontos lesz a kés6bbiek soran.



Tétel: Legyen c tetsz6leges konstans, az f fliggvény pedig differencialhato az x helyen, ekkor
a c-f fuggvény is differencialhatd az x helyen, és
(c-f(x)) =c-f'(x).

Ugy szoktunk hivatkozni erre a tételre, hogy a konstans szorzé derivalaskor kiemelhetd.

Tétel: Legyen az f és a g fliggvény differencialhat6 az x helyen, ekkor aaz f +g fliggvény is
differencialhat6 az x helyen, és

(FOO+900) =F()+g'(x).
Ennek a tételnek a tomor megfogalmazasa az, hogy 6sszeg tagonként derivalhatd. A tétel nem
csak két fiiggvény, hanem tetszdleges szamu, véges sok fliggvény Osszegének derivalasakor is
érvényben marad: ha az f, f,, ...f  fliggvények mindegyike differencialhaté az x helyen,

akkoraz f, +f, +...+f fiiggvény is differencialhaté az x helyen, és

(f,(x)+f,(x) +...+fn(x))’ =f,(X)+f, (X) +...+f, "(X).
Ezekbdl a tételekbodl konnyen kovetkezik, hogy f és a g fliggvény differencialhato az x helyen,
ekkor a az f —g fiiggvény is differencialhat6 az x helyen, és

(f¥)-9(x)) =F'(x)-g'(x).
Sét, a legaltalanosabban ezek a tételek igy fogalmazhatok meg egy tételben: haaz f,, f,, ... f,
fiiggvények mindegyike differencialhato az x helyen, c,, c,, ...c, pedig tetszéleges

n

konstansok, akkor c,-f, +c, -f, +...+c, - fiiggvény is differencialhaté az x helyen, és

(c,-f.(x)+c,-F,(X)+...+c, -, (x))' =c,-f/(X)+c,-f,/ (X)+...+¢c, - (X).
Ezek a tételek egyiitt azt jelentik, hogy a derivalas linearis miivelet.

Tétel: Legyen az f és a g fiiggvény differencialhato az x helyen, ekkor az f-g fliggvény is
differencialhat6 az x helyen, és

(FO)-90x) =F'(x)-9(x) +f(x)-9'(x) .

Ez a tétel is altalanosithatd, példaul harom tényezd esetén igy néz ki:

(F(¥)-9(x)-h(x)) =F"(x)-g(x)-h(x) +T(x)-g'(x) -h(x) +(x) - g(x)-h'(x).
Figyeljiik meg, hogy mivel az 6sszeadas és a szorzas kommutativ miivelet, az eddigi képletek
nem valtoznak, ha azokban a fliggvényeket tetszéleges sorrendben irjuk.

Az osztds nem kommutativ miivelet, ezért a tortfliggvény derivalasara vonatkozo képlet nem is
szimmetrikus a szamlaloban és a nevezdben.

Tétel: Legyen az f és a g fliggvény differencialhaté az X helyen, és g(x) = 0, Ekkor a az f
g

fliggvény is differencialhato az x helyen, és
[f(X)j _F(0-900-f(0)-9'(x)
9(x) (9(x))’

A legfontosabb derivalési szabaly az Gsszetett fliggvény derivalasi szabalya, ezt hasznaljuk a
leggyakrabban.




Tétel: Legyen az f figgvény differencialhato az x helyen, a g fiiggvény differencialhato az
f(x) helyen. Ekkor a gof fliggvény is differencialhaté az x helyen, és

(9(f () =g'(F (x))-F'(x).
Természetesen ez is altalanosithatd tobbtényezds kompozicidkra. Hirom tényezd esetén a tétel
a kovetkez6: ha az f fliggvény differencialhato az x helyen, a g figgvény differencialhat6 az
f(x) helyen, a h fiiggvény pedig differencialhato a g(f (x)) helyen, akkor a hogof fiiggvény is
differencialhat6 az x helyen, és

(h(a(F (<)) =h"(@(F (x)))-'(F (x))-F'(x).

Ezt, és az eldzo tételt is, lancszabalynak hivjak.

A fiiggvény inverzének a képzése is tekinthetd fiiggvénymiiveletnek, igy persze van az inverz
fliggvény derivalasara vonatkoz6 tétel is. A gyakorlatban azonban ezt ritkdn alkalmazzuk,
helyette elkészitjiik az inverz fiiggvényt, és alkalmazzuk a kordbbi derivalasi szabalyokat.

Egy f fuggvény f'derivaltja maga is egy fiiggvény. Amennyiben ez derivalhato, akkor
tekinthetjiikk ennek a derivaltjat, amit f” fog jeldlni, és ezt f masodik derivaltjanak hivjuk.
Ennek derivaltja f harmadik derivaltja, és igy tovabb. Ezeknek a magasabb rendii derivaltaknak
fontos szerepe van a felsobb matematikaban.

Kidolgozott feladatok

A kovetkez6 feladatokban csak a derivalt fliggvény képletének az el6allitasaval foglalkozunk,
¢s nem vizsgaljuk annak értelmezési tartomanyat. Fel fogjuk hasznélni az elemi fiiggvények
korabban mar megismert derivaltjait.

15. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =5x" fliggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: Az f fliggvény egy konstans és egy hatvanyfliggvény szorzata, ezért a konstans
szorzd a derivalas miivelete €l¢ kiemelhetd:

f'(x)=(5x" )’ = 5(x4)' = 5(4x3) = 20x°.

16. feladat: Hatarozzuk meg az f(Xx) = x> + In x fliggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: Az f fliggvény kéttagn 6sszeg, amit tagonként derivalhatunk, igy:
’ ' ’ 1

f'(x)=(x*+Inx) =(x*) +(Inx) =2x+~.
() =X +Inx) =(x*) +(Inx) =2+

17. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =sinx —cosx fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: f'(x) =(sin x)' —(cosx)' =cosX —(—sinx)=cosx +sinx .

18. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = x® —3v/x +2e* + 3 fiiggvény derivalt fiiggvényét.
X

Megoldas: Felhasznaljuk, hogy a derivalas linearis, a gyokot és a tortet pedig felirjuk
hatvanyként, igy minden derivalt konnyen felismerhetd elemi fliggvény derivaltja lesz:
1Y ,

f'(x) :(x3 —3X + 2¢* +§j’ = (xs)’ —3(X2j +2(ex)’ +3(x ) =

X



= 3x? —3[%X;J+2ex +3(—x‘2) -

S-Sl e 3

2 Jx x?

Derivalaskor gyakori, hogy a torteket és a gyokoket hatvanyokként kezeljiik.

19. feladat: Hatarozzuk meg az f(t) = (2t —1)2 fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Végezziik el a négyzetre emelést. Ekkor kapjuk, hogy f(t) = 4t> —41+1. Ezt
felhasznalva

£1() = (42— 4t +1) =4(t2)-4(t) +(1) =8t—4.

Késobb ezt a fliggvény a szorzatfliggvény és az dsszetett fliggvény derivalasi szabalyat
felhasznalva is derivalni fogjuk.

20. feladat: Hatarozzuk meg az f(x)=2"—-In2- (‘/X_3 fliggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: Persze majd tagonként fogunk derivalni, de el6szor a negyedik gyokot
hatvanyként irjuk fel. Azutan vegyiik figyelembe, hogy In2 konstans, igy a derivaltja 0, és

1
nem —.
2

f'(x)=(2X—ln2—dx_3)'=(2x)’_(|nz)’_(x3] _

1
=2 In2—§x7,
4

felhasznalva az a* és az x“ elemi fiiggvények derivaltjait.



Ellenorzo kérdések:

6. kérdés: Mi az f(x) =3x" fiiggvény derivalt fiiggvénye?
3x°.

12x*.

12x3 (X).

34x°.

7. kérdés: Miaz f(t) = % — ctgt fliggvény derivalt fliggvénye?

Int— _12 .
sin“t

1 1
—= X).

t* sin’t )
A1

t* sin’t

1

4 4 H X+1 2 . e e e 7
8. kérdés: Miaz f(x)=e —T fliggvény derivalt fliggvénye?
X

e><+l_ 1

il

ee® _i
I
ee” +i3 (X).

9. kérdés: Mi az f(x) =x°—-2-3* —4x*! fiiggvény derivalt fiiggvénye?

3x*—2x-3'-8.2x"".

3x?-2-3**In3-8.2x"".

3x*—-2-3"In3-8.2x"".

3x*—2-3In3-8.2x"* (X).

10. kérdés: Mi az f(x) = 2Jx + 31 — X7 fliggvény derivalt fiiggvénye?

I

[EEN
N

“(X).

w
w

x
x

4

+
=

w
x
N

+

+

~
x
w

-

+

B S R = [
=
|oo ><(,,|l\> ><w||\>

w
x
o
x



Kidolgozott feladatok:

21. feladat: Hatarozzuk meg az f(t) = (2t —1)2 fliggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: A fiiggvényiink igy is irhato: f(t) =(2t —l)(2t —1) . Igy, a szorzatfiiggvény
derivalasi szabalya alapjan
f/(t) = (2t -1) (2t -1)+(2t-1)(2t-1) =2(2t-1)+(2t-1)2 =
_gt—4,

22. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (x* + X)(1—2x?) fiiggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: Mivel a fiiggvénylink szorzatfiiggvény, alkalmazhatjuk a szorzatfliggvény
derivalasi szabalyat:
f'(X) = (x> +x)'(1-2x>) + (X* +x)(1-2x%) =
= (2X+1)(1-2x?) + (X* + X)(-4x) =
=1+2x—6x%—8%°,
De eljarhatunk agy is, hogy el6szor elvégezziik a fiiggvényiinket definiald képletben a szorzast:
f(x) =x+x* —2x®—2x"*. Ezutan derivalas szempontjabol mar egyszeriibb a helyzet.

f'(x) = (x+x*=2x>-2x*)' = (x)' +(x2)' —2(x3)' —2(x4), =

=1+2x —6x* —8x°.
Természetesen ugyanaz a végeredmény, mint az el6bb. Latjuk, gyakran el6fordul, hogy egy
derivalas tobb uton is elvégezheto.

A tovabbiakban az 6sszegek derivaltjat, ha a tagok mar elemi fliggvények, a derivalasok
kijelolése nélkiil, kozvetleniil felirjuk.

23. feladat: Hatarozzuk meg az f(X) = (3x ~Jx ) (e" +1) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most nem célszerli elvégezni a beszorzast, mert a keletkezett szorzatok nem
egyszerlsithetOk, és igy kétszer is alkalmazni kéne a szorzatfliggvény derivalasi szabalyat.

P00 = (3x-Vx) (€ 1)+ (3x V) (¢ +1) =

l X X
[3 2\/;j(e +1)+(3x «/;)e .
Felmeriil, hogy az utols6 képletben el kell-e végezni a beszorzdsokat. Amikor csak az a
feladat, hogy hatarozzuk meg egy fiiggvény derivalt fliggvényét, a derivalasok elvégzése utan
nem fogjuk a lehetséges 6sszevonasokat elvégezni. Ez igy gyorsabb és egyszeriibb. Késobb,
amikor a derivalt fliggvénnyel tovabbi szdmitasokat fogunk végezni, mas lesz a helyzet.

24. feladat: Hatarozzuk meg az
f(x) = (tgx +sin30-x)(¥/x —2*) fiiggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: El6szor is a Sin30 egy konkrét szam, konstans, és a 30 radianban értend6; az

analizisben a trigonometrikus fiiggvények argumentuma mindig radian van megadva. igy

sin30 ~-0.9880316241, és nem 0.5, amennyi a 30° szinusza. Tehat sin30 derivaltja nulla,
tovabba



f'(x) :(tgx+sin30—x)'(5&—2*)+(tgx+sin30—x)(§/§—2x)' =

1 x . 1 x
:(Coszx—lj(%/;—z )+(tgx+sm30—x)(3.g/x_2—2 |n2j.

25. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = x*-shx-lgx fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: A fiiggvénylink harom tényezds szorzat, de mar ismerjiik egy ilyen fiiggvény
derivaltjara vonatkozo képletet, az alapjan

f'(x) = (X2 -shx-lgx)’:(xz)’ shx-Igx +x? - (shx) -Igx +x?-shx - (Igx) =
1

x-In10°
26. feladat: Hatarozzuk meg az f(Xx) = (XeX +1) (X - arctgx) fliggvény derivalt fliggvényét.

= 2% -shx-lgx +x*-chx-lg x + x*-shx -

Megoldas: Ebben a feladatban elkeriilhetetlen a szorzatfiiggvény derivalasi szabalyanak
tobbszori alkalmazésa. Figyeljiikk meg, ahogyan el6szor csak kijeldljiik a sziikséges
derivalasokat.

f'(x) = (xe* +1)' (x+arctgx) + (xe* +1)(x + arctgx) =
= (xe” )' (x+arctgx) + (xe* +1)(x + arctgx) =
- ((x)' e +x(e" )’j(x +arctgx ) +(xe* +1)(x + arctgx) .
Ezutén mér kénnyen elvégezhetjiik a kijelolt derivalasokat, és azt kapjuk, hogy

f/(x) = (" +xe* ) (x +arctgx) +( xe* +1)(1+ 1+1x2j .

Ellenorzo kérdések:

11. kérdés: Mi az f(x)=x(sinx+1) fiiggvény derivalt fliggvénye?
SIN X +XCOSX.

COSX+1+XCOoSX.

SIiN X + X + X COS X
sin X +1+ xcos X (X).

12. kérdés: Mi az f(x) = (X2 — 2x)(1—3x2) fiiggvény derivalt fiiggvénye?
~12x° +18x* —2x - 2.

~12x° +18x* +2x—2 (X).

~12x° +18X* +2x + 2.

~18x% +12x* +2x - 2.

13. kérdés: Mi az f(x) =(Inx—x)(x—Inx) fiiggvény derivalt fiiggvénye?

2 AMX o 2nx (X).
X

2—In—x—2x+2lnx.
X



2Inx

2————-2x+Inx.
X

2—2|ﬂ—x+2Inx.
X

14. kérdés: Mi az f(x) = (\/; + 2)(X2 —1) fliggvény derivalt fliggvénye?

3
SVX —L+4x (X).
2 2Jx
5% 1
——=+4X.
2 JIx
5V’ ——1 +2X
2 2J0x
5y X3 1
+——=—4x
2 2Jx

15. kérdés: Mi az f(x) = (2x +1)x*(1—x?) fiiggvény derivalt fiiggvénye?
Ax® +10x* +6x° —14x°.

4x°® +10x* —6x° +14x°.

4x° +10x* —6x° —14x° (X).

4x® —10x* —6x°> —14x°.

16. kérdés: Mi az f(x) =(3x-1)(xInx+2) fliiggvény derivalt fliggvénye?
6XxInX —INnX+5+2X

6xInx—Inx+5+3x (X).

6xInX—InXx-5+3x.

6InXx—xInx+5+3x.

Kidolgozott feladatok:

27. feladat: Hatarozzuk meg az f(X) = 2x
3x+1

fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: A tortfliiggvény derivalasi szabalyat kell alkalmazni:

2x ) (2x) (3x+1)—(2x)(3x +1)
3x +1) B (3x +1)2
2(3x+1)-(2x)3 2

(3x+1)°  (3x+1)

Figyeljiik meg, hogy a szdmlaloban elvégeztiik az 6sszevonasokat, de a nevezdben a
négyzetre emelést nem, ezt maskor sem fogjuk elvégezni, csak ha egytagl a nevezd, igy
jobban kezelhet6 a kapott formula.

/

f/(x) :[




28. feladat: Hatarozzuk meg az f(X) = fliggvény derivalt fliggvényét.

3
\/; +1
Megoldas: A konstans szamlaloju torteket, mint hamarosan latni fogjuk, gyakran célszertibb
Osszetett fliggvényként derivalni. De persze lehet tortként is, mint most is.

oo =( 3 j XC) (VX +1)-3(vx +1) )

Yx+1 (\/;+1)2
1
0-(x/x+1)-3——
BN S T
(Vx+1) 2vx(Vx+1)
Altaldban is
[ i j:—gw_
gx))  g°(x)
29. feladat: Szamoljuk ki /(1) értéket, ha F(x) = —— + X+,
X+1 X

Megoldas: Eloszor meghatarozzuk f derivalt fiiggvényét, majd vessziik annak a helyettesitési
értekét az 1 helyen. Hogy ne kelljen kétszer alkalmazni a tort derivaldsi szabalyt kozos

X +(x+1)° 2x%+2x+1

nevezore hozzuk a fliggvényiink: f(x) = XD =————— . Most mar a derivalt
X+DX X"+ X
f oy + 9% +1) (2x2+2x+1)’(x3+x2)—(2x2+2x+1)(x3+x2)’
'(x)= = =
*) X+ x* (x3+x2)2

(4x+2 (x +x2

(Zx +2X +1)(3x2 +2x)
X3 +X )

4x +2x3 4+ 4x% 4 2x% —(6x* +6X° +3x% +4x° +4X2 +2x)

X + )
—2x* —4x3 —5x? —2x _ —2X x®—4x?—5x -2
x“(x+1)2 x3(x+1)2 '

)-
(
(
(x*+

Ebbdl pedig f'(2) = 13

2X+1

30. feladat: Szamoljuk ki g'(2) értékét haf(2) =-1, f'(2) =2, és g(x) = 0
X

Megoldas: A g derivaltjaval kezdiink:
[ 241 O (2x+1) F) - (2x+1)F'(x)  2f(x) —(2x +1)F'(x)
Lfeo ) f2(x) ) f*(x)
Ebbdl pedig, X helyére 2 -t irva, a keresett g'(2) helyettesitési értékre kapjuk, hogy




(< 252
0=

-12.
. f(x)+1 . AN £e 21 , ,
31. feladat: Legyen h(x) = Tl Szamoljuk ki h'(1) értékét, ha f(1) =1, f'(})=2 és
gxX)—
9W)=-2, g()=-1.

Megoldas: Mivel h'(x) :(f(X)+lJ _ f'(X)-(g(x)—l)—(f(x)+1)-g’(x)

, azt kapjuk, hogy

g(x)-1 (9(x)-1)°
w224
(-3) o

Ellenorzo kérdések:

17. kérdés: Mi az f(x) = X—_i fiiggvény derivalt fliggvénye?
X+

(X)

1-x

18. kérdés: Mi az f(x) = fliggvény derivalt fliggvénye?

——— (X)



19. kérdés: Mennyi '(0) értéke, ha f(x) = ?

e + X

0
1(X)
1

2

f(x)

20. kérdés: Mennyig'(1) értéke ha f(1) =1, f'(1) =2, ¢és g(X) = ———.
f(X)+X

| AP,
NI

Slw

21. kérdés: Legyen h(x) = (( )) . Szamoljuk ki h'(1) értékét, ha f(1) =1, f'(1) =2 és

g =2,9g@®)=2.

5 X

O~ oo

4
9
5
9

Kidolgozott feladatok:
32. feladat: Hatarozzuk meg az h(t) =(2t —1)2 fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy h(t) 6sszetett fliggvény: h(t) = g(f(t)), ha f(t)=2t-1 és
g(t) =t*. Ezzel a valasztassal f'(t) =2, g'(t) = 2t. Ezért az sszetett fiiggvény derivalasi
szabaly alapjan
h'(t) =(g(f (1)) =g'(F(1)-F'(t) =
=2-f(t)-2=2-(2t-1)-2=8t-4.



33. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) = V1—x* fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: h(x) most is dsszetett fiiggvény, hiszen h(x) =g(f(x)), ha f(x) =1-x?

g(x) =~/x . Tudjuk, hogy f'(x) =-2x ¢és g'(x) :ZL. fgy tehat

N

h'(x) =(9(F (x)) =g'(F(x))-F'(x) =
1

z—-(—2x): —2X X
2\(x) N1-x2  J1-x*

34. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) =sin (x2 — X) fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: h(x) ismét h(x) = g(f (X)) szerkezetii 6sszetett fiiggvény az f(X) = x> —X,

g(x) =sin x valasztassal. Mivel f'(x) =2x -1 ésg'(x) = cosx , azt kapjuk, hogy

h'(x) = (9(F(x))) =g'(F(x))-F'(x) =
= cos(f (x))-(2x—1) = cos(x* —x)-(zx -1).

35. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) =1In (X ++/x ) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most h(x) =g(f(x)), ha f(x) =X +~/X és g(x) =Inx. De mint tudjuk

f'(x) =1+ N , tovabba g'(x) = 1 Ezeket felhasznalva
X

2x
h'(x) = (9(f () =g'(F(x))-F'(x) =
_ 1L -£1+ L j— 1 -(1+Lj
f(x) U 2dx) x+x U 2dx)
36. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) = ;2 fiiggvény derivalt fliggvényét.

1

Megoldas: Ahogy emlitettiik, a konstans szamlaloju torteket célszeriibb osszetett
fiiggvénykeént derivalni. Ennek érdekében atirjuk a fliggvényiinket

h(x) = . (x*” —E)

S
X

alakba. Innen leolvashatd, hogy h(x) = g(f (X)) szerkezetii dsszetett fliggvény az

f(x)=x° —E, g(x) = x ? vélasztassal. Ekkor f'(x) = 3x? +% ,és g'(X)=-2-x° =— 2
X X

Ezek alapjan

, €S

X3



h'(x) =g'(f(x))-f'(x) =

2 ( ) 2]
70| X+ —
(F(9) X

G,

X
37. feladat: Legyen h(x) =(x® —2x)12. Milyen x-re lesz h'(x)=07?

Megoldas: Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat addig célszerii gyakorolni, hogy a
kompozicio6 tényezdinek felirdsara mar ne is legyen sziikség. Most példaul a kdvetkezdt
kapjuk:

h'(x) = ((x2 —2x)12 )’ :12(x2 —2x)11 -(x2 —2x)’ =
=12(x? -2x) -(2x-2).
Most még kicsit atalakitjuk h'(x) képletét, hogy a gydkeit konnyen leolvashassuk.
h(x)=12(x? ~2x) - (2x~2) =
12(x(x—2)) -2 (x~1) =
= 24x* (x-2)" (x-1).

Mivel egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje az, azt kapjuk, hogy h'(x) =0, ha
x =0, vagy x=2, vagy x=1. Mivel a h fiiggvény mindeniitt értelmezve van, mind a harom

szam megoldas. (A nulla és a kettd tizenegyszeres gyok, az egy egyszeres.)
38. feladat: Legyen h(x) =In*(x* —1). Milyen x-re lesz h'(x) =0?

Megoldas: Kezdjiik a derivalt fiiggvénnyel. Mivel
h'(x) = 2In(x? ~1)- (In(x? ~1)) =

1 In(x*-1)
v 71 2X = 4X 1
Tudjuk, hogy In1=0, igy ennek a szorzatnak harom gyoke van: a —J2,anullaésa /2. De
azt is tudjuk, hogy a derivalt fiiggvény értelmezési tartomanya, a definicio alapjan, az eredeti
fliggvény értelmezési tartomanyanak részhalmaza. Akkor is, ha a derivalt képletének
lehetséges legbdvebb értelmezési tartomanya ennél bévebb.
Mivel a h fliggvény nincs értelmezve a nullaban, ezért a feladat kérdésére az a valasz, hogy

h'(x)=0,ha x==2.

=2In(x*-1). 1-(x2—1)' =2In(x*-1).

39. feladat: Hatarozzuk meg az S(x) = ,/In (1— 2X3) fiiggvény derivalt fliggvényét.



Megoldas: Ez a fliggvény egy haromszorosan Osszetett fiiggvény: s(x) = h(g(f(x))), ha
h(x) =%, g(x) =Inx, és f(x) =1-x°. Ezeknek a derivéltja rendre:
h'(x) = % g'(x) = % f'(x) =-3x°.
A lancszabaly alapjan s'(x) = h'(g(f(x)))-g'(f(x)) -f'(x) . Vegylik azt is figyelembe, hogy,
leolvasva az s képletérsl, g(f(x)) =In (1— x3) . Ezek alapjan:
s'(x) =h"(g(f(x)))-9'(F(x))-F'(x) =

1 1
- T (X)) =
2Ja o) 100

) 2\/In(11—x3) .1—1x3 (=3¢)

Figyeljiik meg, hogy az utols6 képletben zarojelbe tettiik a —3x” tényez6t. Ha ezt nem tettiik
volna, és a pontot sem irtuk volna ki, amit amugy nem is kdtelezo, a képlet hibas lenne.

40. feladat: Hatarozzuk meg az s(X) =sin (\/ e* — X) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most is egy haromszorosan dsszetett fliggvénnyel van dolgunk, persze jra a

lancszabalyt fogjuk alkalmazni. Mivel (sin x)’ =COS X, (\/; ) = L, és végiil

2%

G —x), =e* -1, kapjuk, hogy

SI(X):COS(m).(#J,(EX ).

2\e* —x
41. feladat: Legyen f(x) =—-2x° + x* —6x —3. Hatarozzuk meg f"(x) -¢t.
Megoldas: El6szor meghatarozzuk az f'(x) derivalt figgvényt.

f'(x) = (—2x3 + X% —6X —3)' =

=—6X°+2X—6.
Ezt felhasznalva

f(x) = (f'(x)) =
= (-6x? +2x-6) =
=-12x+2.

42. feladat: Legyen f(x) = x* cos(2x) . Hatdrozzuk meg f"(x) -et.

Megoldas: Most, a szorzat derivalasi szabalyat alkalmazva,



f'(x) =(x* cos(2x))' =

= (x2 )’ cos(2x) + x* (cos(2x))' =
= 2x c0s(2x) + X* (—sin(2x)-2) =

= 2X €0s(2X) — 2x? sin(2x).
Ez alapjan, még kétszer alkalmazva a szorzat derivalési szabalyat, és elvégezve a lehetséges
Osszevonasokat

f”(x) = (2x cos(2x) - 2x? sin(2x))’ =

= (2x) cos(2x) +2x (cos(2x)) [(sz )' sin(2x) + 2x? (sin(2x))i =

= 2¢0s(2x) + 2x (—sin(2x) - 2) — [4x sin(2x) + 2x* cos(2x) - 2] =
= 2008(2x) — 4xsin(2x) — 4xsin(2x) — 4x* cos(2x) =
= (2 4x*)cos(2x) —8xsin(2x).

Ellenorzo kérdések:

22. kérdés: Mi az h(x) = (1-3x)’ figgvény derivélt fiiggvénye?
-9(1-3x)" (X)

-9(1-3x)’

9(1-3x)’

—9(1-3x)

23. kérdés: Mi az h(x) =+/x* - 2x fiiggvény derivalt fiiggvénye?

2x -1

X2 =2x

2X -2

X2 =2x

X-1

24/%x% = 2%

Xx-1

X
VX% =2x )



24. kérdés: Mi az h(x) =cos(1-sinx) fliggvény derivalt fiiggvénye?

(1-cosx)sin(x—sinx)
(1-cosx)sin(x+sinx)
—(1—-cosx)sin(x—sinx) (X)

(1+cosx)sin(x—sinx)

25. kérdés: Miaz h(x)=In (l - X] fiiggvény derivalt fiiggvénye?
X

26. kérdés: Mi az h(x) = X_l > fliggvény derivalt fliggvénye?
Xe" =X

—e* —xe* +2x

2
(xeX —x2)

¥ —xe* +2x

(xeX —x2)2

(X)



—e* —xe* —2x

2
(xeX —xz)

—xe* +2x
(xeX - x2)2

27. kérdés: Legyen h(x) =(2x° +3x2)3. Milyen x-re lesz h'(x) =07

1,0 3
2

3
-—,-1,0(X
L L0(X)

0, 1,§
2

301
2

28. kérdés: Legyen h(x) = . Milyen x-re lesz h’'(x)=07?

x?+1
1,1(X)

-1,0

0,1

-1,0,1

29. kérdés: Mi az s(x) = cos’ (Xz) fliggvény derivalt fiiggvénye?
—~4cos(x?)sin® (x)-x

—4cos’ (x)sin(x?)-x

—~4c0s(x* )sin(x*)-x (X)

—2c0s(x* )sin(x*)-x



30. kérdés: Mi az s(x) = el fliggvény derivalt fliggvénye?

Xe
24/x% -1
31. kérdés: Legyen f(x)=xe ™. Mi f masodik derivaltja?

—X

x> +4x—2)e

2

X" —4x+2)e™ (X)

X2 +4x+2)e”

( )
( )
(x2 —4x — 2)e
( Je
32. kérdés: Legyen f(x) =(x* +1)-4/x* . Mi f masodik derivaltja?
1 ) -2
E(77x -3)-x “ (X)
16(77x* -3)-x *

%(77x2 +3)-x ¢

5

%(77x2 —3)-xZ



3. Differencialszamitas

3.2. Taylor polinomok és a L’Hospital-szabaly

Tanulasi cél: Megismerni a Taylor- és Maclaurin polinom fogalmat, és ezek alkalmazasat
kozelitd értékek kiszamolasara, valamint egy jabb, hatékony hatarértékszamitasi modszer, a
L’Hospital-szabaly megismerése, ¢s alkalmazasanak elsajatitasa egyszeriibb esetekben.

Elméleti 6sszefoglalo:

Sokszor taldlkozunk a gyakorlatban olyan bonyolult fiiggvényekkel, melyekkel a szamolas
nehézkes. Ilyenkor érdemes a bonyolult fliggvényt egyszertibbel kozeliteni, amely valamilyen
értelemben jol kozeliti az eredetit. Célszertinek tlinik a hatvanyfiiggvényekkel vald kozelités,
mivel azokkal konnyli dolgozni.

Egy filiggvény linearis kozelitésére egy adott pont kornyezetében mar lattunk példat egy
fliggvény adott pontjaba huizott érinté egyenese kapcsan.

A linearis kozelitésnél (érintd egyenesnél) jobb kozelitést nyerhetiink egy adott pont
kornyezetében magasabbfoku polinomokkal. Erre mutat példat a kovetkezd abra, melyen a

cos x fuggvényt kozelitettiik els6-, harmad-, 6todfokt polinommal a % kornyezetében.

T3f(x)

g NS N

1. dbra: A cosx fiiggvény kozelitése els6-, harmad-, 6todfokt polinommal a %

kornyezetében

Definicié: Ha az f fiiggvény derivaltja folytonos az a € D, helyen, akkor azt mondjuk, hogy f
az a helyen folytonosan differencialhato.

Definicié: Legyen az f olyan fliggvény, mely értelmezett az acR rogzitett hely egy
kornyezetében, s ott N -szer folytonosan differencialhato. Ekkor a



T,E(x)=f (a)+% f’(a).(x—a)+% £7(a)-(x-a) +. . .ﬁ £0)(a)-(x-a)’
polinomotaz f fiiggvény a helyen vett n-edfoka Taylor-polinomjanak nevezziik.
(A nulladik derivalt magét a fiiggvényt jelenti, azaz f* (a)="f(a),eés 0'=1.)
Eszrevehetjiik, hogy az elséfokt Taylor-polinom pontosan az f fiiggvény a helyen vett érintd

egyenesének egyenletét adja: T, f(x)=f (a)+% f'(a)-(x—a)=f(a)+f'(a)(x—-a). (Az

érintd egyenes egyenletét lasd Matematika 1. targy Differencialszamitas bevezetése cimii
leckében.)

A Taylor-polinom kozeliti az eredeti fliggvényt. Minél kozelebb van X az a-hoz, és minél
magasabb a polinom rendje, a kozelités altalaban annal jobb.

Ha a=0, azaz a fiiggvényt a=0 kdrnyezetében kozelitjiik, akkor Maclaurin-polinomrol
beszéliink.

M f(x)_f(0)+ f(O)( 0)+ zif"(O).(x—o)2+~-~+%f<">(0)-(x—o)”=

= f(0)+— f'(0)-x+— o1 f”(O) X2 - + f(”)(O) X"
Kidolgozott feladatok:
1. feladat: rjuk fel az f(x)=e?* fiiggvény méasodfok Maclaurin-polinomjat!

Megoldas: A megoldasban induljunk el a Maclaurin-polinom definicidjabol, miszerint egy
fliggvény N -edfokt Maclaurin-polinomjanak nevezziik, a 0 helyen vett n-edfoki Taylor-
polinomot, mely az aldbbi mddon irhato fel.

M f(x)—f(0)+—f 0)- x+2 £7(0)- X2 +- R f(”)(O) X"

Mivel feladatunkban masodfokl polinomot kell fehrnunk, igy N=2,sigy apolinomban csupan
harom tag fog szerepelni.

M f(x)_f(0)+—f (ORSS f”(O) X2

Természetesen a konkrét Maclaurin-polinom felirasahoz meg kell hatdroznunk a képletben
szerepld f(0), f'(0) és f"(0) értékeket.

Elséként helyettesitsiik a fliggvénybe a 0 -t.
f(0)=e?"=¢e"=1

Ezutéan allitsuk el a fliggvény derivaltjat, és hatarozzuk meg a derivalt helyettesitési értékét is
a 0 helyen.

f/(x)=e? - (-2) = -2 >



A derivalas soran ne feledkezziink el arrdl, hogy Osszetett fliggvényt derivalunk, igy a kiilsé
fliggvény derivalasa utan szoroznunk kell még a belsé fliggvény derivaltjaval is.

Hajtsuk végre a 0 behelyettesitését.
f'(0)=—2e2"=-2e"=-2

Allitsuk el6 a masodik derivaltat.
f"(x) =202 - (-2) =4e >

Helyettesitsiik ebbe is a 0 -t.
f"(0)=4e° =4e’ =4

Utolso 1épésként helyettesitsilk be a meghatarozott f(0), f'(0) és f"(0) értékeket a

masodfokti Maclaurin-polinom képletébe. A behelyettesités utdn hatarozzuk meg a
faktorialisok értékét, és egy-egy tagban szorozva a konstansokat, hozzuk egyszeriibb alakra a
polinomot.

1

— 1 2 _ 1 1 2
sz(X)—1+ﬂ'(—2)'X+—!'4‘X —1+i-(—2)-x+5.4.x —

=1-2x+2x>

Az alabbi abra jol szemlélteti, hogy milyen médon kozeliti az eredeti fiiggvényt a szamolt
masodfokt Maclaurin polinom.

2. dbra: Az f(x)=e?* fiiggvény masodfoka Maclaurin-polinommal valé kozelitése

2. feladat: frjuk fel az f(X)=3/x+1 fiiggvény méasodfoka Maclaurin-polinomjat!



Megoldas: Itt is elindulhatunk a mésodfoku Maclaurin-polinom definici6jabol.

M, (x) = f(0)+% f'(O)-x+% £7(0)- x?

Most is eld kell allitanunk az f (0), f'(0) és f"(0) értekeket.

Helyettesitsiik be elséként a fliggvénybe a 0 -t.

f(0)=30+1=1

Ezutan allitsuk el6 a fliggvény derivaltjat. A derivalas elott célszerli atalakitani a fliggvényt. A
gyok helyett irjunk tortkitevés hatvanyt.

f(x)=3x+1=(x +1)%

Ebbdl az alakbol mér egyszerii a derivalas.
1 2
f'(x) = §(X +1) ¢

Helyettesitsiik be a derivaltba a 0 -t.

1 21
f'(0)==(0+1) 3 ==
(0) 3( ) 3

Allitsuk el6 a masodik derivaltat is.

5

F(x) = %[—éj(xu)’s ()

Hatarozzuk meg a masodik derivalt 0 helyen vett helyettesitési értékét.

2 )
f"(0)=-2(0+1) 3 =-2=
(0) 9( ) 5

Végiil a meghatarozott f(0), f'(0) és f"(0) értékeket helyettesitsik be a masodfoka

Maclaurin-polinom képletébe. A behelyettesités utan hozzuk egyszeriibb alakra a polinomban
az egyltthatokat.

sz(x):1+l.1.x+l.(_g].xz :1+1.l.x+1.£_gj.xz =
13 2! 9 13 2 9
_1+ixlye

3 9

A masodfokt Maclaurin polinommal val6 kozelitést szemlélteti a kovetkezd abra.



3. dbra: Az f(x)=3x+1 fiiggvény masodfokii Maclaurin-polinommal val6 kozelitése

1
3. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)= 3 fliggvény harmadfoku Maclaurin-polinomjat!

Megoldas: Induljunk ki a Maclaurin-polinom definici6jabol.
1 ' 1 " 1 m
M, f(x)= f(0)+ﬂf (0)~x+§f (0)-x2+af (0)-x°

Allitsuk el6 a sziikséges derivaltakat, és hatarozzuk meg a fliggvény, valamint a derivaltak
értékét a nulla helyen. A derivalasok egyszeriibbek ha a fiiggvényt atalakitjuk, mert akkor tort
helyett 6sszetett fliggvénylink lesz.

1 =) a1
f(x):3_2X=(3—2x) = f(0)=3 =3
£(x)=(-1)-(3-2%) *+(-2)=2+(3-2x) " = f'(o):2.3—2:§
£7(x)=(-4)-(3-2%)°-(-2) =8-(3-2x) " - f”(o):8.33:2_87
f"(x)= (—24)-(3—2x)_4 (-2)= 48.(3_2)()‘4 N £7(0)=48-3" = g

A kapott értékeket helyettesitsiik be a polinomba.
|\/|3f(X)=£+£.gx+i.ixz+l.4_8xs=£+gx+ixz+ixs
3 119 2127 3! 81 3 9 27 81

A kozelitést a kovetkezO abra szemlélteti.
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Msf(x)

4. abra: Az f (X) =

fiiggvény harmadfokt Maclaurin-polinommal val6 kozelitése
X

4. feladat: Irjuk fel az f(x)=sin2x fiiggvény a:% helyen vett masodfoku Taylor-

polinomjat!

Megoldas: A definiciobol indulunk el, mely szerint az f (x) fliggvény a helyen vett n -edfoka
Taylor-polinomja a kdvetkezo:

Tf(x)—f(a)+—f(a) (x— a)+ f”(a) (x—a)*+- + f("’(a) (x—a)".

Mivel masodfokt polinom a kérdés, igy n=2.
T,f(x)= f(a)+—f '(a)-(x— a)+ f”(a) (x—a)’

Annyiban valtozik tehat csak a dolgunk az el6zéekhez képest, hogy nem a 0 helyen kell
. vy J . . I3 e I3 I3 r 72-
meghataroznunk a fliggvény, valamint elsé és masodik derivaltjanak értékét, hanem az a = —

helyen.

Helyettesitsiink eldszor a fiiggvénybe.

f (zj:sin(z'zj:sinzzl
4 4 2

Allitsuk eld a fiiggvény derivaltjat. Figyeljiink oda, mert Osszetett fiiggvényrél van szé, ne
felejtsiink el szorozni a belsé fliggvény derivaltjaval.

f’(x) =cos2x-2=2cos2x



Helyettesitsiink most a derivaltba is.

f’[zjz Zcos(ij:ZcosZ:O
4 4 2

Ezutan derivaljunk még egyszer.

f"(x) =2(—sin2x) -2 = —4sin 2x

A masodik derivéltba is helyettesitsiik be az a = 2 értéket.

fr Z |=-asin| 2.2 |=-4sin T =—4
4 4 2

Az eléz6ekben meghatarozott f(a), f'(a) és f"(a) értékeket irjuk be a Taylor-polinom
képletébe, s egyben helyettesitsiink a helyére is.

1 7) 1 z Y
T2f(x)=l+ﬂ-0-(x—z)+a.(_4).(X_Zj

Végiil hozzuk egyszerlibb alakra a polinom egyiitthatoit.

R e e

A szemléltetést a kovetkezo abra segiti.

sin(2x)

5. dbra: Az f(x)=sin2x fliggvény masodfoku Taylor-polinommal val6 kozelitése az a = %

kornyezetében



. 1
5. feladat: Irjuk fel az f(x) =In3x fiiggvény a = 3 helyen vett masodfoku Taylor-
polinomjat!

crer

T,f(x)= f(a)+% f’(a)-(x—a)—i-% f"(@)-(x—a)?

Hatarozzuk meg a polinomban szerepld, egyeldre ismeretlen f(a), f'(a) és f"(a)
értékeket.

1
Helyettesitsiik elsoként a fliggvénybe az a = §-Ot'

(3ol

Derivéljuk a fiiggvényt.

3
Allitsuk el a masodik derivaltat.

" 1
f (X) = —?

1
Helyettesitsiik a masodik derivéltba is az a = 3 -ot.
1
1 2
)

Majd a Taylor-polinom képletében helyettesitsiink a, f(a), f'(a) és f”(a) helyére.

1 1) 1 1Y
RTRRIESI A R Y

f(x)=———=-9




Végiil irjuk egyszeriibb alakban a polinom egyiitthatoit.

1) 9f 1Y
Tzf(X):B(X—gj—E(X—gj

Jelen esetben a Taylor polinommal valo6 kozelitést a kovetkezd abra szemlélteti.

In(3z)

1 0 2 3 1 5
T
T Taf (z)

r

1
6. abra: Az f(x)=In3x fliggvény masodfokl Taylor-polinommal valé kozelitése az a = 3
kornyezetében

6. feladat: frjuk fel az f(x)=x°-5x>+x+20 fiiggvény a=3 hely koriili harmadfokt
Taylor-polinomjat!

Megoldas: Induljunk ki a Taylor-polinom definiciojabol, eszerint

1 ! 1 n 2 1 n 3
T,f(x)=f (a)+ﬁ f (a)-(x—a)+5 f"(a)-(x—a) 3 f"(a)-(x—a)
Ebben a sorban kell most a helyére 3 -at helyettesitentink.

l 4 1 " 2 1 " 3
T,f(x)=f (3)+ﬂ f (3)-(X—3)+§ f"(3)-(x-3) +a f"(3)-(x—3)

Ehhez el6szor az f(3), f'(3), f"(3), f"(3) értékeket kell meghataroznunk és
behelyettesiteniink.

f (x)=x>-5x*+x+20 = f(3)=3-5-3"+3+20=5
£/(x)=3x* —10x +1 = f/(3)=3-32~10-3+1=—2
£7(x)=6x—10 = £7(3)=6-3-10=8
f"(x)=6 = f"(3)=6

Tehat



T,f (x):5+%(—2)(x—3)+%8(x—3)2 +%6(x—3)3 =5-2(x-3)+4(x~3) +(x~3

Ha elvégeznénk a hatvanyozasokat és Osszevonnank az azonos fokszamu tagokat,
természetesen visszakapnank az eredeti polinomot, ezzel tudnank ellendrizni a megoldast.

7. feladat: Melyik az a harmadfoki polinom, melyre a kovetkez6k igazak:
p(0)=3, p'(0)=-1, p'(0)=-6, p"(0)=127

Megoldas: Mivel a fiiggvény ¢€s derivaltjainak értéke a nulla helyen adott és a polinom
harmadfoku, ezért a harmadfokti Maclaurin-polinom felirasabol indulunk ki.

1 . 1 ., 1 .
p(x)= p(0)+5 p (0)-x+5 p"(0)-x? t5iP (0)-x°.
Nincs mas dolgunk, mint a fiiggvény és a derivalt megadott értékeit behelyettesiteni.
_ 1 1 2 1 3 2 3
p(x)= 3+ﬂ(—1)x+5(—6)x +512x =3-x-3x"+2x
Ha a tagokat a szokott sorrendben irjuk, akkor p(x)=2x>—-3x*—x+3.

8. feladat: Hogyan hatarozhatjuk meg kozelité értékét, ha csak négy alapmiiveletes

1
%

szamologépiink van?

. 1 : . .
Megoldas: Mivel v =e %", ezért a feladatot ugy is megfogalmazhatjuk, hogy adjuk meg
(]
kozelitoleg az f (x)=e* fiiggvény X, =-0.1 helyen vett helyettesitési ért¢két. Mivel a —0.1
"kozel van" a nulldhoz, ezért az f(x) fiiggvény egy tetszdleges fokszaml Maclaurin-
polinomjanak segitségével hatdrozhatjuk meg a kozelitd értéket. Vegyilik ezen fliggvény
masodfoku Maclaurin-polinomjat, melybe majd X helyére a megadott X, értéket kell

behelyettesitentink.

f(x)=¢" = f(0)=e’=1

f'(x)=¢" = f'(0)=¢"=1

f"(x)=e" = f"(0)=e"=1
Ebbdl

.11,
sz(x)—1+ﬁx+ax

et x1+ 2 (<0.1)+ = (~0.1)° =1-0.1+0.005 = 0.905
2!

1
Minél minél magasabbfoku polinomot vesziink figyelembe, a kozelitd érték annal pontosabb
lesz.
Ha példaul a harmadfokt Maclaurin-polinomba helyettesitiink, akkor

et 14 5 (=0.1)+ = (~0.1)} + = (~0.1)* =1—0.1+0.005— 0.00016 = 0.9049
1! 2! 3!

Ha a negyedfoku polinomba, akkor
-01 1 1 2 1 3 1 4

e z1+5(—01)+§(—01) +§(—01) +E(—01) =

=1-0.1+0.005-0.00016 + 0.00000416 = 0.9048375 .

Ha nem csak négy alapmiiveletes szamoldgépiink van, akkor egy 1épésben kaphatunk kozelitd

értéket, s igy € ~0.904837418. Amint lathato a negyedfokii polinombél kapott érték mar 6



tizedesjegyre pontos. Ha ennél is pontosabb értékre van sziikség, tovabbi tagokat figyelembe
véve tetszOleges pontossag érheto el.

9. feladat: Adjunk kozelitést c0S0.1-re , ha csak négy alapmiiveletes szamologépiink van.
Megoldas: A feladatot ugy is megfogalmazhatjuk, hogy adjuk meg kozelit6leg az f (x)=cos x
fliggvény X, = 0.1 helyen vett helyettesitési értékét. Mivel a 0.1 "kozel van" a nulldhoz, ezért
az f(x) fiiggvény egy tetszOleges fokszamii Maclaurin-polinomjanak segitségével
hatarozhatjuk meg a kozelito értéket.

f (x)=cosx = f(0)=cos0=1
f'(x)=—sinx = f'(0)=-sin0=0
f"(x)=-cosx = f"(0)=—cos0=-1
Ebbol
sz(x)=1+9x+_—1x2 _1-1ye

1! 2! 2

cos 0.1z1—%(0.1)2 =0.99500

Ha nem csak négy alapmiiveletes szamologépiink van, akkor egy 1épésben kaphatunk kozelitd
értéket, s igy €050.1~0.995004. Amint lathaté a masodfoku polinombdl kapott érték mar 5
tizedesjegyre pontos.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Melyik az f (x)=

T fiiggvény harmadfoku Maclaurin-polinomja?
12t 8y (X)

5 25 125 625

1 2 4 , 8

———X+—X" ——=X

5 25 125 625

1 2 4 , 16 ,

S+ —X+—X"+—X

5 25 125 625

1 2 4 , 16 ,

+—xP——x
5 25 125 625
2. kérdés: Melyik az f (x) =sin’x—C0s*X negyedfoku Maclaurin-polinomja?

1-2x° +lx4
3

14260 -2y (X)
3

3. kérdés: Az aldbbiak koziil melyik az f (X)=cos’x negyedfokii Maclaurin-polinomja?



1—x2+lx4

1—2x2+1x4
1—x2+zx4
3

1- 2% + 2 (X)
3

4. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az f (x)=2x°-11x* +17x -2 fiiggvény a=2
hely kortili harmadfoka Taylor-polinomja?
f(x):4—(x—2)+3(x—2)2+2(x—2)3
f(x)=4-3(x-2)+(x=2)" +2(x-2)" (X)
f(x)=2-3(x-2)+4(x-2)" +2(x-2)’
f(x)=2-4(x=2)+3(x-2)" +2(x~-2)’

5. kérdés: Melyik az a harmadfoku p(

p(0)=5 ~ p(0)=-3,  p'(0)=4, p"(0)=182
x)=5x°-3x* +4x+18

(

(%)
p(x)=5x°—3x*+2x+3

(%)

(

X) polinom, melyre a kovetkezok igazak:

6. kérdés: Ha ~Je kozelits értekét az f (x)=e* fiiggvény harmadfokti Maclaurin-
polinomjabol szamoljuk, akkor mit kapunk?

1.64436

1.64583 (X)

1.64653

1.64816

7. kérdés: Ha sin0.1 értékét az f(x) =sin X harmadfokt Maclaurin-polinom;jabol szamoljuk,
akkor mit kapunk?

0.10016

0.09983 (X)

0.0017453283

—0.10016

Elméleti osszefoglalo:

Korabban foglalkoztunk mar hatarértékszamitéasi feladatokkal. Gyakran taldlkozhatunk olyan
hatarértékszamitasi problémakkal, melyek nem oldhatdéak meg a kordbban tanult modszerekkel,

. A 0 0L : : .
igy példaul a 0 vagy — tipust hatarértékek, valamint az ezekre visszavezethetéek. Ezen
[00]

tipusok meghatarozasara ad hatékonyt modszert a L’Hospital-szabaly.



Tegyiik fel, hogy a

f(x)

e g(x)

cnay @ o, .
hatarérték — vagy 0 tipusu,
o0

és C egy kornyezetében, esetleg C-t6l eltekintve, f is és g is differencialhato, tovabba
g(x)=0 és g'(x)=0.

AX)
Ha a Ilmﬂ hatarérték létezik és véges, akkor az is teljesiil, hogy

x>¢ ' (X

f(x) .. f'(x
—( ) = Ilm—( ) .
A c jelolhet egy véges értéket, valamint mindkét végtelent is.

A tétel rovid és pontatlan megfogalmazasa: a tort limesze a derivaltak hanyadosénak a
limeszével egyenld.

Fontos, hogy csak hatarozatlan alakt hatarértékek kiszamoldsara probaljuk a tételt alkalmazni,
kiilonben hibas eredményt ad.

El6fordulhat olyan eset, amikor a szabaly egyszeri alkalmazasa nem elegendd, mert a deivaltak
hanyadosa Gjra hatdrozatlan alakot ad. Ekkor (ha a feltételek teljesiilnek) Gjra alkalmazhatjuk a
L’Hospital-szabalyt. Ilyenkor az ujabb derivalés elott célszerti a lehetséges egyszertsitéseket
elvégezni.

A feladatmegoldasok soran eldszor mindig megvizsgaljuk, hogy milyen tipust hatarértékrol

van sz0. A % vagy 2 tipusu hatarozatlan esetekben kozvetleniil alkalmazhat6 a L’Hospital-
o0

szabaly. Ezen tdlmenden foglalkozunk ,,0-c0” tipust hatarértékekkel, melyekre bizonyos
atalakitasok utan a szabaly alkalmazhato.

Haaz f(x)-g(x) szorzat, (a szobanforgé helyen) ,,0-o0 ” tipusi, akkor az

formulak valamelyikét felhasznalva, a kérdéses hatarérték atalakithat6 —, vagy 0 tipusuva,
o0

aztan alkalmazhat6 a L.’Hospital-szabaly.
Gyakran a kétféle atirdsi lehetdség koziil csak az egyik hasznéalhatd. Azzal érdemes elészor
probalkozni, amelyik a derivalas szempontjabol egyszeriibbnek tiinik.

Kidolgozott feladatok



. . X r o r
10. feladat: Szamitsuk ki a IImI£ hatarértéket.
X—0 n X

Megoldas: Most egy 2 tipusu hatarértékkel van dolgunk, igy a L’Hospital-szabalyt
0 0]

kozvetleniil tudjuk alkalmazni. Ennek érdekében kiilon derivaljuk a szédmlalot és kiilon
derivaljuk a nevezdt, s ennek a hanyadosnak vessziik az eredeti helyen vett hatarértékét. Ez
most

lim—=~ (\/_) =lim =~ 2\/_
== (In x) e 1

X

Ebben a formdjaban ez egy % tipusu hatarérték, latszoélag nem jutottunk elére. De az utdbbi

hatarérték atalakithatd (megsziintetjiik az emeletes tortet), és ezutdn kdnnyen kiszdmolhat6 a
hatérérték'

lim&==~ 2*/— —|Im——|lm£—oo.

X—>00 1 X—>00 2\/_ X—ow 2
X

A derivéltak hanyadosanak plusz végtelen a limesze, igy tételiink értelmében ennyi az eredeti
limesz is, azaz

N

lim——=o0.
x— |n X

2X
11. feladat: Szamitsuk ki a |Ime— hatarértéket.

X—>0 X
Megoldas: Egy 2 tipusu hatarértéket kell kiszamolni. Tekintjiik a derivaltak hanyadosanak a
0
hatarértékét.

lim——+= (GZX)' =lim— 27 Iimi.
X—>00 (XZ) x>0 2X x>0 X

Ez is egy 2 tipusu hatarérték. Kiszamolasdhoz a L’ Hospital-szabalyt jra alkalmazzuk.
o0

A derivaltak hanyadosanak hatarértéke most

2x X
Ilm(e )_Ilm262 —|im(ZeZX):oo
X—>00 (X) x—>o ] X—>00

A tétellink értelmében ekkor
2%

im —=ow

X—>0 X

is teljesiil, majd még egyszer alkalmazva a tételt
2%

X—>0 X



is fenndll. Tehat ebben az esetben kétszer alkalmaztuk egymas utan a L’Hospital-szabalyt.

3
hatarértéket.

12. feladat: Szamitsuk ki a lim ——
x> X2 e

Megoldas: A limesz 2 tipust. Tekintjiik a derivaltak hanyadosanak limeszét:
o0

N
: (X ) 3%
lim - =lim .
x—>w(X2+ex) x>0 X + @

VU ,
Ez még mindig — tipust. Nézziik tehat a
o0

lim () gim &
x»oo(zx_i_ex) X—>0 2+eX

VU . . .
hatarértéket, de ez még mindig — tipusu. Végil, még egyszer képezve a derivaltak
0

hanyadosanak hatérértékét, kapjuk, hogy

(6—X)'.=Iim£:0,

X

lim
xaw(z_{_ex) X—>®© @
ezért sorban minden limesz nullaval egyenld, igy az eredeti is, azaz

X

lim ——

x>0 X% 48
Tehat ebben az esetben haromszor alkalmaztuk egymaés utan a L’Hospital-szabalyt.

=0.

X

hatarértéket.

. €
13. feladat: Szamoljuk ki a lim—
x>0 51N X

Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték % tipusu. Tehat tekintjiik a

derivaltak hanyadosanak limeszét, ami

Iim(ex_l) lim-® -1
x—0 (sin X)I x—0 COS X )

Ennyi tehat az eredeti limesz is:

X

. Xe o
14. feladat: Szamitsuk ki a Img 5o hatarértéket.
X—

Megoldas A 0 -t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték % tipust. Vessziik a derivaltak

hanyadosanak limeszét:
. (Xex) . e"+xe* 1+0 1
lim -=lim T =——.

x—0 (1_ eZX ) x>0 —2g -2 2




Tehat az eredeti hatarértékre is fennall, hogy
xe* 1

0] 2

HJ
. . . SIN“X
15. feladat: Szamoljuk ki a lim———— hatarértéket.
x>0 1 —Cc0S3X

Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték g tipusu. Most a derivaltak

hanyadosanak limesze:
2sin x'CoS X
im————
x>0 3sin3x

ami a 0 -t valo behelyettesitést kovetéen tjra % tipust. Ebbol kapjuk a derivaltak hanyadosat

képezve a

lim 2cos’x—2sin’x _ 2-0 2

x>0 9c0S3X 9 9

eredményt, s igy ennyi az eredeti limesz is,
sin’x 2

im———=—.
x>0]1—-cos3x 9
Akar esziinkbe juthatott volna az elsé derivalas utan egy trigonometrikus azonossag (€c0os0=1
) is, mely alapjan
2sin xcosx .. sin2x

lim ————=1lim — .
x-0  35iN3X x-0 35in3X

Ez persze igy is egy 0 tipust limesz, de ha most vessziik a derivaltak hanyadosanak limeszét,

azt kapjuk, hogy
2c0s2x 2

im ,
x>0 9c0os3x 9
¢s ismét hivatkozhatunk arra, hogy a tételiink alapjan az eredeti hatarérték is ennyi. Ezen az
uton a derivalas némileg egyszeriibb volt.

Az ilyenféle atalakitasok gyakran jelentds egyszertisodést tudnak eredményezni.

tg

16. feladat: Szamoljuk ki a lim 9% hatarértéket.

x>0 51N X — X

Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték % tipusu. A derivaltak

hanyadosanak limesze igy:
1 1

2 1- 2
lim—Cos™x _ __ €os”0
x>0 cosx—1  cosO-1

1-—

Ez tovabbra is 0 tipusu, de atalakithat6 a kovetkezd modon:

1 cos’x—1
i 2 . 2 ) cos’x—1
lim—COS X _ |im COSX_ _ jim
0 cOSX—1  *x0 cosx—1 x>0 cos’x(cosx—1)

1—




iim (cosx+1)(cosx—1) _ i COSX+1_1+41

x>0 cos’x(cosx—1) x>0 cos’x 1
A tétel alapjan az eredeti limesz is ennyi:
. X—1tgx
lim— g =2.
x>0 §inX — X
Ha a fenti atalakitasi lehetdséget nem vessziik észre, akkor ismét a L’Hospital-szabaly
alkalmazaséaval probalkozhatnank, ekkor azt kapnank, hogy:

(1_ 1 J 2sinx

; _ eSInX
lims SO X/ _fjm COS'X _jjm 2 _p
0 (cosx—1) *0 —sinx  x>0COS’X

Most tehat igy is célhoz értiink. Néha azonban az egyszerlsitések elvégzése nélkiill nem
szamithato ki a limesz.

?

In[1+ e)
17. feladat: Iim—3x
sin[)

X

In 1+E

R X In(l+0)
Megoldas: lim =—
x>0 sin(sj sin(0)

X

_0
0

Tehat Gjra egy % tipust limesszel van dolgunk. Most a derivaltak hanyadosanak limesze:

1[})
2
145\ X
lim—X

L)

Ez tovébbra is 0 tipusu. Vegylik észre azonban, hogy a problémat okozé —iz tényezdvel
X

egyszertsithetiink. Ekkor kapjuk, hogy

1 e 1
Sl e
lim X =lim

o cos(i}(—;) s cos(ij(B) 3

Persze az eredeti limesz is ezzel egyenld:

o]

. e
lim————=5=—.

X—>00 R (3) 3
Sin| —
X




Ha most a derivaltak hanyadosaban nem egyszerlsitenénk a —— tényezOvel, hanem ismet
X

tekintenénk a derivaltak hanyadosanak limeszét, akkor az tovabbra is 0 tipusu maradna, és ez

torténne akarhdnyszor vennénk, az egyébként egyre bonyolultabb derivaltak hdnyadosanak
limeszét. Ezért, ha lehet, akkor mindig egyszertsitsiink!

18. feladat: Szamitsuk ki a lim (xe-“) hatarértéket.

X—>00
Megoldas: Ez a hatarérték egy 0-oo tipust szorzat. A negativ kitevdjii hatvdny miatt kinalkozik
a

X
2x

Iim(xe‘zx):lim

X—00 X—>00 e

tort alaku atiras.

T CD M /4 N4 r o . r

Igy egy — tipust tort hatarértékének a kiszdmitasara vezettiik vissza a feladatot, melyre mar
0

alkalmazhat6é a L’Hospital szabaly. Véve a derivaltak hanyadosanak hatarértékét, arra jutunk,

hogy
lim
X—00 2e2x

Tehat az eredeti limesz is ennyi:
lim (xe®)=0.

X—>0

=0.

19. feladat: Szamitsuk ki a lim (tgx-Inx) hatarértéket.

x—0"
Megoldas: A feladat egyoldali hatarértékszamitassal kapcsolatos ismeretekre épiil (lasd
Matematika 1. targy 8.Hatarérték cimi lecke).
Az egyoldali hatarértékeket megvizsgalva kapjuk, hogy a szorzatunk limesze 0-oo tipusu.

Mivel v ctgx elemi alapfiiggvény, a
(0)
lim (tgx-Inx) = fim "2 = fjm 1™
x—0" x—0" i x—0" Ctgx
tgx
atirast valasztjuk.

fgy egy % tipusu hatarérték kiszamitdsa a feladatunk, melyre alkalmazhaté a L’Hospital

szabaly. Tekintsiik a derivaltak hdnyadosanak hatarértékeét:

el .

. . SIn“X
lim—X = hn1(— J.
x—0" 1 x—0" X

sin®x

Ez egy % tipusu hatarérték. Alkalmazhatjuk ismét a L’Hospital-szabalyt, és egy 1épésben

célhoz jutunk, de talan még egyszeriibb, ha felhasznaljuk a nevezetes lim SINX_y
x—>0" X

hatarértéket. Ekkor



x—0"

X x=>0" X x—0"
Ezzel egyenld az eredeti limesz is:

lim (tgx-Inx)=0.

x—0*

Ellenorzo kérdések:

, ., . Inx
8. kérdés: Ilm—2=

X—00 X
1.
o0 .
0.(X)
1
>
X3
9. kérdés IImeT—
0.X)
6 .
o0 .
3
>
. e' -1
10. kérdés: lim——=
X—00 X
0. (X)
0.
1
>
1.
11. kérdés: lim =~ _
x—0 X
0.
1
>
-1.
1
—. (X
5 X)
. l-e™
12. kérdés: lim—; =
x>0 X +3X
0.
2
—. (X
3 (X)
2
3

15.

- 2 -
lim (—S'” Xj: lim 22X lim (~sin x) =1-0=0.



. o .. In(5x-4)
13. kérdés: lim——— =
-1 In(3-2x)

5
> (X)

5

%

1.

~1.

14. kérdés: Iim(xze*X) _

. (X)

. (7
15. kérdés: 1|m(x -Sin (;D =



3. Differencialszamitas

3.3. Monotonitas és szélsoérték vizsgalata

Tanulasi cél: Olyan eljaras megismerése, melynek segitségével a fliiggvények ndvekedés,
csOkkenés és szElsdérték szempontjabol vizsgalhatok, valamint az eljaras alkalmazasa
szoveges feladatokban minimum vagy maximum keresésére.

Motivaciés példa: Egy telep iiresjarasi fesziiltsége U, , belsé ellenallasa R, . Mekkora R,
kiilsd ellenallast kell a telepre kapcsolni, hogy a kiilsd ellenallés teljesitménye P, maximalis

legyen? Mekkora ez a maximalis teljesitmény?

A gyakorlati életben nagyon sok ehhez hasonl6 problémaval talalkozunk, amiben valamilyen
fizikai, kémia, kozgazdasagi mennyiségnek maximumat vagy minimumat, azaz sz¢&ls6értékét
keressiik, egy masik mennyiség fliggvényében. Jelen esetben a B, teljesitmény fligg a kiilsd
ellenallastol, azaz R, -t0l. A két mennyiség kozotti kapesolat egy fliggvénnyel irhato le. Ha

sikeriil megallapitanunk, hogy ez a fiiggvény mikor n6, és mikor csokken, akkor azt is meg
tudjuk mondani, hogy hol veszi fel a legnagyobb értékét, tehat a maximumat. Az ehhez
hasonl6 problémak megoldasédhoz fontos szamunkra, hogy a fiiggvényeket névekedés és
csokkenés, azaz monotonitas szempontjabdl tudjuk jellemezni. Az alabbiakban olyan
modszerrel ismerkediink meg, aminek segitségével el tudjuk donteni, hogy egy fiiggvény
mely intervallumokon nd, €s mely intervallumokon csdkken, valamint hol és milyen tipust
szélséértéke van.

Elméleti 6sszefoglalé: Mivel a derivalt értéke minden pontban megadja a grafikon
érintdjének meredekségét, ezért a derivalt eldjelébdl kovetkeztethetiink arra, hogy hol nd és
hol csokken a fliggvény, valamint hol van széls6értéke. Szemléletesen ugyanis arra
gondolhatunk, hogy ha egy pontban a derivalt pozitiv, akkor ott az érinté meredeksége
pozitiv, tehat az érinté ugymond felfelé halad, s mivel 6 jol kozeliti a fiiggvényt, igy a
fliggvény is novekedni fog. Erre latunk példat az alabbi dbran.
3.51
3
2.5
2
1.5
&
0.5

R D - R
X
Hasonloan okoskodhatunk akkor, ha egy pontban a derivalt negativ. Ekkor az érint6 nyilvan

lefelé halad, s ekkor a fiiggvény csokkenni fog. Erre mutat példat az alabbi abra.



11
0.5
0.6

'_III' ]

0.4

0.2+

Ups 1 15 2 25 4

Ha pedig egy fiiggvénynek valahol szélséértéke, azaz maximuma vagy minimuma van, akkor
ott az érintének vizszintesnek kell lennie, tehat meredeksége 0, s igy a derivalt értéke itt O kell
legyen. Erre lathatunk két példat is az alabbi abran.

17
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Hangstlyozzuk, hogy ez csak szemléletes okoskodas. A pontos megfogalmazas majd a most
kovetkezd definiciokban és tételekben szerepel majd. Els6ként definialjuk pontosan a lokalis
novekedés és csokkenés, valamint a szélsdértékek fogalmat.

Definicio: Az f fliggvény az x, €D, helyen lokalisan névekvd, ha létezik az X,-nak olyan
kornyezete, amelybe esé minden X, < X, <X, esetén teljesiil, hogy (X )< f(x))< f(x,).
Az f fliggvény az X, €D; helyen lokalisan csokkend, ha létezik az X,-nak olyan kornyezete,
amelybe esé minden X, < X, <X, esetén teljesiil, hogy f(x)> f(x))> f(X,).

Definicio: Az f fiiggvénynek az x, helyen helyi, masképpen lokalis maximuma van, ha
megadhat6 X,-nak olyan kdrnyezete, amelybe es6 minden X esetén f (X) <f (XO).

Az f fiiggvénynek az x, helyen helyi, masképpen lokalis minimuma van, ha megadhat6 X, -

nak olyan kornyezete, amelybe esé minden x esetén f (x)> f(x,).

Ezek utan kimondhato az alabbi tétel, melyre a szemléletes okoskodassal utaltunk.

Tétel: Haaz f fiiggvény az X, helyen differencialhat6 és f'(x,)> 0, akkor a fiiggvény az

X, helyen lokalisan novekvd.



Haaz f fliggvény az X, helyen differencialhat6 és f' ( XO) <0, akkor a fliggvény az X,

helyen lokalisan csokkend.

A tétel megforditasa azonban sajnos nem igaz. Gondoljunk ugyanis az f (X) =x° fiiggvényre,
amely az x, =0 helyen nyilvan lokalisan névekvd, azonban derivaltja ott nem pozitiv, hanem
0-val egyenl6. Az alabbi abran lathat6 az f (X) =x° fiiggvény grafikonja, amiré] teljesen
egyértelmt, hogy a fiiggvény n6 az x, =0 helyen.

11

057

1 02040608 1
X

0.5

11
fgy nem egészen megforditasként, kovetkezd tétel mondhato ki.

Tétel: Haaz f fiiggvény az X, helyen differencidlhat6 és ott lokalisan ndvekedd, akkor

f'(%)=0.
Haaz f fiiggvény az X, helyen differencialhato és ott lokalisan csdkkend, akkor f'(x,)<O0.

A feladatok megoldésa soran a lokalis novekedés és csokkenés helyett, az intervallumon
novekedés és csokkenés fogalmat hasznaljuk.

Definicié: Az f fiiggvény az (@,b) intervallumon ndvekvé, ha minden xe(a,b) esetén
lokalisan novekvo.
Az f fiiggvény az (@,b) intervallumon csdkkend, ha minden xe(a,b) esetén lokélisan

csokkeno.

Ezek utan feladatokban leginkabb a tétel alabbi megfogalmazasra hivatkozunk.

Tétel: Ha f az (a,b) intervallumon differencialhatd és minden Xe(a,b) esetén f'(X) >0,
akkor f az (a,b) intervallumon ndvekvé.
Ha f az (a, b) intervallumon differencialhato és minden Xe(a,b) esetén f'(X) <0, akkor

f az (a,b) intervallumon csdkkend.

A lokalis szélsoértékekre is tobb tétel mondhatd ki. Az elsO a szélsoérték 1étezésének
sziikséges feltétele.



Tétel: Ha f differencialhato az X, hely valamely kérnyeztében, és f -nek x,-ban lokalis

szélsbértéke van, akkor f'(x,)=0.

Gondoljunk bele, a tétel nem azt mondja ki, hogy ahol a derivalt 0, ott széls6érték van. Ez a
tétel megforditasa lenne, és ez nem igaz. Példaként megint az f (X) =x° fiiggvényt

emlithetjiik, amelynek derivaltja az x, =0 helyen 0-val egyenld, de ott nincs sz¢lsdértéke a

fiiggvénynek, mert ott lokalisan ndvekvd. Tehat csak annyit mondhatunk, ahol a derivalt 0, ott
konnyen elképzelhetd, hogy van sz€élséérték. Ezért van sziikséglink egy masik tételre is, ami
mar elégséges feltétel a szElséérték 1étezésére.

Tétel: Haaz f fiiggvény differencidlhato az X, helyen és f'(x,)=0, valamint f' eljele
megvaltozik az X,-ban, akkor f -nek az x, helyen lokalis szélséértéke van.

A fenti tételek birtokaban a kdvetkez6 modon vizsgalhatjuk majd a folytonosan
differencialhat6 fiiggvényeket ndvekedés, csokkenés s szélsdérték szempontjabol.

1. Megvizsgaljuk, mi a legb6vebb halmaz, amelyen a fiiggvény értelmezheto.

2. Derivéljuk a fliggvényt.

3. Megoldjuk az f'(x)=0 egyenletet. Ezzel megkapjuk azokat a helyeket, ahol szélséérték

lehet.

4. Az értelmezési tartomanyt a szakadasi helyekkel és a derivalt zérushelyeivel részekre
bontjuk, s a részeken vizsgaljuk a derivalt eldjelét. Ezt példaul ugy hajtjuk végre, hogy
mindegyik részbdl valasztunk egy szamot, melyet a derivaltba helyettesitiink.

5. Az értelmezési tartomany egyes részein a derivalt eldjelébdl kovetkeztetiink a ndvekedésre,
csokkenésre.

Az utolsé két pontban leirtakat célszerii egy tablazatban sszefoglalni, mert akkor témorebben
irhatjuk a dolgokat.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Vizsgaljuk meg ndvekedés és csokkenés, azaz monotonitas, valamint szélséérték
szempontjabol az f (x)= 3x* —8x° fiiggvényt.

Megoldas: A fiiggvény minden valods szamra értelmezhetd, azaz D, =R .
f'(x)=12x° - 24x?

f'(x)=0 < 12x*-24x* =0

Emeljiink ki amit csak lehet, igy alakitsunk szorzatta.

12x*(x—2)=0

Szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. Két eset lesz, vagy x* =0, amibél Xx=0
kovetkezik, vagy X—2=0, amibdl x =2 kovetkezik. A derivalt zérushelyei tehat most a 0 és
az2.

Készitslink ezutan egy tablazatot. Az els6 sorban az értelmezési tartomény részeit tiintessiik
fel. A derivalt zérushelyei bontjak részekre a valds szamok halmazat. A zérushelyeknek is
készitsiink kiilon oszlopot, mert ezeket a helyeket kell vizsgalnunk, hogy van-e benniik
sz¢élséérték. A masodik sorban majd azt jelezziik, hogy az adott részen milyen eldjelii a
derivalt. A harmadik sorban pedig majd azt, hogy azon a részen hogyan viselkedik a



fliggvény. Most egyelére azonban csak az els sort toltsiik ki. fgy az indulo tablazatunk az
alabbi.

X (—,0) 0
()

f(x)

(2.0)

Most vegyiink egy szamot a (—o0,0) intervallumbol, és helyettesitsiik be a derivaltba. Ilyen
szam pl. a —1.

f'(-1)=12(-1)’ —24(-1)" =36
Negativ szamot kaptunk, tehat a derivalt negativ értékeket vesz fel a (—o,0) intervallumon.
Most vegyiink egy szamot a (O, 2) intervallumbdl, €s helyettesitsiik be a derivaltba. Ilyen
szam pl. az 1.

f/(1)=12-1°-24.1 =12
Negativ szamot kaptunk, tehat a derivalt negativ értékeket vesz fel a (0,2) intervallumon.

Végiil vegyiink egy szamot a (2, oo) intervallumbdl, és helyettesitsiik be a derivaltba. Ilyen
szam pl. a 3.

f'(1)=12-3°-24-3° =108

Pozitiv szamot kaptunk, tehat a derivalt pozitiv értékeket vesz fel a (2, oo) intervallumon.

Toltsiik ki ezutan a tablazat masodik sorat, beirva a derivalt eldjelét. A zérushelyeken
természetesen azt irjuk be, hogy a derivalt ott 0.

X (—,0) 0
neg. (-) 0

(0,2) 2
neg. (-) 0

(2,0)

poz. (+)

Ezutan toltstik ki a harmadik sort is. Ahol a masodik sorban negativ a derivalt, ott a fliggvény
csokken, ahol pedig pozitiv a derivalt ott a fliggvény né. Amelyik zérushelynél nem valt
elgjelet a derivalt, ott nincs szélséérték, de ahol megvaltozik a derivalt eldjele ott van. Ha
negativbol pozitivba valt a derivalt, akkor lokalis minimum van, hiszen a fiiggvény a
szélséérték elott csokken, azutan pedig nd. Mig ha pozitivbdl negativba megy 4t a derivalt,
akkor lokalis maximum van, mert a fiiggvény a sz€lséérték eldtt nd, utdna pedig csokken.

X (—,0) 0 (0,2) 2 (2,00)
f'(x) neg. (-) 0 neg. (-) 0 poz. (+)
f(x) csokk. N\ S;}Ign CS\ csokk. \y mlﬁliﬂtsm né ./




A fiiggvény tehat csokken a (—oo, 2) intervallumon, n6 a (2, oo) intervallumon, és lokalis

minimuma van az x=2 helyen.

Az x=0 helyen nincs sz¢ls6érték, mert ott nem valt eldjelet a derivalt, s mert a fiiggvény
elotte és utana is csokken. Ebbol kovetkezik, hogy az X =0 helyen is lokalisan csokkend a
fliggvény.

A téblazat alapjan barmilyen novekedéssel, csokkenéssel és szeélsdértékkel kapcsolatos
kérdésre valaszt tudunk adni.

A sz¢€lsOérték nagysagat is megkaphatjuk, ha helyét behelyettesitjiik az eredeti fliggvénybe.
Jelen esetben tehat 2 -t helyettesitiink az f -be.

f(2)=3-2°-8.2°=-16

A fiiggvény minimumanak értéke tehat —16.
Az alabbi abran a fiiggvény grafikonja lathato.

2. feladat: Vizsgaljuk meg novekedés és csokkenés, azaz monotonitas, valamint szélséérték

szempontjabol az f (x)= 1 + iz fliggvényt.
X X

Megoldas: A tortek miatt kiktést kell tenniink, X#0. D, = R\{0}.

(L LY 2 )y ooyt L2
f(x)—(x+xzj—(x o) () (2 2
, 1 2

f (X):0 = —F—FZO

Célszerii —1-gyel szorozni, és kozos nevezdre hozni. Igy az alabbit kapjuk:
x+2_0

x® '
Egy tort akkor 0, ha szamlaldja 0. fgy az x+2 =0 egyenletet kapjuk, amib6l X =—2.
A derivaltnak tehat most csak egy zérushelye van. A tablazat készitésekor azonban ne
feledkezziink meg arrél, hogy 0-ban nem értelmezett a fiiggvény. fgy a 0-t is vegyiik be a
tablazatba ugyantigy, mint a derivalt zérushelyét. Igy az indul6 tablazat a kovetkezo.

X (—o0,—2) ) (-2,0) 0 (0,0)
f'(x) X
f(x) X




A 0 oszlopéaban az X-ekkel azt jeloltiik, hogy ott a fiiggvény nincs értelmezve.
Vegyiink egy szamot a (—o0,—2)-bol, mondjuk a —3-at, s helyettesitsiik a derivaltba.
1 2 1

f'(-3)=- _— =
Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt negativ lesz a derivalt, s igy
itt csokken a fiiggvény.

Vegyiink egy szamot a (—2, O) -bol, mondjuk a —1-et, s helyettesitsiik a derivaltba.
1 2

() =-—o2
()" (1)
Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt pozitiv lesz a derivalt, s igy
itt no a fuiggvény.
Végiil vegyiink egy szamot a (0,0) -bol, mondjuk a 1-et, s helyettesitsiik a derivaltba.

1 2
f'(l) :—1—2—1—3:—3
Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt negativ lesz a derivalt, s igy
itt csokken a fiiggvény.
Mivel -2 el6tt negativ a derivalt, utina azonban pozitiv, igy az X =—2 helyen a fiiggvénynek
lokalis minimuma van.
Toltsiik ki ezutan egybdl a tablazat masodik és harmadik sorat is.

X (—o0,—2) -2 (-2,0) 0 (0,0)
f'(x) neg. (-) 0 poz. (+) X neg. (-)
f (X) csokk. \y m}ﬁli{r?]iljm né / X csokk. \y

A fliggvény tehat csokken a (—oo, - 2) és (O, oo) intervallumokon, né a (—2,0) intervallumon,

és lokalis minimuma van az X =—2 helyen.

A minimum értéke f (-2)= 1 +i __1

(-2) (-2 4
Bar az x=0 helyen megvaltozik a derivalt el6jele, ez mégsem sz€lséérték, hiszen itt a
fiiggvény nincs értelmezve.
Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathato.




3. feladat: Hol novekvé az f fliggvény, ha derivaltja f'(x)=(x+ 2)(X—5)2 ?Az f

ugyanott értelmezhetd ahol f'.

Megoldas: Els6 1épésként meg kell vizsgalnunk, mi a legbdvebb halmaz, amelyen f'

értelmezhetd. Mivel nem kell semmilyen kikotést tenniink D,, = R, s ugyanitt értelmezhetd
f is.

Mivel most ismerjiik a fliggvény derivaltjat, igy az f' ( X) =0 egyenlet megoldasaval

folytatjuk.

(x+2)(x—5)2 =0

Mivel szorzat csak ugy lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0, igy az egyenlet két egyszeriibb

egyenletre bonthatd. Vagy x+2 =0, amibdl X =-2, vagy (X — 5)2 =0, amibdl x=5.

Készitsiik most tablazatot, aminek elsd sordban feltiintetjiik az értelmezési tartomany részeit.
Most a derivalt két zérushelye a —2 és az 5 bontja részekre a valos szamok halmazat.

« (=2 2 [ (25 ] 5 | (62

Vegylink egy szamot a (—oo, - 2) -bol, mondjuk a —3-at, s helyettesitsiik a derivaltba.

f'(-3)=(-3+2)(-3-5)" =64

Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt negativ lesz a derivalt, s igy
itt csokken a fiiggvény.

Vegyiink egy szamot a (—2, 5) -bol, mondjuk a 0 -t, s helyettesitsiik a derivaltba. (Egy pozitiv
¢€s egy negativ szam kozott mindig a 0-t célszerli valasztani, mert azt a legegyszeriibb
helyettesiteni.)

f'(0)=(0+2)(0-5)° =50

Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindentitt pozitiv lesz a derivalt, s igy
itt nd a fliggvény.

Végiil vegyiink egy szamot az (5,%0)-bol, mondjuk a 10-et, s helyettesitsiik a derivaltba.
f'(10)=(10+2)(10-5)" =300

Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindentitt pozitiv lesz a derivalt, s igy
itt nd a fliggvény.

Mivel -2 el6tt negativ a derivalt, utdna azonban pozitiv, igy az X =—2 helyen a fliggvénynek
lokalis minimuma van.

Az X =5 helyen nem valtozik a derivalt eldjele, és a fiiggvény 5 elbtt és utan is nd, igy ezen a
helyen nincs szélséérték. A fliiggvény az X =5 helyen is lokélisan nd.

X (—o0,-2) 2 (-2,5) 5 (5,)
f'(x) neg. (-) 0 poz. (+) 0 poz. (+)




f(x)

csokk. \y

lokais
minimum

n6é

nincs
SZE. /

né

A kész tablazat alapjan mar csak valaszolnunk kell a kérdésre. Lathato, hogy a fliggvény a
(—2,0) intervallumon nd.

4. feladat: Hol csokkend az f fiiggvény, ha derivaltja f'(x)= 3;2 ? Az f ugyanott
X+

értelmezhetd ahol f'.

Megoldas: A feladat nagyon hasonlit az el6z6hoz, igy ugyantgy jarhatunk el. Els6 1épésként
hatarozzuk meg, mely halmazon értelmezhetd a fiiggvény derivaltja. A nevezd nem lehet

zérus, igy D; =R\ {—4} :
Ezutan oldjuk meg az f'(x)=0egyenletet.

37X _0 = 3-x=0 = x=3

X+4

Nézziik ezutan, milyen részekre kell bontanunk az értelmezési tartomanyt. Az el6zéekben
szerepelt, hogy a derivalt zérushelyei bontjak részekre az értelmezési tartomanyt, mert
altalaban ezeken a helyeken véltozik meg a derivalt eldjele. De nem csak zérushelyen

valtozhat egy fliggvény eldjele, hanem olyan helyen is, ahol nincs értelmezve. Gondoljunk pl.

az — fiiggvényre, amely nincs értelmezve az X =0helyen. A negativ X értékekre negativ ez a
X

fiiggvény, a pozitiv X -ekre pedig pozitiv. Nincs tehat zérushely a 0 -ban, hisz a fliggvény itt
nem is értelmezett, de a fiiggvény eldjele mégis valtozik. Amikor készitjiik a tdblazatot, akkor
tehat nem csak a derivalt zérushelyével kell részekre bontani az értelmezési tartomanyt,
hanem az értelmezési tartomanyban levo szakadasi hellyel is. Készitsiik el most a tablazatot,
egyeldre az elsd sorat kitoltve. A szakadasi helyen azonban a masodik és a harmadik sorban
jelolhetjiik, hogy ott a derivalt nem értelmezett, igy a fliggvényrdl sem tudunk semmit
mondani.

[ 4 [ (43 [ 3 | ()
f'(x) X
f(x) X

Ezutan vizsgéljuk meg az értelmezési tartomany részein a derivalt eldjelét, és ebbol
hatarozzuk meg, n6 vagy csdkken ott a fliggvény.
Vegylink egy —4 -nél kisebb szdmot. Legyen pl. —5, s helyettesitsiik ezt a derivaltba.

3-(-5)

f ( 5) -5+4 ]
Negativ értéket kaptunk, tehat X < —4 esetén negativ a derivalt, ebbdl kovetkezden itt csokken
a fiiggvény.
Vegyiink egy —4 és 3 kozé es6 szamot. Legyen pl. 0, s ezt is helyettesitsiik a derivaltba.
((0)-370_3
0+4 4

Pozitiv értéket kaptunk, tehat ha —4 < x <3, akkor pozitiv a derivalt, s igy itt n6 a fiiggvény.



Végiil vegyiink egy 3-nal nagyobb szamot is. Legyen pl. 4, és helyettesitsiik ezt a derivaltba.

£(4)= 3-4_ 1

4+4 8

Negativ értéket kaptunk, igy ha 3 < x akkor negativ a derivalt, tehat ekkor csokken fiiggvény.
Mivel a derivalt értéke az X = 3 helyen eldjelet valt, igy ezen a helyen van lokalis szélséértéke
a fliggvénynek. Mert a derivalt pozitivbol negativba megy at, igy ezen a helyen lokalis
maximum van.
Ezutan kitolthetjiik a tablazat masodik és harmadik sorat is.

X (—o0,—4) 4 (-4,3) 3 (3,)
f'(x) neg. (-) X poz. (+) 0 neg. (-)
f(x) csokk. N\ X né ml;i(i?rl]ijm csokk. "\

A kitoltott tablazat alapjan valaszolhatunk a feladat kérdésére. A fiiggvény csokken a
(—o0,—4) és (3,) intervallumokon.

5. feladat: Hol és milyen jellegii szélséértéke van az f fliggvénynek, ha derivaltja
f(x)=(x— 2)2 Inx? Az f ugyanott értelmezhetd ahol f'.

Megoldas: Az el6z6 feladatok megoldasabol lathattuk, hogy egy fiiggvény széls6értékeinek
meghatarozasahoz is azokra a lépésekre van sziikség, mint a névekedés €s a csokkenés
vizsgalatahoz. Igy jarjunk el hasonléan, mint az el6z6ekben. Elséként vizsgaljuk meg, mely
halmazon értelmezhetd a fiiggvény derivaltja. Most a In x miatt ki kell kotniink, hogy X csak

pozitiv értékeket vehet fel, igy D; =R =(0,).

Ezutén oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.

(x— 2)2 Inx=0

Arra hivatkozunk, hogy szorzat csak akkor lehet zérus, ha valamelyik tényezdje 0 . Igy az
egyenletet egyszeriibb egyenletekre bontjuk.

(x—2)2 =0vagy Inx=0

Az els6 egyenlet megoldadsa nyilvan x=2.

A masodik egyenlet mindkét oldalat tekintsiik ugy mint kitevdt, s az € szamot emeljiik fel
ezen kitevOkre. Igy a bal oldalon olyan kompozicidt kapunk, amiben egy fiiggvény és inverze
szerepel, igy ott egyszertien X all.

INx=0 < e™ =¢’ & x=1

A derivalt zérushelyei tehataz 1 ésa 2.

Ezutan elkeszithetjiik a tablazatot, egyel6re csak az elso sort kitoltve. Figyeljiink oda, hogy az
értelmezési tartomany most csak a pozitiv valos szamok halmaza. Igy az elsd részben nem a
(—o0,1) intervallum 4ll, hanem ott a (0,1) intervallumnak kell szerepelni.

X (0.2) 1 (1,2) 2 (2,)




Ezutan vizsgaljuk a derivalt eldjelét az egyes részeken, s ebbdl kdvetkeztessiink a
novekedésre vagy a csokkenésre.

A (0,1) intervallumban talalhat6 pl. az 0.5. Helyettesitsiik ezt a derivaltba.

f'(0.5)=(05-2)"IN0.5~ -1.56
A derivalt értéke itt negativ, tehat ezen az intervallumon csokken a fiiggvény.
Az (1, 2) intervallumban talalhat6 pl. az 1.5, amit behelyettesitiink a derivaltba.

f'(15)=(15-2)"In1.5~0.101
A derivalt értéke ezen a helyen pozitiv, ebbdl kovetkezéen ezen az intervallumon nd a
fiiggvény.
Végiil a (2,oo) intervallumban van pl. az 3, amit a derivaltba helyettesitiink.
f'(3)=(3-2)"In3~1.10
A derivalt pozitiv ezen a helyen, igy itt is n6 a fiiggvény.
Az x =1 helyen a derivalt eldjele megvaltozik, igy itt a fliggvénynek lokalis szélsdérteke van.
Mivel a derivalt negativbol pozitivba megy at ezen a helyen, igy itt lokalis minimuma van a
fliggvénynek.
Az Xx=2 helyen a derivalt nem valt eldjelet, igy ezen a helyen nincs szélséértéke a
fliggvénynek. Mivel elbtte és utdna is novekvd a fliggvény, igy ezen a helyen is lokalisan
novekvo a fiiggvény.
Toltsiik ki ezutan a tabldzat masodik és harmadik sorat is.

X (0,) 1 (1,2) 2 (2,)
f'(x) neg. (-) 0 poz. (+) 0 poz. (+)
f(x) csokk. \y mli(;ﬁﬂijsm né / Sanlzn CS/. né /

A fiiggvénynek tehat csak az X =1 helyen van lokalis szélséértéke, ahol lokalis minimuma
van.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Hol novekvé az f(x)=3x"+12x° fiiggvény?

—oo,—3) intervallumon.
—0,0) intervallumon.
—3,0) intervallumon. (X)

0,00) intervallumon.
2. kérdés: Hol csokkend az f (x)=x+= fiiggvény?
X

A (—o0,-1) és (1,0) intervallumokon.

A (—0,-1) és (0,1) intervallumokon.



A (-1,0) és (1) intervallumokon.
A (-1,0) és (0,1) intervallumokon. (X)

3. kérdés: Hol novekvd az f fiiggvény, ha derivaltja f'(x)=(x —1)3 (x+8)? Az f

ugyanott értelmezhetd ahol f'.

(—o0,—8) és (1) intervallumokon. (X)
(—o0,1) intervallumon.

(—8,0) intervallumon.
(-8

-8,1) intervallumon.

X-5

4. kérdés: Hol csokkend az f fliggvény, ha derivaltja f ’(x) = ( )
X+2

? Az f ugyanott

2

értelmezhetd ahol f'.

—0,-2) és (2,5) intervallumokon. (X)
—0,5) intervallumon.
,5) és (5,0) intervallumokon.

- ,oo) intervallumon.

5. kérdés: Hol és milyen jellegi szélséértéke van az f fliggvénynek, ha derivaltja

f(x)=(x— 7)3 Inx? Az f ugyanott értelmezhetd ahol f'.

Az x=1 és x=7 helyeken lokalis minimuma van.

Az x=1 helyen lokalis minimuma, az X =7 helyen lokélis maximuma van.

Az x=1 és x=7 helyeken lokélis maximuma van.

Az x=1 helyen lokalis maximuma, az X =7 helyen lokalis minimuma van. (X)

Elméleti dsszefoglalé: Az eddigickben megismertiik azt a modszert, mellyel fliggvényeket
monotonitas €s sz€élséérték szempontjabdl vizsgalni tudunk. Most foglalkozzunk azzal,
hogyan tudjuk alkalmazni ezt a mddszert a lecke elején véazolt problémakhoz hasonld
esetekben, melyeket szoveges szélsdérték feladatoknak nevezhetiink. Az ilyen feladatokban
elsd 1épésként fel kell irnunk, egy altalunk valasztott fiiggetlen valtozoé fiiggvényében azt a
mennyiséget, aminek a szélsoértékét keressiik. Ezutan meg kell hatarozni a feladat
feltételeibdl, hogy a fliggetlen valtozo milyen értékeket vehet fel. Az igy kapott, szoveg
szerinti értelmezési tartomanyon kell aztan megkeresniink a fliggvény szélsdértekeit a
korabban megismert mddon. A modszerrel az alabbi kidolgozott feladatokon keresztiil
ismerkediink meg. Megoldjuk majd a lecke elején vazolt problémat is, de el6bb egyszeriibb
feladatokkal foglalkozunk.

Kidolgozott feladatok:



6. feladat: Mekkoranak kell valasztani egy 20 cm keriilet(i téglalap oldalait, hogy teriilete
maximalis legyen? Mekkora ez a maximalis teriilet?

Megoldas: Jeloljiik a téglalap egyik oldalat X -szel, a masikat pedig y -nal.

Ekkor a téglalap tertilete: T = xy .

fgy felirva a teriiletet, két Vélt[OZ(') mennyiség szerepel. Azonban a két valtozo kozott kapcsolat
van, hiszen a keriilet 20 cm. Irjuk fel a kertiletet az oldalakkal.

K=20=2x+2y

Ebbdl az osszefiiggésbol az egyik valtozo, pl. y kifejezheto.

y=10—-x

Ha pedig ezutan behelyettesitiink y helyére a tertiletet leird dsszefliggésben, akkor mar
egyvaltozos fiiggvényt kapunk. Ekkor mar jelolhetjiik azt is, hogy a teriilet az X valtozo
fliggvénye.

T(X) = x(10—x) =10x — X*

Ezzel olyan fliggvényt kaptunk, ami a teriilet valtozasat irja le az egyik oldal fiiggvényében.
Hatarozzuk meg ezutan, hogy milyen hatarok kozott vehet fel értékeket a valtozo.
Nyilvéanvalo, hogy az x>0 feltételnek teljesiilni kell, hiszen egy téglalap oldala csak pozitiv
lehet. Az x -nek azonban 10-n¢l kisebbnek is kell lennie, hiszen a téglalap masik oldala
10—x, és ennek is pozitivnak kell lenni. Igy a valtozora a 0 < x <10 feltételt kapjuk. Ezen a
halmazon kell keresniink a fenti T(x) fiiggvény maximumat. Ehhez éllitsuk el6 a fiiggvény
derivaltjat.

T'(x) =10—2x

Megoldjuk a T'(x) =0 egyenletet.

10-2x=0 < x=5

A derivaltnak a zérushelye a (0,10) intervallumba esik, igy szoba johet, mint lehetséges
maximum hely. Annak eldontésére, hogy az X =5 helyen valoban maximuma van-e a
teriiletnek, célszerl elkésziteni a szokasos tablazatot.

Az elsé sor kitoltésekor vegyiik figyelembe a 0 < X <10 feltételt.

A derivalt elgjelének vizsgalatat immar nem részletezziik, mert nyilvanvalo, hogy melyik
intervallumon pozitiv ill. negativ a derivalt.

X (0,5) 5 (5.10)
®W | - | o | -
T(x) Ve lok. max. N\

Az x=5 helyen tehat lokalis maximuma van a fiiggvénynek. S6t eza 0 < x <10 feltétel
mellett nem csak lokélis maximum, hanem ezen a halmazon ez globalis maximum is, hiszen
X <5 esetén végig nd a fliggvény, X >5 esetén pedig végig csokken.

A teriilet tehat akkor lesz maximalis, ha az egyik oldal 5 cm hosszisagu. Persze ekkor a
masik oldal hossza is 5 cm, azaz a téglalap ekkor négyzet.

A maximalis teriiletet kell még meghataroznunk. Helyettesitsiik be a maximum helyét a
fliggvénybe.

Tox =1(5)=510-5)=25

A teriilet maximumanak értéke tehat 25 cm?.



Megjegyzés: Az ilyen feladatokban nem egyértelmii, hogy mit lesz majd a legjobb fiiggetlen
valtozonak tekinteni. Jelen feladatban elég egyértelmii volt, hogy a téglalap egyik oldalat
célszerli valasztani, de eljarhattunk volna mas modon is. Mivel a két oldal 6sszege 10, igy az
egyik oldal ugyanannyival rovidebb 5-nél, mint amennyivel a masik hosszabb 5-nél.
Vilaszthattuk volna valtozonak ezt a mennyiséget is, amivel az oldalak az 5-t6l eltérnek.
Természetesen ekkor masik fliggvény irja le teriiletet, €s mas a szoveg szerinti értelmezési
tartomany is. Ennek megmutatasa végett megoldjuk most a feladatot masik modon is.

Jelolje a téglalap két oldalat a és b . Tegyiik fel, hogy a a nem rovidebb oldal, b pedig a
nem hosszabb oldal, azaz a>b.

Jelolje X az oldalak hosszanak 5-t6l valo eltérését.

Ekkor a=5+x, b=5-x.

A téglalap teriilet: T =ab, amibe behelyettesitve a fentieket, egy fiiggvényt kapunk, aminek
valtozdja X lesz.

T(x)=(5+x)(5-x)=25-x*

Ne feledkezziink el annak vizsgalatarol, hogy a szoveg milyen értékeket enged meg a
valtozora. Jelen esetben 0< X, hiszen egy eltérés nem lehet negativ, Xx<5, merta b

oldalnak, azaz 5—x -nek is pozitivnak kell lenni. Ez egyiittesen 0<x <5, vagy X € [O, 5)

formaban irhatd. Amint lathatd, most olyan intervallumon keressiik a maximumot, aminek
egyik vége zart, masik vége nyitott.

Vegyiik a teriiletfiiggvény derivaltjat.

T'(x)=-2x

Itt kell felhivnunk azonban a figyelmet arra, hogy a derivalt csak a T fiiggvény értelmezési
tartomanyanak belsd pontjaiban értelmezhetd, igy a derivalt esetén mar 0 < X <5, azaz

Xe (0, 5) .

Ha megoldjuk a T'(x) =0 egyenletet, ami —2x =0, akkor abbol x=0 kdvetkezik.
Ez azonban nem eleme T' értelmezési tartomanyanak. Ennek ellenére olyan érzésiink
tamadhat, hogy ha van szélséérték, akkor az most csak az X =0 esetén lehet. Ennek

igazolasara készitsiink tablazatot. Az X =0 értéket kezeljiik kiilon, és itt a derivalt soraban azt
tiintetjiik fel, hogy az nem értelmezett.

X 0 (0,5)

, nem
T értelmezett | 0 (-)
T(x) | maximum N

A tablazatbol leolvashatd, hogy a fliggvény végig csokken, s ebbdl kdvetkezden a maximumat
az értelmezési tartomany alsé hataran, azaz X =0 esetén veszi fel. Megkaptuk tehat most is,
hogy akkor van szélséérték, ha a téglalap négyzet.

Megjegyezziik, hogy ha a masodik megoldasunk soran nem éltiink volna az a>b feltevéssel,
akkor X negativ értékeket is felvehetett volna. Ekkor egyrészt a —5 < X feltételnek kellett
volna teljesiilni amiatt, hogy az a oldalnak, azaz x+5-nek pozitivnak kell lenni. Méasrészt az
x <5 feltételnek kell fennallni, mert a b oldalnak, azaz 5— x -nek pozitivnak kell lenni. A

kettobol egyiittesen kapjuk, hogy —5<x <5, azaz x € (-5,5) . Ekkor ugyanugy az

értelmezési tartomany belsd pontjaban kapjuk a sz€lséértéket, mint az elsé megoldadsunkban.
A fentiekbdl jol lathato, hogy a fliggetlen valtozé megvalasztasa nagyban befolyasolja a



feladat megoldasanak tovabbi részét. Arra is felhivjuk a figyelmet, hogy a szélsdértéket
nagyon sok esetben a derivalt alkalmazasa nélkiil is meghatarozhatjuk. Ha példaul a méasodik

megoldéasunkban kapott teriiletet leir6 fiiggvényt T (x)=25-x" vizsgaljuk, akkor
egyértelmilen X =0 esetén van maximuma a fiiggvénynek. Ennek oka, hogy egy konstansbol
vonunk x?-et, aminek legkisebb értéke a 0, az X =0 esetben. igy amikor x* a legkisebb,

akkor lesz 25— x* a legnagyobb. Sok esetben viszont nem tallunk ilyen elemi megoldast, S
igy ilyenkor nem tudjuk elkeriilni a derivalt alkalmazasat.

7. feladat: Egy téglalap alaka lemezbdl, melynek oldalai 30 cm és 40 cm hosszuak,
mindegyik sarkanal négyzet alaku darabokat vagunk ki az abran lathat6 médon. A megmaradt
lemez fiileit felhajtjuk, és az éleket Gsszehegesztve feliil nyitott téglatest alakt dobozt kapunk.
Mekkoranak valasszuk a kivagott négyzetek oldalat, ha azt szeretnénk, hogy a doboz térfogata
maximalis legyen?

Megoldas: Jeloljiik a kivagott kis négyzetek oldalat X -szel, és tekintsiik az alabbi 4brat.

X X

X X
30-2x

y 40-2x |
X X

Ezen lathatjuk, hogy dobozunk alapja egy 30—2X, és 40—2x oldalu téglalap, magassaga
pedig x. Téglatest térfogata a harom oldal szorzatabol kaphato, igy felirhatjuk a doboz
térfogatat az X valtozo fliggvényében.

V (x) =(30—-2x)(40—2x)x =1200x —140x* + 4x>

Hatarozzuk meg, hogy milyen intervallumon beliill mozoghat X értéke. Egyrészt nyilvan
0< X, masrészt X <15, mert a doboz alapjanak rovidebb oldala, azaz 30—2X pozitiv kell
legyen. A fiiggvényiink szoveg szerinti értelmezési tartomanya tehat 0 < X <15, azaz

Xe (0,15) . A széls6értéket csak ezen a halmazon keressiik.
Derivaljuk a fiiggvényt.

V'(x)=1200-280x +12x*

Oldjuk meg a V'(x) =0 egyenletet.

1200-280x+12x* =0 <> 3x*—70x+300=0



Ez egy masodfoku egyenlet, melynek gyokei az aldbbiak.

35++/325 35+5v13
: X, = - ~17.68
_ 70++/70°—4-3.300 _ 70++/1300 _ 3 3
g 2-3 6 L _35-4325_35-5/13

2 3 3

35-5.13
3

A két megoldas koziil csak X, = esik a (0,15) intervallumba ezt kell vizsgalni.

Készitsiik el a szokasos tablazatot.

) (0’35—5\/1_3J 35513 [35—5\/1_3’15]

3 3 3
V'(X) + 0 -
V(x) / lok. max. N

AV ’(X) soraban az eldjeleket példaul a kovetkezé modon kaphattuk meg. Valasztunk egy

35-5.13
3

szamot a (0, ] intervallumbol, mondjuk az 1-et, mert azzal kdnnyt lesz szamolni.

Ezt behelyettesitjiik V'(x)-be.
V'(l) =1200-280-1+12-1° =932>0

35—2\/1_3’1%

Hasonléan valasztunk egy szamot a [ intervallumbol. Legyen ez mondjuk a

10, mert ezzel is konnyii lesz szamolni.
V'(lO) =1200-280-10+12-10° =-2800 < 0

35-5.13
3

Ezutan mar kijelenthetjiik, hogy az x = helyen lokalis maximuma van a V (X)

fiiggvénynek. A (0,15) intervallumon ez nem csak lokalis, hanem globélis maximum is,

35-5.13 35-5.13
3 3

hiszen x = elott végig no a fiiggvény, X = utan pedig végig csokken.

8. feladat: Két pozitiv szam szorzata 100. Melyik ez a két szam, ha 6sszegiik minimalis?
Mekkora a minimalis dsszeg?

Megoldas: Legyen a két szam X és y. Tudjuk, hogy xy =100. Fejezziik ki ebbdl y -t.
100
X
frjuk a két szam Osszegét ezutan X fiiggvényeként.
100
f(x)=x+—

Ennek a fliggvénynek kell keresniink a minimumat a (O, oo) intervallumon.



Derivéljuk a fiiggvényt.

f'(x) :(x+@j = (x+100x’1), =1+100(-1)x? :1_@
X X

Oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.

100

1-—=0 & x*=100 & x=110
X

Minimum szempontjabol nyilvan csak az X =10 esettel kell foglalkoznunk, hiszen most
x>0.
Készitsiik el a mar jol ismert tablazatot.

X (0,10) 10 (10,00)
f’(X) - 0 +
f(x) N\ lok. min. /

Az f '(X) soraban az eldjeleket példaul x=1 és x =100 derivaltba torténd helyettesitésével
kaphatjuk.

f’(1)=1—110—20=—99<0
#(100)=1- 22 _0.99>0
100

Amint lathato, a fiiggvénynek az x =10 helyen lokalis minimuma van, ami pozitiv X -ekre
egyben globalis minimum is.
Hatarozzuk meg ezutan a masik szamot, tehat y -t is.
100 100
x 10
Az Osszeg tehat akkor lesz minimalis, ha mindkét szam 10. Ekkor az 6sszegiik 20, ez a
minimalis 0sszeg.

=10

9. feladat: Adott egy 3 és 4 egység befogdju derékszogii haromszog. Tekintsiik azokat a
haromszdgbe irhato téglalapokat, amelyeknek egyik csucsa a haromszog derékszoge, az ezzel
szemkdzti csucs pedig az atfogora esik. A legnagyobb teriiletli ilyen téglalapnak mekkorak az
oldalai?

Megoldas: Készitsiink egy abrat a haromszogrol és a belé irt téglalaprol.



=

A . n

A téglalap X -szel és y -nal jelolt oldala kozott most hasonlosag alapjan lehet 6sszefliggést
talalni. A PT,B és CAB derékszogli haromszogek hasonloak, ezért

y 3

4-x 4
Rendezziik ezt y -ra.
3 3

=—(4-x)=3-—=X
y 4 ( ) 4
Ezt felhasznalva felirhatjuk a téglalap teriiletét az x fliggvényében.
T(x)= X(B—ﬁx) _3x—3y
4 4

Az X valtozo most nyilvan a (0, 4) intervallumba esik, igy ezen a halmazon keressiik a
fliggvény maximumat.
Derivaljuk a fliggvényt.

3
T'(x)=3-=x
(x)=3->
Megoldjuk a T’(x) =0 egyenletet.
3—§X:O & X=2
2

A szokasos tablazat segitségével megvizsgaljuk, hogy ezen a helyen valéban van-e
maximuma a fliggvénynek.

X (0,2) 2 (2,4)
T'(X) + 0 -
T(x) / lok. max. N

A masodik sorban T’ elgjelét példaul X =1 és x =3 helyettesitésével vizsgalhattuk.

T(Q=3—§1:§>0
272

T'(3)=3-2.3=-2<0
2 2



Amint lathato, az X =2 helyen lokalis maximuma van a fiiggvénynek, ami egyben globalis

maximum is.

Mar csak a téglalap masik oldalat kell kiszdmolnunk.

Y=3—§x=3—§-2=§
4 4 2

A maximalis teriiletli téglalap oldalai tehat 2 ¢és g hosszusaguak.

10. feladat: Egy ember 3km-re van egy csonakban az egyenes toparttol. Egy parton

elhelyezkedd, tole Skm tavolsagban 1évo helyre akar a lehetd legrovidebb id6 alatt eljutni.

Evezni ¥+ = 3km/h, gyalogolni V2 = 6

alatt eljuthat a céljaba?

km/h sebességgel tud. Mennyi az a legrovidebb idd, ami

Megoldas: Készitslink egy abrat!

Az ember helyét a csonakkal a tavon A jeldli, az egyenes topart a T és B pontok altal
meghatarozott egyenes, melynek B pontjaba szeretne emberiink eljutni. Egy lehetdség a

B pontba jutasra, hogy emberiink az AB szakasz mentén egyenes odaevez B -be. De
valoszinlileg nem ez lesz idében a legrovidebb. Mivel a parton gyorsabban halad mint a vizen,
varhatoan jobban jar, ha a partnak valamilyen kozelebbi P pontjaig evez, majd onnan gyalog
folytatja az utat. A partra érkezés helye, azaz a P pont a legrovidebb 1d6 esetén
nyilvanvaléana T és B pontok kozé esik.

Valasszuk fiiggetlen valtozonak a P pont T -t6l valo tavolsagat, és jeloljik ezt X -szel.
Probaljuk meg ezzel kifejezni az A pontbdl B pontba jutds idejét.

Els6ként hatarozzuk meg a TB szakasz hosszat. Ez a Pitagorasz-tétel alapjan nyilvan 4 km.
(A 3,4, 5 alegismertebb pitagoraszi szamhéarmas.)

Bontsuk az utat két szakaszra, els6 az evezés, a masodik a gyaloglas.

Az els6 szakasz hosszat ismét a Pitagorasz-tételbdl kapjuk, amit az ATP derékszogii
haromszogben az AP atfogora irunk fel. AP hosszat jeldlje s, .

s, — X2 +3% =Jx2+9
Az ennek megtételéhez sziikséges idot, amit jeldljiink t, -gyel, megkapjuk, ha ezt osztjuk az
evezes sebességével.
s X249
L= v 3
Ezzel 6raban mérve kapjuk meg AP szakaszon végigevezes idejét.




Most nézziik az it masodik szakaszat. Az itt megtett tavolsag a PB szakasz hossza, amit
jeléljon s, , nyilvan 4—x km. Az ennek megtételéhez sziikséges idot jeldlje t, . Az ut

gyalogos részének megtételéhez sziikséges 1d0 is az ut és sebesség hanyadosként kaphato, de
nyilvan most a gyaloglas sebességével kell osztanunk.

s, 4-X
t2 = == —

v, 6
A két id6t 0sszeadva felirhatjuk a teljes it megtételéhez sziikséges idét az X valtozo
fliggvényében.

2
X“+9 4-X
t(x)=t +t, = +
()=t +1, = 0 A

Ennek a fliggvénynek keressiik a minimumat a 0 < x <4 halmazon.
Allitsuk el6 a fliggvény derivaltjat.

2 ’ 1 '
t,(x){ x3+9+4;x] 2(%( 2+9)z+g_%xj _

1
=l.1(x2+9)_5.2)(_1:1$_l
32 6 3.x2+9 6

Megoldjuk t'(x)=0 egyenletet.

1 X L OQLZEQZXZ\IXZ+9:>

3 x*+9 6 19 2
432 =x249 & x*=3 < x=+3

A —/3 hamis gyok, igy csak a V3 -mal kell foglalkoznunk.
Elkészitjiik a szokdsos tadblazatot.

C T0R) | & | (B

t'(x) - 0 +
t(x) N lok. min. /
A masodik sorban az eldjeleket példaul x=1 és X =2 helyettesitésével kapjuk.
v=1-—L1 1. 0o06<0
3J1’+9 6
v(2)=2—2_ 1. 001850
4°+9 6

A fiiggvénynek tehat lokdlis minimuma van az X = 3 helyen, ami egyben globalis minimum
isa (0,4) intervallumon.
Még a legrovidebb iddt kell kiszamolnunk.

o =t(v/3) = “(ﬁ) - +4_6“/§ ~1.53

3
Tehat emberiinknek az A pontbol B pontba eljutas legalabb 1.53 6raig tart.

Vazlatosan megoldjuk a feladatot egy masik tuton is.



Valasszuk most fliggetlen valtozonak az ATP derékszogli haromszdg A cstcsnal 1évo
sz0Ogét, €s jeloljik ezt o -val.

A
s
S
3 a:'-.. e 3]
AN
L e
\ .
Y | — = \\‘\
i P | IS

A TP szakasz hossza, ami az evezéssel megtett ut, ekkor s, =

. Az ennek megtételéhez
cosa

3

g S, _cosa 1
sziikséges id6 t, ==L = = :
v, 3 cosa

A PB szakasz hossza, ami a gyalogolva megtett ut, ekkor s, =4—-3tgo . (Az X tavolsag az
ATP derékszogii haromszogbdl kifejezhetd, s x =3tga .)

: s, 4-3tga 2 1
A gyaloglasra forditott id6 t, =% =———==—-=tga .
gyalog 2 v, 6 3 2 g
Az it megtételéhez szilikséges teljes 1d6 az alabbi.
2 1
t(a)=1 +1, = +———=tga
(0)=t+t, cosa 3 2°

Az o radianban mért sz6g nyilvan 0 és a TAB<x = arctgg ~ 0.93 koz¢é esik. Ezen értékek

kozott keressiik a t(o) fliggvény minimumat.

Derivéljuk a fiiggvényt.
t'(a):( 1 +2—1tga] :O'COSOL—l(—ZSInOt)_l 1 __
coso. 3 2 (cosa) 2 (cosa)
. 1
sina. 1 1 S'na_E

(cosa)’ 2(cosa)” (cosa)’
Ebbdl kovetkezik, hogy t'(a) =0 akkor teljesiil, ha sino = %, amibdl o = g kovetkezik.

A megoldas befejezéshez el kell késziteni a tablazatot, amelybdl megallapithato, hogy ezen a
helyen valoban minimuma van a fiiggvénynek, majd kiszamolhat6 a legrovidebb id6 is.
Ezeket a 1épéseket mar nem hajtjuk végre, hanem az olvasora bizzuk. Természetesen igy is
ugyanarra az eredményre jutunk.

Ellenorzo kérdések:



6. kérdés: Egy to egyenes partjan szeretnénk elkeriteni egy téglalap alaku telket. Ehhez 200
m drotfonat all rendelkezésiinkre. A legnagyobb teriiletli téglalapot szeretnénk elkeriteni ugy,
hogy a to feldli oldalon nem lesz kerités.

TO

Ha a téglalap topartra merdleges oldalat valasztjuk valtozonak, és X -szel jeloljik, akkor az
alabbi fiiggvénnyel irhato le a tertilet:

7. kérdés: Az eloz0 kérdésben a maximalis tertilet(i telek oldalai az alabbiak:

A partra mer6leges oldal 40 m, a parttal parhuzamos oldal 120m.
A partra meréleges oldal 50m, a parttal parhuzamos oldal 100m. (X)
A partra mer6leges oldal 55m, a parttal parhuzamos oldal 90m.

A partra merdleges oldal % m, a parttal parhuzamos oldal ﬂgo m

8. kérdés: Két pozitiv szam 6sszege 1. A szorzatuk maximumat keressiik. Ekkor a kovetkezo
fiiggvényt kell vizsgalnunk:

f(x)=(x-1)x

f(X)=x=x* (X)

9. kérdés: Az el6z0 kérdésben a két szam szorzatanak maximuma az alabbi:

1%

Nk Wl

ol



10. kérdés: A [0,1] intervallumot egy belsd pontjaval két részre bontjuk, és mindegyik rész

folé négyzetet emeliink. A négyzetek teriiletosszegének minimumat szeretnénk meghatarozni.
Melyik fiiggvényt kell vizsgalnunk, ha fliggetlen valtozonak az egyik szakasz hosszat
valasztjuk?

11. kérdés: Egy egységnyi befogoju, egyenldszaru derékszogii haromszog atfogdjara
téglalapot irunk tigy, hogy két cstcsa az atfogora, a masik két csucsa pedig egy-egy befogora
esik.

Keressiik a legnagyobb teriiletii ilyen téglalapot. Ha a téglalap atfogéra meréleges oldalat
valasztjuk fliggetlen valtozonak, és jeloljiik X -szel, akkor melyik fliggvényt kell vizsgalnunk?

12. kérdés: Az el6z6 kérdésben a téglalap maximalis teriilete:

[N

—~ (X)

Wl N

TSNS

Tovabbi kidolgozott feladatok:



X2

11. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitas és sz€lséérték szempontjabol az f(X) = W
X+

fliggvényt!

Megoldas: Amikor egy fiiggvényt valamilyen szempontbol vizsgalunk, akkor elséként mindig
az értelmezési tartomanyt kell meghataroznunk. Jelen esetben ki kell kotniink, hogy a nevezd
nem lehet 0, s ebbdl az kovetkezik, hogy x = —1. A fliggvény értelmezési tartomanya tehat:
D, =R\{-1} .
A monotonitas vizsgalata azt jelenti, hogy meghatarozzuk, hol nd, hol csokken a fiiggvény.
Ehhez el kell allitanunk a fliggvény derivaltjat. Alkalmazzuk a tortekre vonatkozo derivalasi
szabalyt.
2 2
£(x) = 2X-(X+1)" —x°-2(x+1)

((x+D?)

Ez ilyen formaban nagyon csunyan néz ki, ezért probaljunk alakitani rajta. Emeljiink ki a
szamlaloban, amit csak lehet, a nevezdt pedig irjuk egyetlen hatvanyként.
2X(X+D[(x+1) —x]

f'(x)=
) (x+1)*
Ezutan egyszerisitsiink, és a szogletes zarojelen beliil vonjunk 6ssze.
f'(x) = LS
(x+1)

A derivalt minél egyszeriibb alakra hozasa azért fontos, mert ezutdn meg kell oldanunk az
f’'(x) =0 egyenletet, valamint vizsgalnunk kell majd a derivalt eléjelét. Ha a derivalt
bonyolult alakban van felirva, akkor mind az egyenlet megoldéasa, mind az eldjel vizsgalata
nehézségekbe iitkozik. Altalaban elmondhatjuk, hogy ha lehetéség van kiemelésre, akkor
ezzel a lehetdséggel ¢élni kell, s tortek esetében egyszerlsitsiink, ha erre lehetdség van.
Most oldjuk meg az f'(x) =0 egyenletet, hogy megkapjuk, hol lehet szélséértéke a
fiiggvénynek.
2x

(x+1)°

Tort csak ugy lehet egyenld 0 -val, ha szamlaloja 0, igy egyszeriibb egyenletet kapunk.
2x=0 < x=0

Ezutan a szokasos modon tablazatot készithetiink. Elsoként csak az elso sort toltsiik ki,
melyben feltlintetjiik az értelmezési tartomany részeit, melyeken beliil mar nem valtozik a
derivalt el¢jele. Az értelmezési tartomanyt a derivalt zérushelye és az értelmezési
tartomanyban levé szakadas bontja részekre. A szakadasi hely oszlopaban X-ekkel
jelolhetjiik, hogy ott a fliggvény nem értelmezett.

X (—o0,-1) 1 (-1,0) 0 (0,0)
f'(x) X
f(x) X

Most vizsgéljuk meg a derivalt eldjelét az egyes részeken. A derivalt tort, igy kiilon
vizsgalhatjuk a szamlalo és a nevezd eldjelét, amibdl kdvetkeztethetiink a tort eldjelére.

Ha x <—1, akkor a szaml4ld, azaz 2X negativ, és a nevezd, azaz (X+1)° is negativ, igy a
derivalt ekkor pozitiv. Ebben az esetben tehat nd a fiiggvény.



Ha —1<x <0, akkor 2x negativ, de (x+1)° pozitiv, igy negativ lesz a derivalt. A fiiggvény
tehat ekkor csokken.

Ha 0<x , akkor 2x is pozitiv, és (x+1)° is pozitiv, azaz pozitiv lesz a derivalt. Ebbol
kovetkezden itt no a fliggvény.

Az x=0 helyen a derivalt eldjele megvaltozik, igy itt szélséértéke van a fiiggvénynek. Mivel
a derivalt negativbol pozitivba megy at ezen a helyen, igy itt lokalis minimuma van a
fiiggvénynek.

Készitsiik el a teljes tablazatot.

X (—0,-1) 1 (-1,0) 0 (0,0)
f'(x) + X - 0 +
f(x) / X N lok. min. Va

A tablazattal igy megadtuk, hogy hol nd, és hol csokken a fiiggvény, valamint hol, milyen
jellegi széls6értéke van. Mar csak egyetlen feladatunk van, megadni a szélséérték nagysagat.
Helyettesitsiik be a fliggvénybe azt a helyet, ahol sz¢élséértéke van.
2
0y
(0+12)?
A lokalis minimum értéke tehat 0 .
A fiiggvény grafikonja az alabbi abran lathato.

f(0) =

—= kI W = Mmoo

12. feladat: Vizsgaljuk meg monotonités és szélséérték szempontjabol az f (x) = x°e ™

fliggvényt!

Megoldas: Hatarozzuk meg a legbdvebb halmazt, amin értelmezhet a fiiggvény. Nem kell
kikotést tenniink, igy D, =R .

Derivaljuk a fiiggvényt. Alkalmazzuk a szorzatra vonatkozo6 derivalasi szabalyt, és ne
feledkezziink el arrdl, hogy szorzat méasodik tényezdje Osszetett fiiggvény.

f'(x) =2xe ™ +x’e - (-2)
Emeljiik ki amit lehet.

f'(x) =2xe** (1-x)

Oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.
2xe™ (1-x)=0



Egy harom tényez6s szorzat egyenld 0 -val, ami csak ugy lehetséges, ha valamelyik tényezo
0. Igy harom egyszeriibb egyenletet kapunk.

x=0,vagy e =0, vagy (1-x)=0.

Az elsO egyenlettel semmit sem kell tenni, a harmadiknak pedig X =1 megoldasa.

A masodik egyenletnek nincs megoldédsa, mert exponencialis fliggvény csak pozitiv értékeket
vesz fel, azaz e >0 minden X esetén, igy e #0.

A derivalt zérushelyeinek ismertében készitsiik el a tablazatot, egyeldre csak az elsd sort
kitoltve.

X (—,0) 0 (0,1) 1 (L,oo)

Vizsgaljuk meg a derivalt eldjelét az egyes intervallumokon.

(—0,0): f'(-1)=2(-1)e™ P (1-(-1))=—4e* <0

(0,1) . £'(0.5)=2-0.5e72°° (1—0.5) =05e">0

(Loo): f'(2)=2-2e"?(1-2)=—4e™ <0

Megjegyezziik, hogy a derivalt eldjelét a szorzat egyes tényezdinek eldjelébdl is konnyen
vizsgalhatjuk. Példaul a (—o0,0) intervallumon x nyilvan negativ, az e ** mindig pozitiv, az

1-x szintén pozitiv. Mivel a harom tényez6bdl csak egy negativ, igy negativ lesz a szorzat is.
Hasonldan jarhatunk el a mésik két intervallumon is.
Most toltsiik az egész tablazatot.

X (—,0) 0 (0,1) 1 (Loo)
f'(x) - 0 + 0 -
f(x) N lok. min. / lok. max. N

A tablazatbol lathato, hogy a fiiggvény a (—0,0) és (1) intervallumokon csdkken, a (0,1)

intervallumon pedig n6. Az X=0 helyen lokalis minimuma, az X =1 helyen pedig lokalis
maximuma van.
Hatarozzuk meg a minimum ¢és maximum értékét is.

A lokalis minimum értéke: f(0) =0°¢2°=0.
A lokalis maximum értéke: f(1)=1¢*' =e? ~0.135.
Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathato.
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13. feladat: Vizsgaljuk meg monotonités és szé&lséérték szempontjabol az f (x) = x*In (XZ)
fliggvényt!

Megoldas: Hatdrozzuk meg a legbdvebb halmazt, amin értelmezhet6 a fiiggvény. A
logaritmus miatt kell kik6tést tenniink. Mivel csak pozitiv szamoknak 1étezik logaritmusa, igy

kikotjiik, hogy x* >0. Ez minden 0 -tol kiilonbdzd szam esetén teljesiil, igy D, = R\{0}.
Eléallitjuk a fliggvény derivaltjat. Szorzatot derivalunk, melynek masodik tényezdje dsszetett
fliggvény.
f'(x) = 2x|n(x2)+ X2 %Zx = 2x|n(x2)+2x
Emeljiik ki amit lehet.
f'(x) = 2x(|n (x2)+1)
Oldjuk meg az f'(x) =0 egyenletet.
2x(|n (x2)+1) =0
Vizsgaljuk kiilon a szorzat tényezdit, hogy mikor egyenlék 0 -val.
Elso tényez6: x=0. Ez nem eleme a fliggvény értelmezési tartomanyanak.
Misodik tényezd: In (x2 ) +1=0. Ez atrendezve In (xz) =1 lesz.
A —l-etirjuk fel In(e™) formaban, igy az In(x*)=In(e™) egyenletet kapjuk.
A logaritmus fliggvény szigori monotonitasa miatt elhagyhatjuk az egyenlet két oldalarol a

logaritmust. fgy kapjuk x* =e™ = 1
o

Ennek megoldéasai: X =+ % .
e

Most készitsiik el a szokasos tdblazatunkat. Ez most egy kicsit hosszabb lesz mint az
eddigiek, hiszen a derivaltnak két zérushelye is van, és a fliggvény értelmezési tartomanyaban
is van szakadas. Egyeldre csak az elsd sort toltsiik ki, és a szakadast jeldljiik.

] ] [ [

f'(x) X




f(x) X

Hatarozzuk meg f' eldjelét az egyes intervallumokon.

_oo,—ij 1) =2:(-1)(In((-1)" ) +1) =—2(0+1) = —2<0

oLt
o) ()b

1w
\/€1

Most toltsiik ki a teljes tablazatot.

j; /@) =21(In(1*)+1)=2(0+1)=2>0

NS
f'(x) - 0 + X - 0 +
F(x) E o 4 X E o /

1 1.
A tablazatbol l1athato, hogy a fiiggvény csokken a (—oo,——j és (0,—} intervallumokon,
&) T

né a (—i,OJ és [i,ooj intervallumokon. Két lokalis minimuma van az x = J_ri
&)\ % %

helyeken.
Hatarozzuk meg a lokalis minimumok értékét is.

({2l oo

(B et b o

A két minimum értéke megegyezik.
Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathatd. Az origdban az iires karika jelzi a fliggvény
szakadasat.
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14. feladat: Egy 10 cm sugart, 20 cm magassagu egyenes korkupba hengert irunk gy, hogy
forgastengelye megegyezik a kap forgastengelyével, alapkore a kup alapkorére esik, fedokore
pedig ¢érinti a kup palastjat. Mekkora legyen a henger sugara és magassaga, hogy térfogata
maximalis legyen? Mekkora a maximalis térfogat?

Megoldas: Jel6ljiikk a henger sugarat r -rel, magassagat pedig h -val. Ekkor a henger
térfogata, aminek szélsoértéke kell, hogy legyen, az alabbi mddon irhat6 fel:

V, = zr’h

henger
Ebben két valtozo van, hiszen ha valtozik a henger sugara, akkor a magassag is valtozik.
Amint azt korabbi feladatban tettiik, itt is 0sszefliggést keresiink a két valtozo kozott. Ehhez
sziikségiink lesz egy abrara. Képzeletben vagjuk el a kipot és a hengert egy a kozos
forgastengelyre illeszkedd sikkal, és a sikmetszetrdl készitsiink abrat. Ezen metszeten a kip
nyilvan egyenld szart haromszognek latszik majd, a henger pedig egy olyan téglalapnak,
amely ezen haromszdgbe van irva Ggy, hogy két csucsa az alapra, masik két csucsa pedig egy-
egy szarra esik.

r:f
E
20
P
D flj-.?"
A £ i ]

Az abrardl nyilvanvalo, hogy a KBC derékszogii haromszog hasonldé a DBE derékszogi
haromszoghdz, igy a két haromszogben megegyezik a befogok aranya. Irjuk ezt fel.
h 20
10-r 10
Fejezziik ki ebb6l h-taz r-rel.




h=20-2r

Helyettesitsiik be ezt a henger térfogataba, s igy olyan fiiggvényt kapunk, amiben mar csak r
lesz a valtozo.

V(r)=zr?(20-2r) = 20zr* - 2xr®

Ennek a fliggvénynek kell keresniink a maximumat. A valtozéra nyilvana 0<r <10
feltételnek kell teljesiilni. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy szigoru egyenldtlenségek vannak,
mert egyenldség esetén a henger elfajulna. Az r =0 esetben egy szakassza, a kup
magassagava valna a henger, az r =10 esetben pedig egy korlappa, a kup alapkorévé valna.
Ezutan a szokott médon hatarozzuk meg a szélséértéket. Allitsuk el a térfogatfiiggvény
derivaltjat.

V'(r) =407zr —67xr?

Oldjuk meg a V'(r) =0 egyenletet. Ehhez célszerii a derivaltat szorzatta alakitani.
V'(r)=2zr(20—-3r)=0

fgy nyilvanvalé, hogy az egyenletnek két megoldasa van, az egyik r =0, a masik pedig

r= ? .Az r =0 nem felel meg a 0<r <10 feltételnek, igy csak a masik zérushellyel kell
foglalkoznunk. Készitsiik el a megszokott tablazatot, melyet toltsiink most ki egybdl teljesen.
A derivalt eldjelét példaul a kovetkezé modon kaphatjuk meg a két intervallumon.

(0,%): V'(1) =407 -1—-67-1> =347 >0

(2—;,10j: V'(8)=407-8—67-8 =—647<0

X O,E @ [E,loj
3 3 3
V'(X + 0 -
V(x) lok. max. N

Lathato, hogy az r = 2—30 helyen lokalis maximuma van a fiiggvénynek, amia 0<r <10

feltétel mellett globalis maximum is.

A henger térfogat tehat akkor maximalis, ha r = 2—?? .

Ekkor a henger magassaga a kovetkezd:

h=20-2.20_20
3 3

Végiil a maximalis térfogat:

ED
3

20 8000

3

~930.84.

Utolso feladatként pedig, amint azt korabban igértiik, visszatériink a lecke elején vazolt
probléma megoldasahoz.



15. feladat: Egy telep liresjarasi fesziiltsége U, , belso ellenallasa R, . Mekkora R, kiilsé
ellenallast kell a telepre kapcsolni, hogy a kiils6 ellenallas teljesitménye P, maximalis
legyen? Mekkora ez a maximalis teljesitmény?

Megoldas: Amint az a kozépiskolai fizika anyagbdl ismert, az R, kiilsd ellenallas
teljesitménye a rajta atfoly6 dram erdsségének négyzete szorozva az ellenéllassal, azaz
P=I%R,.
Az aram erdsségét az Ohm-torvénybdl kapjuk.
| = Y

R, +R,
Ezutén a kiils6 ellendllas teljesitménye:

2
P:[ S JRk:UOZ —Rk 2
R, +R, (Rk+Rb)

Mivel U, és R, konstansok, ebben csak az R, kiilsé ellenallas a valtozo, azaz a fenti

Osszefliggés pontosan a teljesitményt irja le az R, fiiggvényében. Ezt jel6lésben is
hangstlyozzuk.
R
P(R)=U,——
(R) " (R +R,)
Az R, kiils ellenallas nyilvan a (0,0) intervallumba esik, igy itt keressiik ennek a

fliggvénynek a maximumat.

Mivel a feladatban most nem szerepelnek konkrét szamadatok, kicsit jobban kell figyelniink
arra, hogy melyik betli jelenti a valtozot az Osszefiiggésben, €s melyek konstansok. Ha valakit
zavar ilyen formaban a jeldlés, akkor valtoztassa meg, €s kozelitse a szokdsos matematika

jelolésekhez. A R, helyett hasznaljon x-et, P(R,) helyett f (x)-et, az U, és R, konstansok
2

(x+b)
¢lni ezzel, hanem szeretnénk az eredeti jeloléssel végigvinni a megoldast.
Derivaljuk mosta P ( Rk) fiiggvényt az R, valtozo szerint. A konstans szorzot emeljiik ki a

helyett pedig a-t és b -t. Igy a kévetkezt kapja: f (x)= . Mi most nem kivanunk

2

derivalas soran, s alkalmazzuk a tortekre vonatkoz6 derivalasi szabalyt.

!

P'(Rk):[UOZ i 2J'—U02[ i 2]:
(Re+Ry) (Re+Ry)

_UZR (R +R, ) k(R+R))'_
_u, -

(Re+R, f)
,1-(R+R,)" =R, -2(R +R,)

(R +R,)"
Emeljiink ki a szamldloban (R, + R, )-t, és egyszer(sitsiink.
, (R+R)((Re+R,)-2R,) 2 R-R,

(R +R,)’ " (R +R,)

0

P'(R)=U,



Ezutan hatarozzuk meg, hogy a P’ ( R ) derivalt mikor 0.
U2 Rb — Rk
0
(R +R,)’
A megszokott tablazatunk segitségével ellenérizziik le, hogy ezen a helyen a P ( R, )

=0 R-R =0 < R =R,

fiiggvénynek valoban maximuma van. Toltsiik ki egybdl a teljes tablazatot. A masodik sorban
az eldjeleket példaul az alabbiakbdl kaphatjuk.

R 1 1
R -t R ~R )
(O,R,): P’ R =U02#:U02 2 " —U/? 2 * _4Y, >0
2 R ’ 3_ Y 2155 2TR/
(bmj [Rj 'R, ;
2 b 2 b 8
R —2R “R “R 1 U2
R,»): P'(2R )=U _2—2 b__—y 2 b __—y2Z—b = =2 <0
(Rovc2): P/(2R,) °(2Rb+R@f 0(3R03 ® 27R® 27 R}?
R, (OR,) R, (R,, )
'(Rk) + 0 _
P(R) / lok. max. N

Amint lathat6, amikor a kiils6 ellenallas megegyezik a belso ellenallassal akkor valoban
maximuma lesz a kiilsd ellendllés teljesitményének.
A maximalis teljesitmény a kovetkezo:

2
P.=P(R)=U;— o _—yzo Yo
(R, +R,) 4R? 4R,
Ellenorzé kérdések:
X*+4
13. kérdés: Hol nd az f (x)= fliggvény?

A (—o,—2) és (0,2) intervallumokon.

A (-2,0) és (2,o) intervallumokon.

A (-2,0) és (0,2) intervallumokon.

A (—0,—2) és (2,0) intervallumokon. (X)

14. kérdés: Hol van sz¢élsoértéke az f (X) = X26X 2 figgvénynek?
+

Az x=-2 ésaz Xx=2 helyeken.

Az x=—/2 ésaz x=0 helyeken.

Az x=0 ésaz Xx=+/2 helyeken.

Az x=—2 ésaz x=+/2 helyeken. (X)



15. kérdés: Hol és milyen szélsdértéke van az f (x)=xe* fiiggvénynek?

Az x:—% helyen minimuma van. (X)

1 .
Az x = - helyen maximuma van.

Az x=2 helyen minimuma van.
Az x=2 helyen maximuma van.

16. kérdés: Hol csokken az f (x)=xIn (XZ) fliggvény?

A (—oo,—l] és (looj intervallumokon.
e e
1 . 1) .
[——,OJ és (0,—} intervallumokon. (X)
e e

(—o0,—e) ¢és (e,) intervallumokon.
(—e,0) ¢s (0,e) intervallumokon.

17. kérdés: Tekintsiik a koordinatarendszerben azt a téglalapot, melynek csucsai:
A(0;0), B(a;0), C(a;b), D(0;b). A C csticson athaladd egyenessel derékszogii

haromszoget vagunk le az elsd siknegyed sarkanal. ( AEF héaromszog)

F

D

A E E

Azt szeretnénk, hogy a hdromszog teriilete minimalis legyen. Ha az AE oldal hosszat
valasztjuk fiiggetlen valtozonak, €és X -szel jeloljiik, akkor az alabbi fliggvényt kell
vizsgalnunk sz€lséérték szempontjabol:

2

f(x):%xxb
fx)- 2000
f(x)=g X



18. kérdés: Az el6z0 kérdésben a minimalis teriiletli haromsz6g AE oldalanak hossza:
J2a

2a (X)

J2 (a+h)

2(a+b)



3. Differencialszamitas

3.4. Fiiggvény konvexitasanak vizsgalata, teljes fiiggvényvizsgalat

Tanulasi cél: A masodrendli derivalt és a konvexitas kozotti kapcsolat megismerése, a fliggvények
konvexitas és inflexios pont szempontjabol vald jellemzése. A teljes fiiggvényvizsgalat 1épéseinek
megismerése és gyakorlasa

Elméleti o6sszefoglalo:

A Matematika 1. tantargy A derivalt alkalmazasai cimii leckéjében lattuk, hogy az elsérendli derivalt
eléjele meghatarozza a fiiggvény monotonitasat. A masodrendii derivalt el6jelébdl is kovetkeztetéseket
vonhatunk le a fliggvény gorbéjének alakjarol, ebben az esetben a fiiggvény konvexitasara vonatkozoan.

Els6ként definialjuk a konvexitas fogalmat szemléletes modon.

Definicio: Egy intervallumon értelmezett valos fliggvény konvex, ha a fiiggvénygorbe két pontjat
0sszekotd hur a fliggvénygorbe f616tt halad. Egy intervallumon értelmezett valos fliggvény konkav, ha
a fliggvénygorbe két pontjat 6sszekotd hur a fiiggvénygdrbe alatt halad.

A
f(x)

I
[
|
|
I
|
|
I
I
|
I
I
1
I
1
1

konkav

Y

Tétel: Legyen az f filiggvény az [a,b] zart intervallumon folytonos €s az (a,b) nyilt intervallumon
differencialhato. Az f fiiggvény az [a,b] -n akkor és csak akkor konvex, ha f'(x) az (a,b)-n
szigorian monoton nd, illetve az f fiiggvény az [a,b] -n akkor és csak akkor konkav, ha f'(x) az

(a, b) -n szigortian monoton csdkkend.



Tétel: Legyen az f fiiggvény kétszer differencialhato (a, b)-n. Az f fiiggvény akkor és csak akkor
konvex az [a,b] -n, ha f"(x)>0 (a,b)—n, illetve az f fiiggvény akkor és csak akkor konkav az
[a,b]-n,ha f"(x) <0 (a,b)-n.

Definici6: Legyen f folytonos (a,b)-n és ce(a,b). Ha f konvex (a,c)-n és konkav (c,b)-n,
vagy konkav (a,C)-n ¢és konvex (C,b) -n, akkor C inflexios pontja f -nek.

Tétel: Legyen f a C hely kornyezetében kétszer differencialhato. Ha a C pontban f -nek inflexios
pontja van, akkor f"(c)=0.

Fontos megjegyezni, hogy a tétel megforditisa nem igaz. Abbdl, hogy az f"(c)=0, még nem
kovetkezik, hogy C inflexios pont.

Tétel: Ha f Kkétszer differencialhatd C-ben és f"(c)=0, tovabba (a,c)-n f">0 és (C,b)-n
f”<0, vagy (a,c)-n f"<0 és (c,b)-n f">0,azaz f" c-ben el8jelet valt, akkor C inflexiés
pontja f -nek.

A fenti tételek birtokaban a kdvetkezé modon vizsgalhatjuk a fliggvényeket konvexitas és inflexios pont
szempontjabol.

1. Megvizsgaljuk, hogy mi a legb6vebb halmaz, amelyen a fiiggvény értelmezhetd.

2. Kétszer derivaljuk a fiiggvényt (amennyiben lehetséges).
3. Megoldjuk az " (X) =0 egyenletet. Ezzel megkapjuk azokat a helyeket, ahol inflexids pont lehet.

4. Az értelmezési tartomanyt a szakadasi helyekkel €s a masodrendi derivalt zérushelyeivel részekre
bontjuk, s az adott részeken megvizsgaljuk a derivalt eléjelét. Ezt példaul ugy hajtjuk végre, hogy
mindegyik részbol valasztunk egy szamot, melyet a derivaltba behelyettesitiink.

5. Az értelmezési tartomany egyes részein a madasodrendli derivalt eldjelébdl kovetkeztetiink a
konvexitasra.

Az utolso két pontban leirtakat célszerii egy tablazatban 6sszefoglalni, mert akkor tomorebben irhatjuk
le az adatokat.

Ez a fenti moédszer ismerds lehet, mivel hasonlé6 médon végeztiik a fiiggvények monotonitasara és
szélsoértékére vonatkozo vizsgalatot (lasd Matematika 1. A derivalt alkalmazasai cimii leckében).

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Az f(x) fliggvény értelmezési tartomanya D, =R . Hol konvex az f(x) fiiggvény,
ha masodik derivaltja f"(X) = (Xx—1)(x+6)>?

Megoldas: Amikor egy fiiggvényt olyan szempontbol vizsgalunk, hogy hol konvex, illetve hol konkav,
akkor ugyantigy jarhatunk el, mint a ndvekedés és csokkenés vizsgalatanal (14sd Matematika 1. targyban
A derivalt alkalmazasai cimi leckében). Ilyenkor azonban a masodik derivalt eldjelével kell
foglalkoznunk. Ahol ugyanis pozitiv egy fiiggvény masodik derivaltja, ott konvex a fliggvény, ahol
pedig negativ a masodik derivalt, ott konkav a fliggvény. Természetesen ilyenkor azzal kell kezdeniink,
hogy megallapitjuk, hol értelmezhetd a masodik derivalt, és ezen a halmazon vizsgaljuk az eldjelét.

Jelen esetben minden valos szamra értelmezheté a masodik derivalt, azaz D, =R .



Ezutan hatarozzuk meg a masodik derivalt zérushelyeit, azaz oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet.
(x-1)(x+6)°=0

Egy szorzat akkor egyenld 0 -val, ha valamelyik tényezdje O, igy ez a szorzat két egyenletre bonthato.
X—1=0 vagy (x+6)*=0

Ezen egyenletek megoldasai: X =1 és X =—6.

Most hasonlo tablazatot célszert készitenlink, mint amikor novekedés és csokkenés, azaz monotonitas
szempontjabol vizsgaltunk egy fiiggvényt. Annyi csak a valtozas, hogy a masodik sorban nem az elso,
hanem a masodik derivalt el6jelét tiintetjiik majd fel. Természetesen az értelmezési tartomanyt most a

masodik derivalt zérushelyei bontjak részekre, hiszen ezeken a helyeken valtozhat meg a masodik
derivalt eldjele. Ha egyenldre csak az els6 sort toltjiik ki, akkor tablazatunk az alébbi lesz.

X (—oo, —6) -6
f"(x)
f(x)

(-61) 1

(L)

Ezutan vizsgaljuk meg a masodik derivalt eldjelét az értelmezési tartomany egyes részein. Ezt
végrehajthatjuk ugy, ahogyan a korabbiakban vizsgaltunk -eldjelet, azaz mindegyik részbdl
kivalasztottunk egy szamot, €s azt behelyettesitettiik. Mivel azonban a masodik derivalt egy szorzat, igy
megtehetjiik azt is, hogy kiilon vizsgaljuk az egyes tényezok eldjelét, és ebbdl kdvetkeztetiink a szorzat
eléjelére.

Ha pl. X <—6, akkor nyilvan X—1< 0, azaz a derivalt els6 tényezdje negativ. Persze ekkor X+6 <0
is teljesiil, amib8l (X+6)> <0 is kovetkezik, tehat a masodik tényezé is negativ. Két negativ szam

szorzata pedig pozitiv, azaz X < —6 esetén pozitiv a masodik derivalt, s ebbdl kovetkezden itt konvex a
fliggvény.

Hasonloan, ha —6<x <1, akkor Xx—1<0, és X+6>0<> (x+6)>>0, azaz a szorzat egyik

tényezoje negativ, masik tényezdje pedig pozitiv, tehat ekkor negativ a masodik derivalt. Ez azt jelenti,
hogy ezen az intervallumon konkav a fiiggvény.

Végiil ha 1< X, akkor X—1>0, és X+6>0< (x+6)° >0, tehat mindkét tényezé pozitiv, s igy a
masodik derivalt is pozitiv. Ennek kovetkeztében ezen az intervallumon konvex a fiiggvény.

Mivel mindkét zérushelyén (X = —6, X =1) megvaltozik a masodik derivalt el6jele, igy mindkét helyen
inflexiés pontja van a fiiggvénynek.

Ezek alapjan mar kitolthetjiik a tablazat masodik és harmadik sorat is.

X (—oo, —6) -6 (—6,1) 1 (1, oo)
() " 0 - 0 "
f(x) konvex (L) inflexios pont | konkav (M) | inflexios pont | konvex (V)




Legvégiil adjunk valaszt a feladat kérdésére. Amint a tablazatbol lathatd, a fiiggvény konvex,

ha x<—6 vagy ha 1<Xx. Ugyanezt Ggy is irhatjuk, hogy a fliggvény a (—o0,—6) U (1,)

halmazon konvex.

2. feladat: Az f(x) fliggvény értelmezési tartomanya D, = R\{—B, 4}. Hol konkav az f (x)
5X

fiiggvény, ha masodik derivaltja f"(X)= ————?
ggvény ja £7(x) x13(x_4)

Megoldas: Az el6z6 feladat megoldasdban ismertetettek szerint jarunk el. Vizsgaljuk meg, hogy mely
halmazon értelmezhetd a fliiggvény masodik derivéltja. Mivel a nevezdben nem allhat 0, igy
(Xx+3)(x—4) =0, melybdl X+3#0 és X—4 0. Ezekbdl kovetkezik, hogy X #—-3 és X#4.

A masodik derivalt értelmezési tartomanya tehat: D, = R\ {-3,4}.
Ezutan oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet.
5
R RO
Tort csak Gigy lehet zérus, ha a szamlaldja zérus, igy egyszeriibb egyenletet kapunk.
5 =0

Ennek az egyenletnek azonban nincs megoldasa, hiszen 5 értéke pozitiv minden valds X esetén. A
masodik derivaltnak tehat nincs zérushelye, azaz nem lesz inflexids pontja a fiiggvénynek.

Mivel egy fiiggvény eldjele ott is valtozhat, ahol a fiiggvény nincs értelmezve, igy bar nincs a masodik
derivaltnak zérushelye, de az értelmezési tartomanyt a szakadasi helyek mégis részekre bontjak. Ha
elkezdjiik kitolteni a szokasos tablazatot, akkor most a kdvetkez6t kapjuk.

X (—oo,—3) -3 (—3,4) 4 (4,00)
f"(x) X X
f(x) X X

A szakadasi helyeken egybdl jelolhettiik, hogy mivel ott nem létezik a masodik derivalt, igy a
fliggvényrol semmit sem mondhatunk.

Vizsgaljuk meg ezutan az egyes részeken a masodik derivalt elgjelét. Most olyan tortiink van, melynek
szamlaloja minden X esetén pozitiv, igy csak a nevezot kell vizsgalnunk, ami egy szorzat. Itt
megtehetjiik, hogy kiilon vizsgaljuk a tényezok eldjelét.

Ha X <-3, akkor X+3<0 és Xx—4 <0, tehat a nevezd pozitiv, igy a masodik derivalt is pozitiv.
Ebbol kovetkezoen a fliggvény konvex.

Ha —3<X<4,akkor X+3>0 és X—4 <0, tehat a nevezd negativ, igy a masodik derivalt is negativ.
Ebbdl kovetkezden a fiiggvény konkav.

Ha pedig 4 < X, akkor X+3>0 és X—4 >0, tehat a nevezd pozitiv, igy a masodik derivalt is pozitiv.
Ebbdl kovetkezden a fliggvény konvex.



Immaron kitolthetjiik a teljes tablazatot.

X (—o0,-3) -3 (-3,4) 4 (4,)
f"(x) + X - X +
f(x) U X A X U

A téblazatbol kiolvashato, hogy a fiiggvény a (—3,4) intervallumon konkav.

3.feladat: Az f(x) fiiggvény értelmezési tartomanya D; =IR . Hol van inflexids pontja az f (X)
fiiggvénynek, ha masodik derivaltja f"(x) = (x—7)°-(e*-1)?

Megoldas: Most is a masodik derivalt értelmezési tartoméanyéanak vizsgalatdval kezdjiik. Jelen esetben
ez az Osszes valos szam, azaz D, =R.

Oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet. Egy fiiggvénynek ugyanis ott lehet inflexids pontja, ahol a
masodik derivaltja 0 .

(x=7)%-(e*-1)=0

Mivel a derivalt szorzat, ezt egyszerlibb egyenletekre bontjuk.
(x—=7)°=0vagy " -1=0

Az els6 egyenlet megoldasa nyilvan X =7 . A masodik egyenletet rendezziik at.
e-1=0 = e'=1

Vegylik mindkét oldal logaritmusat.

In(e*) =Inl

Mivel a bal oldalon egy fiiggvény és az inverze all egy 6sszetételben, igy ott valojaban egyszeriien X
szerepel.

x=1In1=0
A masodik egyenlet megoldasa igy X=0.
Két zérushelye van tehat a masodik derivaltnak, az X=0 ésaz X=7.

Ezek utan a tablazat els6 sora kit6ltheto.

X (—0,0) 0 (0,7) 7 (7,0)
f"(x)
f(x)




Vizsgaljuk meg ezutan a masodik derivalt el6jelét. Mivel a derivalt olyan szorzat, aminek els6 tényezdje
nem vesz fel negativ értéket, hiszen paros kitevdjli hatvany, igy csak a masodik tényezo eldjelével kell
foglalkoznunk.

Ha X<0, akkor €* <1, ezért €*—1<0. Ekkor tehat negativ a masodik derivalt, s itt konkav a
fiiggvény.

Ha O<Xx<7, akkor e*>1, ezért € —1>0. igy itt pozitiv a masodik derivalt, tehat konvex a
fiiggvény.

Ha 7 <X, akkor e* >1, ezért € —1>0. Igy itt is pozitiv a masodik derivalt, tehat itt is konvex a
fiiggvény.

Amint lathatd, a masodik derivalt zérushelyei koziil az X =0 helyen el§jelet valt a masodik derivalt,
igy itt inflexios pontja van a fliggvénynek. Viszont az X =7 helyen a masodik derivalt nem valt el6jelet,
igy itt nincs inflexids pont.

Toltsiik ki a teljes tablazatot.

X (—,0) 0 (0,7) 7 (7,0)
() . 0 " 0 "
f(x) M inflexids pont U mncsplél:]ltemés U

A fiiggvénynek tehat az X =0 helyen van inflexios pontja.

4. feladat: Adja meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat! Vizsgilja meg konvexitas
szempontjabol a fiiggvényt! Szdmolja ki az inflexiés ponthoz (pontokhoz) tartozo
fiiggvényértéket!

f(x)=x*+xInx

Megoldas: Els6ként most is a fliggvény értelmezési tartomanyat kell megvizsgalnunk. A
logaritmus argumentumaban kizarolag pozitiv valds szamok szerepelhetnek, tehat a kikotés

x>0, azaz D; =(0,).
Eldszor az elsé derivalt fiiggvényt hatarozzuk meg. Az 6sszeg masodik tagja egy szorzat (itt a
szorzatra vonatkozé derivalasi szabalyt alkalmazzuk).
f'(x) =3x*+1-In x+x-1:3x2 +Inx+1
X

A masodik derivalt eloallitasa:

f"(x) = 6x +1
X
Oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet.

6x+1=0



Mivel az értelmezési tartomanybdl tudjuk, hogy x csak pozitiv szdm lehet, ezért az egyenlet a
kovetkezo alakra hozhato:

6x°+1=0

Ennek az egyenletnek a valds szamok halmazan nincs megoldéasa, ami azt jelenti, hogy az f (x)

fliggvénynek nincs inflexios pontja. A (0,00) intervallumon 6x*+1> 0, tehat a fiiggvény ezen
az intervallumon konvex.

5. feladat: Vizsgaljuk meg konvexitds és inflexids pont szempontjabél az f(X) =In(4x*+2)
fiiggvényt.

Megoldas: Eloszor az értelmezési tartomanyt kell meghataroznunk. Tudjuk, hogy a logaritmus
argumentumaban kizarolag pozitiv valds szamok szerepelhetnek, tehat a kikotés 4x° +2>0. Ez az
egyenldtlenség barmely valds szdmra fenndll, azaz a fliggvény minden valos szamra értelmezhetd,
D, =R.

Ezt kdvetéen meghatarozzuk a masodrendii derivaltat, melyhez elészor az elsérendii derivaltat kell
kiszamolnunk. Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat felhasznalva kapjuk, hogy

1 8x
f'(x) = BX=—
) 4x%*+2 4x%*+2

Erre a derivalasi hanyadosszabalyt alkalmazva kapjuk, hogy

8(4x° +2)—(8x-8x) 32x* +16-64x> -32x* +16
(4x% +2)? (4x% +2)? (4x* +2)*

Ezt kdvetden megkeressilk a masodrendii derivalt zérushelyeit, azaz megoldjuk a f"(X)zO

f7(x) =

egyenletet.
—-32x* +16 _
(4x* +2)?
Egy tort értéke akkor 0, ha a szamlaloja O . Ez alapjan
-32x* +16=0
32x* =16

2

1
Xt==
2

X = —% és X, = % . Ezek lehetnek a fiiggvény inflexids pontjai. Hogy valoban azok-e, ahhoz
ellendrizniink kell, hogy a masodrendii derivalt eldjelet valt-e ezekben a pontokban. Ehhez az
értelmezési tartomanyt €s a lehetséges inflexios pontokat tiintetjiik fel a tablazat els6 soraban. Ez alapjan
a kovetkez0 tablazatot kell kitdlteniink.
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A tablazat mésodik sordban a masodrendii derivalt eldjeleit vizsgaljuk meg az adott tartomanyokon, s

1
ebbdl hatarozzuk meg a konvexitast a kovetkezd sorban. Vegyiink egy —E—nél kisebb szadmot.
Legyen pl. —1, s helyettesitsiik ezt a masodrendii derivaltba.
"(—l) B -32-(-1)° +16 B _32
(4-(-1)° +2)? 36
Negativ értéket kaptunk, tehat X < ——= esetén negativ a masodrendi derivalt, ebbdl kdvetkezden itt

N

konkav a fiiggvény.

1 :
Ezt kdvetden vegyiink egy _E és ﬁ kozé es6 szamot. Legyen pl. 0, s ezt is helyettesitsiik be a

masodrendi derivaltba.

. -32.0+16 16
O= 0wy ="

. 1 1 . . .
Pozitiv értéket kaptunk, tehat ha _ﬁ <X< ﬁ , akkor pozitiv a masodrendi derivalt, s igy itt konvex

a fliggvény.

1
Végiil vegylink egy E -nél nagyobb szamot is. Legyen pl. 1, és helyettesitsiik ezt a masodrendi

derivaltba.

32416 16

®= (4+2?2 36

1 :
Negativ értéket kaptunk, igy ha ﬁ < X akkor negativ a masodrendii derivalt, tehat ekkor konkav a

fiiggvény.
: , At e 1, 1 . 1
Mivel a masodrendii derivalt értéke az X = ——= és X = —= helyen elgjelet valt (X = ——=-nél
\2 \2 N2

1
negativbol pozitivba, X = ﬁ -nél pozitivbol negativba), igy ezeken a helyeken inflexios pontja van a

fiiggvénynek.



Mindezeket az 6sszefliggéseket tartalmazza az alabbi tablazat, mellyel valaszoltunk a feladatra.

B % |&)
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f"(x) - 0 + 0 -
i inflexids inflexids ,
f (X) konkdv M konvex v konkav M
pont pont

1
6. feladat: Vizsgaljuk meg konvexitas szempontjabol az f (X) =e* fiiggvényt. Adjuk meg az inflexids
pont(ok) koordinatait is!

Megoldas: Elsoként most is a fiiggvény értelmezési tartomanyat kell vizsgalnunk. Mivel nevezd nem
lehet zérus, igy ki kell kotniink, hogy a kitevében X#0, azaz D, = R\{0}.

Ezutan allitsuk el a fiiggvény masodik derivaltjat, mert a konvexitas vizsgalatdhoz erre lesz
sziikségiink. Az elsd derivalt el6allitasakor egy Osszetett fliggvényt derivalunk. A kiilsé fiiggvény az e”

1
, a belso fliggvény pedig az — .
X

=e (L) Zer (x1) —er(x
f'(x)=¢e [XJ_e (x*) =ex(—x7?)

A masodik derivalas soran a szorzatra vonatkozo6 derivalasi szabalyt hasznaljuk.

f"(x) = [eij ~(—X‘2 ) + e% '(—x‘z ) =

1 1 1
—e* (=X ?)(—x7)+er (267 ) =ex - x 20 X
Amint az kordbban mar szerepelt, ilyenkor célszerii kiemelni, amit csak lehet. Figyeljiink oda, hogy a
hatvanyokbol azt emeljiik ki, ahol kisebb a kitevd, s ez most az X *. Ha pedig az X -bol kiemeliink
x~* -t, akkor ott X fog maradni.

1
f'(x)=ex-x"*-(1+2x)
A negativ kitev3s hatvany helyett tortet is irhatunk. Igy a masodik derivalt a kovetkezd alakot Glti:

1
Fr(x) = ex 12X
X

Miutén a masodik derivaltat sikeriilt egyszer(ibb alakra hozni, oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet.



1+2x_

X4

1
ex. 0

Tudjuk, hogy egy szorzat akkor zérus, ha valamelyik tényezdje zérus. Az elsd tényezd nem lehet egyenld
0 -val, hiszen az exponencialis fliggvény csak pozitiv értékeket vesz fel. Ennek kdvetkeztében elég csak
a masodik tényezdben lev tortet vizsgalnunk.

1+2x

X4

0

De a tort csak Ggy lehet 0, ha a szamlaloja 0 , igy az egyenlet még tovabb egyszerlisodik.
1+2x=0
Ennek megoldasa pedig X =-0.5.

Ezutan elkészithetjiik a tablazatot, kitoltve az els6 sort. Az értelmezési tartomanyt egyrészt a masodik
derivalt zérushelye, masrészt az értelmezési tartomanyban levé szakadasi hely osztja részekre.

X (—0,-0.5) -0.5 (-0.5,0) 0 (0,)
() X
f(x) X

Vizsgaljuk meg ezutan a masodik derivalt el6jelét a kiillonbozo részeken. Ehhez a kiemelést kdvetden
1

kapott szorzatta alakitott format célszer(i hasznalni. Az e, valamintaz X csak pozitiv értékeket vehet
fel, igy elég csak az 142X eljelét vizsgalnunk.

Ha X <—0.5, akkor 1+2x <0, igy a derivalt negativ, s ebbdl kovetkezden itt konkav a fliggvény.

Ha —0.5<x<0, akkor 1+2x >0, s ezért itt konvex a fliggvény.

Ha pedig 0 < X, akkor 1+2x > 0 ismét, igy itt is konvex a fliggvény.

Az X=-0.5 helyen eldjelet valt a masodik derivalt, igy ezen a helyen inflexiés pontja van a
fliggvénynek.

Toltsiik ki a teljes tablazatot.

X (—0,-0.5) -0.5 (-0.5,0) 0 (0,0)
f"(x) - 0 + X +
f(x) e inflexios pont v X U

Ezutan mar csak az inflexids pont masodik koordinatajat kell meghataroznunk. Ehhez helyettesitsiik be
a fiiggvénybe az X =—0.5 értéket, ahol az inflexios pont van.

1

f(-0.5)=e05 =g



Az inflexiés pont koordinatai tehat: (—0.5,e7%)

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Az f(x) fiiggvény értelmezési tartomanya D, =R . Mely intervallumo(ko)n konkav
az f(x) figgvény, ha f"(x)=(x—2)"(x+1)?
oo,—l) X)
1,2)
)
(—1,2) és (2,00)

2. kérdés: Az f(x) fliggvény értelmezési tartomanya D, =R\{8,—5}. Mely intervallumo(ko)n

2e”

konvex az f(x) fiiggvény,ha f"(X)=———7?
() figgvény (x—8)(x+5)2

(-
(-
(2

(-5.8)
(~01-5) & (-5.8)
(8,%2) (X)
(—oo, —5) és (8, oo)
3. kérdés: Hany inflexios pontja van az f (x) figgvénynek, ha f"(x) = (In X —1)(X +3)5 ?

0
1 (X)
2
3

4. kérdés: A kovetkez6 intervallumo(ko)n konkav az f (X) fiiggvény, ha f"(x)=1-Ig (X2 + 6)
(—oo, —2).
(-2.2).
(2, oo) .
(—oo,—2) és (2,00). (X)
5. kérdés: Az f(x)=In(1+3x%) fiiggvény inflexios pontjanak (pontjainak) koordinatai:

(%,In 2].
(—J§,In10).
(_g, In ZJ és [@ In ZJ. X)



(—v/3.In10) ¢ (+/3,In10).
6. kérdés: Hany inflexids pontja van az f (x)=x"—30x°+2 fiiggvénynek?
0

1
2
3 (X)
7. kérdés: Az f(x)=e*(x—1) fiiggvény inflexiés pontjanak fiiggvényértéke
e’ -1
2
€ X
2e
8. kérdés: Hany inflexios pontja van az f (x)=4x’+xInx fliggvénynek?
0 (X)
1
2
3

9. kérdés: Hany inflexiés pontja van az f (x)= g x* +x—xInx fiiggvénynek?

0

1
2 (X)
3

Elméleti osszefoglalo:

Fiiggvénydiszkusszion annak vizsgalatat értjiikk, hogy egy filiggvény az értelmezési
tartomanyanak mely pontjaiban, vagy mely részhalmazain rendelkezik a fliggvényekre
jellemzo tulajdonsagok valamelyikével.

A jellemz6 tulajdonsagokat két csoportba oszthatjuk.

Az els6 csoportba az ugynevezett globalis tulajdonsagok tartoznak. Ide soroljuk azokat,
amelyekkel egy fliggvény az értelmezési tartomanyanak egy egész részintervalluman
rendelkezik vagy nem rendelkezik, pl. novekedés vagy konvexitas.

A masik csoportba a lokalis tulajdonsagok tartoznak. Ezek azok, amelyek az értelmezési
tartomany egy pontjaban Iépnek fel, pl. lokalis széls6érték, zérushely, stb.

A fiiggvények diszkusszidjat a kovetkezd 1épésekben végezziik:
1) Ertelmezési tartomany meghatarozésa.
2) Alaki tulajdonsagok (tengelymetszetek, parités).

3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.



4) Monotonitas vizsgalata, lokalis szélséérték(ek) meghatarozasa.
5) Konvexitas vizsgalata, inflexids pont(ok) meghatarozasa.
6) Grafikon rajzolésa.

7) Ertékkészlet meghatarozasa.

Kidolgozott feladatok

7. feladat: Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f (x)=x°—3x* fiiggvényen.
Megoldas:

1) Ertelmezési tartomany.

Egyszer(i most a helyzetiink, mert lathatd, hogy a fliggvény mindeniitt értelmezve van, ezért
D, =R.

2) Alaki tulajdonsagok.

Ezen értjik egyrészt annak meghatarozasat, hogy a fiiggvény grafikonja hol metszi az X
tengelyt. Ezeket a pontokat az f (x)=0 egyenlet megoldasai adjak. Megoldjuk tehat az

x*-3x*=0
egyenletet. Az x* kiemelésével

x*(x=3)=0,
ami akkor teljesiil, ha X, =0 vagy ha X, =3. Ebben a két pontban metszi tehat a grafikon az
X tengelyt.

Masrészt ide tartozik annak megallapitasa, hogy a grafikon hol metszi az y tengelyt. Ilyen
persze csak akkor van, ha a nulla eleme az értelmezési tartomanynak, ebben az esetben f (O)

adja a keresett pontot. A mi esetiinkben
f (0):03 -3.0°=0,
a grafikon tehat &tmegy az origon.

Tovéabba ebben a Iépésben vizsgaljuk meg, hogy a fliggvény paros-e vagy paratlan-e. Mindkettd
az f(—x) Osszetett fiiggvény képletének eldallitasaval kezdddik.

f(-x)= (—x)3 —3(—x)2 =—x*-3x°.

A figgvény akkor paros, ha f (—x)= f (x) (tehat szimmetrikus az y tengelyre), ez most nem

teljestil, mivel



—x*—3x% # x*-3x%.

A fiiggvény akkor paratlan, ha f (—x)=—f (x) (tehat szimmetrikus az origora), most ez sem
teljestil, mivel

—Xx*—3x* # —(x3 —3x2) :

Fliggvényiink tehat se nem paros, se nem paratlan.

3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Egy fliggvény értelmezési tartomanya altalaban diszjunkt (véges vagy végtelen) intervallumok
unidja. Ezeknek az intervallumoknak a végpontjaiban kell az intervallum feldli egyoldali
hatarértékeket kiszdmitani.

Mivel a feladatunkban az értelmezési tartomany a valos szamok halmaza, ezért két limeszt kell
kiszamolnunk:

Xlirpw(xs -3x%) = lim x° (1-%} =0,

Iim(x3—3x2): lim XS(l—Ej:oo.

X—>0 X—00 X

4) Monotonitas vizsgalata, lokalis sz¢éls6érték(ek) meghatarozasa.
Tudjuk, hogy lokalis szélséérték ott lehet, ahol f'(x)=0. Elkészitjiik tehat a derivalt
fliggvényt:
f'(x)=3x*-6x,
és megoldjuk az f'(x)=0 egyenletet.
3x*—6x=0,
3x(x—-2)=0,
aminek a két gyoke x, =0, illetve x, =2.

A derivalt gyokei koziil az értelmezési tartomanyba is beletartozok a lehetséges szélsdértékek.
Mivel most a teljes valds szdmok halmaza az értelmezési tartomany, mindkét gyokot meg kell
vizsgalnunk.

Tudjuk, hogy a jeldltek koziil azok valdban szélséérték helyek, ahol a derivalt fliggvény eldjelet
valt.

A jeloltek az értelmezési tartomanyt (tovabbi) darabokra bontjak, és ezeken a darabokon a
derivalt fliggvény allando eldjelli, ezeket az eldjeleket kell eldszor meghatarozni. Ezeket egy-



egy, a darabokba es6 szdmnak a derivalt fliggvénybe vald behelyettesitésével kaphatjuk meg.
Az egész eljarast célszerl egy tablazatba foglalni.

A téblazat elsé sora a szélséérték jelolteket és az értelmezési tartomany altaluk 1étrehozott
darabjait tartalmazza (a valds szamok természetes rendezésében).

A masodik sorban az f’(x) egyes darabokbeli eldjele szerepel, (és az, hogy a derivalt a

jeloltekben nulla).

Az értelmezési tartomanyunk egy darabbdl all, és két jeldltiink van, ezek tehat harom darabra
bontjak az értelmezési tartomanyt.

A (—©,0) darabbol vesszik mondjuk a -1-et, s ekkor azt kapjuk, hogy
f'(-1)= 3(—1)2 —6(—1)=9>0, ezért az egész darabon pozitiv az elsé derivalt el8jele.

A (0,2) darabbdl vegyiik példaul az 1-et, ekkor f'(1)= 3(1)* -6(1) =—3<0 , ezért az egész

darabon negativ az eldjel.
Végiil a (2,00) darabbdl vélasszuk a harmat, ekkor f'(3)= 3(3)2 —6(3)=9>0, ezért az egész
darabon pozitiv az elsd derivalt eldjele.

Az alabbi tablazat elsé két soraban latjuk ezeket feltiintetve.

" (=.0) 0 (02) ) (2.)
f'(x) + 0 - 0 +
f(x) Va lok. max. N lok. min. e

Latjuk azt is, hogy mindkét jeloltiink esetén megvan a sziikséges eldjelvaltas, tehat mindkettd
valdban szélsoérték hely.

Mivel nulldban a derivalt pozitivbol valt negativba, itt lokalis maximum van. A kettdben a
derivalt el¢jele negativbol valt pozitivba, itt tehat lokalis minimum van.

Ki kell még szamolni a maximum €s a minimum értékeét:

f(0)=0, illetve f(2)=2°-322=-4.

Tudjuk, hogy ahol az elsé derivalt pozitiv, ott n6v0 a fiiggvény, ahol negativ, ott csokkend.

Az el6z6 tablazat harmadik sora ezeket az informacidkat tartalmazza, felfelé mutatd nyillal
jeldlve a novekedést, illetve lefelé mutatoval a csokkenést. A novekedési viszonyokbol is
leolvashato, hogy egy adott sz€élséérték hely maximum hely, vagy minimum hely.

5) Konvexitas vizsgalata, inflexids pont(ok) meghatarozasa.



Tudjuk, hogy inflexios pont ott lehet, ahol f”(x)=0. Elkészitjiik tehat a masodik derivaltat:
f"(x)=6x—6.
Megoldva az
f"(x)=0,azaz abx—6=0
egyenletet megoldasként X, =1 adodik. Mivel ez a gydk benne van az értelmezési
tartomanyban, ez az inflexios pont jelolt.

Tudjuk, hogy a jeldltek koziil az(ok) valdban inflexids pont(ok), ahol a masodik derivalt eléjelet
valt. Ezt a sz&lséértékeknél hasznalt eljarashoz hasonloan lehet megvizsgélni. Az eredményeket
most is egy tablazatba foglaljuk.

Az elsO sor most az inflexios pont jelolteket, és az értelmezési tartomany altaluk 1étrehozott
darabjait tartalmazza.

A masodik sor a masodik derivalt eldjelét tartalmazza a keletkezett darabokon, és azt, hogy a
jeloltiinkben az értéke nulla. Egy jeloltiink van, ami az értelmezési tartomanyt két részre bontja.

Az els6 darabbol vegyiik a nullat, itt f"(0) =6(0)—6=-6 <0, ezért az egész darabon negativ
a masodik derivalt.

A masodik darabbdl vegyiik a kettét, ekkor f"(2)=6(2)-6=6>0, tehat az egész darabon

pozitiv a masodik derivalt.

Az alabbi tablazatban lathatjuk ezeket.

X (—o0,1) 1 (1,00)

f(x) konkav inf. pont konvex

Megvan tehat a sziikséges eldjelvaltas, az 1 inflexios pont. Ki kell még szdmitanunk az inflexios
pont masodik koordinatajat:

f(1)=0-3(1) =-2.

Tudjuk, hogy ahol a méasodik derivalt pozitiv, ott konvex a fliggvény, ahol negativ, ott konkav.
A masodik tablazat harmadik sora ezeket az informaciodkat tartalmazza.

6) Grafikon.



Az eddig megszerzett informacidkat felhasznalva felvazolhato a fiiggvény grafikonja.

Felvéve egy koordinata-rendszert eldszor a nevezetes pontokat jeldljik meg,
(tengelymetszetek, szélsoértékek, inflexios pontok.)

Ezutan vegyiik figyelembe a hatarértékeket és a monotonitasi viszonyokat.
Végiil, a konvexitasi informaciokat is figyelembe véve, rajzoljuk meg a grafikont.

Ezt latjuk az alabbi abran.

7) Ertékkészlet.

A (helyes) grafikonrol leolvashat6 az értékkészlet.
Most azt kapjuk, hogy

R, =R.

X
8. feladat: Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot az f (x)= 71 fliggvényen.
_+_

Megoldas:

1) Ertelmezési tartomany.



A nevezé X’ +1, soha nem lehet nulla. Azt latjuk, hogy minden valds szamra teljesiil ez az
egyenlet, igy

D, =R.
2) Alaki tulajdonsagok.

Az f(x)=0 egyenlet megoldasa X, =0, ami az X tengellyel vett metszetet adja, azonban
f (0) =0 miatt, itt metszi a grafikon a fiiggdleges tengelyt is.

A fliggvény paritasat vizsgalva latjuk, hogy

(0= T

tehat a fliggvény paratlan.

3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Ismét csak a végtelenekben kell kiszdmolni a hatarértékeket. A szamlalobdl is és a nevezdbol
is kiemelve x*-et kapjuk, hogy

1
lim —— = lim X1 =0.
X—>—00 X—>—00
X+ 1+
X

Teljesen hasonldan

1
lim—— =i *=0
X—00 X—»00
X+ 1+
X

4) Monotonitas vizsgalata, lokalis szélséérték(ek) meghatarozasa.

» (-2 gy
Fiix)= (e+1) (1)

A derivalt nulla, ha a tort szamlaléja nulla, ez nyilvan X, = —1 és X, =1 esetén teljesiil. Mindkét

gyoOk az értelmezési tartomanyban van, meg kell ezért ket vizsgalni.

Elkészitjiik a tablazatot.

X (—oo, —1) 1 (—1, 1) 1 (1, oo)




f (x) AW lok. min. S lok. max. Ny

Az elsé darabbol a —2 -t helyettesitve f'(-2) = —% <0.

A masodik darabbol O -t helyettesitve f'(0)=1>0.

Végiil a harmadik darabbdl 2 -t helyettesitve f'(2) = —215 <0 .

fgy kaptuk a mésodik sor eldjeleit. Latjuk, hogy mindkét jeldlt esetén megvan az el6jelvaltas,
ezért mindkettd szélsdértek hely, mégpedig a —1 lokalis minimum hely, az 1 lokalis maximum
hely.

1 1
A minimum értéke f(-1)=- > a maximum értéke (a paratlansag miatt is) f (1)= >

A fenti tdblazat harmadik sordban megjeloltiik a monotonitasi szakaszokat. Latjuk, hogy a
sz€lsdértekek kozott a fliggvény novo, kiilonben csokkend.

5) Konvexitas vizsgalata, inflexids pont(ok) meghatarozasa.

()= —2x(x2 +1)2 —(l— x2)2(x2 +1)2x _ —2x(x2 +1)—4x(1— x2) _ 2% — B _ 2x(x2 —3)

(x2+1)4 (x2+1)3 (x2+1)3 (x2+1)3

Az f"(x)=0 egyenletnek most harom megoldasa van: x =—/3, x =0, x=+3.

Mindhérom az értelmezési tartomanyban van, ezért meg kell dket vizsgalni. Most az aldbbi
tablazatot készithetjiik el.

X (—0.—3) i (-+/3.0) 0 (0.43) B (VB

£7(x) i 0 + 0 i 0 +

f(X) konkav inf.pont | konvex inf.pont | konkav | inf.pont| konvex

Az eldjeleket, példaul, a kovetkezd szdmok behelyettesitésével kaphatjuk:

4
az els6 tartomanybol valasszuk a —2 -t, ekkor f"(-2) = “De <0,



a mésodik tartoméanybol a —1-et, ekkor f"(-1)= g = % >0,

a harmadikbdl az 1 -et, ekkor f"(1) = —% <0,

4
a negyedikbél 2 -t, ekkor f"(2)= 25 0

Latjuk, hogy mindharom jeldlt esetén megvan az eldjelvaltas, mind a hdrom valoban inflexios

pont. Az inflexids pontok masodik koordinatai: f (—\/é) = —? , f(0)=0¢s f (\/5) = g :

A masodik tablazat harmadik soraban szerepelnek ezek az informaciok. Latjuk, hogy most az
inflexids pontok valasztjak el a konkav és konvex szakaszokat.

6) Grafikon.

A grafikont most is a nevezetes pontok berajzolasaval kezdjiik. A hatarértékek azt mondjak,
hogy a fliggvény a végtelenek felé hozzasimul az X tengelyhez, vagyis y=0 vizszintes

aszimptota. Figyelembe véve a monotonitasi és konvexitasi viszonyokat is, az alabbi abrat
kaphatjuk:

25

0.5

-05

Ugyeljiink a paratlansag érzékeltetésére, azaz arra, hogy a grafikon az origora szimmetrikus.



7) Ertékkészlet.

Az é4bra alapjan vilagos, hogy a fliggvény a lokalis minimuma és a lokalis maximuma kozotti
értékeket veszi fel, beleértve azokat is, tehat

SRR
2 2

9. feladat: Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f (X)=

x? -1

X3

fliggvényen.

Megoldas:

1) Ertelmezési tartomény.

Mivel a nevezdben nulla nem lehet, igy
D; =R\ {0} =(—0,0)u(0, ).

2) Alaki tulajdonséagok.

Az f(x)=0 egyenletnek most két gyoke van: X, =-1 és X, =1. Mivel a nulla nem eleme az

értelmezési tartomanynak, a grafikon nem metszi a fliggdleges tengelyt.

A paritést vizsgalva:

a fiiggvény tehat paratlan.
3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Az értelmezési tartomany két darabbol all, ezeknek négy széle van, négy limeszt kell tehat
kiszamolnunk. (Val6jaban a paratlansag miatt csak kettdt.)

Ezek:
3(1 1)
2 Y U3
- X X 1 1

lim =i =1 ——-—|=0,
X—>—0 X3 X—>—00 3 X—)oo(x ij
i X2 —
lim — =00,
x—0" X

hiszen a szamlalo —1-hez tart, a nevezo pedig nulldhoz, de mindig negativ.

X -1
lim ——=—0,
x—0" X

a paratlansag miatt persze az el6z6 limesz minusz egyszerese, ¢s végiil



lim =0,

X—>0 X

most is igaz, hogy ez a minusz végtelenben vett hatarérték minusz egyszerese.

4) Monotonitas vizsgalata, lokalis széls6érték(ek) meghatarozasa.

_2X(XF) (¥ -3¢ 2t 3 43¢ _ x*43% _ x2-3

f'(X) NG NG - NG - N

Az f'(x)=0 egyenlet megoldasai: x =—/3, X, = J3.

Mindkeét jelolt az értelmezési tartomanyba esik, meg kell dket vizsgalnunk. Az eredményeket
az alabbi tablazat tartalmazza.

Figyeljlink arra, hogy most a D, eleve két darabbol all. Ezeket vagja ketté a két jelolt, mivel

kiilonb6z6 darabokba esnek. A tablazat fejlécében ezért négy darabot kell szerepeltetni.

<[ B | 5 [(B)] o || B | (B)

f'(x) - 0 + X + 0 -

f(x) N lok.min. J X /| lok.max. N

Az f'(x) elbjeleit rendre a kovetkezd helyettesitésekkel kaptuk:

1
f'(-2)=——<0
(-2) TR
f'(-1)=2>0,
f'(1)=2>0,

1
f'(2)=——<0.
(2)=-15<

Mindkét jeloltben eldjelet valt a derivalt, ezért mindkettd szélséérték hely, mégpedig —\/§

lokalis minimum hely, \/§ lokalis maximum hely. A lokalis minimum értéke

2
f (—\/g ) = > ~ —0.38, a lokalis maximum, a paratlansag miatt, ennek minusz egyszerese,

WJ@zosa

A tablazatunk harmadik sorabol lathatjuk, hogy mik a monotonitasi viszonyok.



5) Konvexitas vizsgalata, inflexids pont(ok) meghatarozasa.

_ZX(XA)—(XZ —3)4X3 _ 24 412x°  2x° 412 2(X2 —6)

x8 X8 x8 x°

f(x)=

f”(x)=0 akkor és csak akkor, ha x, =—/6, X, =+6. Mindkét jelslt az értelmezési

tartomanyba esik. A tablazatunk most az alébbi:

x | (o) | _ | (60)| o (0.6) | 6 (v6,%0)

f"(x) - 0 + X - 0 +

f(x) konkav inf.pont | konvex X konkav | inf.pont | konvex

Az eldjeleket, alkalmas szamok behelyettesitésével ellendrizze le most az olvaso.
Az eldjelek megkaphatok a kovetkezd okoskodéssal is.

Egy tort elgjelét kell kiszdmolnunk. Ez akkor pozitiv, ha a szdmlalé és a nevezd egyforma
elojeld, akkor negativ, ha kiillonb6z6 eléjeliek.

A szamlaloban egy masodfoku kifejezés all, amelynek képe egy felfelé nyilo parabola, ez tehat
a gyokein kiviil pozitiv, a gyokei kozott pedig negativ. A nevezdben allé hatvany, a paratlan
kitevd miatt, negativ X -ekre negativ, pozitivakra pozitiv.

Ezek alapjan is megkaphatjuk a fenti eldjeleket.

Mindkét jelolt inflexidos pont tehat. Az inflexidos pontok masodik koordinatai:

f(—\/g):—%z—OBA f(Jé):o.34.

A nulla eldtti és utdni darabon is mas eldjelli a masodik derivalt, de a nulla persze nem inflexios

pont, hiszen ott értelmezve sincs a fliggvény. J61 mutatja ez azonban azt, hogy a —\/g és \/g
kozotti részt nem lehet egy darabként szerepeltetni a fejlécben.

A tablazat harmadik sordban szerepelnek az erre vonatkozo6 informaciok.

6) Grafikon.
Az eddigek figyelembevételével az aldbbi abrat rajzolhatjuk fel:



0.5

-0:5

7) Az abrarol latszik, hogy
R, =R.

Ellen6rz6 kérdések:

10. kérdés: Hany lokalis széls6értéke van az f (x)=x>—x*+x fiiggvénynek?
0.(X)

1.

2.

3.

11. kérdés: Hany inflexios pontja van az f (x)=x"—x*+x fliggvénynek?

0.

1. (X)

2.

3.

12. kérdés: Van-e olyan harmadfokd polinom, amelynek nincs inflexios pontja?
Van.

Nincs. (X)



4
13. kérdés: Az f (x)=x+— fiiggvény lokalis minimumanak értéke
X

4. (X)

2.

4.

—00,

14. kérdés: Az f(x)= x26 i 5 fliggvény lokélis szélséértékhelyei

-2,2.
0,72,

—2,0.

/2,42 (%)

15. kérdés: Az f (x)=x"—2x* -3 fiiggvény

paros. (X)
paratlan.

se nem paros, se nem paratlan.
16. kérdés: Az f (x)=xe™ fiiggvény
paros.

paratlan. (X)

se nem paros, se nem paratlan.
Osszetettebb feladatok

Kidolgozott feladatok:

10. feladat: Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f (X) =In (X2 +l) fiiggvényen.

Megoldas:

1) Ertelmezési tartomany.



A logaritmus argumentumara kell kikotést tenniink. Mivel x*+1>0 minden X -re, ezért
D, =R.

2) Alaki tulajdonsagok.

Megoldjuk elészor az

In(x*+1)=0

egyenletet. Mivel a logaritmus egyediil 1 -ben nulla, az kell, hogy

2
X“+1=1
legyen, ami x =0 esetén teljesiil. Persze ekkor f (0)=0 is fennall, a grafikon tehat athalad az

origon.

A paritést vizsgalva:

f(—x):In((—x)2+1):ln(x2+1)= f(x)
most tehat paros fiiggvénnyel van dolgunk.

3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

lim In(x2 +1):oo,

X—>—00

Iimln(x2+1):oo.

X—>00
A pérossag miatt ezek nem is lehetnek eltérdk.

4) Lokalis szélszdértékek.

1 2X
f'(x)= 2X = .
() x?+1 x> +1
2X : .
71 =0 akkor és csak akkor, ha X, =0, egy szélséérték jeloltink van tehat. A szokasos
X"+

tablazat elkészitésével megvizsgaljuk, hogy valdban sz¢élsdérték-e.

X ) 0 (0,%0)
f'(x) - 0 +
f(x) N lok. min. /

Latjuk, hogy a jeloltiink valoban sz¢lséérték hely, mégpedig lokalis minimum hely, a minimum
értéke: f(0)=0.

5) Monotonitasi szakaszok.



A harmadik sorbdl latszik, hogy a minimum hely eldtt csokken, utdna n6 a fliggvény.

6) Inflexios pontok.

()= 2(x* +1)—-2x2x _2-2¢

(x2+1)2 (x2+1)2 '

f'(x)=0 akkor és csak akkor, ha X, = -1 vagy X, =1.

Az alabbi tablazatban mindkét jeloltet megvizsgaljuk.

X (—oo, -1) -1 (-11) 1 (L)
f'(x) - 0 + 0 —
f(x) konkav inf. pont konvex inf. pont konkav

Mindkét jelolt valoban inflexiés pont. Az inflexiés pontok masodik koordinatai:
f(-1)=f (1)=In2~0.69.
7) Konvex, konkav szakaszok.

Latjuk a harmadik sorbdl, hogy a fiiggvény az inflexios pontok kézott konvex, azokon kiviil
konkav.

8) Grafikon.
Figyelembe véve az eddig megszerzett informaciokat, most az alabbi grafikont kapjuk.

Most is tigyeljiink arra, hogy a parossag, azaz a grafikon Yy tengelyre valod szimmetrikussaga,
latszodjon.



9) Ertékkészlet.

Latjuk, hogy R, =[0, «).

11. feladat: Végezziink teljes fiiggvényviszgalatot az f (x) =xe " fluggvényen.
Megoldas:
1) Ertelmezési tartomany.
Mivel nem kell kikotést tenniink, igy D, =R .
2) Alaki tulajdonsagok.
A tengelymetszeteket vizsgalva:
f (x)=0 akkor és csak akkor, ha X, =0, a grafikon atmegy az origon.
A paritast vizsgalva:
f(~x)=(-x)e = —xe*.

Eznemaz f (x), ¢s nem is annak minusz egyszerese, tehat a fliggvény se nem paros, se nem

paratlan.

3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

lim (xe™)=—o0,

X—>—00

hiszen a szorzat elsd tényezdje minusz végtelenbe, a masodik tényezdje plusz végtelenbe tart.



. . X 0 .
A lim (Xe"x) hatarérték 0-co tipusu, de atirhatd lim — alakban tortté, és ez a — tipust limesz

X—>00 X—>00 e o0

a L Hospital-szabaly segitségével konnyen kiszamolhato. A derivaltak hanyadosanak limesze

lim—=0,
X~>ooe

ezért
lim(xe™)=0
X~)oo( )

4) Lokalis szélsoértékek.
A deirvalasnal a szorzat szabalyt alkalmazva:

f'(x)=e"—xe™ =(1-x)e™.

f’(x) =0 pontosan akkor, ha a szorzat valamelyik tényezéje 0. Mivel e >0, ezért ez csak
X =1 esetén lehetséges.

A szokésos tablazatban megvizsgaljuk a jeloltet.

x (=) . ()
f'(X) + 0 _
f(x) / lok. max. N

1
Az 1-ben tehat sz&lséérték van, mégpedig lokalis maximum, aminek értéke f (1) = o 0.37.
5) Monotonitasi viszonyok.
A harmadik sor alapjan a fliggvény 1 -ig nd, utana csokken.

6) Inflexids pontok.
f'(x)=—e " +(1-x)(-e™) =(x-2)e™.

f'(x)=0 pontosan akkor, ha a szorzat valamelyik tényezdje 0. 0. Mivel e™ >0, ezért ez
csak x =2 esetén lehetséges.

Megvizsgaljuk a jeloltiinket. A tablazat most




f(x) konkav inf. pont konvex

A masodik derivalt eldjele az x—2 tényez6 eldjelével azonos. Ez 2 eltt negativ, utana
pozitiv.
A 2 -ben tehat inflexios pont van. f (2)=2e™ ~0.27 az inflexios pont masodik koordinatéja.

7) Konvex, konkav szakaszok.

A masodik sor alapjan az inflexios pont el6tt konkav a fiiggvény, utana konvex.
8) Grafikon.

Figyelembe véve az eddigieket a fliggvény abréja:

Y

9) Ertékkészlet.

Az abra alapjan a fiiggvény a lokalis maximumat, és az annal kisebb értékeket veszi fel, (a
lokalis maximum most globalis maximum is).

R, = (—oo, 1}
€

e
12. feladat: Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatotaz f (x)= = fliggvényen.




Megoldas:

1) Ertelmezési tartomany.

A nevezdbeli X miatt

D; =R\ {0} =(—0,0)u(0, ).
2) Alaki tulajdonsagok.

A fliggvény sehol sem nulla, hiszen a szamlalé minden X -re pozitiv, a grafikon nem metszi a
vizszintes tengelyt.

Mivel 0¢ D, , a grafikon nem metszi a fliggdleges tengelyt sem.

amibdl latszik, hogy a fiiggvény se nem paros, se nem paratlan.
3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Négy hatarértéket kell kiszamolnunk.

: , L0
Alkalmazva a L’Hospital-szabalyt az eredeti — tipust limeszre:
o0

et e
lim —=Ilim—=0.

X—>-0 X x——o ]

X

lim—=-o
x—=>0" X

hiszen a szamlalo6 1 -hez, a nevezd pedig nullahoz tart, de mindig negativ.

eX
lim—=ow
x—0" X

mivel most a nevezd a pozitiv szdmokon keresztiil tart nulldhoz.

Végiil, ismét felhasznalva a L’Hospital-szabalyt,

X X

. e . e
lim—=lim—=w,

X—w0 ¥ x—o ]

4) Lokalis szélsoértékek.

, xe* —e*  (x-1)¢
f (X): 2 :( 2)

X X

f’(x)=0 pontosan akkor, ha a tort szamlaloja 0. Mivel a szamlalé szorzat, igy valamelyik

tényezdjének kell 0 -nak lennie, amibdl x =1.



Figyeljiink most arra, hogy a jelolt a D, jobb oldali felébe esik, azt vagja ketté, ezért a fejléc

az alabbi harom intervallumot tartalmazza.

X (—oo,O) 0 (0,1) 1 (1,00)
f'(x) _ X - 0 +
f(x) N X Ny lok. min. e

Az 1-ben tehat lokalis minimum van, amelynek értéke: f (1) =e.

5) Monotonitasi viszonyok.

Figyeljiik meg, hogy - Gsszhangban a nulla koriili limeszekkel - a nulla bal és jobb oldali
kornyezetében is csokkend a fliggvény.

6) Inflexiés pontok

f'(x) = ((X_l)ex)' X’ _A(X_l)ex (X2 ) _ (ex +(X—l)ex)x>i2 —2x(x-1)e" _

Ujra egy tortet kell vizsgalnunk, hogy az hol 0, mely akkor lehetséges, ha a tort szamlaldja O
. Mivel a szamlélo szorzat, igy valamelyik tényezdjének kell 0 -nak lennie. Azt latjuk, hogy az

X? —2X+2=(x-1)°+1>0 és e* >0, amibél f'(x)# 0, tehat nincs inflexids pont.

7) Konvex, konkav szakaszok.

Nincs ugyan inflexios pont, de a masodik tdblazatot most is el kell késziteni, mert a konvex és
konkav szakaszok abbdl olvashatok ki.

X (—oo, O) 0 (O, oo)
f'(x) - X +
f(x) konkay X konvex

Az eldjelekkel kapcsolatban jegyezziik meg, hogy most f"(x) eléjele (mivel a szamlaloja
mindig pozitiv) a nevezdje eldjelével egyezik meg, az pedig negativ X-ekre negativ,

pozitivakra pozitiv.

8) Grafikon.



Ezek utan elkészithetjiik a fliggvény abrajat, ami az alabbi:

9) Az abra alapjan

R; :(—oo, O)u(e, oo).

Ellenorzo kérdések:

17. kérdés: Az f (x)=x>—12x+1 fliggvény csokken az alabbi intervallum(ok)on

—0, —2) és (2,00).
18. kérdés: Hany inflexios pontja van az f (X) =xe™* fiiggvénynek?

0.
1.



2.

3. (X)

19. kérdés
0.

1.

2.(X)

3.

20. kérdés

0.

L.

2.(X)

3.

21. kérdés
0.(X)

L.

2.

3.

22. kérdés
Igaz. (X)

Nem igaz.

: Hany inflexios pontja van az f (x)=x* —2x° +1 fiiggvénynek?

: Hany lokalis széls6értékhelye van az f (x)=x’¢" fiiggvénynek?

: Hany inflexios pontja van az f (x)=x" fliggvénynek?

: Az f(x)=x"-10x* fliggvény konkav a (-2, 2) intervallumon.



3. Differencialszamitas

3.5. Modulzaré ellenorzo kérdések

1. kérdés: Miaz f(x)= % fuggvény X, =—1-beli érintéjének egyenlete?
X

y =—6x-8 (X)
y=-2x+1
y =8x-10
1
=—=—x+10
y 2

2. kérdés: Miaz f(x)=x"+3x+1 fiiggvény m=-5 meredekségii érintéjének egyenlete?

y=5Xx+4

y =-5x+13

y =-5x-15 (X)
y=-5x+4

3. kérdés: Miaz f(x)=(2x+sinx)(x* +3) fiiggvény derivélt fiiggvénye?
(2—cosx (x2+3)+2x(2x+3|nx)
(2—-cosx)2x.
(
(

)

)
2+C0SX)-2X

)

2+C0S X (x +3)+2x(2x+3|nx) (X).

4. kérdés: Miaz f(x)= M fliggvény derivalt fiiggvénye?
COS X

X 1 X H
(Ze +\/;jcosx—(2e +\/§)sm X

cos? x

1 ]
2e* +——— |cos X +( 2e* +/x )sin x
( 2\/XJ ( )

cos? x

-(X)



2e* +i
2/x

sin x

2e* +i

I

sin X

5. kérdés: Miaz f(x)=+/x*-3x fiiggvény derivalt fiiggvénye?

1

232 -3

3x2-3

232 —x

3x?-3

— (X
2+/x% - 3x X

3x2

Dé-3x

6. kérdés: Miaz f(x)=xe* fiiggvény masodrendii derivalt fiiggvénye?
(x+1)e*.

(x+2)e*. (X)

X

e

2xe

7. kérdés: Az f (X) =+/5-x fiiggvény a=1 hely koriili els6fokt Taylor-polinomja

X 9
=—24+Z (X
y=-2%3 (X)
yo_X_9
4 4
y=--+3
y=_*.7
4



8. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az f (x)=x>-10x" +32x—37 fiiggvény
a=4 helyen vett harmadfokt Taylor-polinomja?

5+2(x—4)+(x—4)’
—5+2(x—4)+(x—4)3

5+2(x—4)2+(x—4)3

—5+2(x—4)2 +(x—4)3 (X)

9. kérdés: Melyik az f (x)= 5 1 fiiggvény harmadfoku Maclaurin-polinomja?
+ X

11 1, 1.,
SHISX+ X+ X
2 4" 8" 16

1Ll 1yp (X)
2 4 8 16

11 1, 1.

In(\&)

10. kérdés: lim——=

Hlsm(x—l)
1
—. (X
.09
1.
0.



1-cos?3x

11. kérdés: lim >
x—0 X

1

9"

1

3

3.

9.(X)

12. kérdés: lim x-arcctgx =

X—00

13. kérdés: Legyen f(x)=4x*-12x*+6. Milyen x-re lesz f'(x)=07?

0;2(X)

14. kérdés: Legyen C(t)=— 3

Milyen t -re lesz C'(t)=07?

-6t
0;+2
25 V2 (X)
-2:2
—2;1
15. kérdés: Hol csokkend az f fiiggvény, ha derivaltja f'(x)= (: +87)3 ? Az f ugyanott

értelmezhetd, ahol f'.



-0, =7[ ¢és ]-7.9[ intervallumokon.
]-o0,—7[ intervallumon.
A |-7.8 és 8,00[ intervallumokon.

]

A |-7,9[ intervallumon. (X)

X3 —

16. kérdés: Hol nd az f (x)= J fliggvény?

A |-0,—2[ és ]0,00] intervallumokon.

A ]-2,0[ és ]2,oq[ intervallumokon.

]
I-

A ]-2,0[ és ]0,00[ intervallumokon. (X)
]

A ]-0,0[ és ]2,o0 intervallumokon.

17. kérdés: Hol és milyen szélséértéke van az f (X) - fliggvénynek?
X

Az x=-1 helyen minimuma van.

Az x=-1 helyen maximuma van. (X)

Az x=1 helyen minimuma van.

Az x=1 helyen maximuma van.

18. kérdés: Tekintsiik azokat a téglalapokat, melyeknek két csticsa az X -tengelyen, masik két
csucsa pedig az X -tengely foltt az f (x)=9—x’ fiiggvény grafikonjén van.

2D - 1 4 2




Miaz A cstcs els6 koordinataja, ha a téglalap teriilete maximalis?

1
NG
V3 (X)

X2

19. kérdés: Az f(x)= 5
1-x

fliggvény

paros. (X)
paratlan.

se nem paros, se nem paratlan.

20. kérdés: Hol konvex az f (x)=In’x fiiggvény?

(01)
(0.e) (X)
(1)
(e.0)

21. kérdés: A kovetkez6 intervallumo(ko)n konkav az f(x) = 2X 3 fiiggvény
X"+

22. kérdés: Az f (x)=x>—3x"+3x fiiggvénynek az x =1 helyen

minimuma van.

maximuma van.



inflexios pontja van. (X)

nincs sem szélsdértéke, sem inflexids pontja.



