Differencialegyenletek

Osszefoglalas

I. Els6rendii k6zonséges differencialegyenletek

1. Egyszeribb explicit differencidlegyenletek
a) y'(z) = f(z) alakd egyenletek

Megoldasi modszer: ,egyszeriien integralni kell” az x valtozé szerint mindkét oldalt, azaz

o) = [ 1@ dr

b) ¥ = f(y) alakd egyenletek

Megoldasi modszer: elosztjuk az egyenletet ( az f(y) # 0 esetben) f(y)-nal, majd integraljuk
L Lifejezést az y valtozé szerint baloldalon, az 1-et x szerint jobb oldalon, azaz

azm
/—1 dy=z+C
fo) © 7

2. Szepardbilis differencidleqyenletek
Vagyis ha az egyenlet
v'(x) = f(z) - 9(v)
alakba irhat6. Ahhoz, hogy észrevegyiik, hogy ilyen az egyenlet, rendezziik at eldszor tigy, hogy
egyediil az y’ szerepeljen a baloldalon. Majd a jobboldalon kiemeléssel, 6sszevonassal valasszuk

szét a tagokat két csoportra, az egyikbe gytijtsiik 6ssze az y-t tartalmazoé tagokat, a masikba a
maradékot. [tt alapvet&en szorzunk és osztunk, nem pedig 6sszeadunk és kivonunk az egyenlet

/ﬁdy:/f(ﬂ:)d:r.

Példa. Oldjuk meg az y'(x) = y*(z) egyenletet!

rendezésénél!
Ezek utdn a megoldas

Megoldds. Az y(xr) = 0 fuiggvény biztosan megoldas. Ha y # 0, akkor elosztva vele az egyenletet, a
hagyoméanyos jelléssel kapjuk, hogy

1
z+C’

/%:/dx — —é=x+c = y(xr) =—



3. Szepardbilis differencidlegyenletekre vezetd differencidlegyenletek

a) Valtozoéban homogén differencidlegyenletek

/()

alaki. A megoldas menete: helyettesitsiik az u(z) = %xj fiiggvényt az egyenletbe, ez lesz az 1j
keresett fiiggvényt. Az eredeti egyenletben szerepls y és y’ tagokat lecseréljiik rendre az u(z) -z,

Vagyis ha az egyenlet

valamint u'(z) - = + u(x) kifejezésekre. Ekkor egy 1j egyenletet kapunk az u fiiggvényre, amely
szeparabilis lesz. Egészen pontosan az 11j egyenlet

lesz, melyet szeparélas utan az

1
/mdu:log:r—l—c

képlettel oldunk meg. Végiil az igy kapott u fiiggvénybdl megkapjuk a keresett y fiiggvényt:
y(z) =u(z) - 2.

b) ¢ = f(ax + by + ¢) alaku differencidlegyenletek

A megoldas menete: az el6z8 tipushoz hasonléan helyettesitsitk az u(z) = az + by(z) + ¢
fiiggvényt az egyenletbe, ez lesz az 1j keresett fiiggvényt. Az eredeti egyenletben szerepls y és
y' tagokat lecseréljiik rendre az %(u(:}:] —ax — c¢), valamint %(u’(:c) — a) kifejezésekre. Ekkor egy
1j egyenletet kapunk az u fiiggvényre, amely szeparabilis lesz. Egészen pontosan az 1j egyenlet

u' =0bf(u)+a
lesz, melyet szeparalas utan az

u

képlettel oldunk meg. Végiil az igy kapott u fiiggvénybdl megkapjuk a keresett y fiiggvényt:

y(z) = %(u(:c) —az —c).

4. Egzakt differencidlegyenletek

Ha az egyenlet
P(z,y) +v/'Q(z,y) =0

alakba irhat6, ahol

orP 0Q

dy Oz’
A megoldas menete: Keressiik az F' fiiggvényt, melyre F' = % és F = %. Ennek meghataro-
zasa:
1. lépés F(z,y) = [ P(z,y) dz + h(y)
2. lépés: a h fiiggvény meghatérozisahoz derivaljuk a fent kapott F-et y szerint, tegyiik egyen-
16vé Q-val. Ez egy egyenletet szolgaltat h-ra. Azt megoldva, majd visszahelyettesitve az eredeti
képletbe, megkapjuk F-et.
Az eredeti egyenlet megoldasat az F'(z,y) = 0 implicit egyenlet szolgaltatja.



Példa. Oldjuk meg az x2 — y(x) — z/(z) = 0 egyenletet!

Megoldds. Az M(z,y) = 22 —y, N(z,y) = —=z valasztas mellett az egyenlet (1.5) alaka és oM =
—1=01N. A primitiv fiiggvény

3
Fla) = [ Mz dr= [ —yde= T —ay+ Clo)

alaka, ahol a C' fiiggvényt az
2= N(z,y) = % F(z,5) = —z + C'(y)
egyenletbdl hatarozhatjuk meg, ahonnan C'(y) = C konstans. Primitiv fiiggvénynek tehat valaszthato
F(z,y) = % — xy, ahonnan a megoldas
'.'L'3 .’.I:2 g
=

3 —xy(r)=C, azaz y(z)= 3

5. Elsérendi linedris differencidlegyenletek

a) Homogén lineéris egyenlet:
v = f(z)y

alaki. Ez egy szeparébilis egyenlet.

b) Inhomogén linearis egyenlet:

v =f(@)y+g(z)
alaki. A megoldas menete:
1. lépés: megoldjuk a hozza tartozé homogén egyenletet, azaz az y' = f(x)y + g(z) egyenletet.
Megkapjuk a homogén egyenlet altalanos megoldasat: yx(z) = c- el f(@) dz.
2. lépés: megkeressiik az inhomogén egyenlet egy megoldasat az allandé varidlasanak modsze-
rével. Vagyis az inhomogén egyenletbe helyettesitjik a ¢(z) - el 1) dz Yifejezést. Ez egy tjabb
differencialegyenletet ad a c(z) fiiggvényre. Ezt megoldva kapjuk az inhomogén egyenlet egy
megoldasat y,(z) = c(x) - e/ /(®) 4=,
3. lépés: az inhomogén egyenlet osszes megoldasa eléall y = y, + y, alakban.

Példa. Oldjuk meg az o/ (x) = 2 - y(x) + 223 egyenletet!

Megoldds. A z'(x) = 2x - z(x) homogén egyenlet szeparébilis, a megoldasa

%:2;&: = E:2;1:61;8 =3 /E:/QIdI — log|z|=2?+D = z(;c):Cexz.
T z J =z .

A partikularis megoldast keressiik yo(x) = C (I)exﬁ alakban. Ekkor C-re a
C'(z) = 23
egyenletet kapjuk, melybél parcialis integralassal
Cx) = /21‘38_12 dr = — / ( — ?;L'e_xz);c? dr = —/(e_""?)!;c? dz = —e %42 +/e_x221' dr =
= e T2 /(—QI)B_IQ de=—e %22 - / (e_xg)’ e

2

Ebbél yo(x) = —22 — 1, igy a feladat megoldasa y(r) = Ce® — 22 — 1.



Példa. Adjuk meg az y' — 2y = 4z differencialegyenlet altalanos megoldasat.

Elgszor az y' — 2y = 0 homogén egyenlet megoldasat hatarozzuk meg, ami egy szeparabilis egyenlet, a

megoldasa

yh:C_c—f—de:C_CZx.

A zavaro fiiggvény egy elséfokii polinom, tehat probafiiggvény-modszerrel a partikularis megoldast a kivet-
kezd alakban célszert keresni:
yp=Ar+ B

Ezt, illetve ennek a derivaltjat (y,-t) helyettesitjiik vissza az eredeti inhomogén egyenletbe, majd Gsszeha-
sonlitjuk az egyenlet két oldalat, igy informéaciot kapunk A-rol és B-rél.

A—-2(Az+B) =4z

—2Ar+ A—-2B =42

A fenti egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha —24 =4 és A — 2B = 0 teljesiil, tehat A= —-2ésB=—-1a
megfeleld valasztas. Ezek alapjan a partikularis megoldas

Yp = —2x—1,
a differencidlegyenlet dltalanos megoldésa pedig

yzyh—l—ypzc-cgm—Q:r—l.

25
Példa. Adjuk meg az y' — 4y = 7 cos(3x) + 2 differencialegyenlet altalanos megoldasat.
A homogén rész megoldasa y, = ¢ - . Mivel a zavaro fiiggvényben szerepel a cos(3z) fiiggvény, ezért
a probafiiggvény mindenképpen tartalmazza majd az Asin(3z) + Bcos(3z) kifejezést. A zavaro fiiggvény
masodik tagja egy konstans (nulladfokud polinom), ezért az alkalmas probafiiggvény az
Yp = Asin(3zx) + Bcos(3z) 4+ C
lesz. Ezt derivilva, majd az eredeti egyvenletbe helyettesitve kapjuk, hogy
25
3Acos(3z) — 3Bsin(3z) — 4 (Asin(3z) + Beos(3z) +C) = i cos(3z) + 2,

amit a benne szerepls fiiggvények szerint rendezve a

(34 — 4B) cos(3z) + (—4A4 — 3B) sin(3z) — 4C = ? cos(3zx) + 2

1 25
egyenletet nyerjitk. Ez pontosan akkor teljesiil, ha C' = —3 valamint 34 — 4B = T és —4A - 3B =10

is teljesiil. Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa az A = % ¢s a B = —1, tehat a differencialegyenlet
partikularis részének megoldasa

3 . 1
Y=g sin(3z) — cos(3z) — 3

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa az elébbiek alapjan

3 1
Y=y +yp=c- e o 1 sin(3z) — cos(3z) — 3



Példa. Oldjuk meg az 3’ — 2y = e%® + z differencidlegyenletet.

A homogén rész megolddsa yn = ¢ - €2*. A zavar6 fiiggvény alapjan felirt probafiiggvény az
Yp = Ae** + Br + C
lenne, azonban az elsé tag rezonalni fog a homogén rész megoldasaval, ezért annak z-szeresét vessziik:
yp = Are® + Bx + C.
Derivaljuk, majd visszahelyettesitjiik az inhomogén differencialegyenletbe:
Ae®® + 24re™ + B — 2 (Aze® + Br 4+ C) =™ + .
Az ze®-es tagok kiejtik egymast.

Ae®™ —9Br — 20 + B=¢* +1,

1 1
ahonnan kapjuk, hogy A=1, B = ) ésC = T Ezek alapjan a differencidlegyenlet altalinos megoldasa

1 1
. p2T 20 . =
y=c-e " +xe 23: 1

I1I. Masodrendii differencialegyenletek

1. Hidnyos mdsodrendi differencidlegyenletek

a) y" = f(z) alaki egyenletek
Megoldasa: y(z) = [ ([ f(z) dz) dz + ciz + c.

b) v’ = F(z,y") alaku egyenletek, vagyis nem szerepel benne ,derivalas nélkilli” y. ekkor egy
1j z =y’ fiiggvény bevezetésével elsGrendii egyenletet kapunk.

2. Mdasodrendi linedris differencidlegyenletek

a) Allandé egyiitthatés homogén linearis egyenletek
Az egyenlet alakja
ay’ + by’ + ry =0.

A megoldas menete: megkeressiik az al? + b\ + ¢ = 0 valés mésodfoki egyenlet Ay, Ay gydkeit.
1. eset: ha két kiilonbozd valos gyok van, ekkor a megoldas:
y(z) = c1eM® + cpe?®,

ahol ¢1, ¢9 tetszéleges konstansok
2. eset: ha egy kétszeres valds gyok van, azaz ha Ay = Ay, akkor a megoldas:

Az Az

y(z) = c1e™* + coze

ahol ¢, ¢y tetsz6leges konstansok
3. eset: ha két (konjugélt) komplex gyok van, Ay = a + i, Ao = a — (i, akkor a megoldas:

y(x) = 1™ cos(fBzr) + coe™ sin(fr)



Masodrendi inhomogén linearis differencialegyenletek megoldasa konstansok
varialasanak médszerével:

Az

Y'(x) + a(x)y () + b(x)y(z) = f(x)
inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak keresése hasonlé elv alapjan torténik, mint az elsérendd
linearis egyenleteknél. Ha a. homogén egyenlet yi(x) és yo (x) alapmegoldasait mar meghataroztuk,
akkor a homogén egyenlet Gsszes megoldasa c1y1 + coya alaki. Az inhomogén egyenlet partikularis
megoldasat az allandok variadlasanak maédszerével kereshetjitk: legyen yo(x) = c1(z)y1(x) + ca(x)ya(x),
ahol ¢1, co alkalmas fiiggvények.

Valasszuk ugy a keresett cq,ca fiiggvényeket; hogy c{y1 + chys = 0 legyen és ekkor a fenti egyenletbhél
a cyy) +chyh = f feltétel adodik.
Noha az elsé kovetelmény teljesen onkényes, a ¢, ch fiiggvényekre kapott

iy +chyp = 0}
Ay +chyy = f

linearis egyenletrendszer megoldhato, hiszen a rendszer matrixanak determinansa éppen W(y1, y2). ami
pedig sehol sem nulla, tehat ennek a rendszernek egyértelmtien van megoldasa, amibél integralassal a
e, co fuggények is elallithatok:

0 yalzx) } 0

o= [ ), SR
H’"(yl (), y2 (.L)) ’ H (), ya(s r})

Ha az f fiiggvények specialis alakja van, példaul polinom, exponencialis vagy trigonometrikus fiiggvény,

akkor érdemes lehet a partikularis megoldast is olyan alakban keresni. Ez a probafiiggvény-modszernek
is nevezett eljaras gyakran gyorsabb és egyszertibb szamolasokra vezeté moédszer, mint az allandok

varialasa.

Definicio. A fenti allitasban szerepld

W (y1 (), ya(x)) = yi(z)  ya(x)

vi(z) wa(x)

determinanst az yi,y2 megoldasokhoz tartozé Wronski-determinansnak nevezziik.

Definicié. Ha az y; és yo megoldasokra W (yy,yo) # 0 teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy y; és 3 a
homogén egyenlet alaprendszerét alkotjak.

X

Példa. Add mega y'" -2y'+y= egyenlet altalanos megoldasat.

Eloszoraz y'" —2y'+ y =0 homogén egyenlet megoldasat hatarozzuk meg,

. .y . . . - 2 _ _ _
a differencialegyenlet karakterisztikus polinomja: r*—-2r +1=0 — r,=r, =1 — .. o

— X X
homogén rész megoldasa: Yn = C,e"+C,xe

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldéasat az allando varidldsanak modszerével

=C,(x)e* +C,(x) xe" alakban keressiik:

Ekkor az egyenletrendszert erre a feladatra felirva kapjuk:



C,e*+C,xe*=0
X

. : e
C,e"+C,(e"+xe”) =—

2X
Ezt végigszamolva kapjuk, hogy
. 1 1 1
Cl(X):—% — Cl(X)= .[(—7) dX: —7X+5L=—7X,
=0
C. 1 1 1
=55 = C)=] g dx=Znx+K, = InJ/x.
=0

Ezért
yp:—%xeX +(In\/7) xe*

tehat az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

y=Yi +yp:C1eX+C2xex—%xeX +(Inyx ) xe*

Konstans egyiitthatés masodrendii inhomogén linearis differenciilegyenletek megoldasa
probafiiggvény médszerével:

Példa. Add meg az 3" + y = 322 egyenlet altaldnos megoldasat.

Az egyenlethez rendelt homogén egvenlet karakterisztikus egyenlete
A +1=0,

amelynek két komplex gyéke van, Ay =i =0+ 1i és Ay = —i = 0— 1i. A homogén rész megoldasa ezért y, =
=% (¢ cos(1z) + epsin(1z)) = ¢ cos(x) + ez sin(x). Mivel most a zavaré fiiggvény egy masodfoki polinom,
ezért a partikularis megoldast célszert az

Yyp=Ar* + Br + C

probafiiggvény segitségével meghataroznunk. Vessziik y, els, majd masodik derivaltjat, ezeket visszahelyet-
tesitjiilk az inhomogén egyvenletbe.
24 + Az? + Bx + C = 327,

amibol rogtin kivetkezik, hogy A =3, B =0 és C' = —6 a probafiiggvény megfelels egyiitthatoinak értéke.
Ezek alapjan az egyenlet altalanos megoldasa

y = ¢; cos(z) + cosin(x) + 327 — 6.

Példa. Add meg az y” + 2y’ = 1222 — 2 egyenlet y(0) = 0 és y(—0.5) = —1 — e kezdeti feltételeket kielegito
megoldasat.

A homogén rész karakterisztikus egvenlete
A2y =0,

melynek két kiilénbzo valos gydke van, Ay = 0 és Ay = —2, ezért a homogén megoldas y, = ¢ +e5-e7 2%, Az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat kereshetjiik probafiigevénnyel, mivel a zavaro fiiggvény egy
miasodfoki polinom. Célszertinek tiinhet most is az Ax? + Bz 4 C valasztas, azonban a differencidlegyenletet
alaposabban megvizsgalva ez mégsem lesz megfeleld. Az egyenlet ugyanis nem tartalmazza az y tagot, csak
az ' ésy” tagokat, tehat ha masodfoki polinomot valasztanank probafiigevénynek, akkor visszahelyettesités
utan az egyenlet bal oldalan egy legfeljebb elséfokn polinomot kapnank. Ennek az egyiitthatoit viszont nem



tudnank tgy valasztani, hogy az megegyezzen a zavard fiigevénnyel, azaz egy méasodfokn polinommal. Ezért
most célszerid egy magasabb fokszami, esetilkben harmadfoki polinommal préobalkozni.

Up = Az 4+ Ba? + Cx 4 D,
majd ennek derivaltjait visszahelvettesitjiik az eredeti egyenletbe:
6Ar + 2B +2(342° + 2Bz 4+ C) = 122 — 2.
Lathato, hogy A =2, B = —3 és C = 2 esetén teljesiil az egyenldség. Az egyenlet dltalinos megoldasa
Yy=e1+co-e 2 4223 — 322 + 22,

Az inhomogén részre felirt y, partikularis megoldasban szerepelt még egy D konstans is, ennek értékét — mivel
derivalaskor tgyis elttinik — kedviink szerint valaszthatjuk, legkényelmesebb nullanak valasztani (egyébként
pedig ,beolvad” a ¢; konstansba).

A kezdeti feltételeknek eleget tevo partikularis megoldast a c; és ¢ konstansok alkalmas megvilasztasival
kapjuk. Az y(0) = 0 feltétel akkor teljesiil, ha

0=ci4+c-e2042.0°-3.0242-0=1¢, + ¢,

1 = —Co.

A masodik feltétel pedig akkor, ha
—l—e=c1+ey-e 20 1 9. (053 —3.(—05)2 +2-(—05)=e¢; +¢3-e—2,

az elébb kapott dsszefiiggés alapjan
—1l—e=¢ —cre—2

l—e=e¢(l-—c¢).
Ezek alapjan a ¢; =1 és ¢; = —1 konstansokkal felirt
y=1—e"27 4205 — 327 4 22.

partikuliris megoldas kielégiti a megadott differencialegyenletet és a kezdeti feltételeket is.

Példa. Add meg a 4y” + y = 85(e™" — %) egyenlet altalanos megoldasat.

1 1
A homogén rész karakterisztikus egyenletének két komplex gydke Ay = 53’ és Ay = —Ea‘, tehat a homogén
rész megoldasa yp = ¢ cos (£) + ¢psin (£).

Az inhomogén egyenlet jobb oldalan 4llo zavaro fiiggvény két exponenciilis fiijggvény Gsszege, {gy alkalmaz-
hatjuk a prébafiiggvény-maodszert példaul az

yp = Ae™" + Be™.
valasztassal. A megfeleld tagokat az eredeti egyenletbe helyvettesitjiik:
4(Ae ™ +4Be®) + Ae ™ + Be®™ =85 (e7* — ™).
A zaréjeleket mindkét oldalon felbontva azt kapjuk, hogy
5Ae™" 4+ 17Be?™ = 85e™" — 85¢%7,

amibél egyszerten adodik az A = 17 és B = —5 valasztas. Az eredeti differencidlegyenlet altalanos megoldasa
tehat " "
Y = €1 COS (5) + ¢o 8in (5) +17e™" — 5e%=.



Példa. Oldd meg az ¢ +y = (z + 1)e~* differencidlegyenletet.

A homogén rész megoldasa yp, = ¢y cos(x)+co sin(z). Az inhomogén egyenlet jobb oldalan 4llo zavaro fiiggvény
egy elséfokn polinom és egy exponenciilis kifejezés szorzata, tehat felithato ra egy megfeleld probafiigeveény.
Mivel a zarojelet akar fel is bonthatnank — ekkor ket taghol allna a zavaro fiiggvény — ezért elegendd a

polinom tagjait ellatni az ismeretlen egyiitthatokkal, az exponencialis tagot kiilon nem sziikséges.
Yp = (Ax 4+ B)e™ ™,
aminek masodik derivaltjat véve, majd visszahelyettesitve az inhomogén egyenletbe kapjuk, hogy
—24e” "+ 2(Ax+ Be ™" = (x+ 1),

melyet rendezve a
24z + (2B —2A)e T =ae " ™"

1
egvenlethez jutunk. Lathato, hogy az A = 3 és B = 1 valasztas megfelels, tehat a differencidlegyenlet
altalanos megoldasa
1
y = c1cos(x) + casin(x) + (5:1’, + 1) e ",

Példa. Add meg az y” + 9y = sin(3z) — cos(3z) differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

Mivel a homogén rész karakterisztikus egyenletének két komplex gydke van: A; » = Z3i, ezért a homogén rész
megoldasa y, = ¢y cos(3x) + cosin(3z). Ha az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafiiggveny-
modszerrel keressiik, akkor figyelembe kell venniink, hogy a homogén részre kapott megoldas hasonlé a zavaroe
fiiggvényhez, rezonancia lép fel. Eppen ezért probafiiggvénynek célszeri most az x-szel megszorzott

Yp = Axcos(3x) + Bz sin(3z)

fiiggvényt valasztani, ekkor a rezonancia megsziinik. Ezt és ennek masodik derivaltjat helyettesitve az inho-
mogén egyenletbe kapjuk, hogy

—6Asin(3x) — 9Azx cos(3zr) + 6B cos(3x) — 9Bz sin(3z) + 9 (Axcos(3z) + Brsin(3zx)) = sin(3z) — cos(3x).
A kies6 tagok elhagyasa utan a
—6A sin(3x) + 6B cos(3z) = sin(3x) — cos(3x)
egvenlethez jutunk, amibél adédnak az A = —é és B = —é konstansok. A differencialegyenlet megoldasa

tehdat

y = ¢y cos(3z) + e sin(3x) — é:c sin(3z) — %:c cos(3z).



Példa. Add meg az y” — 4y’ + 4y = e?® + 4x differencidlegyenlet altalanos megoldasit.
A karakterisztikus egyenletnek a A = 2 kétszeres valos gydke, igy ahomogén rész megoldasa y, = ce*® +
+ cpxe®®. A zavaro fiigevény alapjan probalkozhatnank az

Yp = Ae® 4 Bz + C

probafiigevény felirdsaval, ennek elsé tagja azonban rezonalna a homogén megoldas elsé tagjaval. Ha x-szel
szorozzuk, akkor pedig
Yp = Aze®™ + Br 4-C

a homogén megoldas masodik tagjaval rezondlna, ezért célszerii ismét x-szel szorozni, igy az alkalmas proba-
fiigevény az
Yy = Ar*e® + Bz + C

lesz, melyet derivaltjaival egyiitt visszahelyettesitve a
4A7%e* 4 8Axe™ +24e* — 4(242%* + 2A2e™ + B) + 4(Ax%e* + Bz + C) = ™™ + 4z
egyenletet kapjuk. Ezt csoportositva a

24e?* + 4Br — 4B + 4C = ** + 4z

1
egvenletet nyerjitk, amibél rogtén adodik, hogy az A = 3 B =1 és C' = 1 vilasztas megfeleld, vagyis az
egvenlet altalinos megoldasa

2

1
Y = 0% + eore® 4 511: e 441



Linearis differencialegyenlet rendszerek

A homogén egyenlet alaprendszerémnek elGallitasa az allandé egyutthatos
esetben

A homogén egyenlet alaprendszerének elallitasara nincs modszer, ugyanakkor az allandé egytitthatos
eset konnyen kezelheté. A tovabbiakban tehat az

Y (2) = Ay(x)

alaki homogén egyenlet megoldasait keressiik, ahol A € R™*" egy adott matrix.

1. eset: paronként kiilonboz6 sajatértékek

Tétel. Legyenek A, o, ... ..., An az A mdtriz sajdtértékei, ahol feltessziik, hogy mindegyik valds,
tovdbbd m-szeres \; sajdtérték esetén taldlhatd hozzd m linedrisan figgetlen sajatvektor, vagyis a Aj-
hez tartozé sajdtaltér dimenzidja ugyannyi, mint a sajdtérték multiplicitdsa. Jelolje sV, s, ... s
a megfeleld sajdtvektorokat. Ekkor az rendszer minden y megolddsa elddll

y(z) = C1e’M%sV) 4 Cre??®s®@ 4 Cpern®s™

alakban, ahol C1,Cy, ..., Cy € R konstansok.

Példa. Oldjuk meg az

linearis differencialegyenlet-rendszert!

Megoldds. A rendszer matrixa egy fels6haromszog-matrix, melynek f6atlojaban vannak a sajatértékei:
A =-—1, Ao = -2, A3 = —3. Ezek kiilonboézéek, igy a hozzajuk tartozé sajatvektorok automatikusan
fiiggetlenek lesznek. Révid szamolassal adodnak a sajatvektorok: példaul s(1) = [1 0 D]I, 52 =
1 -1 D]T, s =100 1 —l]T. Ekkor a rendszer alapmegoldasai:

1 1 0
pW)=e= 0|, @)= [-1|, ¢®@)=e3]|1
0 0 =

az alapmatrix az ezekbdl az oszlopokbdél allo

=T 2w 0
O(x)=] 0 —e2r 37|
0 0 —ed

matrix, melynek determindnsa nem nulla. A rendszer altalanos megoldasa

1 1 0 Cle_x + Cge_gi‘
y(-_;;) = (I’(.L) O = Cle—-.r 0| + 026—29: —1| + C3e—3x 1 — —Cge_ix 4 036—39:
0 0 -1 —Cge_gx

alakban kaphaté meg.

2 eset: Tobbszoros sajatértékek (Kétdimenzios eset)



Foglalkozzunk most azzal az esettel, amikor a matrixnak t6bbszoros sajatértéke van, de a sajataltér
dimenziéja kisebb, mint a sajatérték multiplicitasa, vagyis nincs meg a kell§ szamu linearisan fiiggetlen

sajatvektor.

Allitas. Legyen a rendszer A € R¥? mdtriza olyan, hogy A € R kétszeres gyoke a karakterisztikus
karakterisztikus polinomnak, de a hozzd tartozd sajdtaltér csak egy dimenzids. Legyenek sV, s(2) € R2
olyan vektorok, melyekre (A — M )s1) = 0, illetve (A — M )s?) = s(1). Ekkor az rendszer ésszes
megolddsa

y(z) = C1e*s() + Che® (3(2} + - 3(1})

alakba irhaté.

Példa. Oldjuk meg az
! - J— 6 _4 - -
v =[5 s
linearis differencidlegyenlet-rendszert!

Megoldds. A matrix karakterisztikus polinomja ka(A) = A2 — 4\ +4 = (A — 2)2, vagyis A2 = 2 két-
szeres sajatérték. Sajatvektornak azonban csak az [1 l]T vektor, illetve ennek szamszorosai lesznek
jok, vagyis a sajataltér dimenzidja egy. Kényelmi okokbdl vilasszuk az st = [-1 4]T vektort sajat-
vektornak és keressitk meg az (A — AJ }5(2) = s egyenlet megoldasat. Az altalanositott sajatvektor

s =2 l]T lesz, igy az egyenlet 6sszes megoldasa felirhaté

- [ ([ o= []) - [S 12018

alakban.

3. eset: Komplex sajatértékek (Kétdimenzids eset)

Végezetiil foglakozzunk azzal, hogy komplex sajatértékek esetén hogyan kapjuk meg a valoés meg-
oldasokat.
Legyen A € R2*2 az rendszer matrixa, melynek most legyenek /\1;53 = o = 31 konjugalt komplex
sajatértékei.
Ha az egyik sajatértékhez az s = [a- +bi e+ a’i] T sajatvektor tartozik, akkor kénnyen lathato, hogy
s2) = [a —bi ec— di]T tartozik a konjugaltjahoz.

Ezek felhasznalasaval két fiiggetlen valoés megoldast kapunk

yl.('.l:} — ®% ([i cos fr — |:3] Sill.B;C) s yz(;{.') =™ ([‘j sin fx + [g} cos 3.!.) .

A homogén egyenlet altalanos megoldasa:

yh(x) = clyl(x) + c2y2(x)

ahol cl, c2 tetszdleges valos konstansok.



Példa. Oldjuk meg az

linearis differencialegyenlet-rendszert!

— 2)\ + 5, melynek gydkei Ay o =1+ 2i. A pozitiv

Megoldds. A karakterisztikus polinom k4 (X)) =
= [ ] sajatvektor tartozik, ami alapjan minden

képzetes részii sajatértékhez példaul az sV
megoldas

—sin 2;15-':| 4 Cye® {cos 2;[5] {ex(—C1 sin 2z + Cy cos 2)
e —

y(r) = Che { e®(C'] cos 2x + Cy sin 2x)

cos 2 sin 2x

alaki.

Linearis differencialegyenlet rendszer megoldasa
Az allando varialasaval:

Direkt megoldas.
1. LEPES. Matrixos alak: y’ = A-y
2. LEPES. Homogén egyenlet. y'—A-y=0(b=0) megoldésa:

(a) A sajatértékei. A karakterisztikus egyenlet: |é — AQ = 0 gyokei
(b) A sajatvektorai. Az (A — AL)s = 0 homogén linedris egyenletrendszer
megoldasa

(c) A homogén egyenlet megoldasa

(c1) Az alaprendszer: ¥ = (s, eMts,e™t ... s e

(c2) A megoldas: y =W - ¢

3. LEPES. Inomogén egyenlet megoldasa. Az allandok varialasa: g-g'(t) =b.
(a) ¢&(t) meghatarozdsa: az W - ¢(t) = b linearis egyenletrendszer megolddsa.
(b) ¢(t) meghatarozasa, integralds.

(c) Inhomogén partikuldris meghatarozasa: y = W - c(t).

4. LEPES. Inomogén egyenlet altalanos megoldasa: a homogén altalanos és
az inhomogén partikularis megoldasanak Osszege:



Példa. Oldjuk meg az

eo(3 ) ( L) o= ()

kezdeti érték feladatot!
A homogén egyenlet altaldnos meooldéqa

x, () = c1¢? ( % ) +C2€10f( _g ),

a homogén egyenlet egy alapmatrixa
2t 10t
()= ‘o 36101& :
et —be
A konstansok varidlasanak maédszerét haszndlva keressiik az inhomogén egvenlet egy partikularis

megolddsat az x,,(t) = ¥(t)u(t) alakban. Ekkor u teljesiti az egyenletet, amely ebben az
esethen:

Qtul (f) + 3€10t I (f) _ 7e3t
Qtul (IL) - 5€10t ,(T) _ 714€3t.
Ennek megolddsa
7 21
wh(t) = fget és uh(t) = ge_w

Igy

uy(t) = — f get‘ dt = fget és us(t) = f %e*ﬁ dt = fge*n.

(Ne felejtsiik el, hogy egy u fliggvényt elég megadni, ezért nem kell az integralaskor az Gsszes
primitiv fliggvényt felirni.) Ezért a partikuldris megoldas képlete

2t 10t Tt 3t
° 3e —gc —9¢
() =i = (G 2o ) (%) = (A7),

és igy az inhomogén egvenlet dltalinos megoldasa

_ 0,3t
x(z‘):c,lezf( % )+Cg€mt( _g )+( 62; )

Ebbe behelyettesitve a kezdeti feltételt kapjuk, hogy

g +3c0—-2 = —1
cg—odc2+1 = 2

azaz

c1+ 300 =

1
c1 — 5(?2 =1

Ebbol ¢f =1 és ¢ = 0 adddik, tehdt a kezdeti érték feladat megoldasa

1 _9 43t ’2t —9 ’3t
X(f)egt(1)+( 63(:‘. )(€62f+;3t :



